1. CAPITULO 7

Distribuicoes conjuntas.

Neste capitulo atribuimos a um ponto amostral valores de vérias
variaveis aleatorias e analisamos a sua distribui¢ao conjunta. Por prati-
cidade desenvolvemos a teoria para vetores de variaveis aleatorias bidi-
mensionais mas os resultados estendem-se para o caso multidimensional
de dimensao finita.

1.1. Distribuicoes conjuntas discretas. Comegamos com um ex-
emplo:

Exemplo 1.1. Um investidor simula uma sequéncia de sucessos, ou
fracassos, anuais de suas aplicagoes por um periodo de trés anos. Para
isso supoe que a probabilidade de sucesso em determinado ano é p,
0 < p < 1, independente dos resultados nos outros anos. Considera
trés variaveis de interesse:

A variavel aleatéria X, que indica se houve sucesso ou fracasso no
primeiro ano. O sucesso (S) indicado pelo algarismo 1 e o fracasso (F)
pelo algarismo 0;

a variavel aleatoria Y que indica o niimero de sucessos nos trés anos
e a variavel aleatoria

Z, indicando o nimero de mudangas ( SF ou FS) que ocorreram
durante os trés anos.

A configuracao dos resultados possiveis com as respectivas probabili-
dades é a distribuicao conjunta tridimensional que apresenta os valores
(x,y,z) do vetor aleatério (X,Y,Z) com suas respectivas probabili-
dades

PX=zY=yZ=z)=P{X=zn{Y =y}n{Z =2},
por exemplo P(X = 1,Y =2, 7 =2) = p*(1 — p).

Tabela 7.1- Distribuicao tridimensional de (X,Y, Z)
1



Realizacao  (v,y,z) P(X=2x,Y =y, Z=2)

(5.5.5)  (1,3.0) i

(SaSvF) (17271) p2(1_p)
(S’ F’ S) (17272) p2(1 _p)
(FvSaS) (07271) p2(1_p)
(S>F7F) (17171) p(l_p)2
(F787F> (07172) p(l_p)2
<F7F7S) (07171) p(l—p2
(FaFvF) (07070) (1—]9)3

As distribui¢oes unidimensionais das variaveis X, Y e Z sao obtidas
fixando o valor da variavel de interesse e somando sobre os valores das
outras varidveis.Analiticamente temos

PX=2)=>» Y P(X=2Y=y7Z=z2).

Por exemplo
PX=1)=PX=1,Y=3,Z=0+P(X=1,Y=227=1)+
PX=1,Y=272=2)+PX=1L,Y=1,Z2=1)=

P’ +2p°(1=p)+p(1-p)* = pp*+2p(1-p)+(1-p)*] = plp+(1-p)* = p.
A probabilidade do evento complementar é P(X = 0) = 1 — p.
O resultado era esperado desde que X é uma varidavel aleatoria de
Bernoulli que tem média E[X]| = p e variancia Var(X) = p(1 — p).
Obtemos a distribuicao da variavel Y de maneira semelhante e a sua
funcao de probabilidade é

Y 0 1 2 3
PY =y | (A-p° 3pd-p?> 3p*A-p p°

Resumindo, P(Y = k) = (})p*(1 — p)*~* para k € {0,1,2,3}. Isto
é, o numero de sucessos em 3 ensaios de Bernoulli, independentes e
identicamente distribuidos, com probabilidade de sucesso igual a p,
tem distribui¢do binomial com média E[Y] = 3p e variancia Var(Y) =
3p(1 —p).

A variavel Z assume os valores 0, 1,2 com probabilidades

P(Z =0)=p’+ (1 -p)*;

P(z=1) =2p*(1 —p) +2p(1 — p)* = 2p(1 — p);

P(Z =2) =p*(1—p) +p(1—p)*

A sua esperancga é

E[Z]) = 2p(1 — p) +2p*(1 — p) + 2p(1 — p)* = 4p(1 — p)



e sua variancia
Var(Z) = E[Z*—E[Z)? = 6p(1—p)—16p*(1—p)* = 6p—22p*+32p>—16p™.
A distribuicao conjunta de (X, Z) pode ser representada por uma

tabela de dupla entrada
Tabela 7.2- Distribui¢ao bidimensional de (X, Z)

X, Z 0 1 2 total
0 (1—-p)? p(1—p) p(1—p)? 1-p
1 P’ p(1 —p) p*(1—p) p

total [ p* + (1 —p)®* 2p(1—p) pr(l—p)+p(l-—p?* 1

No seu interior a tabela nos fornece a distribuicao conjunta das
varidveis (X, Z), isto é, os valores

P(X=xz,Z=2)=P{X =zx}n{Z==2})

para todos os valores de X e de Z representados por x e z respective-
mente. As suas margens fornecem as distribui¢oes (marginais) de X e
de Z.

Em uma primeira simulacao o investidor imaginou o menos pior, ou
seja, considerou a probabilidade de sucesso igual a % A tabela torna-se

Tabela 7.3- Distribui¢ao bidimensional de (X, Z), p = %

X, Z10 1 2 total
0 T T I I
' S S

e

total 1 5 1 1

win

Em seguida, para um cenario de sucesso na carreira considerou p =

projetando

Tabela 7.4- Distribui¢ao bidimensional de (X, Z), p = 2

Y

X, Z |0 1 2 total
0 T & =z I
237 247 227 3
total 9 ) ) 1

Quando estudamos a distribuicao conjunta de varidveis aleatorias
desejamos conhecer se, de alguma maneira, uma variavel esta associ-
ada as outras. Um conceito essencial para uma analise neste sentido
é o de distribui¢ao condicional fundamentada no conceito de eventos

condicionais: Se A e B sao eventos com P(B) > 0, a probabilidade
P(ANB)
P(B) -

condicional do evento A dado a ocorréncia de B é P(A|B) =
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Definicao 1.2. Sejam X e Y varidveis aleatérias discretas que as-
sumem valores 1, ..., T, € Y1, ..., Ym respectivamente. Se P(X = z;) >
0, a probabilidade condicional de {Y = y;} dado {X = x;}, denotada
por P(Y = y;|X = x;) é definida por

1< < .
PX=xz) = I=T

PY =y| X =x;) =

Podemos observar que para z; fixado com P(X = z;) > 0, os pares
(yj, P(Y = y;|X = x;)) 1 < j < m caracterizam a distribuicao de
probabilidade da varidvel aleatéria condicional (Y|X = ;). Observe

que
m m

3ty =y ey = 3 P )
1 = P(X = ;)
POx = o P =Y =) = Py =

Na suposicao de que p = %, a probabilidade condicional de termos

uma unica mudanga, condicionada que se obteve sucesso no primeiro
ano ¢é:

P(X=1,Z=
P(Z=1X =1)= 25350 = 5 = L

A distribuicao condicional da varidvel Z condicionada ao valor da
variavel X = 1 tem funcao de probabilidade:

w wlﬁ‘m

Z/X =1 0 1 2
PZ=2X=1)] % % 1%

(Z’O)lgser\f; que 22:0 P(Z = k|X =1) = 1. A esperanga da variavel
=1)é

6 8 14
EZIX =1]= — + > = —
121 ] 18 * 18 18
e a variancia da variavel (Z|X =1) é
22196 200
ZIX=1)=———=—
VartZIX =1 =13~ 351 = 301’

pois E[Z?|X =1] = % + }—g = %.
Com argumento andlogo concluimos que a distribuicao condicional
da variavel Z condicionada ao valor da varidvel X = 0 tem funcao de

probabilidade:

Z|[X =0 0 1 2
PZ=:X=0] 5 § 3




com

Observe que uma variavel Y quando condicionada aos valores de uma
variavel X é funcao de tais valores e como funcao de X é uma variavel
aleatdria. Esta varidvel aleatdria denotada por ¢(X) = E[Y|X] assume
valores F[Y|X = x] com respectivas probabilidades P(X=x).

E[Y[X] EYIX =21 .. E[Y|X =,
PEYIX]|=EY[X=2])| PX=21) .. PX=ux,

Portanto ao calcular E{E[Y|X]} temos

E{E[Y|X]} = ZE[Y\X = 4;]P(X = ;) =
S D uPY = ylX = ) P(X =)+ [ yiPWPTX?{u:)i; ")\ p(x = o)

DD WP =y X =) =} yiP(Y =) = E[Y].

j=1 i=1

Pode-se provar tambem que

Var(X) = EVar(X|Y)] + Var(E]Y|X]).

Podemos utilizar os calculos anteriores para, no caso em que p = %,
exemplificarmos:

E{E[Z|X]} =FE[Z|IX =0P(X=0)+E[Z|X =1]P(X=1) =

101 142 20+28 8
——+ === =-=FE|Z].
93 + 183 54 9 2]
Um tépico importante na analise das distribuicoes conjuntas de variaveis
aleatorias é o estudo da independéncia das mesmas.

Definicao 1.3. Duas varidveis aleatérias X e Y assumindo valores
nos conjuntos {1, ...,x,} € {y1, ..., Ym}, respectivamente, sao indepen-
dentes se, e somente se,

P(X =z, =y;) = P(X =z;)P(Y = y;)

para quaiquer possiveis pares de valores (z;,y;), 1 <i<n 1<j<m.



As variaveis aleatérias X e Z acima, quando consideramos p = %,
tem distribuicao conjunta representada por

Tabela 7.5- Distribui¢ao bidimensional de (X, Z), p = 3

X, Z 10 1 2 total
0 T T I I
'R T S

.

total 1 5 1 1

E podemos notar que a probabilidade conjunta é igual ao produto
de suas marginais para todos os valores possiveis, por exemplo
P(X=17=1)=2=11_

8 22
Portanto as varidaveis X e Z sao independentes.
Se consideramos p = % temos

P(X = 1)P(Z = 1).

6 24
PX=1,Z=1)= o =+ 39 =P(X=1)P(Z=1)
e podemos afirmar que, neste caso, X e Z nao sao independentes.
Podemos generalizar a definicao de independéncia para um vetor de
variaveis aleatérias com dimensoes maiores. Vejamos o caso n = 3.

Definicao 1.4. As variaveis aleatérias X;, X5 e X3 sao independentes
se, e sbmente se

P(Xl = l’l,XQ = xQ,Xg = £C3) = P(Xl = LCl)P(XQ = Z'Q)P(Xg = .%'3),

Operacgao entre variaveis aleatoérias

Operagoes com varidveis aleatérias resultam em variaveis aleatérias.
Portanto, se X e Y sio varidveis aleatérias, as operacoes v X, InY,
X +Y, XY sao variaveis aleatérias e como tais, cada uma tem sua
funcao de distribuicao, sua média, sua variancia e outras medidas.

A fungao de probabilidade induzida pela varidvel aleatéria g(X,Y)
¢é caracterizada por:

{(®i,y5):9(xi,y5)=Fk}



No que segue estudaremos algumas destas operacoes:
Se, no exemplo consideramos p = % , a distribuicao conjunta de
(X,Y) é dada por

Tabela 7.6- Distribuicao bidimensional de (X,Y), p =2
t

XY 10 1 2 3 total

0 L 4 4 0 1
27 7 7

1o 2 ¢ ox 2
1 6 12 3

A distribuicao da variavel aleatéria X 4+ Y assume os valores x + ¥,
para todos os valores z e y de X e Y, respectivamente. A funcao de
probabilidade de X + Y é:

X+Y 0 1 2 3 4
PX+Y=z+y)| = 5 = = =
de maneira que
8 2
E[X+Y]:§=§+2:E[X]+E[Y].

Este resultado sempre ¢ verdadeiro, isto ¢, a esperanca da soma de
variaveis aleatérias é a soma de suas esperangas. O fato é uma con-
sequéncia do teorema que segue que aceitamos sem prova. Sua prova
pode ser encontrada em literatura mais especializada.

Teorema 1.5. Sejam X e Y waridveis aleatorias discretas que as-
sumem valores xi,...,Ty € Y1, ..., Ym, respectivamente, com probabili-
dade conjunta P(X = x;,Y = y;). Se g(x,y) € uma fun¢do a valores
reais, limitada, entao

ElgX, V)] =Y glaiy)P(X = 2;,Y = y;).

i=1 j=1
Utilizando o Teorema 7.5 podemos provar o corolario:

Corolario 1.6. Sejam X e Y waridveis aleatorias discretas que as-
sumem valores x1, ..., Ty €Y1, ..., Ym rESpectivamente, com probabilidade
conjunta P(X = x;,Y =vy;). Entao

E[X +Y] = E[X] + E[Y].

Prova



Considerando, no Teorema 7.5, g(x,y) =  + vy, obtemos

n m

E[X +Y] = ZZxZerJ X=x,Y =y;) =

=1 j=1

n m

ZinP(X:x,, = -I—ZZy] =2, Y =y;) =

i=1 j=1 =1 j=1

Z%ZP( =x,Y =y;) +Z?JJZP =Y =y;) =
i=1 =1 i=

n

inP(X = 1;) + ZyjP(Y —y;) = E[X] + E[Y].

Se consideramos a transformacao produto, isto é, a variavel aleatéria
XY que assume valores zy para todos os pares (x,y) do vetor aleatério
(X,Y) com funcao de probabilidade

XY 0 1 3
P(XY = zy) 2% 237 2% 2%

concluimos que E[XY] =1 +# 2.2 = E[X].E[Y].
Contudo, se consideramos a distribuicao conjunta das variaveis aleatérias
independentes X e Z, quando p = % obtemos

Tabela 7.7- Distribui¢ao bidimensional de (X, Z), p = %
X, Z |0 1 2 total
0 I I I I
' T S
. . .-
total 1 5 q 1

e a funcao de probabilidade de X Z é

Y 0 1 2
PXZ=zz)| 2 % ¢

com E[XZ] =1 =3.1=E[X].E[Z].
Utilizando o Teorema 7.5 podemos provar que esta propriedade é
verdadeira
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Corolario 1.7. Sejam X e Y waridveis aleatorias discretas indepen-
dentes, que assumem valores xy, ..., Ty €Y1, ..., Ym respectivamente, com
probabilidade conjunta P(X = z,Y = y) = P(X = z).P(Y = y).
Entao

E[X.Y] = F[X].E[Y].

Prova

Considerando, no Teorema 7.5, g(x,y) = x.y, obtemos

E[X.Y] = Z in.yjP(X =1, =y;) =
DY iy P(X =2;).P(Y =y;) inP(X = z;). Zyjp(y = y,) = E[X].E[Y].

i=1 j=1

Observamos que o corolario prova que a independéncia de X e Y é
condigao necesséria para que E[X.Y] = F[X].E[Y]. A condi¢ao nao é
suficiente:

Exemplo 1.8. Se (X,Y) tem distribuigdo de probabilidade conjunta
Tabela 7.8- Distribuigao conjunta de (X,Y)

X,V | -1 0 1 total
-1 0 1 0 1
15 1 1
0 1 0 12
1 /0 1+ 0 =
total | 1 5 1 1

temos E[X.Y]=0=0.0 = E[X]|.E[Y] mas P(X =0,Y =0) #
P(X =0).P(Y =0).

As propriedades nos corolarios 7.6 e 7.7 se estendem para um nimero
finito de varidveis aleatérias. Se (Xi, Xa, ..., X;,) é um vetor de varidveis
aleatérias, entao

EX)+Xo+ ...+ X,| = E[X1] + E[Xs] + ... + E[X,].
Se, em adicao as variaveis aleatérias sao independentes
E[Xl.XQ ..... Xn] == E[Xl]E[XQ]E[Xn]

Um tipo de dependéncia entre duas variaveis X e Y muito importante
nas aplicacoes é a associacao linear entre X e Y. Esta medida de
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relacao linear entre as varidaveis é denominada covariancia e denotada
por Cov(X,Y).

Definicao 1.9. Sejam X e Y varidveis aleatérias. A covariancia entre
X e Y é definida pela esperanca do produto dos desvios de X e Y em
relacao as suas respectivas médias, isto é

Cov(X,Y) = E[(X — E[X]).(Y — E[Y])].

Observagao 1.10. De maneira mais facil podemos escrever

Cov(X,Y) = E[(X — E[X]).(Y — E[Y])] =
E[XY — X.E[Y] - Y.E[X] + E[X].E[Y]| = E[XY] — E[X].E[Y].

Quando X e Y sao variaveis aleatorias discretas que assumem valores
L1,y Tp € Y1,...,Yn Trespectivamente, podemos escrever utilizando o
Teorema 9.5 que

Cov(X,Y) =YY (x;— E[X)).(y; — EY)P(X = z;,Y =y).

i=1 j=1

Claramente, usando o Corolario 7.7 , se X e Y sao variaveis aleatorias
independentes Cov(X,Y) = 0. Observamos tambem que, como no
exemplo 7.8, a Cov(X,Y) pode ser igual a zero quando X e Y sao
variaveis aleatorias dependentes.

Para o vetor aleatério (X,Y') com distribui¢ao conjunta
Tabela 7.9- Distribui¢ao conjunta de (X,Y)

XY 10 1 2 3 total
0 €L 4 4 0 I
27 7 7
1o £ ¥ 3z i
1 6 12 3 1
total 77 97 27 o7

temos que
Cov(X,Y)=E[XY]| - E[X]|.E[Y]=—-22=— - "=
No Corolario 7.6 demonstramos que o valor esperado da soma de

variaveis aleatérias é a soma dos valores esperados. O que podemos
dizer sobre a variancia da soma segue do corolario
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Corolario 1.11. Sejam X e Y waridveis aleatorias , entao

Var(X +Y)=Var(X)+ Var(Y) 4+ 2.Cov(X,Y).
Se, em adigio, X e Y forem independentes temos Var(X +Y) =
Var(X) + Var(Y).

Prova

A prova € imediata:
Var(X+Y) = E{[(X+Y)—E(X+Y)]*} = E{[(X-E[X))+(Y-E[Y])]*} =
E(X — E[X])*+ E[(Y — EY])* +2.E[(X — E[X]).(Y — E}Y])] =
Var(X)+ VAR(Y) +2.Cov(X,Y).
Se X eY sao independentes, Cov(X,Y) =0 e temos
Var(X +Y) =Var(X)+ Var(Y).

Exemplo 1.12. Para o vetor aleatério (X,Y’) com distribui¢ao con-
junta
Tabela 7.10- Distribui¢ao conjunta de (X,Y)

XY | 0 1 2 3 total
0 L 4 4 0 1
27 7 7
I
1 6 12 3 1
total 97 o7 97 o7

temos que
Var(X) =2, Var(Y) =% e Cou(X,Y) = 4 — 2.2 = 2. Portanto
2 6 2 12
Var(X +Y) = -+ - +2.- = —.
ar( J=g g2

Exemplo 1.13. A distribuicao Binomial com parametros n e p, 0 <
p < 1 pode ser interpretada como o nimero de sucessos quando real-
izamos n ensaios de Bernoulli com probabilidade de sucesso p, inde-
pendentes e identicamente distribuidos. A funcao de probabilidade da
variavel aleatoria, X, de Bernoulli é
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Assim a média de X é E[X] = p e sua variancia Var(X) = p.(1 —p).

Podemos interpretar a variavel aleatéria Binomial , Y, como a soma
Y = > | X; de varidveis aleatérias, X;, 1 < ¢ < n, de Bernoulli,
independentes e identicamente distribuidas a X.

Portanto
=ED> Xj|=> E[X]=> p=np
=1 =1 =1

e

Var(Y) = Var( Z Z Var(X Zp, (1 —p) =np(l —p).

Em relago a distribuicao de transformagoes de variaveis aleatérias in-
dependentes, a funcao geradora de momentos torna-se uma ferramenta
importante:

Teorema 1.14. Se X e Y sao varidveis aleatorias independentes com
fungoes geradoras de Momentos Mx(t) e My (t) respectively, then

My (t) = M (t). My (2).

Prova

My y(t) = Elexp[t(X + Y]] = Elexp[tX]. exp[tY]] =
Elexp[tX]].Elexp[tY]] = Mx(t). My (t).

Observagao 1.15. Utilizando o teorema acima podemos afirmar que
a distribui,cao da soma de n varidveis aleatérias, de Bernoulli, dig-
amos Xi, Xo, ..., X,, independentes e identicamente distribuidas com
probabilidade de sucesso p, 0 < p < 1 é a distribuicao binomial de
parametros n e p. A distribui¢do de Bernoulli tem funcao geradora de
momentos

My, (t) = B[] = pe* + (1 = p)e™ = (1 —p) + pe".
Portanto
M, 4..4x,(t) = Mx, (1).... Mx, (t) =
[(1 = p) + pe'l....[(1 = p) +pe'] = [(1 — p) + pe']™.
que é a funcao geradora de momentos da distribui¢ao binomial.
Um outro exemplo seria o da soma de distribuicoes de Poisson in-

dependentes. Se X e Y sao varidveis aleatorias independentes com
parametors A\; e Ao, respectivamente, entao as suas funcoes geradoras
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de momentos so Mx (t) = exp[Ai(e! —1)] e My (t) = exp[Aa(e! — 1)], de
maneira que

Mx<t>.My(t) = GXp[(Al + )\2)(6t — 1)]
que é a funcao geradora de momentos de uma distribuicao de Poisson
com par ametro A\ + Ao.
Observe que a funcgao geradora de momentos da distribui¢ao de Pois-
son é:

= e M () = (Aet1)k
Mx(t) = B[] = Yo e o Sh AEDT

k=0 k=0
—A1 A€t _ 6)\1(6171).

€ €

Uma medida da relagao linear entre duas varidveis aleatérias X e YV
que nao depende da unidade de medida é o coeficiente de correlacao
linear, denotado por p = p(X,Y), que é a covariancia padronizada
pelos desvios padroes de X e de Y:

Definicao 1.16. O coeficiente de correlacao linear entre as varidveis
aleatorias X e Y é definido por

B _ Cov(X)Y)
=P XY) = 5p0 DP(Y)

Exemplo 1.17. O coeficiente de correlagao linear entre as variaveis
aleatérias X e Y do exemplo é
2

B Cov(X,Y) B B B
P~ DP(X).DP(Y) \/‘ Y

Nell )

©OIN
e[

Proposicao 1.18. Se existem numeros reais a e b tais que Y = aX +b,
isto €,Y € uma funcgdo linear de X, entdo |p| = 1.

Prova:

Se Y =aX +b temos E[Y] = a.E[X]| + b, Var(Y) = a®*.Var(X) e
E[XY]=E[X.(aX +b)] = a.E[X?|+b.E[X]| = a.Var(X)+a.E[X]*+
b.E[X].

Portanto

Cov(X,Y) =a.Var(X)+ a.E[X]* + b.E[X] — a.E[X]* — b.E[X] =
aVar(X)
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a.Var(X)

a
X,V)=22an4) _ ¢
A ) a?Var(X)? |al

Teorema 1.19. Se X e Y sdao wvaridveis aleatorias com variancias
finitas, entdo |p| < 1. Em adi¢ao, se vale a igualdade, existem niemros
reais a e b tais que, com probabilidade 1, Y = a.X + b. Prova:

Consideramos a fun¢ao f de & em R definida por
f() = E{[(Y - E[Y]) + t.(X - E[X])]"}
que € maior ou igual a zero. Desenvolvendo o quadrado perfeito temos
f@#) =Var(X).t* +2.t.Cov(X,Y) + Var(Y) > 0.

A fungao f(t) € uma equagao quadrdtica que € positiva se, e somente se,
o seu discriminante A\ = 4.Cov(X,Y)? —4.Var(X).Var(Y) é menor
ou igual a zero. Portanto

Cov(X,Y)? )
<1 <1 <1.
Var(X).Var(Y) — sprslells
lp| = 1 se, e somente se, E{[(Y — E[Y]) +t.(X — E[X])]} =0, o
que implica, com probabilidade 1, (Y — E[Y]) +t.(X — E[X]) = 0, isto

&Y =tX+(1—-1).E[X] Deﬁnznda a=teb= (1 —t).E[X] temos
Y =aX+0b.

1.2. Distribuicoes conjuntas continuas. Como no caso das dis-
tribuigoes continuas unidimensionais para definirmos a probabilidade
induzida pelo vetor aleatério (X,Y) : Q — R? devemos considerar
B? = BX B, a classe de subconjuntos de 12 obtida através das operacoes
de reuniao, interseccao, complementar, em niimero finito ou infinito de
subconjuntos na forma (—oo, s] N (—o0,t],Vs,t € R.

Definigao 1.20. Seja (2,3, P) um espago de probabilidade e (X,Y)
uma aplicacdo de Q em R?. (X,Y) é um vetor aleatdrio continuo se
X71(0,s))NY((0,¢]) € S, Vs,t € R. Denominamos (R?, 5%, Px.y))
como o espaco de probabilidade induzido por (X,Y).



15

A medida de probabilidade induzida pelo vetor aleatério
(X,Y): Q— R%
¢é definida por
Pxy)(Bi1XBy) = P(X Y(B)NY (By)), VBiXB,y € .

Observe que Pxy) esta bem definida e

P (=00, 5] N (=00, ]) = P(X (=00, 5]) N Y~ ((—o0, {t])) =

PH{w: X(w) € (—oo,t]} N{w : X(w) € (—o0,t]) =
P(X <s,Y <t)= Fixy(s,1)

é a fungao de distribuicao do vetor aleatério (X,Y') que , neste caso, é
uma funcao continua.

Se a fungdo de distribuigdo de (X,Y’), for diferenciavel em cada

52F<X’y)(s,t) _ f(

varidvel com
550t

x,v)(s,t), definimos

Definigao 1.21. Se (X, Y') é uma vetor aleatério continuo com fungao
de distribuicao

s t
FX,Y) (S7t) = / / f(X,Y) ($, y)dydl',

dizemos que f(xy)(s,t) é afuncao densidade de probabilidade de (X, Y")
e que é (absolutamente) continua.

Observacao 1.22. E evidente que a funcao densidade de probabilidade
é positiva, isto é, fixyy(s,t) > 0,Vs,t em seu dominio de definicao e

que
/ / f(X,Y)(%y)dydl“ =1L

Tambem calculamos

b pd
P(a<X§b,c<Y§d)://f(va)(:L’,y)dydx

Exemplo 1.23. Considere que o tempo entre acidentes e o custo do
sinistro correspondente sao modelados pelo vetor aleatério (X, Y) com
funcao densidade de probabilidade conjunta

B 0 - xr <0
Hev) = copl-(w+y)] : 0<z<y<oo’

onde ¢ é um nimero real positivo. Qual o valor da constante ¢?
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Para que f(x,y) seja uma fungao densidade de probabilidade con-
junta devemos ter:

a) f(r,y) >0

b) ffooo ffooo foxw (@, y)dyde = 1.

Como exp[—(x +y)] > 0 o item a) é obvio se ¢ > 0.

Contudo, para que o item b seja verdadeiro devemos ter

QAMAMQM—@+wax:almwﬂ—ﬂlmwﬂ—wwm:

Amamaﬂ@:§:1
(_

o

e concluimos que ¢ = 2. Para calcular P(—o0o < X < 3,2 <Y <5)

procedemos com

3 5
P(—o0o < X <3,2<Y <5) = 2./ / exp[—(z + y)|dydx =
0

max {z,2}

2. /02 exp|—z] /25 exp[—y]dydx + 2. /23 exp[—z] /; exp|—y|dydx =

2.(exp[—2]—exp[—5])/0 exp[—x]d:c+2./2 exp[—z|(exp[—z|—exp[—5])dz =
2.(exp[—2] — exp[—5]).(1 — exp[—2] + 2.(exp[—4]—
exp[—6]) — 2. exp[—5].(exp[—2] — exp[—3]).

Como no caso discreto podemos definir as fungoe densidades de prob-
abilidades marginais de X e de Y:

Definicao 1.24. Se (X,Y) é um vetor aleatério, as fungoes densidades
de probabilidades marginais de X, fx(x), e de Y, fy(y) s@o definidas,
para x e y fixados, por

fx(z) = /OO foxr (z,y)dy

fY(y) = /°° f(X,Y)(fay)diﬁ,

respectivamente.

Em continuacao ao exemplo acima temos
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Exemplo 1.25. Se

B 0 - x <0
J,y) = 2.exp[—(r+y)] : 0<z<y<oo

temos que, para x fixado

fx(z) = /OO 2. exp[—(z +y)]dy = 2. exp[—2z], 0 <z < o0,

a funcao densidade de probabilidade de uma varidvel aleatoria expo-
nencial de parametro 2.
Para y fixado

fry) =2. /Oy.exp[—(x—i—y)]dx = 2.exp|—yl.(1—exp|[—y]), 0 <y < 0.

Para o calculo da esperanca de uma transformacao do vetor aleatério
(X,Y) utilizamos um teorema andlogo ao Teorema para o caso bivaria
do discreto.

Teorema 1.26. Se (X,Y") é um vetor aleatdrio e com fun¢ao densidade
de probabilidade f(xyy(x,y) e se g(x,y) € uma funcao a valores reais,
limitada, entao

Elg(X.Y)] = /: /_Z 9(x, y)dydz.

Em continuacao ao exemplo acima temos

Exemplo 1.27. Se

B 0 z <0
F@9) = 2 expl—(e4y)] : 0<w<y<oo

A transformacao X.Y tem média

EIX.Y] = /0 h / " 2. exp|— (a--y))dyde = /0 9w exp[—a] / "y expl—yldyds =

/000 2.z exp|—z](z + 1) exp[—z]dz = 1.

Como X é uma varidvel aleatdria exponencial de parametro 2, E[X] =
seVar(X) =1
Com respeito a varidvel Y temos

BWY] = [ 2gexploal(1 - expl-yldy = 5
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E[Y?] = /000 2.9%. exp|—y](1 — exp[—y])dy = ;

e Var(Y) =2,

Portanto Cov(X,Y)=1-3=1¢ p(X,Y) =

=

= 0,45.

IS
N

Como no caso discreto podemos definir as probabilidades condi-
cionais de um evento do espaco amostral induzido por X, condicionado
a um valor particular y de Y. Devemos ser cuidadosos pois sabemos
que, como a variavel Y é continua, P(Y = y) = 0. Tais probabilidades
sao calculadas através das densidades de probabilidades condicionais:

Definicao 1.28. Se (X, Y') é um vetor aleatério com fungao densidade
de probabilidade conjunta f(xy)(z,y), a densidade condicional de X,
dado que Y = y ¢é definida por

Fxw (aly) = m;;’—((;)y) () >0,

e densidade condicional de Y, dado que X = x é definida por

o) — fxn(z,y) .
Tyix(yl >_—fx(l‘) . fx(z) > 0.

Em continuagao ao exemplo acima temos

Exemplo 1.29. Se
fla,y) = o <0
Y= 2.exp[—(z+y)] @ 0<zr<y<o
temos
fx(z) =2.exp[—2z], 0<x<0e
fr(y) = 2.exp[—y].(1 — exp[~y]), 0<y < o0

Portanto
fxy(zly) = ) exi'[e—xyrﬁ(_l(g—;:x?[]—y]) =7 ixig[x_]y}, 0<z<uy.
= P
e podemos calcular
exp[—z] 1

mmyzm:AZ

T ooy~ 1 exp_g] | CPl¥l -y expl-y]

o(y).
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Assim p(Y') é uma varidvel aleatéria, com média
Elp(Y)] = E{E[X|Y]} =

/OOO #p[_y][l —exp[—y] —y exp[—y]].2. exp[—y].(1 —exp[—y])dy =

= E[X].

| @ expls) = 2. expl=2y] = 2 expl-2dy = 5

Fato é que, como no caso discreto, as propriedades
E[X] = E{E[X[Y]}
Var(X) = E[Var(X|Y)] + Var(E[Y|X])
sao verdadeiras.
Quando a funcao de densidade condicional é igual a densidade mar-
ginal dizemos que as variaveis sao independentes.

Definicao 1.30. As variaveis aleatorias X e Y do vetor aleatério
(X,Y) sao independentes se, e somente se,

fx ) @y=ix@).rr )
para todo par (x,y) de (X,Y).
Exemplo 1.31. Se

fla,y) = 0 : x <0
VT expl-(z+y)] @ 0<z<00,0<y< o0

temos

fx(z) = / " expl—(z + y)ldy = expl—a,

foly) = / " expl— (e + y)ldz = expl—y]

de maneira que

foxxy(z,y) = exp[—(z + y)] = exp[—z]. exp[—y] = fx(2).fv(y)

e concluimos que X e Y sao independentes.
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Observagao 1.32. Distribuicao normal bivariada Um vetor aleatério
bidimensional (X,Y"), representando duas caracteristicas de uma pop-
ulacao, tem distribui¢ao normal bivariada, N (ux, y, 0%, 0%, pxy), com
E[X] = ux, E[Y] = py, Var(X) = 0%, Var(Y) = 02 e CORR(X,Y) =
pPxy = p se, e somente se,

(X,Y) tem fungao densidade de probabilidade

1
Ixy(z,y) = [QWUXUyﬂeXp{_K(x’y)}'
onde
Ke) = g (o 4 (ot 2y ),

O vetor aleatério bidimensional normal tem algumas propriedades
impares, tais como:

Asmarginais X e Y sao independentes se, e somente se, COV (X,Y) =
0, pois neste caso a densidade conjunta é o produto de suas marginais
as quais tambem tem distribui¢oes normais.

Fev(e.9) = <= expl (el UL = (o). ),

A distribuicao condicional de Y dado X, (Y|X =z) (de X dado Y,
(X|Y =y)) tambem tem distribuigdo normal, em particular

(Y[X =) ~ N(py + ’f—x’%x — ux); o (1= p?)

Portanto
POy POy PoOY
EY| X =al=py+—@—px) = - —)+—=
Ox 0x 0x
é uma fungao linear de = de parametros py — ’;U—XY T—XY.

Transformacoes de variaveis aleatorias

Suponha que desejamos obter a funcao densidade de probabilidade
conjunta de um vetor aleatério (Y1,Y2), fva,vs)(¥1,¥2) obtido através
de transfomagoes do vetor aleatério (X, X5), com fungao densidade de
probabilidade conjunta fx, x,)(21,22), onde Y = g1(X1, Xs) e Y5 =
92(X1, X5) definem transformacoes bijetivas de Rx, x,) = {(@1,22) :
f(X17X2)(x17I2) > O} em §R(Y1,Y2) - {(yhy?) : f(Yz,YQ)(yhyQ) > O} A
solugao esta no teorema seguinte que admitiremos sem prova a qual é
encontrada em literatura especifica.
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Teorema 1.33. Seja (X1, X5) um vetor aleatorio com fung¢ao densi-
dade de probabilidade conjunta fix, x,)(x1,x2). Se

a) Y1 = g1(Xy, X2) e Yo = g2( X1, Xo) definem transformagoes bije-
tiwas e continuas de R(x, x,) em Ry, vs)s

b) as derivadas parciais de v1 = g7 (y1,2) € 2o = g5 (y1,12) sdo
continuas em Ry, y;);

c) O Jacobiano J = %.% — %.% ¢ diferente de zero, 0, em
Riviva),

entao a fungao densidade de probabilidade conjunta de (Y1,Ys) €

f(Yz,Yz)(ylny) = |‘]|'f(X1,X2)(gl_1(y1ay2)7g2_1(y1ay2))7 (ylng) € §R(Yl,Yg)'

Exemplo 1.34. Suponha que X; e X, sao variaveis aleatorias inde-
pendentes e identicamente distribuidas com distribui¢ao uniforme no
intervalo [0,1]. Entao R(x, x,) = {(z1,22) : 0 <2y <1, 0< a0 <1}

Sejam le = gl(Xl,XQ) = X1 + X2 e e Y'z = gg(Xl,X2> = X2 — Xl'
Entao 21 = g7 (y1,42) = “5%2 e w2 = g5 (y1,42) = 252 e

. 51‘1 (SZEQ 51‘1 5]72

B oy .592 0y . 01 B

N | —
N | —
N | —
N | —
N | —

Os dominios $(x, x,) € R(v;,y,) estao na Figura 8.1.

Figura 8.1 - %(Xl,XQ) e §R(Yl,Yz)
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A fronteira {(z1,22) : v1 =0, 0 < 2y < 1} de R(x, x,) é transfor-
mada na fronteira {(y1,42) : 0 <y1 <1, yo = 1} de Ry, va):

A fronteira {(z1,22) : 0 < 1 <1, x9 = 0} de R(x, x,) é transfor-
mada na fronteira {(y1,y2) : 0 <wy; <1, yo=—y1} de Rivi,ve);

A fronteira {(z1,22) : 0 < 1 <1, x9 = 1} de R(x, x,) é transfor-
mada na fronteira {(y1,12) : 1 <91 <2, yo =2 — 11} de Ry, v);

A fronteira {(x1,22) : 21 =1 0 < x5 < 1} de R(x, x,) ¢é transformada
na fronteira {(y1,y2) : 1 <y <2, yo =31 — 2} de Ry, va);

A funcao densidade de probabilidade conjunta de (Y;,Y3) é

1 Y1 — Y2 Y1+ Yo
=-.1 1 —
f(Y2,Y2)(y1792) 5 [0,1]( B ) [0,1]( 9 ) 9 (
As condicoes a, b e ¢ do Teorema sao de certa forma restritivas.
As transformacoes (Y7,Y3) de R(x, x,) podem nao ser injetoras, mas
o dominio ¥ x, x,) pode ser particionado em vérias partes, digamos
%%XI: Xo) %%Xl, Xa) 3??}(1 Xa) de maneira que a restricao da transformacao

(Y1,Y3) de %éxl,)@) em Ry, vy, 1 < i < m, seja injetora. Neste

Y1, y2) € %(YLYZ)'

; i it i it i
caso, deﬁnmdo T = g (y1,92) e 25 = g5 (y1,92) em Ry ) e
Ji = 0= oz, dwy Oy
6y1 ;5y2 dy2 *dy1
da partigdo e temos:

podemos aplicar o Teorema em cada dominio

Corolario 1.35. Seja (X1, X2) um vetor aleatdrio com fungdo densi-
dade de probabilidade conjunta fix, x,)(x1,x2). Se

a) Y1 = g\ (X1, Xo) e Yo = gi(X1, Xs) definem transformacoes bije-
twas e continuas de W&XLXQ) em Ry, vo)s

b) as derivadas parciais de x0 = gi  (y1,y2) e & = gb  (y1,y2) sdo
continuas em Ry, y;);

¢) O Jacobiano J* é diferente de zero, 0, em Ry, vy),

entao a fungdo densidade de probabilidade conjunta de (Y1,Ys) €

—1

i i1 i
f(Yz,Yz)(ylyyZ) = |J |'f(X1,X2)(gl (y17y2)791 (91792))7 <y17y2> S §R(Yl,Yg)-

Teorema 1.36. Sejam Z ~ N(0,1) uma varidvel aleatoria com dis-
tribui¢io normal padrao e Y ~ X2 uma varidvel aleatéria com dis-
tribuicao Qui-quadrado comn graus de liberdade, independentes. Entao
a varidvel aleatoria

T=—,

Yy

n
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tem funcgao densidade de probabilidade
v4+1

(@) L) (1+ﬁ)* 2, —oo<t<oo.

NON AU

A variavel aleatéria obtida no teorema anterior tem distribuicao de
Student com n graus de liberdade e é denoda por T,,. n é o parametro
da distribuicao e pode-se provar que

n
E[T,) =0, Var(T,) = ——=, n>2.
n—2
Uma tabela da distribuicao de Student esta disponivel no fim do
livro. E importante notar que a distribuicao de 7T}, aproxima-se de uma

distribui¢ao normal padrao para n suficientemente grande (n j 120).

Teorema 1.37. Sejam X e Y duas vardveis aleatorias independentes
com distribuicoes qui-quadrado com n e m graus de liberdades, respec-
tivamente. Entao a varidvel aleatoria

F =

ERRSERF

tem funcao densidade de probabilidade

r(=) o
T = 120

o3

fz) =

n
m (1_1_"_”3»‘) 2

Diremos que a varidvel aleatéria F', do teorema anterior tem dis-
tribuicao F' com n e m graus de liberdade, nessa ordem, o que denota-
mos por F' ~ [, .. n e m sao os parametros da distribuicao e que F, ,,
¢ diferente de £}, ,. Pode-se provar que

m 2m?(n +m — 2)
_m Fo) = .
m—2’ Var(Fum) n(m — 2)%2(m — 4)

Uma tabela da distribuicao F}, ,, esta disponivel no fim do livro.

E[Fn,m] =

Como no caso univariado a funcao geradora de momentos bivariada
caracteriza completamente o modelo probabilistico.

Definicao 1.38. A funcao geradora de momentos de um vetor aleatério
(X,Y) é definida por

Mxyy(ti,t2) = Elexp[t;. X +t2.Y].
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Observagao 1.39. Segue da definicao e da caracterizacao da distribuicao
da variavel aleatéria pela fungao geradora de momentos que, se X e Y
sao variaveis aleatorias independentes se, e somente se,

M(X,y)<t1, t2> = E[exp[t1X+t2Y] = E[exp[th]]E[eXp[tlY]] = Mx(tl)My(tg)
Se (X,Y) tem funcao densidade de probabilidade fixyy(x,y),

M(X7y) (tl, t2> = / / exp[tl.x + tg.y].f()(,y) (l‘, y)dydx

Exemplo 1.40. Se (X,Y) tem distribui¢cao normal bivariada, N (ux, py, 0%, 0%, pxy),
entao, pode-se provar que a funcao geradora de momentos bivariada é

1
M(ny)(tl,tg) = eXp[tl.uX + tg.[ﬁy + E(t%O'g( + 2.p.0’x.0’y + t%O‘%]

No caso em que p = 0 temos

1
M(va)(tl, tg) = exp[tl.,ux + tg.,uy + 5(15%0'?( + t%O'}Z/] =

1 1
explty.px + 515%0?(] explta.py + 575%0)2,] = Mx (t1) My (t2),
e as variaveis aleatorias X e Y sao independentes.



