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PREFACIO

Este livro foi escrito para ser utilizado de maneiras diversas: como texto para cursos de
Equagdes Diferenciais, como material para desenvolvimento de programas de Iniciagdo Cien-
tifica ou simplesmente para estudos individuais. A ideologia da sua concepg@o € o assunto
de boa parte do Capitulo 1 e o seu contetido estd explicito no indice.

O plano original sofreu modificagdes continuas durante seu desenvolvimento, influencia-
do pela prépria dinamica dos argumentos envolvidos, bem como pela utilizagdo parcial nas
disciplinas e programas desenvolvidos pelos autores em cursos na UNICAMP, em cursos de
extensdo e aperfeicoamento de professores em diversas universidades e projetos de Iniciagdo
Cientifica. Esta diversidade contribuiu para que o livro n&o tivesse um carater regional no
seu enderecamento, e desde o inicio assumimos o propésito de traduzir nosso depoimento
pessoal sobre as Equacbes Diferenciais procurando quase sempre uma maneira atracnte de
apresentd-las. : , : ,

Nio seria possivel descrever este livro como uma simples coletinea de topicos constantes
de alguma ementa, nem como uma estrutura rigida e estatica. Ao contrdrio, melhor seria
comparda-lo a uma trajetéria, uma viagem ou até mesmo uma aventura através do vastissimo
campo das equagdes. diferenciais e suas aplicacdes. :

As equagdes diferenciais constituem um dos mais notaveis sucessos do intelecto humano,
tanto como um corpo de teorias matemdticas como ferramenta de andlise indispenséaveis no
exercicio da atividade profissional e cientifica em diversas dreas da Fisica, Quimica, Biolo-
gia, Economia e Tecnologia contemporénea.

Portanto, a formacao universitaria nestes varios ramos do conhecimento é, em muitos ca-
sos, incompleta se o estudo das equagcdes diferenciais for reduzido a um simples capitulo das
tradicionais disciplinas de Célculo Diferencial, ou entdo a uma série de ‘‘receitas’’ (como ndo
¢ raro acontecer nas disciplinas de Métodos Matemdticos).

Em primeiro lugar, para que o treinamento em equacdes diferenciais tenha algum valor
a nivel profissional e ndo fique apenas em curiosidades indcuas, ¢ indispensavel que ele seja
precedido de um bom conhecimento do alicerce basico da educagio matematica superior que
consiste no Cdlculo Diferencial e dos elementos de Algebra Linear.

A énfase especial que é dada no texto a modelos matematicos de problemas da Fisica, En-
genharia e Biologia ndo se contrapde a apresentacao da teoria e ndo tem por objetivo apenas
exemplificar a eficiéncia das equagdes diferenciais no estudo de outras disciplinas. Conside-
ramos estes topicos como parte essencial do livro e indispensavel para o dominio da teoria
matemdtica, tanto nas suas motivagdes e origens quanto nas suas técnicas.




Os pré-requisitos ndo matematicos necessarios para o estudo destes modelos sio em geral
modestos € na maioria das vezes desenvolvidos na propria formulagio do modelo, facilitan-
do propositadamente a sua compreensdo por qualquer leitor, independente do seu interesse
principal.

Os exercicios propostos, que também sdo considerados parte integrante do texto, destinam-se
a verificar o aprendizado das técnicas e conceitos e, principalmente, estimular o leitor a avancar
por seu proprio trabalho em tdpicos préximos ao assunto central. Exercicios especiais deno-
minados Projetos tém por objetivo indicar rumos para aqueles que desejem aprofundar seus
estudos em alguma dire¢do particular e adquirir autoconfianca e independéncia em um tra-
balho de maior félego. Estes projetos sdo conjuntos de sugestOes ¢ orientacGes gerais que
ndo prevéem um ¢caminho tinico e nem um resultado determinado, mas deixam amplo espago
a criatividade do leitor.

A teoria matemdtica constitui o fio principal que dirige o desenvolvimento do assunto e
¢ apresentada com o rigor usual dos textos de matematica neste nivel. Evitamos, todavia,
0 excesso de enunciados e demonstragdes que freqiientemente encobrem as idéias basicas e
obscurecem a sua simplicidade em um emaranhado légico. Apenas os resultados essenciais
e bdsicos sdo agraciados com o titulo de teorema e devem receber por isto uma atengdo espe-
cial por parte do leitor, tanto na compreensdo do seu enunciado como na sua demonstracio.
Freqiientemente alguns argumentos sdo apresentados por meio de observagdes, que podem
ser facilmente verificadas pelo leitor. Afinal, o estudo participativo € a tinica maneira efi-
ciente para a assimilagdo de conceitos e técnicas de natureza matemdtica.

A interdepend@ncia natural e histérica entre a teoria e as aplicagGes das equacdes diferen-
ciais € destacada e explorada em todo o livro, que deve ser visto como um todo, onde um
conhecimento seguro da teoria ¢ indispensgvel para o estudo dos modelos, que, por sua vez,
fornecem a motivagdo e os problemas relevantes para a teoria.

A variedade de modelos e aplicacées tratados no livro permite que, a partir de uma abor-
dagem comum, os interesses diversos dos leitores possam ser enfatizados por conta propria,
embora aplicacSes em diferentes dreas exemplifiquem aspectos distintos e importantes da teoria,
€ ndo devem ser desprezadas em nome de uma especializagdo precoce. )

Os dois capitulos iniciais sdo essencialmente introdutérios e, pelo menos quanto ao seu
contetido tedrico, devem ter sido estudados pelo leitor no seu curso de Célculo Diferencial.
Todavia, a abordagem utilizada talvez apresente novidades e o seu estudo facilitard o enten-
dimento dos capitulos seguintes.

Os Capitulos 3 e 4, que apresentam as equagdes diferenciais ordinarias lineares (escalares
e vetoriais), ocupam uma parte consideravel deste livro e uma posi¢do central no desenvolvi-
mento da teoria, além de proporcionarem um maior nimero de aplicagGes.

No estudo das equagdes lineares de coeficientes constantes (diferenciais e de diferencas)
sdo introduzidas e exemplificadas algumas idéias fundamentais da analise linear que, além
de tornarem a teoria destas equagdes clara e livre das ingénuas “‘receitas’’ do tratamento tra-
dicional, formam uma base conceitual e técnica valiosa para o estudo de uma vasta e impor-
tante drea da andlise matemdtica e suas aplicacdes, inclusive das proprias equagdes diferen-
ciais em um nivel mais avancado. Estes capitulos sdo, portanto, importantes ndo apenas pela
teoria que abordam e os problemas que sdo resolvidos, como também pelas técnicas e concei-
tos de andlise que sdo introduzidos no seu estudo.

Como principio geral da sua concepgio, este livro nio pretende simplesmente ‘‘resolver’’
algumas equacdes diferenciais por meio de artificios isolados e desconexos, mas apresentar
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um corpo orginico de métodos e teorias que tenham uma abrangéncia ampla como métodos
matemadticos da andlise.

Em nenhum momento, todavia, a fidelidade a esta concepgdo foi colocada acima do obje-
tivo da clareza de exposicdo. Por outro lado, é necessario que o leitor compreenda que ndo
h4 uma escolha simples entre este e aquele método, mas um processo de perdas e ganhos
em que uma pequena dificuldade local pode compensar uma melhor compreensdo do ponto
de vista global e vice-versa.

Nos Capitulos 5 e 6 sdo apresentados alguns métodos para o estudo das equagdes ndo li-
neares onde a &nfase estd muito mais em aspectos qualitativos (plano de fase, estabilidade)
do que em resultados analiticos explicitos ou aproximados. Nestes capitulos sdo tratados al-
guns dos resultados mais dificeis e profundos da teoria basica, tal como o Teorema de Exis-
téncia, Unicidade e Dependéncia de Pardmetros, que é demonstrado por métodos iterativos
funcionais, cujas idéias basicas sdo obtidas do tratamento das equagdes recursivas de primei-
ra ordem. :

O ultimo capitulo trata das equagdes diferenciais parciais que ndo sdo uma simples exten-
sdo das equagdes ordindrias. O desenvolvimento de suas diversas teorias exige em geral apa-
ratos mais sofisticados da andlise matematica do que o esperado para o leitor deste livro.

Conseqiientemente a &énfase deste capitulo estd na apresentacéo da origem comum destas
equacdes como modelos matemdticos e suas interpretagdes. As equacdes cldssicas de equili-
brio, difusdo e propagagciio e as equagdes de primeira ordem sfo obtidas como modelos de
problemas da Fisica, Engenharia e Biologia a partir de principios bésicos e gerais de conser-
vacdo e variacionais. O objetivo principal deste capitulo é a formulacéo e a interpretacdo
dos problemas cldssicos de equagdes diferenciais, sendo um primeiro e indispensavel passo
para o estudo de qualquer teoria ou método de analise destas equagdes.

Os tnicos métodos de resolucdo apresentados aqui se aplicam s equagdes de primeira or-
dem que ndo sdo usualmente tratadas nos textos tradicionais do assunto, e utilizam funda-
mentalmente a teoria das equagdes diferenciais ordindrias, o que lhes confere uma razéo es-
pecial para constar deste livro.

Os métodos de Fourier, que em muitas situa¢des sdo também redutiveis aos problemas
de Sturm-Liouville para equacdes ordindrias, ndo sfo tratados pois exigiriam o desenvolvi-
mento de material adicional de an4lise matematica, o que tornaria o tamanho deste livro exa-
gerado.

Gostariamos de expressar nossos agradecimentos as intimeras pessoas que influenciaram
em nossa formagdo matematica, em especial aos professores N. Onuchic, A. Bedelucci, J.
Pepe Jr. e M.T. Teixeira, aos colegas que generosamente compartilharam conosco do seu
tempo e conhecimento (F. Prado, S. Pregnolatto, J.F.A. Meyer), € aqueles alunos, voluntd-
rios e nem tanto, que nfio receberam passivamente nossos argumentos sobre o assunto.

Agradecemos também a valiosa colaboragéo da Srta. Elda Mortari e de Reginaldo M. Ra-
mos, que conseguiram ‘‘decifrar’ e preparar os manuscritos, o trabalho de datilografia de
Maria de Lourdes S. Silva e, muito em particular, da nossa editora Maria Pia Castiglia, cuja
competéncia profissional nunca influiu na amabilidade e paciéncia com que sempre nos tratou.

Campinas

Janeiro, 88
Rodney C. Bassanezi
Wilson C. Ferreira Jr.
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Capfﬁub

EQUACOES
DIFERENCIAIS:
UM POUCO DE
HISTORIA

*“Tal como um bebé que, aprendendo a falar
balbucia todos os fonemas em todas as linguas, mas
ouvindo a sua mde aprende a distinguir e utilizar
apenas os fonemas de sua lingua materna, assim
nos, os matemdticos, que balbuciamos em todos os
ramos da Matemdtica, deveriamos escutar a natu-
reza mde para. descobrir quais sdo 0s ramos natu-
rais de nossa Ciéncia™.

Atribuido a René Thom (1923- )
Matematico francés

1.1 EQUACOES DIFERENCIAIS COMO MATEMATICA APLICADA

O tema central deste livro é Equagdes Diferenciais como uma disciplina mate-
matica. Entretanto, esta afirmac¢io aparentemente clara nio caracteriza, de maneira
alguma, a forma ou substincia do texto, uma vez que o tdpico matematico é vastis-
simo e, como tema central, pode ser abordado por diversos dngulos € com inimeros
objetivos. ‘

Para especificarmos um pouco mais 0 nosso campo de estudo, poderiamos dizer
que trataremos das Equag¢des Diferenciais sob o ponto de vista da “Matematica Apli-
cada”. Utilizando este termo, tdo em moda nos ltimos tempos, estamos conscientes
de haver entrado em um terreno polémico em que posi¢des tém sido tomadas como
verdadeiras trincheiras, defendidas e atacadas até com uma certa dose de empenho
passional, onde a disputa comega pela propria dificuldade de se definir o que é “Ma-
tematica Aplicada”.

Uma frase bem-humorada e provocativa, atribuida a um famoso matematico,
J.B. Keller (que por todos os critérios honestos seria classificado como “aplicado™),
diz o seguinte a respeito: “A Matematica Aplicada é uma ciéncia que inclui a Mate-
matica Pura como uma de suas divisdes”.

Obviamente esta ndo ¢ uma defini¢do, mas atinge de forma certeira a questiio,
isto é: a Matematica ¢ parte integrante da “Matematica Aplicada”, mas ndo é tudo.
Alguns certamente argumentardo também que nem toda a Matematica esta inclui-
da na Matematica Aplicada, uma afirmagdo que talvez fosse correta no momento,
mas que seria muito arriscada a longo prazo. A Historia tem se encarregado de mos-
trar que a boa matematica sempre tem suas chances nas aplicagdes (ou seria este um
critério de qualidade?). Com relagdo a este aspecto, € interessante citar o artigo de
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J. von Neumann* (1903-1957), um dos pioneiros da Logica Moderna, da Informatica,
da Mecinica Quintica, da Teoria dos Jogos etc., de onde extraimos o seguinte:

“Eu penso que seria uma aproximagcio relativamente boa da verdade (que é de-
masiadamente complexa para permitir qualquer coisa melhor do que uma aproximagdo)
dizer que as idéias matematicas tém a sua origem em situagdes empiricas... Mas, uma
vez concebidas, elas adquirem uma identidade e crescimento proprios governados qua-
se que inteiramente por motivagdes estéticas... Entretanto, quando uma disciplina ma-
tematica se distancia de sua fonte empirica... existe um grave perigo de que ela se de-
senvolva em linhas de menor resisténcia e que a sua corrente principal, distante da
fonte original, se ramifique em uma miriade de subdivisdes insignificantes, tornando
a disciplina em uma massa desorganizada de detalhes e complexidades™.

A nossa disciplina, Equagdes Diferenciais, talvez seja o ramo da matematica que
major proximidade e interagdes tem experimentado com outras ciéncias, desde a sua
origem, que se confunde mesmo com a do Célculo Diferencial e Integral e da Meca-
nica Classica.

De fato, o desenvolvimento desta teoria constitui-se em um dos melhores exem-
plos da interagdo bem-sucedida entre a Matematica e a Ciéncia em geral, o que tem
se confirmado progressivamente com a Mateméatica Contemporanea e a Fisica, Qui-
mica, Biologia, Economia e Engenharia.

Quando falamos de interagdes, queremos enfatizar que as vias de influéncias nes-
tes casos tém duas dire¢des, para proveito de todas as partes envolvidas e, certamente,
ndo menos para a Matematica.

No estudo, e conseqgiientemente no ensino da Mecdnica Classica desde o sécu-
lo XVII, é imprescindivel a utilizagio da Teoria de Equagdes Diferenciais**. Nao &
dificil, entdo, avaliar a importincia da Mecnica também no estudo € no ensino das
Equagdes Diferenciais.

Na verdade, até o comeco do século XX este ramo da Fisica monopolizava os obje-
tivos e as motivagdes principais das Equagdes Diferenciais, resultado dos trabalhos
de cientistas, no sentido mais amplo da palavra, como I. Newton (1642-1727), P.S.
Laplace (1749-1827), C.G. Jacobi (1804-1851), H. Poincaré (1854-1912), A.M. Lia-
pounov (1857-1918) e tantos outros.

Todavia, esta situagio mudou razoavelmente a partir da segunda década deste
século, com a matematizagdo progressiva de outros ramos do conhecimento. Sem que-
rer arriscar em porcentagens, poderiamos afirmar hoje com seguranca que, s€ por
um lado a Mecinica ainda mantém uma certa hegemonia, pelo menos ela compartilha

amplamente desta sua ferramenta matematica com varios outros ramos da Fisica,

Quimica, Engenharia, Biologia e Economia.
O nosso ponto de vista na elaboragdo deste texto & de que exemplos relativamente
simples, embora relevantes, escolhidos nestas diversas areas, s30 necessarios para o

* NEUMANN, J. von. The Mathematician. In: Collected Works. Elmsford, Pergamon Press, 1961,

1 v, pp. 1-9.

** A Mecnica Classica continua co-participante ativa com a Matematica Contemporanea, como &
exemplificado por nomes como A.N. Kolmogorov (1903- ), J.K. Moser (1928- ) e V.I. Arnold
1937- ).
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ensino atual das Equagdes Diferenciais como disciplina matematica, em uma atitude
que classificariamos como propria da ‘“Matematica Aplicada™.

Em conseqiiéncia disso, optamos por considerar a ‘“Matematica Aplicada™ ndo
exatamenté como uma Ciéncia, mas como uma atitude no estudo da Matematica den-
tro do contexto cientifico em que ela se desenvolve, € nio como uma disciplina estan-
que e descomprometida.

1.2 MODELO MATEMATICO

Aqui surge naturalmente a questio de como se processa esta interagdo entre a
teoria matematica e as outras Ciéncias. \

Néao procuraremos enfocar a importincia e o interesse filosofico de tal questio.
O nosso objetivo no texto € mostrar, através de exemplos representativos, como este
processo tem se realizado em varias situagdes e estimular o aluno a desenvolver suas
proprias habilidades por meio de exercicios e projetos.

Talvez fosse interessante discorrer ligeiramente sobre a variante da questdo: por
que a Matematica é importante em varias Ciéncias?

Comecemos pelo inicio da Matematica, que provavelmente surgiu na Babilonia
depois do ano 3000 a.C. Nio € dificil imaginar a motivagio principal de sua origem
como a necessidade de contar objetos, mas por volta do ano 2000 a.C. tabletes cunei-
formes, obtidos de escavagdes arqueoldgicas, demonstraram que os Acadianos, que
habitavam a Babilonia na época, ja dispunham da nogio abstrata de nimeros inteiros
e da sua Aritmética. Por outro lado, os mesmos tabletes mostraram que esta Aritmé-
tica era utilizada para calculo de comprimentos, areas, volumes, pesos, calculos finan-
ceiros € de estoque de mercadorias, proporgdo de colheitas devida como impostos,
censo demografico etc.

Temos assim, de forma clara, trés aspectos importantes a serem observados nes-
te exemplo.

Primeiro, a concepgdo de uma estrutura abstrata com simbolos e regras bem de-
finidas, a partir de motivagdes de ordem pratica, isto €, a construgdo de uma teoria
matemdtica.

Segundo, a elaboragfo desta teoria matematica em termos abstratos, procuran-
do desenvolvé-la para melhor realizar as opera¢des nela definidas, como a concepgio
da representagio sexagesimal, da idéia de raizes, quadradas e cubicas, bem como de
tabelas para serem calculadas, ou seja, o estudo matemdtico da teoria. '

E, em terceiro lugar, a utilizagio desta teoria matematica no estudo de intime-
ros problemas, alguns dos quais certamente ndo tiveram nenhum papel na motivagdo
original para a concepgiio da estrutura, isto €, a aplicagdo da teoria matemdtica.

Estas observagdes tém por finalidade mostrar a Matematica como um poderoso
instrumento intelectual que através da abstracdo e formalizag@o sintetiza idéias as
quais, embora semelhantes, surgem em situagdes as mais diversas e por isto mesmo
camufladas na sua esséncia. O objetivo da Matematica é, entdo, extrair esta essén-
cia e formaliza-la em um contexto abstrato onde ela possa ser trabalhada intelec-
tualmente, desenvolvida e absorvida com uma extraordinaria economia de pensamen-
to. Imaginem se os babilonios (e nos!) féssemos obrigados a aprender uma Aritmé-
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tica especifica para cada situagio: medir comprimento, area, volume, peso, calculo
de troco, contagem de laranjas, censo demografico etc. (Acabanamos por precisar
também de uma Aritmética para contar todas as aritméticas!)

O extraordinario é que existe uma aritmética abstrata (Matematica) que € su-
ficiente para todas estas situagdes, desde que interpretada apropriadamente. O que
parece 6bvio para nés hoje, dadas as circunsténcias € o legado cultural, demorou cer-
ca de 10000 anos para ser compreendido pelo homem, a partir de quando abando-
nou o nomadismo.

E importante, entretanto, observar também que uma pessoa instruida em Arit-
mética, apenas como uma estrutura formal abstrata, poderia desenvolver habilidade
operacional e criar teorias complexas e sofisticadas mas, se a chave da interpretagio
ndo lhe fosse fornecida em um exemplo pratico, teriamos um individuo inapto a par-
ticipar da sociedade moderna.

Neste exemplo, distinguimos claramente as caracteristicas basicas do processo de
matematiza¢io de um problema e do que chamaremos de modelo matemdtico de um
problema. A Aritmética como teoria matematica ¢ um modelo que representa abstra-
tamente problemas de medidas, célculos financeiros, censo demografico etc.

A obtengiio do modelo matematico pressupde, por assim dizer, a existéncia de
um dicionario que interpreta sem ambigiiidades os simbolos e operagbes de uma teo-
ria matematica em termos da linguagem utilizada na descrigdo do problema estudado,
e vice-versa. Com isto transpde-se o problema para a Matematica onde sera tratado
pelas teorias e técnicas proprias desta Ciéncia; pela mesma via de interpretagdo, no
sentido contrario, obtém-se o resultado dos estudos na linguagem original do problema.

Esquematicamente poderiamos representar este processo com o diagrama abaixo:

TEORIA MATEMATICA
A técnicas
ey -3 v e
matematicas
< MODELO »
Y
A . A Y A
INTERPRETACGAO
Y Y \ 4 v /

PROBLEMA
ORIGINAL

RESULTADOS
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Varios comentarios devem ser feitos neste ponto. Primeiro, a teoria matematica
adequada para a constru¢do do modelo matematico do problema original pode ndo
existir. -Esta situac¢io exige do estudioso uma tarefa talvez historica: desenvolver um
novo ramo da Matematica. Obviamente isto ndo acontece todos os dias. Como um
exemplo recente podemos citar a Teoria dos Jogos criada por J. von Neumann para
modelar situa¢des de competicdo econdmica. De qualquer maneira, o objetivo (e a
esperanga) de todo matematico aplicado ao estudar um problema € construir um mo-
delo dentro de uma teoria matemaética ja desenvolvida e amplamente estudada, que
facilite a obtencdo de resultados. Afinal, a sua missdo deve ser resolver o problema
da maneira mais simples possivel, € ndo complica-lo desnecessariamente.

Segundo, mesmo que o modelo matematico do problema possa ser construido den-
tro de uma teoria matematica conhecida, ainda assim pode acontecer que as técni-
cas e métodos matematicos existentes nesta teoria sejam insuficientes para a obtengéo
dos resultados desejados. Neste caso, a situagdo ndo € tdo dramatica como antes, mas
de qualquer forma vai exigir do matematico aplicado habilidade e criatividade essen-
cialmente matematicas para desenvolver os métodos necessarios. Estas situagdes se
constituem nas grandes motivagdes para o desenvolvimento de teorias matematicas
ja estabelecidas. Veremos como isto ¢ amplamente exemplificado no caso das Equa-
¢oes Diferenciais, desde a sua origem até os dias de hoje. Vocé poderia dar exemplos
disto na Aritmética?

Os fendémenos que se apresentam para o estudo matematico sdo, em geral, exces-
sivamente complexos se os considerarmos em todos os seus detalhes. O método cien-
tifico analitico, iniciado com Galileu (1564-1642), consiste exatamente em restringir
e isolar o campo de estudo apropriadamente de tal modo que o problema seja trata-
vel e, a0 mesmo tempo, manter sua relevincia. Esta foi a atitude que rompeu com
a Ciéncia da Idade Média que pretendia entender tudo de uma s6 vez: a pedra filosofal!

R. Bellman (1924-1985), um matematico (aplicado), exprime bem este aspecto: “E
irénico que para compreendermos algo cientificamente precisemos langar fora infor-
magdes. Isto acontece porque neste estagio de nosso desenvolvimento intelectual nio
somos capazes de lidar com uma ordem de complexidade maior. Conseqiientemente

devemos simplificar!”*

Nio sdo raras, e veremos exemplos disto no texto, situagbes em que o modelo da
origem a um problema matematico que nfio apresenta a minima possibilidade de es-
tudo devido & sua complexidade. Neste caso, a atitude sera entdo de voltar ao pro-
blema original e tentar restringir as informagdes incorporadas ao modelo a um nivel
que ndo desfigure irremediavelmente o problema original, mas que resulte em um
problema matematico tratavel. Ou, como diz Mark Kac (1914-1983), um extraordi-
nario matematico polonés: *‘Se voc€ nao pode resolver o problema a que se propds,
entdo tente simplifica-lo. A condi¢do Gnica € esta: vocé ndo deve simplifica-lo de-
masiadamente”.

Observe que as setas de interpretagdo do nosso esquema ligam, em grande parte, a
teoria matematica ao ramo de conhecimento de onde vem o problema original. Com isto,

* BELLMAN, R. Dynamic Programming and Modern Control Theory. New York, Academic Press,
1965, p. 5.
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queremos dizer que mesmo no tratamento matematico do modelo € interessante que
os métodos e técnicas matematicas possam ser freqiientemente interpretados na lin-
guagem do problema original. Em alguns casos esta interpretagdo ¢ decisiva no auxi-
lio ao desenvolvimento matematico da questdo e pode mesmo acontecer que o argu-
mento matematico falte e seja substituido por argumentos mais claros na area do pro-
blema original. Este tipo de desenvolvimento na argumentagio, perfeitamente aceito
na Matematica Aplicada, talvez seja o ponto que provoque maior descontentamento
entre matematicos ditos puristas. E 6bvio que uma argumentagio desta natureza,
apesar de sua importdncia cientifica, mesmo para a Matematica, ndo pode ser con-
siderada como argumento- estritamente matematico. Em nosso livro teremos opor-
tunidade de utilizar estes argumentos em algumas ocasides, mas chamaremos a atengdo
para a sua natureza extra-matematica ¢ para as suas implicagées na matematica adja-
cente. Este processo de intermediagio entre o problema original € o modelo matemé-
tico é uma atividade que poderiamos classificar de tipica da Matematica Aplicada,
exigindo uma avaliagdo competente da questdo sob os dois pontos de vista. Talvez
seja esta a atitude mais importante quando se trabalha com modelagem, pois nos for-
nece a validade ou ndo do modelo.

A modelagem de uma situagdo ou problema real pode também ser simplificada-
mente visualizada no seguinte esquema (Figura 1.1):

I-:nr:::;néx;cr;ao > 0 2= Abstragio - .  |——————>{ 11— Modelo Matemético
¥ ¥
N 2 / ;
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Figura 1.1 6¢Aplucaqao

Esquema de uma modelagem: As setas continuas indicam a primeira aproximagio. A busca de um modelo
mateméatico que melhor descreva o problema estudado torna o processo dinidmico, indicado pelas setas
pontithadas
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Experimentagio. Obtencdo de dados experimentais ou empiricos que ajudam na
compreensdo do problema, na modificagdo do modelo e na decisdo de sua validade.
E um processo essencialmente laboratorial e/ou estatistico.

Abstragﬁo Processo de selec;ao das variaveis essenciais e formulag:ao em linguagem
“natural” do problema ou da situagdo real.

Resolugio. O modelo matematico ¢ montado quando se substitui a linguagem natu-
ral por uma linguagem matematica. O estudo do modelo depende da sua comple-
xidade e pode ser um processo numeérico. Quando os argumentos conhecidos nido
sdo eficientes, novos métodos podem ser criados, ou entdo o modelo deve ser mo-
dificado.

Valida¢do. Comparagio entre a solug@o obtida via resolugdo do modelo matematico
¢ os dados reais. E um processo de deciséo de aceitagdo ou ndo do modelo inicial.
O grau de aproximacio desejado serd o fator preponderante na decisdo.

Modificagdo. Caso o grau de aproximacgdo entre os dados reais € a solugdo do mo-
delo ndo seja aceito, deve-se modificar as variaveis, ou a lei de formagfo, e com isso
o proprio modelo original ¢ modificado e o processo se inicia novamente.

Aplicacdio. * A modelagem eficiente permite fazer previsdes, tomar decisdes, explicar
e entender; enfim, participar do mundo real com capacidade de influenciar em suas
mudancas. A linguagem oferecida pelas Equagdes Diferenciais é fundamental na trans-
feréncia e entendimento da linguagem “natural”, uma vez que a palavra-chave va-
riagdo aparece quase sempre nas situagdes reais.

1.3 . BREVE HISTORICO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS

O Calculo (Diferencial ¢ Integral) e as Equagdes Diferenciais nasceram juntos
e os dois teoremas basicos do Calculo estdo intimamente, ligados a solugao da Equa-
¢do Diferencial mais simples e importante

x'()=f@)
ou seja, obter a fungfo incognita x(f), uma vez conhecida a sua derivada f(¢). O Teorema

t
Fundamental do Calculo Integral nos fornece uma solugio: x(f)= f f(2)dz (se f for

continua) e o Teorema do Valor Médio assegura que todas as suas solugdes podem

ser escritas na forma ¢+ J f(2)dz, onde ¢ € uma constante. (Prove!)
Com os mesmos teoremas € a mtegra(;ao por partes obtenha as solugdes|para a
1), j f@ @ — 2 'dz + P,_,(t), onde

P,_(t) é um polinébmio de grau n— 1. Estas sdo motivagdes puramente operacionais
€ matematicas.

equagdo x () = f(¢), na forma x(f) =
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Néo ha dhvida, entretanto; de que a grande motivagio inicial para o estudo das
Equagdes Diferenciais veio da Mecénica. Diversos problemas como o movimento dos
planetas, a catenaria (formato de uma corda pendente presa nas extremidades) e o estu-
do da oscilagdo do péndulo, para citar apenas alguns, ja haviam sido estudados em-
piricamente por homens do quilate de um J. Kepler (1571-1630), L. da Vinci (1452-1519),
G. Galileo (1564-1642) e C. Huygens (1629-1695). Porém, faltava a eles a teoria mate-
matica com que pudessem modelar o fendmeno.

Com o aparecimento do Célculo no final do século XVII por obra de I. Newton
(1642-1727) e G.W. Leibnitz (1646-1716), inimeros problemas mecanicos, incluindo
estes trés, puderam ser entdo modelados matematicamente na forma de Equag¢des Di-
ferenciais.

Assim, a partir desta época surgia a questdo da resolugio dos problemas mate-
maticos apresentados por estes modelos. Varios deles foram resolvidos explicitamente
e de maneira elegante por matematicos de extraordinaria habilidade operacional,
como os da familia Bernoulli: Jacques (1655-1705), Jean (1667-1748), Nicholas
(1695-1726), Daniel (1700-1782) e principalmente por um de seus alunos, o insupe-
ravel L. Euler (1707-1783) cuja obra (incompleta) preenche 74 grandes volumes.

Apesar disto, tornou-se claro com o tempo que ndo seria possivel obter méto-
dos gerais de resolugiio explicita (em termos de fungdes elementares e suas integrais)
para as Equagdes Diferenciais. O proprio L. Euler introduziu métodos que geravam
uma solugio aproximada da Equagdo Diferencial. No primeiro deles.a aproximagdo
¢ feita com linhas poligonais por um processo que deu,origem aos métodos de cal-
culo numérico das solugdes. No segundo método a solugdo € aproximada por polind-
mios ou, mais especificamente, por uma série de poténcias. Ambos os métodos tém
carater bastante geral. Observe que, se formos liberais com a nogfo de solugdo expli-
cita, podemos dizer que o método de expansdio em séries resolve explicitamente a Equa-
¢do Diferencial. Este método e a sua generalizagdo obtida por G. Frobenius (1849-1917)
sera apresentado no Capitulo 3.

A base rigorosa do Calculo ainda nfo havia sido langada no século XVIII, mas
os resultados surpreendentes até entdo obtidos nio deixavam diavidas de que esta
teoria matematica era essencialmente correta. .

O momento matematico no século XVIII, entretanto, era o de usufruir ao ma-
ximo deste fildo que parecia inesgotavel, ainda que os fundamentos e a justificagio
estivessem envolvidos em uma bruma misteriosa e mistica, mesmo para os grandes
mestres da época. Ficou famosa a frase atribuida a J. d’Alembert (1717-1783) com que
ele animava os seus alunos mais reticentes: “Va adiante ¢ a fé aos poucos vira.- Até
0 presente a preocupacido foi mais em aumentar o edificio do que iluminar a sua entra- -
da, mais em levanta-lo do que fortificar os seus alicerces”.

Apesar disto, a tradi¢io matematica grega, tal como representada pelo padrdo
de perfei¢do e rigor dos “Elementos™ de Euclides (300 a.C.), forgava uma compara-
¢ao desfavoravel 4 situagdo do Calculo que inquietava e desafiava uma boa parte dos
matematicos no final do século XVIII.

Esta inquietagio aumentava a medida que alguns resultados contraditérios sur-
giam e as disputas escapavam invariavelmente para o campo metafisico, onde os cri-
térios matematicos perdem sua jurisdigio.
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Era inevitavel, portanto, que uma parte do esforgo mateméatico se dirigisse no
sentido de esclarecer os fundamentos tedricos do Calculo e procurar outros méto-
dos de estudo das Equagdes Diferenciais que nfo a sua solugdo explicita.

Para caracterizar este periodo, o nome representativo é certamente o de A.L.
Cauchy (1789-1857), que demonstrou rigorosamente pela primeira vez, e por trés mé-
todos diferentes, a existéncia de solugdes para uma vasta classe de Equagdes Dife-
renciais que inclui essencialmente todos os modelos conhecidos.

Apbs o inicio do século XIX os métodos gerais de resolugdo explicita das Equa-
¢oes Diferenciais perderam a sua proeminéncia e nenhum método de maior relevan-
cia foi desenvolvido até o aparecimento do calculo operacional de O. Heaviside
(1850-1925) e a transformada de Laplace no final do século XIX.

Inicou-se assim a teoria qualitativa geomeétrica representada por H. Poincaré
(1854-1912) e A.M. Liapounov (1857-1918), bem como a teoria de aproximagio ana-
litica (expansio em séries) e de aproximagdo numérica.

A organizacdo do assunto no livro segue em linhas gerais o seu desenvolvimento
matematico cronolégico, tal como apresentado neste esbogo historico.

Aqueles que estiverem interessados em um estudo mais aprofundado do assunto
poderdo recorrer aos excelentes livros de O. Neugebauer e M. Kline*. Ha outras re-
feréncias bibliograficas e comentarios a respeito no final deste livro.

1.4 MODELOS MATEMATICOS E AS EQUAGCOES DIFERENCIAIS

Como ja dissemos, um problema real nio pode ser representado de maneira
€xata, em toda sua complexidade, por uma equagio matematica ou um sistema de
equagdes. No entanto, se trabalharmos com as variaveis essenciais do fendémeno obser-
vado, o modelo matematico que simula tal fenémeno podera levar a solugdes bastante
proximas daquelas observadas na realidade.

E muito freqiiente, em se tratando de modelar um fenémeno ou um experimento
qualquer, obtermos equag¢des que envolvam as “variagdes” das quantidades (varia-
veis) presentes € consideradas essenciais. Desta forma, as leis que regem tal fendme-
no sdo traduzidas por equagdes de variagdes. Quando estas variagdes sdo instanta-
neas, o fendmeno se desenvolve continuamente e as equagdes matematicas sdo de-
nominadas equagdes diferenciais, a0 passo que se as variaveis envolvidas forem discre-
tizadas, isto é, fungdes de uma rede de pontos, em que temos as médias das variages,
entdo as equagdes que descrevem o fendmeno serdo denominadas equagdes de dife-
rengas. Por exemplo:

1. Quando observamos a desintegragido (variagio) de uma substdncia radioativa,
constatamos que o numero de desintegragdes por unidade de tempo é proporcional
a quantidade de substincia presente em cada instante. Assim, se x = x(f) representa

* NEUGEBAUER, O. Exact Sciences in Antiquity. 2. ed. New York, Dover, 1969.
KLINE, M. Mathematical Thought Ancient to Modern Times. New York. Oxford University Press, 1972,
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a quantidade de substincia presente em cada instante 7, a equacdo matematica que
representa o fenomeno ¢ dada por '

dx (1)

== ax(n) )

dx
dt

o representa o coeficiente de proporcionalidade, que € constante para cada tipo de
substincia radioativa; .

onde representa a variagdo instantdnea (desintegragdo) sofrida pela substincia e

2. Quando analisamos a variagio de uma populagio num modelo simplificado,

0 que se observa, claramente, é que a diferenca entre duas medidas sucessivas destas

populagdes € proporcional & quantidade de elementos existentes na primeira medida,
isto &,

Pit+1)—P(H)=KP() )

onde P(t) ¢ a populagio medida no tempo ¢ e P(t+ 1) é aquela medida uma unida-
de de tempo depois, isto €, o tempo varia discretamente.

Como leis de formagio os dois exemplos sdo analogos, embora em (1) seja uma
equagdo diferencial e em (2) uma equago de diferencas. A analogia ocorre porque
a derivada de uma fungio é definida como o limite de um quociente de diferengas

dP AP P(t+An— P(1)

——= lim ——= lim
dt amo At Ao At

e, quando Ar—0, o caso discreto (equagdes de diferengas) aproxima-se de um limite
que ¢ o caso continuo (equagdes diferenciais). :
Um mesmo problema pode ser analisado do ponto de vista das equagdes dife-
renciais, ou do ponto de vista computacional, usando-se as equagdes de diferengas.
O objetivo deste texto ¢ fazer um estudo analitico das equagdes; no entanto, nas
Seccdes 2.10, 3.5 e 5.6 trataremos de equagdes de diferencas.

3. Um problema muito significativo é determinar o movimento de um corpo de
massa m sobre o qual atua uma forga F a cada instante ¢; a Lei de Newton estabelece
a conexdo entre a acelera¢do do corpo e a forga que produz o movimento

d?x
m—==F ' 3
e 3)
d’x , . S . i ,

onde T ¢ a aceleragdo do corpo (variagdo instantdnea da velocidade) e F € a for-
¢a agindo sobre o corpo na diregdo do movimento. Por éxemplo, F= —mg se a forca
, ca s . dx . . o
¢ devida a gravidade, F= —mg— K—dt- quando se considera também a resisténcia
do ar etc.

4. Se x=x(f) e y=y(t) sdo populacées de duas espécies interagindo num pro-

d . .
cesso presa-predador, entdo % e -a—}ti dependem das quantidades x e y em cada instante.

b e




Equacdes Diferenciais: Um Pouco de Histéria 11

%: taxa de natalidade da presa menos taxa de destruigio da presa pelo predador
% = taxa de natalidade do predador menos taxa de mortalidade do predador

As equagdes simultdneas que descrevem tal processo foram inicialmente propos-
tas por Volterra na seguinte formulagdo

%zax—bxy
by ?

onde a, b, ¢, d sdo constantes positivas.

5. A relagfio entre a densidade de carga f(x, y, z) e o potencial u(x, y, z) de um
campo eletrostatico ¢ dada pela equagdo de Poisson
2 Zu Zu .
g;%-i— gy—2+%;=4nf(x,y,z) ®))
De uma maneira geral, podemos dizer que temos uma equagio diferencial (ou
um sistema de equagdes diferenciais) se na equagio (ou em cada equagdo do sistema)
estdo envolvidas fungdes incOgnitas e suas derivadas.

' Uma equagiio diferencial & dita ordindria (E.D.O.) se a fungdo incognita depen-
der apenas de uma variavel independente (Exemplos 1 e 3). Se depender de duas ou
mais variaveis independentes sera denominada equagdo diferencial parcial (E.D.P.)
(Exemplo 5).

1.4.1 Equacdes Diferenciais Ordinarias — Conceitos Béasicos

A ordem de uma equagfo diferencial é indicada pela maior ordem de derivagdo
que aparece na equagio. Uma E.D.O. de ordem n tem como expressdo geral

F(x,y,ii-y— Ly d"y>=0 6)

dx’ dx? 7 dx"

onde F é uma fungdo de n+ 2 variaveis.
A Equagdo (6) representa a relagdo entre a variavel independente x e os valo-
res da fungdo incognita y e suas n primeiras derivadas

=y

- o a2y (n):ﬂ
dx’

y =5 S g

y

Quando pudermos explicitar y'™ na Equagdo (6), teremos

Y = 1%, 9, ¥, e ¥ (7)

que é denominada forma normal da E.D.O. de ordem n.
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As equac¢des na forma normal (7) podem sempre ser escritas na forma (6); para
tanto, basta tomar

F,p, 9 oo, Y=y —flx, , ¥, ..., y"")=0

enquanto que equag¢des na forma (6) podem acarretar mais de uma equag¢io da for-
ma (7). Por exemplo,

)P +4x=0 ®
~leva as duas equagdes diferenciais
y=2./x ou y=-2/x

De uma maneira geral nos preocuparemos com as equagdes diferenciais na forma
normal.

A solugdo de uma E.D.O. (7) no intervalo /= (a, b) é uma fungdo y= @(x) que
juntamente com suas derivadas o', @'/, ..., @™ satisfaz a condigiio

O™ (x) = f(x, 9(x), (%), ..., 9"~ V(x)) ©

para todo x € 1. Assim, resolver a Equagio (7), significa encontrar a fungdo y = @(x),
definida e derivavel até a ordem » em um intervalo I, que satisfaz a Equacio (7).

EXEMPLO 1

A equagdo que ‘‘conta a historia essencial” de um corpo em queda livre &

m—=—mg (10)

Uma solugdo desta E.D.O. ¢ dada por

v(f)= —gt+c (11

onde ¢ ¢ uma constante qualquer.
Verificando se a solugdo (11) “‘satisfaz” a Equagdo (10), temos

mﬁz'm—‘—i-(—gl—}-c):m(—g): —mg
dt dt
Que constante € ¢? Ora, tomando, por exemplo, 7=0 em (11), obtemos
p(0)=rvy=c¢
ou seja, ¢ é a velocidade inicial do corpo. Assim,
o(t) = —gt + v, (12)
& uma solugdo particular de (10). B

Solugdo geral de uma equagio diferencial é o conjunto de todas as suas solugdes.
Nas aplicagdes, geralmente ndo estamos interessados em todas as solugdes, mas em
solugdes particulares que satisfagam uma dada condigdo inicial, ou outros tipos de con-
digcdes complementares.

A fim de ilustrar o que é uma solugdo explicita, tomemos como exemplo para
analogias uma equagdo algébrica P(x) = 0, onde P(x) & um polindémio, isto &,

i
]
|
|
1
|
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P(x)=a,+ax+ ...+ a,x,. Neste caso, a incognita ¢ um numero e as operagoes

- que definem a equagdo sdo as operagdes algébricas: soma, produto e potenciagdo

inteira. Para resolvermos estas equagdes, obviamente € necessario que saibamos ““in-
verter” as operagles algébricas (caso contrario ndo passariamos de x+a=0, ou
ax=>b, ou x" = ¢). Entretarito, isto ndo € suficiente para o caso geral, € a demonstra-
¢do deste fato foi um triunfo, ainda que aparentemente negativista, da Matematica
do século XIX desenvolvida por N. Abel (1802-1829) e E. Galois (1811-1832).

Uma solugfo explicita neste caso seria a obtengéo do valor de x por meio de uma
seqiiéncia finita de operagdes algébricas (e suas inversas) sobre os niimeros dados do
problema (a,, a,, ..., a,). A teoria de Galois nos garante que ndo existe uma “receita”
finita e geral nestes termos para a obten¢do das solugdes destas equagdes para grau
maior que 4. Isto nfo quer dizer, todavia, que ndo existam solugdes e, na verdade, o
Teorema Fundamental da Algebra, demonstrado pela primeira vez em 1799 por C.F.
Gauss (1777-1855), afirma que a equag@o P(x)= (0 tem exatamente n solugdes no con-
junto dos numeros complexos.

Concluindo, as solugdes existem, mas para obté-las temos que recorrer a ope-
racdes infinitas, isto €, uma seqiiéncia infinita de operagdes algébricas cujos resulta-
dos parciais aproximam a solugio, ou ainda, a propria Algebra nos mostra que ela
ndo ¢ suficiente para a resolugio do problema; necessitamos da Analise.

Uma situacio analoga ocorre em Equagdes Diferenciais Ordinarias, onde a in-
cognita € uma funcdo de uma variavel e as operagdes envolvidas sdo algébricas e a
operagdo de derivagdo. Ainda neste caso podemos dizer que conhecemos as opera-
¢Oes inversas (algébricas e a integragdo) mas, como antes, isto ndo garante a possi-
bilidade de obten¢ido de solugdes explicitas, se estas forem vistas como resultado de
uma seqiiéncia finita de tais operagdes sobre dados do problema. E interessante obser-
var também que foi por volta de 1820 que Cauchy demonstrou a existéncia de solugdes
para uma ampla classe de Equac8es Diferenciais Ordinarias, mas, neste caso, ndo
precisaremos ir além da Analise: ela propria resolve o seu problema.
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‘... € impossivel explicar honestamente as be-
lezas contidas nas leis da natureza de uma forma
que as pessoas possam senti-las, sem que elas fe-
nham uma boa compreensdo da Matemdtica.

... A Matemdtica ndo é somente uma lingua-
gem. A Matemdtica é uma linguagem acrescida de
raciocinio; é como uma linguagem acrescida de [6-
gica. A Matemdtica é uma ferramenta para o ra-
ciocinio™.

Richard Feynman

2.1 INTRODUCAO — EQUACAO DIFERENCIAL FUNDAMENTAL

Como ja vimos, a equagio diferencial mais elementar ¢ exatamente o problema
fundamental do Calculo Diferencial e Integral e consiste no seguinte: dada uma fun-
¢do continua f(¢) definida em (a, b), desejamos obter todas as fungdes derivaveis, x(f),
definidas em (a, b), tais que

i)f—=f(t), para € (a, b)
dt

Para resolver esta ‘“‘simples™ equagfo necessitamos nada mais nada menos do
que a Teoria do Calculo Integral que, diga-se de passagem, tem a sua origem em outros
problemas mais antigos, como o calculo de areas ja sugerido pelo método de exaus-
tdo de Eudoxus e muito usado por Arquimedes (287-212a.C.).

Esta observagfio poderia nos deixar com a desanimadora expectativa de que para
resolver cada equacfio diferencial teriamos de aprender uma nova teoria matematica.

A situag@o €, de certa maneira, semelhante ao problema da resolug¢do de equa-
¢Oes algébricas, isto €, da obtencdo das raizes de polindmios.

Para resolver equagdes como x + 1 = 0 temos os numeros negativos, para2x+3=10
os numeros racionais, para x> =2 os nimeros irracionais e para x>= —1 os nime-
ros complexos.

A questdo que surge & inevitavel: para resolver equagdes P(x)=0 com polind-
mios de grau n, cada vez maior, teremos que construir niimeros ‘‘n-polinomiais” cada
vez mais abrangentes? Surpreendentemente a resposta é: Ndo. Basta que tenhamos
os niimeros complexos; o Teorema Fundamental da Algebra nos afirma que P(x)=0
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tem n solugdes! Por outro lado, a teoria de Galois nos alerta que estas mesmas so-
lugdes ndo podem ser, em geral, obtidas explicitamente, se por solugdo explicita en-
tendermos ‘0 resultado de operagdes algébricas e radiciagdes efetuadas sobre os dados
do problema.

A questdio, enfim, depende substancialmente do que entendemos por resolugdo
‘da equagéo, ou seja, a que processos de construcdo das solugdes estamos nos referindo.

Veremos neste livio como os chamados teoremas de existéncia de solugdes de
Equagdes Diferenciais Ordinarias nos fornecem métodos de construgdo de solugdes
baseados apenas na teoria do Calculo.

Portanto, de maneira analoga ao problema algébrico, podemos afirmar que o
Calculo também ¢ suficiente para resolver “todas” as equagdes diferenciais ordina-
rias, mas ndo de forma explicita!

Voltando a equagio %= f(@), verificamos que ndo existe apenas uma solugio,
mas um conjunto infinito delas que podem ser escritas como

t
x()=C +J f(s)ds para todo nimero real C

Observe agora que x(f,) = C, isto é, uma vez especificado o valor inicial x(zo),
a solugio da equacgio d1feren01al ¢ lnica

xU)"«"(’O)‘*‘I f(s)ds
Portanto, o problema

i:%-:f(t), a<t<b
! (1

x(to)sz, a<t0<b
(que significa: dada a fung@o f(¢) continua em {a, b), desejamos obter x(f). derivavel
em (a,b), tal que %z f(t) em (a,b) e x(ty) = xq) tem solugdo e é unica.

A condi¢do x(tp) = X é chamada condicdo inicial.

Se agora a equaciio diferencial for

d*x

P () )
podemos reduzi-la a duas equagdes de primeira ordem, da seguinte forma

dx

P (n

dx 3)

= f(t

=0

onde x, aparece como uma variavel auxiliar.
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t
Repetindo o mesmo argumento de (1) temos x(¢) = x(Z,) +J X (s)ds e integran-
do por partes : 1

[}

0 =x0)+ | G b6 =01- % 6= 0de

. ou

50 =5(0)+ 516~ )+ | S0 = ) e
Verificamos entdo que o conjunto das fungdes da forma
x)=a+b(— t0)+ftf(s)(t—s)ds : &)

para a e b sendo quaisquer nmeros reais, ¢ infinito e é constituido de todas as solu-
~ ~  d*x
¢oes da equagdo i 1.
Portanto, se acrescentarmos as condi¢Ses
xX(ty)=a
o) = ©)
X'(tg)=1b

a equacdo diferencial, formulamos um problema de valores iniciais para a equagio
x" = f(f) cuja solugdo existe e é Uinica.
Para o caso geral da equagio
d"x
= f{(t 7
=10 )

as condigbes iniciais que especificam uma tinica solugdo podem ser

X(to) = Xo
x'(tg) = x,

(8)

x(n— 1)(t0) = Xp— 1'

onde x,, k=0, ...,n — 1 sdo n dados iniciais do problema, cuja solug#o tinica ¢ dada por

PR T

que se pode obter repetindo o mesmo argumento ja utilizado. ,

O problema de valores iniciais é chamado também de problema de Cauchy para
a equacfo diferencial, e serd basico no desenvolvimento da teoria e dos métodos des-
te livro. :

Entretanto, este ndo € o tnico tipo de condigiio que pode ser acrescentada & uma
equagio diferencial para a formulagdo de um problema. Veremos, como exemplo de
outro tipo de condigdo, o problema da corda esticada com distribui¢do de peso (ver
Figura 2.1). :

—n—l (t-t )k 1 ! n—
x0="3 % (70 +(n_1)!Jlof<s)(r—s-) s o)
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Figura 2.1 1 X

Uma corda ¢ esticada sob tensdo T, constante ao longo do seu comprimento L,
em uma posi¢io aproximadamente horizontalmente, cujo desvio é dado pela fungdo
y(x), e com uma distribuicio de peso fornecida pela densidade linear p(x).

Analisemos um pequeno pedaco desta corda entre x e x + Ax com relagdo ao
equilibrio das componentes verticais das forgas (ver Figura 2.2).

Figura 2.2

p(x) Ax + Tsen 0(x) = T sen O(x + Ax)
sen B(x) — sen 6 (x + Ax)

px)x=T Ax
Supondo que a corda tenha apenas um pequeno desvio da posi¢do horizontal,
entdo 6 € pequeno € senf ~fO~tgfh=y (x)
Fazendo Ax — 0, temos
&y _ 1
dx?

Esta equagio por si s6 ndo especifica a posi¢do da corda, pois isto depende da
posi¢do dos pontos extremos, informagdo esta que ndo esta contida na equacio di-
ferencial. Por isto, para caracterizar um problema especifico devemos acrescentar a
equagdo diferencial a posigdo das extremidades, ou seja

p(x), 0<x<1 (10)

§ ' ¥(0)=y, (11)
i f) y() =y, ’
Agora temos um problema especifico
d?y 1

onde T, p(x), ¥o. ¥, sdo dados.
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Este problema ¢ chamado problema de condigdes laterais para a equagdo di-
ferencial ordinaria
dy 1
—5=—=pX)
dx T H
que sera analisado no Modelo 13 — Secgdo 2.7.4 sem a aproximagdo (10).
Neste livro estudaremos apenas estes dois tipos de problemas para equagdes di-
ferenciais ordinarias, com uma énfase maior no problema de valores iniciais, uma
prioridade ditada pela maior ocorréncia em modelos matematicos.

EXERCICIOS

1. Obtenha a equagdo da posi¢do da corda sem a suposicio de que ela € duase horizontal;
isto &, ndo substitua sen @ por tg 6!

2. Resolva o problema anterior, de condigdes laterais, para o caso y, = y; = 0, utilizando
a solugdo geral da equacgdo diferencial.

2.2 EQUACAO GERAL DE PRIMEIRA ORDEM

A equagdo diferencial ordinaria de primeira ordem

% =f(x! y) ) . . (] )
estabelece uma relagdo entre as coordenadas de um ponto e o coeficiente angular da
reta tangente ao grafico da solugdo, em cada ponto. Portanto. uma equagdo deste tipo
define um campo de direcdes, ou de inclinagdes. - )

Resolver a Equacédo (1) consiste, pois, em encontrar as curvas, chamadas curvas
integrais, de tal modo que a dire¢do das retas tangentes em cada ponto da curva coin-
cida com a diregdo pré-estabelecida do campo naquele ponto.

O lugar geométrico dos pontos onde cada tangente a curva integral preserva uma
direcdo constante sdo linhas chamadas isdclinas.

Obtemos a equagdo de uma isdclina tomando

dy

—17:1(’ onde k é uma constante (inclina¢do da tangente)
[ZA

EXEMPLO 1

. dy
Considere s y —x?; determine seu campo de diregGes.

Solugdo: As isOclinas sdo as curvas

dy
ﬁ: k e, portanto. as parabolas y — x*=k
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dy '
Agora, para cada valor de k temos 71_}_2 k em cada ponto da isoclina, e desta forma obtemos o campo de
Ix ,

direcdes, conforme mostra a figura (ver Figura 2.3).

AY

k=1
k=0
k=—1
Zy >0sey>x?
zy <0sey<x®
\\ x
Figura 2.3
| " EXEMPLO 2
Determine o campo de diregdes da equagio
14
Ay L4 (x50) f
K dx X - \ \ ? /
Solugdo: As isoclinas sdo as retas y = kx(k 0, constante). - v -~
— i G o+ g i e

Figura 2.4 ]
Em cada ponto (x, y) € IR* com x 0, o coeficiente angular da reta tangente 4 curva integral & igual

| a —, coincidindo com o mesmo valor do coeficiente angular da reta isoclina que sai da origem e passa pelo
x

ponto (x,y) (ver Figura 2.4). .
Neste caso, as curvas integrais serdo da forma y=cx, x#0, uma vez que estas retas coincidem em

toda parte com a dxrec;ao do campo. ‘ B
.EXEMPLO 3
Determine o campo de diregbes e as curvas integrais da equagido
dy

—=—= (y#(n

dx
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1
Solugdo: As isoclinas sdo retas y= -Ix‘ O campo de diregdes definido pela equacgdo diferencial dada
. - Loy x S - .
é ortogonal ao campo de dire¢des do Exemplo 2, pois —| —— }= —1, isto &, a condi¢@o de ortogonali-
x y
dade ¢ satisfeita em cada ponto (ver Figura 2.5)
1 Ay :
dy 2 = : dy
Ix >0 k=1 +k=0 2 dx<°
k=2
x
k=-2
—ty
dy 1 1 dy
<0 L k=— >0
dx k=-1 k=-3 1 2 k=1 dx

Figura 2.5

Se y> 0, as curvas integrais sio semicircunferéncias concéntricas na origem y= /¢ —x% ese y<0,
2
y=—Jct—x%

x 2
A fungiio f{x,y)= —— nfo é continua nos pontos (x,0)elR*. B
¥

Os campos de diregdes, além de contribuirem para um melhor entendimento das
equagdes diferenciais, também constituem um método gréfico para se encontrar suas
solugdes aproximadas.

As equagoes diferenciais serdo classificadas conforme os metodos empregados
na obtengdo de sua solugdo explicita.

Mas, como ja enfatizamos, isto ndo deve sugerir ao leitor que ele sempre dispora .
de um método de solugdo explicita para qualquer equagio diferencial ordinaria, mes-
mo de primeira ordem e por mais liberais que sejamos quanto &s operagdes aceitaveis.
Na verdade, poderiamos dizer que a quantidade de equagSes que possuem soluges.
explicitas & praticamente nula, se comparada aquelas que tém solugdes. A impor-

~tancia do estudo de tais equagdes esth no que podemos aprender delas e na utiliza-
¢do que delas fazemos para analisar as demais.

No estudo das equagdes de primeira ordem de forma geral

) .
Eﬁ‘ﬁf (x, ), onde f(x,y) & continua em (x, y)
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além do método grafico-geométrico que mencionamos, € que serd mais desenvolvido
durante o livro, dispomos dos Teoremas de Existéncia e Umcxdade de solucdes para

, problemas de valor inicial (T.E.U.)

- dy _
dx —-f(x, J’) (2)

Y(x0) = Yo

Em geral, estes teoremas se referem a existéncia e unicidade de solugdes locais
para o problema, isto €, solugdes definidas em algum intervalo (xq—J, xo + d) na
vizinhanca do ponto inicial. A continuagdo desta solu¢do para intervalos de defini-
¢do maiores € um outro problema e depende da regido do plano onde esta definida a
funcdo f(x, y) e do seu comportamento. A solugdo pode deixar de existir além de x,
se, por exemplo, (x, > xg) para x T x, o grafico (x, y(x)) “escapa” da regido de de-
finigio de f(x, y). '

No Modelo 12 (Transporte de Particulas — Seccdo 2.7.3) a solugio de

dR

en 2
e oc+oR

R(0)=0

onde R(x)=tg ox, ndo pode ser estendida além de x, = pois R(x) 1 cc, ou seja,

2
(x, R(x)) “escapa” da regifo de def’mu;ao da equagdo dlferenma]
o dy ,

A regido de defini¢io de uma equacdo diferencial —d—)-c—-z f(x,y) é sempre con-
siderada como um conjunto aberto do plano IR?. Um conjunto aberto 4 é aquele em que
para todo ponto (xo, yo) € A existe um disco {(x, y) €IR?: (x — xo)* + (y — yo)* <€},
contido em A. Esta condi¢do nos garante “espago’ para construir a solugio local.

Existem basicamente trés métodos para demonstrar construtivamente (por apro-

‘ximag#0), a existéncia de solugdes para o problema de Cauchy: Método de Euler, Mé-

todo de Expansdo em Séries ¢ Método Iterativo*.

O Método de Euler e suas modificagdes (Runge-Kutta e outros) sio métodos-dis-
cretos apropriados para o calculo numérico de solugGes e costumam ser tratados nas
disciplinas deste mesmo nome. A aproximacio da solugdo pelo Método de Euler é
feita através de fungdes poligonais, isto €, o grafico é constituido de segmentos de reta
justapostos, cuja construgdo ¢ simples, e baseado na seguinte observagio: conhecen-
do y(xo) =y, € sabendo que neste ponto a inclinagio do grafico da solugdo é dada
por y'(xg) =f(xo, ¥o), aproximamos y(x) pela sua tangente

Y (xX)= Yo+ f(Xo, yo) (x — Xo)

entre Xo € um ponfo proximo x; =Xxg+h, helR.

* HENRICI, P. Essentials of Numerical Analysis with a Pocket Calculator. New York, Wiley, 1982.
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Neste ponto corrigimos a dire¢do da poligonal e de x; a x, = X, + 2k conside-
ramos o seguinte segmento de reta:

Y)Y =F(Xo+h)+ f(Xg+ h, ¥ (xg + R)) (x — x0 — h)

e dai por diante continuamos o processo.

Diminuindo o passo /# teremos mais trabalho, mas também uma melhor apro-
ximagdo (ver Figura 2.6).
Ay

-~ N

-_— - —
N I i tg 6o =f(Xa, ¥o)
o // ‘
% | ~ -

|
D
<A Y { ~ -
|
|
|
1

Figura 2.6 Xo Xo+h x,+2h x

O Método de Expansdo em Séries sera estudado no capitulo seguinte (3.6.4) e
consiste basicamente em supor que a solugio do problema pode ser escrita na forma
de séries de poténcias

y(x)= a(x — xo)k

L
fllng

desde que f(x, y) também tenha uma expansdo em série de poténcias de x e y. O obje-
tivo, entdo, é calcular os nimeros {a,} k> 0. A aproximagdo neste caso se faz por
meio de polindmios (ver Capitulo 3).

O terceiro método, chamado Iterativo, parte do fato de que se @(x)=y for solu- _

¢do para o problema de Cauchy, entdo
@@=n+ff@ﬂ»ﬂ ©)

(conforme o Teorema Fundamental do Calculo). E vice-versa, se @(x) satisfizer esta
condi¢do sendo continua, entdo serd derivavel e

{(p’(X) =f(x, 9(x))
?(x0) = Yo

Obviamente, isto ndo resolve o problema, pois ¢(x) aparece dentro da integral
em (3), e para calcular ¢ (x) temos que conhecer os @(z), sendo X, < z < X (caso x seja
maior que X,, por exemplo).

Mas a igualdade (3) nos d4 um outro ponto de vista sobre o problema. Consi-

dere o lado direito desta igualdade como uma operagdo T sobre a fungiio 4(z), con-
tinua, ndo necessariamente solucdo do problema

T« h(x)=yo+ Jx flz, h(z))dz ’ ’ 4)

e
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Visto desta maneira, 0 que procuramos obter ¢ um *“ponto fixo” da operagio T,
isto €, uma fungdo ¢ tal que T - @(x)= @(x).

Entfio, o método iterativo constréi uma seqii€ncia de fungdes por aphcaqoes su-
cessivas da operac¢io T, a partir de uma fun¢fio bem simples; por exemplo, a fungio
constante hy(z) = x, 4

h1=T'ho, hzzT'hl,...,hn+1:T‘hn,...

Formalmente, se a seqiiéncia 4, convergir para uma fungio (x) observamos que
T -y =y pois

Im7T «h,=limh,,,

isto &, Y deve ser solucdo do problema.

O método iterativo é muito utilizado para aproximagio de raizes no calculo nu-
mérico e os argumentos sdo semelhantes. ‘A diferenga € que a segiiéncia 14 é formada
de ntimeros e aqui de fungdes. A justificagdo deste método se faz sob determinadas
condi¢des, como no teorema abaixo:

Teorema de Existéncia e Unicidade de Solu¢io para o Problema de Cauchy

dy _
H‘;"’f(xay)

Y(x0) = Yo

Suponha Que :

1. f(x, y) seja uma fungfo continua definida em um disco de raio r centrado no
ponto (X, yo)

D= {(x,y): (x—x0)*+ (y = yo)* <r?}

of

2 a—(x, y) exista e seja continua em D.
y

Entdo existe um intervalo (xo — &, xo + 6) tal que as fungdes obtidas pelo pro-
cesso iterativo h,,, =T +h, :

T h(x)=yo+ f f(z, h@)dz

ho(x)=yo € | x— X, | <8, estdo ai definidas e convergem uniformemente para uma
fungfo continua o(x).

A fungdo @(x) é uma solugdo local finica do problema de Cauchy.

A demonstragdo de um teorema mais geral € que abrange este, sera feita no Cap. 5.
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dy —
{dx y
y(0)=1

A solugdo explicita neste caso é obtida facilniente

EXEMPLO 4

Considere o problema de Cauchy

y()=e2  (Verifique!)
Como f(x, y) = xy satisfaz as hipoteses do teorema em todo IR?, podemos aplicar o esquema do mé-
todo iterativo:

ho(xy=1; T-h(x)=1+ -r zh(2)dz
0

'x 2
h,(x):T-h,,(x):]q—J ze1 -dz=1+%
[+]

4
hy(x)=T « hy(x)=1 1 dz=1
2(x) 1) +J: < + 2) z=1+ 2+2 2

Neste caso simples & facil prever que

xZ X4 xZn
() =14"F—+ .
rn(X) +2+2.4+ +2,,.n!
[
@ 2\n
lim h,(x)="Y ("7) /:! =22 8
n-w ‘o

O método iterativo tem uma grande importéncia tedrica. mas uma limitada im-
porténcia pratica. Na resolugdo de problemas por este método, a cada passo devemos
calcular uma integral explicitamente, o que é uma tarefa raramente bem—sucedxda

EXERCICIO
1. Tomando passo #=0,1, obtenha uma poligonal que aproxime a solugdo de

d
—~y—=x+seny; yh=0e I gxg2
dx t

2.3 EQUAGOES DIFERENCIAIS AUTONOMAS

Abordaremos agora o probiema de valor mlcla] para equacoes diferenciais or-
dinarias do tipo

=10) | (1)

chamadas auténomas.
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Utilizando a manipulagdo formal introduzida por Leibnitz, podemos escrever a
equacio (1) na forma

dx |
e @
' dy f)
que € exatamente o tipo de equagdo tratado no item 2.1, e que sabemos resolver ex-

plicitamente.
Para justificarmos esta manipulagdo, a primeira condigdo de que necessitamos

impor €&, obviamente, que —— seja bem definida no intervalo de interesse, isto &, que

1
f»
f(y) ndo se anule e seja continua, digamos, em (c, d).

Com esta hipdtese podemos escrever a solugdo geral da equagdo diferencial (2)

. v
x(y)=x 4 - d. € (c, 3)

» , (¥o) J;o 1@ z Yo € (c, d) (
VComo %=3%;)—% 0 em (c, d) sabemos pelo teorema da fungdo inversa do clculo

de uma variavelt que existe a inversa da fungfo x(y) e que a sua derivada é a recipro-
ca da derivada desta fungdo, o que equivale a justificar o procedimento formal.
Portanto, a soluciio do problema

d,
d—fc=f » )
Y(Xo) = yo
€ obtida pela soluqﬁd do problema
dx 1
dy - f» (5)
x(yo)=x

e pela inversdo da fungfo x(y) encontrada, e vice-versa, a solugiio de (5) & obtida atra-
vés da solugdo de (4) ¢ da. inversdo de y(x).

Podemos considerar este processo como uma regra para a solugdo explicita do
problema, se as operac¢des de integragdo de fungdes continuas e inversdo de fungdes
com derivada continua forem consideradas como tal. Sob as hipdteses de que f(y)
seja continua e ndo se anule em (¢, d), € que y, € (¢, d), concluimos entdo que o pro-
blema (4) tem solucdo, e ¢ nica. Observe que para utilizarmos o argumento acima,
o intervalo de defini¢do de y(x) nfo pode incluir pontos onde f(y(x)) se anule.

Os pontos y* onde f(y*)=0 sio chamados pontos estaciondrios ou singulares
e o problema (4) com condigo inicial y(x)= y* tem solugiio y(x)= y* (constante).
(Verifique )

7 COURANT, R. Cdlculo Diferencial e Integral. Porto Alegre, Globo, 1965, 2v.
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A solugdo ¢ unica? Esta ¢ uma questio um pouco mais delicada e para garantir
a unicidade da solugdo necessitamos da condi¢do de que f(y) tenha derivada continua
em uma vizinhanga do ponto singular y¥*.

No Teorema de Existéncia e Unicidade para o problema inicial de equagdes di-
ferenciais ordinarias gerais esta afirmagio esta demonstrada. (Ver o Cap. 5.)

Mas, como sabemos, nem sempre a integral pode ser calculada em termos

f ()')
de fungles elementares conhecidas, isto é, explicitamente. Neste caso, dispomos de
um outro método de abordagem do problema que sera utilizado amplamente no fu-
turo e que faz uso da interpretagdo geométrica da equagfo.

Observe que a equagio diferencial c‘lix = f(y) pode ser vista como uma condi-

¢do sobre a inclinacdo da tangente ao grafico de y(x) em cada ponto (x, y(x)) do pla-
no (x,y) por onde ele passa.

O que a equagdo impde € que o grafico de y(x) deve se ajustar, em cada ponto
(x,y) por onde passar, ao campo de inclinagdes pré-fixado neste ponto pela regra:
no ponto (x,y) a tangente do &ngulo de inclinagdo & f(y).

Neste caso autdnomo, as inclinagdes s6 dependem da ordenada y de cada ponto
e, portanto, as outras solugdes sdio paralelas em pontos de cada uma das retas hori-
zontais fixadas. Por exemplo, se f(y) = ky, o campo de inclinagio (representado por pe-
quenos segmentos centrados no ponto) pode ser facilmente construido. Experimente,

comegando sempre pelo ponto <—}c~, y> e a inclinagdo do segmento que une a origem

a este ponto. Faga com k>0 ¢ k<0.

EXEMPLO 1

Como veremos nos diversos modelos deste capitulo, a equagdo diferencial auténoma para f(y)= ky
representa uma enorme variedade de situagGes. Sempre que uma lei afirma que a taxa de variagio de uma
quantidade y(t) € proporcional a esta mesma quantidade, estamos diante de uma equagéo diferencial da forma

dy 6
.-—__k
It y ©)

Como f{0)=0, y=0 & um ponto singular e, portanto, de acordo com os argumentos acimya, deve-
mos considerar a equa¢do separadamente nos intervalos ~w <y<0 e 0<y< +4oc e no ponto y=0.
Considere entdo o problema de Cauchy

dy ’
{ dt =ky
Y(to)=yo, yo>0

e _ 1
1(yo)=t,

ctot | By
ty)=1to yoks" o+*k— (lny—ln‘yo)

€ 0 problema inverso

cuja solugio Ginica sabemos ser
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¢

|
|
\
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Invertendo a fungdo (y), o que neste caso felizmente pode ser feito explicitamente, temos
y=y, e —w<r<+w '
Esta ¢ a solugdo tnica do problema.

Compare os graficos das curvas das Figuras 2.7 e 2.8 com o campo de inclinagio que vocé obteve
para f(y)=ky.

k>0
Figura 2.7
EXEMPLO 2 :
Uma pequena variagio da equag¢do anterior (6) é o caso ! fW)=ky+al, sendo a constante.
, dy ‘ '
ok 7
dx y+a (7

k
do exemplo anterior, se fizermos z =y + g/k.
Assim o problema

d . d k
Escrevendo ;j—:— =k <y + ﬁ—), verificamos que L:'rﬂ =k (y + %) ¢ exatamente a Equagdo (6)

dy
e Ay A
{ dx yta
y{xg) = yo
se transforma em
dz
2k
dx z

a
Z(xo)=Yo+‘I;‘=zo

cuja solugdo é:
(i} se yo-+alk =0, temos z(x)=0 e y(x)= —afk.
(i) se yo+afk+0, 2(x) = (yo + afk) % = y(x) + a/k e, portanto,

y(x)= —afk + (———y ot ak ) e
e ra
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As equagdes autdnomas %: f(») quando f(y) = ay ou f(y) =ay + b sdo as mais

importantes por serem mais freqiientes nos modelos simples. Entretanto, quando f(y)
for uma fung¢do qualquer continua em algum intervalo, a equagio aut(“)noma pode

ser sempre resolvida analiticamente, desde que saibamos integrar f(y) O seguinte
exemplo serve de treino:
EXEMPLO 3
Encontre todas as solugdes da E.D.O. auténoma
dy _y'—4
e AN 8
i 3 @®

2
Solugdo: A fungdo f (y)=y7-2 ¢ continua em toda reta IR, assim como %= .
Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade ja apresentado, sabemos que dado um ponto qualquer
(%0, yo) €IR? existird sempre uma solugdo y = @(x) de (8), satisfazendo yo = @(xo). .
Como f(y) =0 para y=2 e y= —2, segue-se que as fun¢des constantes @,(x) =2 e @,(x)= ~2 sdo
solugdes de (8).
Agora, com f(y)# 0 podemos escrever (8) na forma diferencial

dy dx (9) '

¥ —
Integrando membro a membro (9), obtemos as solugbes de (8) na forma implicita

y—2
nl|f—=
\y+2

=x+c¢ (sendo c uma constante arbitréria de integragio)

222 cae, a=e
y+2

Para obter as solucoes na forma explxcxta consideremos

(i) y< —2, entdo Ae‘—-%:—;— Resolvendo para y, obtemos

24+ 2

ytp()— e

Observamos que @(x)-» ~2 quando x— +c0 e @(x)- —oc quando x—»ln—);

(i) y>2, entio Ae*= y=2 , que nos da
y+2
Y=o )—W“A;, como no caso (i)
(i) —2<y<2, entio de=2"Y_¢
y+2
2—24&
y= ‘P()——-———

+ Ae*
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Neste caso, quando x— — o0, @(x)—2 e quando x— + 00, Q(x)— —2.

Ainda, se x=ln~;;-— entdo @(x)=0 (ver Figura 2.9).

AY
= 1.N
oW =212

p(x) =2

/

x Y

olx)=-2

Figera 2.9 Para cada valor de A > 0 obtemos um trio de solugdo, uma em cada uma das faixas do plano
limitadas pelas retas y=2 ¢ y=—2 : &

EXERCICIOS

. , L dy 2
1. Sem resolver, discuta o comportamento das solugdes da equagio yi—: —ay+ by* (que

€ um exemplo de uma vasta classe de equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem,
chamadas de Riccati; ver item 2.7.3) interpretando-as geometricamente nos casos

(® a, b positivos ' " (i) a, b negativos

2. Resolva o problema de valor inicial e estude geometricamente a equagao diferencial :

{—?— =a+ by +cy*, onde a,b,c s3o constantes ndo nulas
X

y0)=0
3. Resolva a equagdo do exercicio anterior dando valores arbitririos para as constantes.

4. Estude geometricamente as solugdes da equagio %zsan y.
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2.3.1 Modelos Mateméticos Envolvendo Equagées Auténomas |

Modelo 1 CRESCIMENTO DE UMA CELULA

“Ndo hd duvida de que crescimento é um pro-
blema bioldgico, e que deve ser resolvido por expe-
rimentagdo, € ndo na mesa de um matemdtico. Mas,
para se penetrar profundamente na natureza deste
Sfenémeno, devemos combinar o método experimen-
tal com a teoria matemdtica. Uma possibilidade que
tem sido desenvolvida por brilhantes pesquisadores.
A combinagdo do método experimental com a teo-
ria quantitativa é, em geral, uma das mais potentes
ferramentas nas mdos da Ciéncia Contemporédnea”.

G.F. Gause (1934)

Supomos que a massa de uma célula seja fungfio do tempo, isto €, m=m(r)
e que m, = m(0) seja sua massa inicial no instante ¢ = 0. Vamos supor tam-
bém que o crescimento da célula seja determinado somente pela velocidade
do metabolismo no seu interior.

Como o aumento (output) do metabolismo depende da massa das mo-
léculas em atividade, devemos esperar que a razio de crescimento da massa
celular seja proporcional & sua massa presente em cada instante — esta lei
traduzida em linguagem matemAtica nos da

dm

—=km

dt

onde k>0 é a constante de proporcionalidade. Esta equagdo esta sujeita

a restricdo m < M, pois quando a célula atinge um determinado tamanho,

ela se divide. ' 4
Como ja vimos, a solugdo geral da equagdo diferencial proposta é

m(t) = A
Usando a condigdo inicial m(0) = mg, obtemos a solugdo particular
m(f)=mye® com m<M

Assim, a célula tem um crescimento exponencial até se dividir, isto &,

o1 1 M
enquanto mge®' < M, o que implica que t<?ln (—nT)
0
Neste caso, o conceito de crescimento especifico é muito importante,
sendo definido por -

L -d—m=k (constante)
m dt
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) dm . .
Assim, enquanto ’n mede a velocidade do crescimento, k mede a ve-

locidade de crescimento relativa 4 massa presente. Se pudéssemos transfe-
rir o modelo de crescimento de uma célula para o crescimento de uma planta,
seria possivel resolver o problema ilustrado a seguir.

EXEMPLO 4

Se uma planta de massa m = 100 g cresce 4 g nas proximas 24 horas, queremos determinar: (f) Em
quanto tempo se tornard uma arvore de 100 kg? (i) De quanto aumentara sua massa em 1 dia quando a

" planta estiver com 100 kg?

Solugdo: (i) A taxa média de crescimento € ;4-1—{ Supondo que esta taxa ndo varie com o tempo, pode-

mos considerar que -1—6- g/h seja uma boa aproximagido de %’:—1 (taxa de crescimento instantdneo). A taxa
de crescimento especifico, neste caso, vale
Mgl] x 10731
100 g
Entdo, usando my=100g=0,lkg e k=17 +10"3 "}, temos
100=0,1 %917 ou 0,0017=1.000
e, portanto, = 588235,3 h = 245098 dias = 67,15 anos.
(i) Usando a solugdo m(t) = mqye’/®®® para my= 100 kg, obtemos
m(t) = 100 e24/°9° = 104,08

Portanto, a planta aumentarad 4,08 kg em um dia. . a

Entretanto, o crescimento de uma planta ou animal ndo é tdo simples como des-
crito no problema acima.

A divisdo das células em um organismo ndo é um processo continuo. A desconti-
nuidade surge inicialmente em algum orgao no caso de plantas pode surgir talvez
na origem de uma folha.

Podemos supor que no inicio exista apenas uma quantidade m, de células me-
ristematicas (aquelas que se reproduzem por divisdo), responsaveis pelo crescimento
de uma planta.

Se as células provenientes da divisio dé uma meristematica também forem me-
ristematicas, o processo de divisio continuari, e. o modelo que descreve este cres-
cimento serd dado por

dm

—y =M. com m(0)=m, (ver Modelo 1) - (10)
Se supusermos agora que as células originadas com a divisio de uma meristematica
terdo probabilidade p de serem meristematicas, e (1 — p) de serem indivisiveis (ou di-
ferenciadas), o modelo proposto por Tornley sera dado por

d In
a’: <1+—1—g-> m(0) = my an
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Células Probabilidade p
meristematicas  [g----_ _
populagio m T~
RN Neste modelo podemos
\‘\ observar que
1
/ : /
Progenitoras - Inp 1
- - 1 <0 0 —
Células Divisdo =T BTY) In2 ¢ V<p< 2
. . [ e T
meristematicas Binaria Tt e 1
S.o =0 se pP= "=
. 2
\‘ 1
Células /; >0 se ~2—<p<1
Células e =1 s p=1
diferenciadas |f«--------"7"
populagio n ~ Probabilidade (1 — p)

Logo, quando p varia de 1 a 0, a populagdo meristematica passard por um pe-
riodo de crescimento segnido por um declinio e posterior extingdo; tal processo é acom-
panhado pela produgio de células diferenciadas.

A parte fundamental neste modelo consiste em determinar o comportamento de
p=p(t), e uma primeira aproximagio pode ser dada por

1)

dj
-£—= —kp (k¢ a taxa de diferenciagdo das células), onde p(0)=1 (12)
ou seja, p(f)=e~*. Substituindo esta fungio em (11), temos

dm kt :
o= (1 “—mz) 13

Separando as variaveis e integrando, obtemos

m(t) =mg e7('_£3)' = myg, eXp [y (1 - ket > t:l

2In2

Analisando esta fungdo, concluimos que o maximo valor de m ocorre quando

kt .o, . In2
1 m = 0, 1sto e, T = T, (5]
o2 . Lﬂ'

m(t*)=mye* =mgye’

Também

= n2) In2

&m _ dm - kt \  ymk
ar ' dr
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%Zz—r-() quando t=l—l}c-2—<1 * /”y—’l];—2>= *[1 £ (yr*)' 7]

que sdo -pontos de inflexdo da curva-populagio das células meristematicas (ver Fi-
gura 2.10).

e, portanto,

Am

1

1
myg :
.

t

¥
t
H
t
1
]
I
2
fad

Figura 2.10 Populagio meristematica

A produgio de células diferenciadas depende do valor (1 — p(1) e sua populagdo
n=n(t) € dada pela equagio

dn In p (diferenca entre o crescimento normal das
g o (1 + In2 ) meristematicas (Equagio (10)) € o cresci- (14)
mento com diferenciagio)
ou
dn_ - Inp _ ,
- o ym com n(0)=0 (14"

: Usando o valor de m = m(t) obtido anteriormente da Equagdo (13) em (14'), temos

dn
E’%:(Wtzo)texp[yo-i%)t], n0)=0 (15

Integrando esta equég:ﬁo obtemos, depois de algum esforgo,

ool
+sg (1 —t*) - erf [(%;)%I t—r* l]}}

erf (x) = _LJ e ?* dr (fungio erro) e sg (x) = sinal de x (=0 se x=0)
ikt

onde

Uma analise qualitativa da fungdo n é mais simples, considerando que

2
d—g-=0 quando t=t*=—l~€———~

n=0 se t=0 ou t—>+ooedt 2

dt
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An

E
*

Figura 2.11 Populagio de células diferenciadas

Portanto, o crescimento de uma planta se estabiliza depois de algum tempo! (ver
Figura 2.11).
A apresentagio de um estudo mais aprofundado deste modelo vai além dos obje-

tivos deste livro. Aqueles que estiverem interessados poderdo consultar o livro de
J.H.M. Tornley*.

Modelo 2 JUROS COMPOSTOS E INFLACAO

Em um hipotético pais instavel economicamente, onde a inflagdo ul-
trapassa a casa dos 2009 ao ano, um problema sério, principalmente da
classe média que consegue a duras penas economizar alguns trocados, &
como “investir” esta poupanga, pelo menos para que ndo seja corroida
pela propria desvalorizagdo do dinheiro. A atragio maior parece ser a
Caderneta de Poupanga que “‘rende juros e corregio monetaria”. Para ilus-
trar tal situacdo, consideremos o exemplo a seguir.

EXEMPLO 5

Um tipico investidor “bem-sucedido™ foi despedido em junho/84 e recebeu como fundo de garantia
o valor de 3 milhdes de cruzeiros. Neste més, a Caixa Econdmica de Sio Paulo estava pagando 0,5% de
Jjuros e 9,79 de correcio monetaria ac més. Nosso amigo resolveu colocar seu capital na Caixa, na éspe-
ranga de dias melhores. Suponhamos, por absurdo e generosidade, que logo em seguida ele tenha conseguido
um novo emprego, ndo dependendo mais, portanto, do dinheiro depositado, que permaneceu rendendo

normalmente na mesma taxa. Se a inflagio acumulada nos 12 meses seguintes foi de 230%, o investidor
teve lucro ou prejuizo?

Solugdo: Seja Co= 3 seu capital inicial e r=9,7% a taxa mensal de rendimento; no 1.° més tera

C=Co+rCo=Co(1+r)

* TORNLEY, J.HM. Mathematical Model in Plant Physiology. New York, Academic Press, 1976.
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Logo
C(1)=13 + 1,097 =3.291 milhdes
CQ=Co(1+nN+rCo(l1+r)=Co(l + r)?
C@)=3 - (1,097)* =3.610 milhdes

De uma maneira geral:

CO=Co(l+r)

para t=12, C(12) 229,112 milhdes. ‘
No entanto, se a inflagio real no ano foi de 230%, o investidor perdeu 788 mil cruzeiros. E facil ve-
rificar que o depositante ndo teria nenltum prejuizo se a taxa mensal da Caixa fosse 10,461%. (E facil mes-
mo, mas vocé precisard de sua calculadora. Faga-o!)
A formula C(f) = Cy (1 + r)* fornece, pois, o capital acumulado até o més ¢. Agora, se a corregio for
feita duas vezes ao meés, entdo

cW)=Co [(1 +-;—) (1 +‘£‘>]I=Co (] . ;)2

e, em geral, se a corregdio for feita n vezes ao més, o capital serd

r nt
c=C, (1 +——>
n

Se aproximarmos a situagdo real por um modelo matematico no qual se considera a corre¢do com-
posta continuamente, teriamos

nr a Yt n !
C(®)=lim C0<1+—’—> = C, lim [<1+— ] —C(,[lim <1+ )}
n-w n n-w n- e

tomando L:—]—, vemos que
n h
n h
lim (1+i)r=1im (1+ 1) e
ner o n . h

C(t)=Co¢" € quando f=12 = C(12) = 3e'2"%:997 == 9 492 milhdes

e portanto

_ Desta forma podemos propor como lei de investimento que: *“A razio de variagdo do capital é pro-
porcional ao proprio capital em cada instante”, isto &, “dinheiro faz dinheiro continuamente” e, portanto:

dc
dt

Se C, for o capital inicial, a solugio serd dada por

=rC (sendo r a taxa de corregio mensal)

C)=Coe" =

EXERcICIO

1. Verifique se nos altimos 12 meses um investimento na Caderneta de Poupanga deu lucro
ou prejuizo. Se vocé acha que ja sabe a resposta calcule entdo quanto o investimento ficou
abaixo ou acima da inflagdo.
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~
PROJETO 1 CONTROLE DA DIiVIDA EXTERNA
O controle da divida externa de um pais, segundo o Modelo de Domar, consiste na interagdo
de duas equacdes simples, obtidas das seguintes suposigdes
(/) A variagdo da divida é proporcional a renda do pais (PIB)
(ify A variagdo da renda é proporcional & propria renda
1. Justifique tais suposicdes e dé seus modelos matematicos. Resolva o sistema de equagdes dife-
renciais do modelo supondo que D(t,) = D, seja a divida inicial ¢ R(19) = R, a renda inicial, to-
mando t,=0.
Sugestdo: Integre a equagdo obtida de (if) e substitua na equagio proveniente de (i).
Um pardmetro que mostra o controle ou nio da divida externa de um pais é o valor da razio
2((:)) quando ! cresce.
Calcule este valor para o modelo de Domar.
2. Dizem que a divida externa brasileira esta “fora de controle™ — Por “fora de controle™ enten-
de-se que a raziio (( ) > 0.3, isto é, a divida externa é 30% do PIB. Calcule os coeficientes de pro-
porcionalidade das equagdes (Modelo de Domar) e faca um estudo da divida brasileira.
Governo Ano Divida Governo Ano Divida
Vargas C. Silva
1955 1,79 1970 529
(1951/54) (1967/69) .
Juscelino Meédici
1960 195 1974 17.16
(1956/61) (1969/74)
Goulart Geisel
1964 250 1979 49.80
(1961/64) (1974/79)
C. Branco . Figueiredo
1967 3,33 1984 160.80
(1964/67) : (1979/84)
Divida Externa Brasilicira nos altimos 30 anos —fonte: Retrato do Brasil. Editora Trés-Politica
L Editora, 1 v., fasciculo 3, SP, 1984, pp. 19-24. )

Modelo 3 DESINTEGRACAO RADIOATIVA

A atividade de uma substincia radioativa ¢

medida pelo namero de
desintegracdes por unidade de tempo. Este fendmeno € devido a emissdo
de trés tipos de radiagdes: particulas a (nicleos de hélio), particulas f (elé-
trons) € raios y (ondas eletromagnéticas de alta freqiiéncia). Os principais
experimentos de que resultaram tal compreeensdo foram realizados por
Rutheford, Becquerel Royds, Vilard € M. Curie no final do século pas-
sado e no inicio deste, quando ja se sabia que a atividade ¢é proporcional
ao namero de atomos radioativos presentes em cada instante. A formu-
lagdo matematica desta afirmagdo segue de maneira bastante simples:

Se N = N(r) é o nimero de atomos radioativos na amostra no instante 1,
e Ny, a quantidade inicial destes 4tomos, isto &, N(0)= N,, entio -
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dN

Y AN

dt

onde 4> 0 € a constante de desintegragdo (usamos o sinal negativo porque
, . s dN

o nimero de atomos diminui com o passar do tempo e, portanto, V7 0).
A solugdo particular da equagdo é dada por

N(t) — Noe-').t

N . ,
Levando em conta que N = —;1’1 m, onde 4 € o niimero de massa do ele-
mento radioativo e N4 € o nimero de Avogadro que vale 6,02 x 10?3 mols™!,

~ Ny, , .
a razio —;1’1 € constante para cada elemento e mede o ntimero de 4tomos em

um grama deste elemento. Assim, em termos da massa do material radioati-
vo, a lei da atividade pode ser expressa por

m(t) = mge™*!

- A constante A é determinada experimentalmente. Verificamos que du-
rante um tempo ¢,, determinado elemento decaiu uma porcentagem « da
quantidade original; logo

].._._g_ — — Aty
| 100 mg = Mg€

-1 o
— At = _* =__1 -
t;=In <1 IOO) ou A t, In <l 1 )

O tempo necessario para que uma quantidade inicial de material ra-

donde

dioativo m, decaia para a metade -—2—0— & denominado meia-vida do elemento
¢ denotado por t,,,. Para calcular t,,, fazemos

—At1]2

mg o - In2
= Mmee , 0 que implica: f1/2=—7~

A constante de desintegracio A, caracteristica de cada elemento ra-
dioativo, permite dizer se este elemento tem vida curta ou longa. Alguns
exemplos: ’ ‘

Urénio U2 1,,,=456 x 10°anos = 1,33 =0,152x 10"° ano™

1
Urénio U2, 1,,,=T713x 108 anos =1,35=0972 x 10~° ano™"
Argénio  Ar*®, 1,,,=127%x10"%anos = A,, =0,546 x 107°ano™!
Radio Ra??® 1,,, ="1.575 anos = 15,6=0,440 x 1073 ano™!
Chumbo  Pb*'° ¢,,,= 22anos = 1,10=0,315x 10" ano™!
Carbono-14 C'*, t,,, =5.730 anos =2,, =0,121 x 10" ano™"

Bario Ba'*® 1, ,= 13 dias = Ay40= 19,461 ano™!



38 EQUAGOES DIFERENCIAIS COM APLICAGOES
Embora a equagio diferencial que modela o fendmeno da radioativi-
dade seja bastante simples, a dificuldade maior estd em realizar as conta-

gens, objeto dos radioquimicos.

EXEMPLO 6

Se 100 miligramas de torio?3* sio reduzidos a 97,21 miligramas em um dia, calcule a taxa de desin-
tegragio deste material e sua meia-vida.

Solugdo: Seja m(t) a quantidade de toério presente no instante ¢, com me = 100 e m(1)= 97,21 (o tempo
esta medido em dias). -Entdo

_ 97,21 _— In2 .
9721 =100 ¢*, logo A= —In —jop — 00283 dias le ty,= NYITTN 24,5 dias &

A presenga de chumbo radioativo Pb?!° e tragos de radio Ra??® em
pinturas permitem estabelecer se ndo houve falsificacdo recente dos quadros.*

Ainda em relagdo a desintegragdo radioativa para estabelecer idades
até 40.000 anos, o método mais importante. foi desenvolvido pelo quimico
americano W.F. Libby em 1947, tendo recebido o Prémio Nobel em 1960
por este feito. Este método consiste em utilizar o carbono-14 como material
radioativo e se baseia no seguinte: a fotossintese faz com que todos os vege-
tais vivos estejam em equilibrio com o C'*O, atmosférico. Um animal que
se alimenta desses vegetais absorve o C'* e a proporgdo deste elemento se
mantém constante em seus tecidos. Quando este animal morre, o carbo-
no-14 que estava em equilibrio em seu corpo comega a se desintegrar. A
suposigdo feita € que a atividade da amostra no momento da morte no pas-
sado € igual & atividade de uma amostra semelhante viva hoje (0 mesmo
acontece quando uma planta morre). Este método € muito utilizado para se
datar eventos ocorridos num passado nio muito distante e de grande interesse
para a arqueologia; vejamos alguns exemplos.

EXEMPLO 7

Para se poder estimar a época em que foram feitas as pinturas que decoram as paredes da caverna
de Lascaux, na Franca, foi analisada uma amostra do carvdo utilizado nos desenhos. Esta analise re-
velou uma atividade de decomposigdo de 097 dpm/g (decomposi¢do por minuto em um grama). Seme-
lhante analise do carvdo produzido da madeira viva mais abundante na regido, feita em 1950, apresentou
um resultado de 6,68 dpm/g. Estimar a idade das pinturas.

N2 0,000121.ano=" e, entdo,

Solugdo: Usando t;,; = 5.730 anos para o carbono-14, obtemos l=—5—736__

da equagio

m(ty=mg e,

sendo conhecidos

m(t)=097
my =6,608
A =0,000121

* BRAUN, M. Equagées Diferenciais e suas Aplicagdes. Rio de Janeiro, Cambus, 1979, pp. 31-32.
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obtemos
0,97 = 6,68 g~ 121 X 1074
ou
In (g—%%): —1,21 x 107*t = t = 15.947 anos
Logo, tais pinturas devem ter aproximadamente 16.000 anos. B

Muitos elementos radioativos, quando decompostos, formam novas
substincias radioativas, como por exemplo U?3® que decai transformando-se
no torio?34, que por sua vez decai tornando-se em paladio e assim por diante.
A passagem do urdnio?3® a t6rio?3* leva aproximadamente 4,6 x 10° anos
(isto é, cerca de quatro bilhdes e 600 milhdes de anos!), enquanto que a
passagem do torio?3* para o paladio?3* leva cerca de 25 dias. “O mundo
real tem desses péssimos habitos: além de surpreender-nos, mistura valores
enormes € mintsculos de modo quase leviano...”*. Se considerarmos um
“elemento-mie”’ com meia-vida G, e o *“‘elemento-filho”, formado pela de-
composigiio, com meia-vida @,, verificamos que:

1 In2

n2 -
Como 4, =z podemos escrever para o elemento-mie M(t)= Mye ©
’ 1

e, entdo, a taxa de perda de massa deste elemento sera:

dM n2 -% In2
—=-M =M
dt T, G,
Supomos que para cada atomo do elemento-mie decaido, um atomo-
filho seja produzido. Indicamos por m(f) a massa do novo elemento formado
num instante ; supondo que a taxa de variagdo de m seja igual a diferenca
entre o nimero de atomos provenientes da desintegracio de atomos-mée ¢
o numero de atomos-filho que se desintegram, obtemos
dm
—pyn2 In2 ln 2
dr T, "% 2
As equagdes simultineas (16) e (17) sdo conhecidas como equagdes de
Bateman, e podem ser reunidas numa unica equagio diferencial linear

(16)

an

dn  In2 In2 —’-"i'

R —M 5:

a T, °'%, (1%
que sera estudada na Secgio 2.6. Adlantamos por hora que sua solugio
¢ dada por

in 2 ln2
m(t)-%lo—f@;@.—(e 5 e m Y mge” = (19)

* MEYER, J.F.A. (Matematico do IMECC-UNICAMP).
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Este modelo matematico ¢ bastante 1itil para determinar a idade de ro-
chas formadas ha bilhes de anos, considerando na época de sua formagio
0 urinio-238 (elemento-mie), e no presente o urdnio ndo decomposto € o
In2 0

chumbo Pb?°® (elemento-filho) que sendo estavel possui A= z
2

EXERCICIOS

1. Nas escavagdes arqueologicas da cidade de Nipur (antiga Babilénia) foi encontrada uma
viga carbonizada com uma atividade de 4,09 dpm/g. Usando para o carvio recente a ati-
vidade de 6,7 dpm/g, calcule quando se deu tal incéndio na antiga cidade.

2. A eporme mesa redonda presa as paredes do castelo de Winchester — e que é mostrada
aos crédulos turistas como sendo a famosa “Tavola Redonda” do Rei Arthur — apre-
sentou em 1977 uma atividade de 6,08 dpm/g. Sabendo que a atividade da madeira viva
da regifio ¢ de 6,68 dpm/g, verifique se esta mesa serviu de fato para os cotovelos do Rei
e de seus lendarios cavaleiros Lancelot, Galahad, Gwain, Percival etc. Do pouco que sa-
bemos dessa fabulosa confraria, uma coisa é certa: viveram no século V.

Modelo 4 ABSORCAO DE DROGAS

Um problema fundamental em Farmacologia é saber como cai a concen-
tragdo de uma droga no sangue de um paciente. Q conhecimento deste fato .
permite estabelecer qual a dosagem a ser inserida e o intervalo de tempo
que cada aplicagdo deve ser feita.

O modelo mais simples ¢ obtido quando supomos que a taxa de va-
riagdo da concentragdo € proporcional & concentragio da droga na cor-
rente sangiiinea. Em termos matematicos:

dy _ _
=
onde k> 0 € uma constante encontrada experimentalmente.

Suponhamos que seja dada ao paciente uma dose inicial y,, absorvi-
da pelo sangue instantaneamente, no instante = 0. (O tempo de absor¢do
da droga é geralmente muito pequeno, quando comparado com o tempo
entre as aplicacdes das doses.)

A solugdo geral da equagdo é dada, entdo, por

y=yoe ¥

Suponhamos que depois de um tempo 7 uma segunda dose de mes-
ma quantidade y, seja administrada. Teremos entdo

(quantidade de droga no sangue imediatamente antes da

- —kt
VT-)=yqe segunda dose)

e

- (quantidade da droga logo apods a aplicagdo da se-
V(T1)=yoe ™  + yqo gunda dose)
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e, portanto, y(f) =y, (1 + e ) e **~T) nos da’ a quantidade de droga no
sangue no instante > T.

Continuando o tratamento, pela inje¢do da quantidade y, no final de
cada intervalo de tempo igual a T, obtemos

YRT )=y, (1+e™*)e ™ e yRT,)=y, (1+e ) e +y,

YRT)=yo (1 + 7+ + e72T)
e portanto
YO)=yo (1 +e* 4 e 2y e~ kt=2T) para 13 2T.

Genericamente, depois da n-ésima aplicagdo, a quantidade de droga
no sangue sera

YT )=y (1+e ¥4 e 2T fe ™) p=1,2, ..

Ora, como 1+ e * e 2T 4+ ™T ¢ 3 soma de uma P. G. de
(n+ 1) termos, com o primeiro termo igual a 1 e razio e T, temos
~(n+1)kT
—kT

1—e

y(nT'i'):yO. l_e

Entdo, quando n cresce, e”"*'*T (Q ¢, portanto, y(nT,) tende a
q p y

Ys=7 _y:—kr

que € o nivel de saturagdo da droga (ver Figura 2.12).

Observagdes:

a. Se sabemos o valor de:j;b‘(quantidade de cada dose) e o nivel de saturagdo y,, podemos determinar o
intervalo de aplicacio@

In Ys— Yo
l—e T=do g pmtr oy Yo po X
Ys ¥s k
b. Se temos y, ¢ T, podemos obter qual deve ser a dosagem y,, isto &,
Yo=; (1 —e™*T)
AY
Ys e
P 1
- : : )
- . 1
e ?\E\‘\
o \ ' : :
* ' 1 ¥ 1
Yo : ) : ! :
~
l ' 1 ! '
1 t i 4
1 v i 1 i
. : ! : ! : >
Figura 2.12 T 27 3r ar 5T t
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EXERCICIOS

1. Se a um paciente é dada uma dose inicial igual a y, ¢ a segunda dose, de quantidade y, (no
instante T), elevar o nivel de droga no sangue novamente para y, € assim sucessivamente,
mostre que y, =y, (1 — e *T)=y,. Calcule y(!) num instante qualquer e faga o esbogo
da solucdo.

2. Se a primeira dose dada a um paciente for y,, a segunda y,/2 ... a n-€sima y,/n, como de-

vem ser os intervalos de tempo das aplicagdes para que y(f) < j, antes de cada aplicagdo
e y()=y, logo apds cada aplicagdo?

PROJETO 2

"No modelo de absorgao de drogas multas hlpoteses smp]xﬁcadoras foram msendas
Converse com alguém do tamo e procure ‘melhorar -0 modelo acrescentando outras‘
- deragdes essencxaxs que por motwos pedagoglcos foram ommdas S

”Sugestao' Procure venf icar as segumtes questoes

e A absorcao de drogas mpté semelhante?
L0 Os penodos entre aphcag:oes ‘podem - sér variados?’ e . e
e O comportamento do orgarusmo do pacxeme pode ser modlf cado durante 0 tratarnento?

- - . e e - )

Vocé vai observar que quanto mais rico o modelo, mais complexo. De qualquer
forma, se o modelo ndo for validado, isto ¢, se ndo for coerente com os dados expe-
rimentais, deve ser modificado e melhorado.

O seguinte esquema poderd ajuda-lo:

] Escolha das varidveis essenciais — uso de Modelo matematico
Problema real: uma linguagem natural : “‘A taxa de varia- dy
dosagem de drogas .| ¢@o é proporcional a concentracéo da dro- o dr ky
e periodos de inje- ga na corrente sangiiinea”. A absorcio da
cio droga se da instantaneamente em relagfio y(0) =0
ao prazo entre as aplicagdes. O0gt<T
d
’I
se pode, s _ _ _ _sendo pode, procure outro_, ¢
e Y
O modelo matema- Validade do modelo Solugdo matematica
tico pode ser usado "
nas previsdes do ni- |_ q}xando n= +°9’ Y (n7;') tende ao - YO =1{yo 3. e” T )gt—nT)
. < nivel de saturagdo que é < -
vel de saturagio pa- i=0
ra cada periodo de .= Yo paranT <t<(mn+ )T
aplicagio T? N L
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Modelo 5 RESFRIAMENTO DE UM CORPO — DIFUSAO DE CALOR

Um corpo que ndo possui internamente nenhuma fonte de calor, quan-
do deixado em um meio ambiente na temperatura T, tende aquela do meio
que o cerca T,. Assim, se a temperatura 7 < T,, este corpo se aquecera
e, caso contrario, se resfriara.

A temperatura do corpo, considerada uniforme, sera pois uma fungéo
do tempo T'= T(¢). Verifica-se experimentalmente que quanto maior for o
valor | T— T,| mais rapida serd a variagio de T(¢).

Isto é evidenciado de forma precisa pela chamada Lei de resfriamento
enunciada por I. Newton: “A taxa de variagdo da temperatura de um cor-
po (sem fonte interna) é proporcional a diferenca entre sua temperatura
e a do meio ambiente”.

Colocando em termos matematicos

dr

o= —AT-T) M

onde 1> 0 pois se 7> T, entdo £<0 ese I'<T, il'1>O' (ver Figu-

dt T odt
ra 2.13).
Observe que T= T, é solugido da Equacdo (1) e significa que se a tem-
peratura de um corpo for igual & temperatura ambiente, entdo ela nfo variara.
A solucgio geral da Equagdo (1) é dada por '

TO=ke *+T, (kelR)
Usando T(0)=T,, obtemos k=T, — T,. Assim,
TO)=(To—-T)e ™ +T, @

Figura 2.13

Neste modelo matematico, a temperatura do corpo so atinge a tempe-
ratura T, no limite em que ?— + o0; entretanto, na realidade, a tempe-
ratura ambiente € atingida num tempo finito!
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No exemplo, podemos chamar de ¢, o tempo necessario para que T
atinja 99% de 7,. Em termos numéricos, isto significa que se o erro rela-
tivo for de 1% ou menos, podemos considerar 7(f) como sendo pratica-
mente 7,. Assim,

99

7 — - T —Atm T
i 100 ]-:1 (TD a)e + a
1 T, T,
- e——a — = —_—a
¢ l 100 (T, — To) =~ Mo =In\ o T
_ 1. 1100(7,— Ty)
= [, = ) ln l T,

EXEMPLO 8

Um individuo € encontrado morto em seu escritério pela secretaria que liga imediatamente para a
policia. Quando a policia chega, 2 horas depois da chamada, examina o cadaver. Uma hora depois o de-
tetive prende a secretaria. Por qué?

Solugdo: A temperatura do escritério era de 20°C. Quando a policia chegou, mediu a temperatura do de-
funto, achando 35°C; uma hora depois, mediu novamente obtendo 34,2°C. Supondo que a temperatura
normal de uma pessoa viva seja constante e igual a 36,5°, temos

T(0)=36,5

T(t*) =35
t* tempo decorrido desde o instante da morte, e

T(r*+1)=342
¢ a temperatura da vitima 1 hora depois que a policia chegou.
A equaciio de resfriamento para este caso é

T(1) = (36,5—20) e % + 20

Assim,
35=16,5¢"*" 420 = 15 e Ar
T 16,5
142  _
342=16,5 €401 4 20 = Aomr 1)
e + 2 165
Resolvemos o sistema, dividindo membro a membro as equagdes, —]% = 1 7. 0 que implica
2 e
In (1:555)
e*=1.056.338, donde 1=0.05481 e, portanto, 1* = ———A——lﬁ =1,73898 h.

Podemos concluir, pois, que o assassinato ocorreu “‘exatamente” 1 hora, 44 minutos e 20 segundos
antes de a policia chegar; portanto, quando a secretaria telefonou, seu chefe ainda estava vivo!

Este é um problema de ficgdio policial muito interessante e realmente impossivel, pois os dados co-
lhidos pelo legista estdo completamente fora da realidade, uma vez que neste caso, o tempo necessario para
0 corpo atingir a temperatura de 19,8°C (equivalente a 99% da temperatura ambiente) seria ¢ = 80,5 horas,

quando o valor normal para 1,, ¢ aproximadamente 6 horas! Concluindo, nem sempre um problema com
resposta convincente estd baseado em dados reais.

Perguntamos entdo: Quais seriam as medidas corretas obtidas pelo legista para termos uma melhor
aproximagdo da realidade?
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Tomamos ¢, =6 e obtemos 1 da féormula

6=~;.—ln

100 (20 — 36,5)
20

ou seja, A=1,36.
Se quisermos obter *=1,7389, fazemos

T(t*)= 16’5 e“l.36 . 1.7389+ 20 gzl’SSOC
¢ T(*+1)=16,5  71:36 - 2.7389 4 90~ 20,3g°C

Por outro lado, nem sempre um problema com dados convincentes é real.
Agora, suponha ainda que o individuo assassinado estivesse com febre quando morreu; seria am~
da possivel descobrir o instante “exato” de sua morte? )

Modelo 6 DIFUSAO DE MOLECULAS ATRAVES DE UMA MEMBRANA
CELULAR

O processo de difusdio através de membranas celulares € bastante com-
plicado. Faremos aqui uma aproximacgio simplificada da realidade baseada
na Lei de Fick: “O fluxo através de uma membrana é proporcional a area
da membrana e a diferenca de concentragdo de ambos os meios separados
por ela, se esta diferenga de concentragio for pequena”.

_ Suponhamos que uma célula de volume constante V esteja mergulhada
) em um meio liquido homogéneo de concentragdo C,. O processo de difusdo
garante que existe um fluxo de moléculas através da membrana da célula
em ambas as diregdes, até que a concentragio da solugdo em seu interior
C=C(t) seja igual a C, (ver Figura 2.14).
Seja m = m(t) a massa da solugdo no interior da célula, entio pela de-
finicdo de concentracio,

mty=V.+C(t) M

Figura 2.14

O fluxo pode ser representado por %’;—1 (taxa de varia¢do da massa).

Assim, a lei de Fick € expressa matematicamente por:

dm dm dc
N kA at
” A(C,—C). Como — a =V R vem
dC kA
= (C.-0) e)
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onde A4 ¢ a area da membrana (suposta constante) € k € a constante de per-
meabilidade, determinada para cada solugfo, estrutura e espessura da mem-
brana.

Se C,> C(f) em cada instante #, o fluxo de moléculas sera maior no
sentido de fora para dentro da célula e, portanto, entram mais células do
que saem. Isto implica que C = C(f) é crescente, isto €, lfi_(tj> 0. O contra-
rio ocorre quando C,< C(#) (ver Figura 2.15).

Desta forma, podemos considerar £ >0 em ambos 0s casos.

A solugdo geral da equagdo é dada por

CH=K ey, 3

(K é a constante de integracdo)
Se a concentragfo inicial da solugdo no interior da célula for Co = C(0)
entdo ' '

k4,
CH=(Co—Cre ¥ +C, @)
AC
\CO> Ce
- Co=C.
C,<C.
Figura 2.15 o

t
C, é um ponto de equilibrio da Equagdo (2). Se Co, = C,, entdo

k4,
C=(C,-Ce ¥ +C,=C,, para todo 7 e %%=0. Isto define uma

das solugdes da equagdo, obviamente aquela identificada por: “se as con-
centragbes dentro e fora sdo iguais, nada muda”.

Se, no entanto, Cy # C,, como ——%‘1<0, entdo

lim C())=C,,
_5_44 t—*w
pois e ¥ tende a zero quando ¢ cresce.

Sera que a Lei de Fick se constitui numa simplificagdo exagerada?
Como seria entdo uma equagdo que melhor representasse o processo de
difusdo? Seria razoavel supor que o fluxo seja uma funcdo da diferenca
de concentragdes F(C, — C) e que F(0) = 0, pois se ndo ha diferenca de con-
centracdo, certamente nio deve haver fluxo. ‘

Supondo que F possa ser desenvolvida em série de Taylor, temos

F(C.—O)=k, (C,~C)+k, (C,—Cy*+ ...
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No exemplo acima, supusemos que a diferenga de concentrages é pe-
quena e, portanto, os termos de ordem superior seriam muito pequenos
para terem uma influéncia notavel, comparados com o termo de primeiro
grau. Este ¢ um procedimento muito comum por dois motivos: primeiro,
os resultados obtidos com este modelo podem ser (¢ como ja vimos, tém
sido) uma boa descri¢do do fendmeno estudado e este é o teste decisivo
para qualquer modelo; em segundo lugar, a obtengdo experimental da
constante k, ndo ¢ trivial e a descri¢io completa da fungdo F(C, — C) pode
ser um trabalho experimental muito dificil. Isto quer dizer que formular
um modelo muito detalhado de um problema, que exige dados impossiveis
de serem obtidos, pode ser importante para a analise tedrica do fenome-
no, mas ndo para o estudo de um problema especifico.

EXERCICIOS

1. Suponha que no problema de difusdo acima, seu amigo citologista lhe garanta que pode
obter a constante k, e vocé resolve considerar o problema com

FC,~O) =k (C.—O)+k, (C.~ ).

Apoiado em sua experiéncia com os Exercicios 1 e 2, referentes ao Modelo 4, com-
pare as solugdes da equagio
d(C~-C A
—(——dt—gz=71[k1 (C.— CO)+k, (C.—C))
com as do Modelo 6, tanto do ponto de vista matematico como do problema em questio.
Voltaremos a este problema de difusdo sob outros aspectos nos Capitulos 3, 4 ¢ 6.
Se vocé encontrar dificuldades neste exercicio estude antes o modelo populacional
que se segue e acrescente assim argumentos para a afirmagio de que a matematica serve de
sintese abstrata para idéias que surgem camufladas nas mais variadas formas.

2. “A4 natureza tem por principio ser econémica”.
Leonardo da Vinci

Veja, por exemplo, o formato do tronco de uma palmeira que pode ser considerada
como uma viga de secgdo circular em posigio vertical. Suponha que a tnica fungdo do
tronco seja suportar-se a si mesmo e que o material de que & constituido seja uniforme.
Discuta a validade destas hipoteses para uma arvore frondosa!

A resisténcia de um material para suportar um peso sobre ele ¢ medida pela pres-
/ sdo limite, isto €, o peso sustentavel é proporcional 4 4rea da base de suporte. Partindo
; destas hipoteses, obtenha o perfil que se pode esperar do tronco de uma palmeira.

3. Suponha que a atmosfera sobre uma determinada regiio tenha temperatura uniforme e
considere:

a. Lei de Boyle: a pressdo P do ar é proporcional 4 sua densidade, se a temperatura for
constante, e

b. A pressio atmosférica ¢ igual ao peso de uma coluna vertical de ar sobre uma super-
ficie de area unitaria.

Obtenha a fungdo que permite calcular a altura pela pressdo atmosférica.
A que altitude a densidade do ar ¢ a metade daquela da superficie da Terra? (O me-
tro clibico de ar pesa 1.250 g na superficie da Terra.) ’

| . M. E. C. C.
sl IAOTECA
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Modelo 7 DINAMICA POPULACIONAL

Ha muito tempo os cientistas de diversas areas procuraram ferramentas
matematicas para poderem estimar o crescimento de uma populagio, pla-
nejar o uso correto de recursos publicos, programar a construgao de pos-

tos de atendimento médico, a urbanizagiio planificada de cidades em cres-

cimento, alocagio de salas de aula, turnos, dependéncias de lazer etc.
Também queremos avaliar o crescimento de populagdes para prever
se uma temporada de pesca serd boa ou ma, ou preparar-nos para uma
invasdo de pernilongos, gafanhotos ¢ outras pragas.
Mas ¢ ainda mais urgente prever quantos seremos na Terra e quantos
recursos teremos nas proximas décadas. Em quantos anos dobraremos nos-
sa populagio nacional? Mundial? Quanto alimento seremos capazes de pro-

duzir? Considerando o ritmo de crescimento da populagio, o mercado de |

trabalho absorvera toda a mao-de-obra que se formara? Quantos estardo
desempregados?

O economista e demografo inglés Thomas Robert Malthus foi respon-
savel pela primeira tentativa de estimar o crescimento da populagdo mun-
dial. Seu trabalho, “An Essay on the Principle of Population as it Affects the
Future Improvement of Society”, publicado anonimamente em 1798, usou
um modelo que estabelecia que o crescimento populacional se daria segun-
do uma progressdo geométrica, se ndo fosse controlado, enquanto os meios
de sobrevivéncia cresceriam em progressdo aritmética. Malthus era pes-
simista como economista ¢, ao longo do tempo, publicou seu trabalho em
sucessivas edi¢des as quais ele acrescentou muitos dados factuais que ilus-
travam sua lei. Vamos tentar traduzir sua lei em termos de equagdes dife-
renciais, lembrando que seus trabalhos e seu alerta funcionaram muito efi-
cientemente para refrear o desvairado otimismo econdmico da época.

Seja, entdo, P= P(f) o total da populagio de um pais num instante ?.
Num intervalo de tempo Af, a Lei de Malthus pressupde que os nascimen-
tos e as mortes sdo proporcionais ao tamanho da populagdo e ao tamanho
do intervalo, isto &,

nimero de nascimentos = aP(f)At € niimero de mortes = BP(AL

onde o é o coeficiente de natalidade ¢ § o de mortalidade.

~ Assim,
AP=P(t+ Aty — P(t)y=aP()At — BP()At
=@—BPQ) - Al
o A w-pPO

Tomando o limite quando At — 0, obtemos, da equacio de diferen-
¢as, a equagdo diferencial

=@—-hr 10
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“A taxa de variagdo de uma populagdo é proporcional & populagio
em cada instante”. Ja vimos algo parecido, nfio?
A solugdo de (1) sera

P(ty= Py~ PO)=P, @)

Se a=pf (0 que significa que os indices de natalidade e mortalidade
coincidem), P(#) = P, e, portanto, a populagdo ndo varia (ver Figura 2.16a).

Se a > B (isto €, o indice de natalidade é maior que o de mortalidade),
a populag¢do cresce exponencialmente com o tempo (ver Figura 2.16b).

Se a < B, a populagdo diminui e tende & extingio & medida que ¢ cres-
ce (ver Figura 2.16c).

AP AP AP

~Y

~y

(@) a=$ (b) a>p (c) a<p t

Figura 2.16

Em retrospectiva, o modelo malthusiano acabou nio se revelando efi-
ciente para estimativas populacionais em paises desenvolvidos. Ndo obs-
tante, seu alerta continuou influenciando o pensamento econdmico duran-
te muito tempo. A Lei de Malthus serve, no entanto, para estimativas po-
pulacionais a curto prazo em paises do terceiro mundo, além de se mos-
trar apropriada para certas populagdes de microrganismos em periodos
limitados de tempo. No entanto, o modelo malthusiano falha pelo fato de
prever crescimentos populacionais cada vez maiores, 0 que nio representa
a realidade. Malthus sustentava que a populagiio cresceria até um limite
de subsisténcia e, entdo, devido & fome, & guerra, is condigdes sanitarias,
a miséria, ndo mais aumentaria. De fato, estes fatores citados — além de
outros, como precarias situagdes de moradia e poluigio ambiental — afe-
tam de modo sistematico o crescimento populacional. Para Malthus, estas
“condigdes™ funcionariam como “mecanismo” ativado para manter a po-
pulag¢do em um nivel aceitavel. Isto aparece em (2), na forma de 1 =a — f.

Levando em conta os fatores inibidores, Verhulst propds, em 1837,
uma modifica¢do na equacdo original de Malthus. Este modelo de Verhulst
supOe que a populagdo de uma certa espécie, vivendo num determinado
meio, atinja um limite maximo sustentavel, dado por P, = lim P(t); con-

t— o

sidera ainda que a variagdo de populagio esteja sujeita a um fator de pro-
porcionalidade inibidor. Ou seja, € preciso que a equagio incorpore a queda
de crescimento, 2 medida que a populagio cresce.
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aP _ ..
=PI

f(P)=A<P°;)—P), 1>0

w0

com

Pode-se observar que quanto menor o valor de P, maior sera o de f(P)
¢ quando P se aproxima do limite P, f(P) se torna bem pequeno. Expli-
citando f(P) na equagdo diferencial, obtemos a equag¢io na forma

dP P

que, comparada a Equacgdo (1) de Malthus, nos permite observar que a taxa

de crescimento o — = A — » P decresce linearmente com a populagio,

o0
e tende a zero quando f-s 0.

A Equagio (3) € também conhecida como equagio logistica e foi uti-
lizada em 1920 por Pearl ¢ Reed no estudo da populagfio norte-americana.
Antes de procurar solugdes mais completas (¢ bem mais complicadas!)

verificamos que tanto P(f)=0 quanto P(t)= P, sio solugdes da Equa-

¢d0 (3). Ndo havendo mais solugdes “‘simples™ a verificar e considerando
P@ty#+0 e P(t)+ P, temos

dp
J7a = [

Usando a técnica de fragGes parciais para resolver a integral do 1.° mem-
bro, obtemos

1 1/P P P
—t L2 1dp=] —In|l——|=n|—F7r
j(P+1—P/Pm> P=ln|Pl=ln|1-7~|=ln| 17"
Logo
P
—_—|=At4+ A4
In T P/P. +
Se, quando ¢=0, P(0)= P,, temos ainda
P P, P
A=1 0 |=1 2
M= p P " | Po-P,
e portanto
P PP
In = At © -0
1— P/P. i
ou seja
P(P, — Py)
In ©_—0/ | At
PO(POO—'P)
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Dai, vem sucessivamente

P P,
P,—P P_—P,
P(P,, — Po)= Py(P, — P) ™
PP, — Py+ Pye*'y= Py P e™
Py P, e* P, P
P, —Py+ Py et (P —Py)e” “+P

At

e

P(t)=

e, finalmente,

a3 @

B Py |, -
[Po lj]e + 1

Assim, vé-se que a populagdo depende dos pardmetros 4, P, P que
estabelecem a equacdo diferencial e a condigdo inicial, e é uma funcao do
tempo, como era esperado.

Observamos que P(0)= Py e tlim P(t)=P,. Também P(t)=0e P(t)=P,,

sdo solugdes da equacio e, entdo, para esbogar um grafico das solugoes,
devemos comentar que:

1. se Py> P, entdo P(f) tende a P, decrescendo (verifique que, neste
caso ap <0; ‘

T ;

2. se 0<Py<P,, P(t) tende a P, de modo crescente*. Agora pode-

mos tragar o grafico... Mas isto ainda é uma tarefa dificil; ¢ melhor estu-

darmos antes o comportamento de P(f). Voltando & expressio de ili obte-

dt
. dP "
remos a variacdo de I com relagdo a P:
dp A
2 p?
dt P P

o

Isto &, % como fungdo de P é uma parabola de concavidade para

baixo e cujas raizes P=0 e P= P, recebem o nome de “pontos de equi-

librio” da equacio diferencial, pois ai -‘;—f= 0 e, portanto, P(t) é constante.

Como 4> 0, entdo teremos 4P crescente para 0 < P < Lo e ar decres-

dt 2 dt

cente se %"i< P< P, (ver Figura 2.17).

* Verifique agora, que o aparente “‘esquecimento” do mddulo é razoavel, no processo de explici-
tagdo de P(1).
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Figura 2.17

O valor maximo de % relativamente a P é atingido quando Pit)y= %i,
isto €, quando a populagdo for igual 4 metade da populagdo limite tere-
mos ai a maior taxa de varia¢io populacional. Substituindo este valor na

expressdo P(f), poderemos obter este instante de maxima variago:
P P, P,

2 (Po—Po)e M+ P,

ou
(P —Po) e =2Py— Po
portanto, '
e}.t = Pw - PO
. Po
e, entdo, ’
1 P,— P,
tM == /1 11’1 -—'7)-(;—-—'

onde #); € o instante em que a variagdo da populagdo é maxima, conside-
rando Py < Py;.
Neste instante #,,, verificamos que

dP P, &P
T

Logo, t=1y ¢ um ponto de inflexio de P(f). Desta forma, se

=0

P, =%9, entdo fy =0

Se Po>-1—;ﬂ, a curva P(?) ndo tem ponto de inﬂexﬁo, e a populagio

cresce (ou decresce) para P, sem mudar de concavidade (ver Figura 2.18).

A vantagem do modelo de Verhulst sobre o de Malthus esti princi-
palmente no fato de incorporar os efeitos da superpopulagdo e, em con-
seqiiéncia, P(f) tende a um valor P, fixado.
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A<0
o s¢ Py> P, a populagio decresce exponencial-
mente tendendo a P,
1>0 e se 0 <P, <P, a populagdo cresce para P,
o s¢ Py=0 ou Py= P, a populagio ndo varia

> Figura 2.18 Curva logistica
t

Outros modelos também Ievam em conta o efeito da stiperpopulac;ﬁo:

Modelo de Gompertz (1 825) 4P _iPn % 1> 0;
Modelo de Smith (1963): ﬂP—l A e a sdo constantes po-
d P,+aP

sitivas;

Modelo de Goel, Maitra ¢ Montroll (1971): _AP[ (—I—f—)-) :l;
/1 o> O «

Modelo de Ayala, Ehrenfeld, Gilpin (1973): iﬁ-— P (A—aP+be™ Py,
a, b, A>0.

Ha ainda outros mais recentes (Monod, Engel etc.).

Entretanto, ao examinarmos o crescimento populacional na Terra,
vemos um comportamento diferente dos modelos que indicam uma popu-
lagdo limite. Ocorre que P, € constante ao longo de determinados perio-
dos da Historia, aumentando seu valor com o progresso da populagdo.
Assim, antes do advento das ferramentas (até aproximadamente 10.000 anos
atras), P, =107, passando a P, =108 com a Revolugio Agricola ¢ a
P,=35-10° com a Revolugdo Industrial. E agora, com o escasseamento
dos recursos renovaveis principais, qual sera o valor de P, ? (ver Figura 2.19).

Voltaremos ao problema de dindmica populacional em outras oportu-
nidades, quando tivermos mais ‘“‘ferramentas’ (teorias) matematicas & nos-
sa disposicio.

PA

Advento das Revolugdo | Revolugdo
. Agricola ¢ Industrial

Ferramemas

10°
10°
108
107
108
10®

104

~y

10¢ 10® 104 1.000 100 10 Hoje
Figura 2.19 Populagio mundial
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(

PROJETO 3

Analise cada um dos modelos alternativos para crescimento populacional limitado (Gompertz,
Smith, Goel, Ayala), comparando os resultados obtidos com o modelo de Verhulst — Todas as equa-
cdes diferenciais que comparecem nestes modelos podem ser resolvidas como caso particular da

dv
equacdo autdnoma geral Ao f.

dx

PROJETO 4

Sem levar em consideragdo eventuais erros cometidos nos recenseamentos, a populagio do
Brasil apresentou os valores fornecidos na Tabela 2.1:

1. Calcule o coeficiente 4 da equagdo de Verhulst e estime o valor-de P,,. Qual a época em que se

deu a maior variagdo populacional? A que acontecimentos historicos corresponde este periodo?

2. Calcule o coeficiente 4 e o expoente o do modelo de Goel para a populagio brasileira.

3. Suponha que com a “retomada da democracia™ a populagdo cres¢a a 10% do crescimento atual;
qual seria o proximo P ?

4. Faca um grafico da populagio real e compare com as solucoes das equagées de Verhulst e Goel.

5. Utilize outros modelos sugeridos anteriormente (ou crie algum) que melhor se adaptem 4 situa-
¢do brasileira.

6. Compare os crescimentos dos dlversos paises da Tabela 2.1 com o crescimento geral da América’
Latina. ~

7. Utilize dados atualizados para melhorar o modelo.

“A rapidez sem interrupcdo de seu crescimento é a primeira e mais notavel caracteristica da
‘populacio das nagbes e territorios da América Latina, em.todo o século XX.

As estatisticas do registro civil das popula¢des latino-americanas sio bem precarias e incom-
pletas, comparadas & grande maioria dos paises, particularmente antes dos anos de 1920. Todavia,
com as poucas informagdes disponiveis dignas de fé, e com a aplicagio de modernas técnicas de me-
lhoria dos dados por meios indiretos, pode-se reconstruir, com razoavel margem de precisdo, as ten-
déncias e a dindmica demografica dos paises da América Latina™.*

Tabela 2.1 Populacio de alguns paises da América Latma de 1920 a 1975 (em. mxlhoes de habitan-
tes)*

Faises e 1920 1930 . 1940 1950 1960 1970 1975
Territorios .
Argentina 8.861 11.896 14.169 17.085 20.850 24352 . 26.262
Brasil 27404 33568  41.233 52.326 70.327 93245  107.508
Paraguai 699 880 1.1l 1.337 1.740 2.419 2.888
Peru 4.862 5.651 6.681 7.968 10.024 13.586 15.869
Uruguai 1391 - 1.704 1.947 2.198 - 2.542 2.889 3.066

América Latina 88.854 107.408 129.589 163.270 214.352 284.151 328.059

Quanto ao comportamento geral do aumento da populai;éo no Brasil, a taxa de incremento
era de 2,8% ao ano entre 1960/1970, tendo caido para 2 2,4%;, entre 1970/80, devendo se manter em
torno_de 2% entre 1980/2000.

lo,

* MARCILIO, M.L. A Populagio da América Latina de 1900 a 1975. In Ciéncia e Cultura. Sio Pau-
SBPC, 32(9), 1980.




Equacdes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem 5b

A projecio do Banco Mundial é que no ano 2000 a populagio brasileira devera ser de 181 mi-
lhées, contra os 127 milhdes em 1982 e, apesar da forte reducdo da taxa de natalidade; continuara
crescendo ao longo dos anos, chegando ao ano 2050 com 279 milhdes de habitantes. A estabilidade
da populag3o brasileira deve ser em torno de 304 milhges (Relatorio do BIRD). Use estas alirma-
¢aes para melhorar seu modelo matematico ou use seu modelo para refutar tais afirmagdes!

\ , ) Ry

a2 e , ™
PROJETO 5 DIFUSAO- DE RUMORES, IDEIAS, NOTICIAS, DOENCAS ETC. :

“Una notizia un pd originale non ha bisogno di alcun glomale — come una freccia dell arco
scocca, vola veloce di bocca in bocca™.

F:- de’André

: Bocea: di- Rosa

O processo de difusdo de rumores esta assocxado ao encontro entre individuos de uma popu—

lagfio. Mas nem todos estes encontros resultam em uma transmissao do rumor, pois, para isto, & ne-
- cessario que o encontro seja entre uma pessoa depositaria da informagio e outra ndo ciente e que;’
ainda neste caso, haja comunicagio entre as duas pessoas.

Este processo ndo é simples e tem sido estudado por socidlogos e epldemlo]ogos 0] proble—
ma de difusdo de néutrons que guarda uma certa semelhanca de idéias com este problema sera wsto
no Modelo 12 (ver Secgdo 2.7.3).

Partindo de uma hipdtese bastante ‘simplificadora, suponha que 207 dos possxvels éncon:
tros entre @ populacao ciente e a ndo ciente sejam efetlvamente bem-sucedidos na transmlssao de
um rumor (boato) :

1. Obtenha o tempo necessario para que 90 A da populacao tome conhec1mento do fato se apenas
1 pessoa inicia 0 rumor em uma populacao de 3.000 pessoas. =

: /2. Calcule ainda o instante em qlie o rumor é espalhado com maior ve]oc1dade e venf ique quantasy'
pessoas tomaram conhecimento dele neste instante. ,

3. Exercite a sua curiosidade e imaginacio neste problema, tanto nas hipéteses quanto nas per-‘
guntas, consultando pessoas interessadas.

2.4 EQUAGAO COM SEPARACAO DE VARIAVEIS

Considere uma equa¢do do tipo

dy !
=1 g, 0

onde f e g sdo fungdes continuas em algum intervalo de IR.
Dizemos que esta equag@io ¢ ‘‘separavel” ou ‘‘tem variaveis separéveis’”.
Utilizando o formalismo de Leibnitz separamos as variaveis

& g(x) dx

SO

e integramos

Yods ¥ .
Jyo' IoN J;o g(z)dz, obtendo F(y)=G(x)

Se pudermos inverter a fun¢do F, a solucio formal serd y= F~'(G(x)).
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EXFMPLO 1

Na equagdo
dy
2 = 4x3(1
o x*(1+y)

temos f(y)=1+y e g(x)=4x3, logo

¥ x
J- A= 4z3dz
v 1 +S

ou
Inf1+yl=x*+C" (C' constante)
Para y> —1,
In(+y)=x*+C
€, invertendo,
Fyy=In(+ y)=G(x)
Portanto, temos
y=Ce*—1 (C=¢
Obtenha solugdo para y < — 1.

Para justificarmos o procedimento formal do Exemplo 1 necessitamos inverter a
ds .

¥y
fungdo f —— = F(y) e, como sabemos, isto pode ser feito se —d——F—-%O em um inter-
0 dy

dF

valo. Como Ez.f_(%lj’ basta que consideremos o intervalo onde f(y) # 0, para que

dF seja bem definida.
dy
Pela escolha adequada das constantes de integragio, G(x) pode ser considerada

no campo de valores de F(y) e, assim, podemos fazer a composicio F~ ! [G(x)] = y(x),
de onde

dy _dF' dG_ 1 dG _
dx ﬁu*dG —d‘;——“‘—‘-_alli E*f()’)g(x)
dy
Se (xo, Yo) estd no campo de definigio da equagdo diferencial e y, estd em um
intervalo (c, d), onde f(y)#0, entdo fica claro que o problema de Cauchy

dy _
Y(xo) =Y
tem solugdo e & unica. .
Se agora f(yo) =0, entdo & dbvio que y(x) =y, é solugio do problema. Para que
haja unicidade, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade (ver Secgdo 2.2), é neces-

;. df . . . .
sario- que E% exista e seja continua em uma vizinhanga de y,. B

e e T ST —eeee e e
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EXERCICIO

1. Obtenha as solugbes para a equagio

dy _(*+1)(P-1)
dx xy

Modelo 8 CRESCIMENTO ESPECIFICO OU LEI DA ALOMETRIA

Nem todas as partes do corpo de um individuo tém em cada instante
um desenvolvimento proporcional. A cabe¢ca de uma crianga cresce mais
lentamente que seu corpo. O rapido crescimento dos pés de um adolescen-
te, comparado com o resto de seu corpo, causa muitas vezes alguns trans-
tornos. A Alometria estuda estes diferentes padrdes de crescimento.

O tamanho de um 6rgio pode ser a medida do seu volume, peso, com-
primento ou area lateral.

Sejam x = x(t) € y=y(f) os tamanhos de Orgios ou partes do corpo
distintos de um mesmo individuo, num instante .

Dizer que uma parte cresce mais rapidamente que a outra é o mesmo
que colocar

dx _dy
JE— > -
de dt
Uma maneira melhor para se poder relacionar diferentes crescimen-
tos € através do crescimento especifico ou relativo de cada drgio, defini-
dx
dt
cimento especifico serd constante (verifique!).
A Lei da Alometria estabelece que, no mesmo individuo, “os cresci-
mentos especificos de seus 6rgdos sdo proporcionais”. O modelo matema-
tico €, pois, B

1 . . .
do por — . Assim, se o crescimento absoluto for exponencial, seu cres-
X

1 dx_, 1 dy
x*dz_ky dt M

com x>0 ¢ y>0 e k constante (taxa de crescimento relativo).
Nesta equag¢do x e y sdo variaveis equivalentes. Usando a Regra da
Cadeia podemos escrever

_d}_—— ._x. 3 4 _d_}_’._ R4
& =k " (de maneira analoga vale & =k . 2

Separando as variaveis e integrando, obtemos

Inx=kIny+Inc, c>0 3
ou
x=cyf (x>0 e y>0) @
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Na pratica é comum usar a Equagio (3); tomamos
X=Inxe Y=Iny, e entdo,  X=kY+¢

e, assim, num grafico log-log os tamanhos se correlacionam na equagfo de
uma reta! :

O mesmo mecanismo da Lei da Alometria, isto é, a proporcionalidade
entre crescimentos especificos, € usado no estudo do metabolismo, das di-
ferengas raciais etc. Um exemplo de aplicagdo da Equagdo (4) foi dado
por Bertalanffy (1973) relacionando o peso W(f) e o comprimento f(f) de

peixes
W) =w, (%Q>3

2.5 EQUAGOES HOMOGENEAS

Uma fungdo h(x,y) € dita homogénea de grau n se
h(Ax, Ay)=A"h(x, y)

se h(x,y) € homogénea de grau zero, entdo

h(x,y)=h<1,—i—)=H<—;%>

Em analogia a esta defini¢do, a equagio diferencial

dy _
7&‘—-” (x,¥)

¢ dita homogénea de grau n quando h(x, y) for homogénea de grau n. As equagdes
homogéneas mais freqiientes em modelos matematicos sdo as de grau zero e, por isto

mesmo, a equacdo diferencial "
dy y .
S HI 1 !

dx <x> 0 L

i

¢ simplesmente dita homogénea. Para solucionarmos equagdes deste tipo utilizamos
o procedimento descrito a seguir.

Como o 2.° membro depende apenas da expressdo l, o caminho natural é fazer
X

dy =X EJZC— + z. Substituindo

a mudanga de variavel z=2 ou y=zx € anto, ——
v X y=2z , portanto, dx a

esta expressdo em (1), temos xg-i—-{»z:H (2), ou \

dz _H(z)—z @

dx X

que ¢é resolvida separando-se as variaveis.
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EXEMPLO 1
Resolva a equagio ﬂ=w-.
dx x-—y
o x+y . - N .
Solugdo: h(x,y)= Xy € uma funcdo homogénea de grau zero, pois
Ax+2dy x+y
hAx, Ay)=""—— "L =" 2 = f(x,
(Ax, 1y) Ti—dy x—y (627
L . dz 1 1+2°
Tomando a mudanga de variaveis y = zx, a equagfo original se transforma em =T n , que pode
x x -2

ser resolvida separando as variaveis, isto &,

122 gL
142z x

Integrando, obtemos
arctgz——%—ln (I+z)=Inx+c
Retornando & varidvel y, a solu¢do da equagdio diferencial vem dada na forma implicita

arctg(l>=iln x*+y)+c
x 2

Observamos que a funcdo h(x, y)= Xty € descontinua sobre a reta y= x; assim nio devemos es-
perar que existam solugdes passando por pontos sobre esta reta.
EXEMPLO 2

Uma equagio diferencial do tipo

dy _ax+by 3)
dx a,x+byy
onde a,,a,,b, e b, sdo constantes, com a, ou b, ndo nulas, ¢ homogénea.

Se considerarmos a equagdo .

_‘_1f_= axx + b,y 3
dy ax+by

verificamos que (3) e (3) t8m a mesma solucdo geral nos pontos em que forem simultaneamente defini-
das as fungGes

a,x+b,y R 1 =a2x+b2y

ax+byy  h(x,y) ax+by

hix,y)=

As Equagdes (3) e (3') sdo ditas equivalentes e o ponto (0, 0) é o Gnico ponto de descontinuidade simulta-
nea para ambas as equagdes; por isto é denominado ponto singular isolado. O estudo das solugdes nas vi-
zinhangas deste ponto singular é de grande interesse nos problemas de estabilidade ou de comportamen-
to assintotico das solugbes (ver Capitulo 5 — Estudo Qualitativo das Equagdes Diferenciais).

Para resolvermos a Equacfo (3) ou sua equivalente (3'), fazemos a mesma mudanga de variavel
y=2x, obtendo uma equagio em variaveis separadas:

(ay + byz)dz _ dx
ay+ by —ay)z—bz2  x

@

A integragio do 1.° membro de (4) ¢ feita geralmente pelo método das fragdes parciais. B
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2.5.1 Equagdes Quase Homogéneas
Equagdes do tipo

dy _a;x+by+e 5)
dx ax+by+c,’
onde a,, b,, c;, a,, b,, ¢, sdo constantes, ndo sio homogéneas, mas uma mudanga

N . b,c, —byc, a,cy—agc .
de variaveis que leva o ponto singular < 2112 271 2) na origem (0, 0),

b,a, —bya,’ bia, — b,a,

isto é,
b,c, —bic
x=u+ 2251 162
a,c, — a,c
y=p+ 84 1¢2

transforma a Equagio (5) numa equacio homogénea, desde que b,a, # b,a,! Se - E

bya, = b,a,, basta considerar a mudanca de variaveis

ax+by=z

EXEMPLO 3

Encontre a curva integral que passa pelo ponto (I, —3) e satisfaz a equagdo diferencial

dy _x+y+2
dx x+1
nos pontos em que x = —1.
dv 1

Solugdo: As fungdes h(x, )’)=x+y+2 e —= sdo descontinuas no conjunto
x+1 dy x+1
A={(—1,y)elR? yelR}, como (I, —3)¢ 4,
o T.E.U. garante que existe uma unica solugio y= @(x) com @(l1)= —3.
A equagdo inicial € quase homogénea; portanto, se escolhermos convenientemente os parametros
« e B na mudanca de varidveis x=u+oa ¢ y=v+f podemos torna-la homogénea.
dy du oo ] .
Como —==--, a equagdo inicial pode ser escrita por
dx dv _
du _ (v+ﬁ)+(u+a)+2= vtu+(f4a+2)
dv v+ f+1 v+ f+1

Escolhemos entdo o ¢  de modo que

B+a+2=0 e f+1=0

Ou seja, f= —1 e a= —1. Agora temos a equagio homogénea
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u
Fazendo z=-—, obtemos
v

dz_h(z)—z l+z—2z

1
dv v v v
Integrando, chegamos a

z=In{v|+c ou ~3—=lnAle

onde A=Inc, (¢ >0, c é a constante arbitraria de integragio). Voltando as varidveis originais x € y, po-
demos escrever a solugdo geral da equagfo inicial:

y+l=@x+Dhd{x+1] (x#+-=1

ou ‘
y=@X)=x+DInAlx+1])—1
Usando a condigio inicial ¢@(1)= —3, obtemos A=§1—e— e a solugdo geral procurada ¢
1
y=(x+1)[ln—|-3%—-l———l]—-l G#—1) C ]
EXEMPLO 4
Encontre a solugdo geral da equacfio
dy _x—2y+2
dx 2x—4y+1
) Solugdio: Esta equagio admite solugdo tinica para todos os pontos (x, y) que ndo satisfazem a equacio da

reta 2x —4y+1=0 (por qué?)
A mudanga de variaveis x =u-«, y=v+ f nio produz nenhum resultado positivo, uma vez que
o sistema ..
B—204+2=0
2—4a+1=0
é impossivel. ’
Neste caso, a mudanca de variavel que da bom resultado é x — 2y = z, que nos leva.a

dy _1 () _dz
dx 2 dx

E a equacdo inicial modificada pode ser escrita como
©dz z+2
l——=2

d: [22+ 1]

dz -3

dx 2z+1

ou

Separando as variaveis e integrando, obtemos
224 z=—3x+¢
Retornando & variavel y, temos como solugdo geral a familia de parabolas

4y® —dxy+x*+4x—2y=c¢ a8
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EXEMPLO 5

Estude a equagio homogénea

dy _ y

dx x-—y
e sua equivalente

ax _x-y

dy  y

Solugdo: Os pontos singulares da equagio, isto &, onde —— ndo é continua, satisfazem a equacio da reta
X

—_—1

y = x. Na equacfo equivalente os pontos singulares se encontram na reta y = 0 (eixo-x). A interseccio das

retas singulares nos da o ponto singular isolado (0,0) (ver Figura 2.20).
Tomando y= zx na inicial, obtemos

z4+Xx dz __z
Tdx l-z
dz z?
ou Y ——— )
dx 11—z
T | —z dx
separando as variaveis, temos oz =,
“ X
. 1
integrando, —~——Inlz|l=In|x]|+1nA.
z
simplificando. 1o In] Axz|=1In L
’ z Axz
1/z ]
ou ze! = —,
’ Ax
Retornando a variavel y, temos
== o I

y = x (reta singular)

dy
dx

dy

dx<0

Figura 2.20 >
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Observagoes::

dy

: y
. ——>0 (y & crescente) se
a — o )

>0,isto é, y>0ey<xouy<0ey>x.

b. %’1<0 se y>0e y>x,ouse y<Oe y<x.
X

c. -gx-—»oo quando y—x—0, isto &, quando y—x.
Ix .
d. As semi-retas y=0 e x<0, y=0 e x>0 sdo solugdes da equagio inicial.

-4

' - . dx _ x .
Analogamente, para resolver a equagdo equivalente, — = , fazemos x = zy e obtemos

dy

yéi-i-z:z—l ou dz= —-—l-dy
dy ; y

Logo, z=—~1In]y|+In A e, portanto, %———ln [—'—3—], donde,

5|
x=yln|—
y
Ax dx
dx y=x (——= 0)
ay >0 dy
dax
—d—; <0
y
dx
d_y <0
dx
d_y> 0
Figura 2.21
Observagoes :
dx
a. T>0 se y>0ex>y, ouse y<Oe x<y.
y
dx
b. -d--<0 se y>0e x<y,ouse y<0e x>y.
Yy
¢. Os pontos criticos (maximos, minimos) relativos, de cada curva integral, sio obtidos na intersecgdo
. d ;
destas curvas com a reta x = y, pois neste caso 7{: Oe f—J:: - -1— Se y> 0 temos os pontos de ma-
y Yy y

ximo e se y <0, pontos de minimo.
d. x—0 quando y—0 ou y—»co. &
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EXERCICIOS
1. Estude a equagio -L.=—* ¢ sua equivalente 2% = ¥ =%
. quag I y—x q e .
5o Ay _x+1
2. Estude a i .
stude a equagio —= e

2.6 EQUAGOES LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

O tipo de equagdo que consideraremos agora é simples na sua forma e na sua
teoria, mas apresenta varias idéias que serdo generalizadas mais tarde, o que torna
o seu estudo muito importante. A equagdo

dy L
2T h(x) y=g(x) m

€ chamada linear porque a operagio efetuada sobre y(x)

d : E
[ 19 yeo ®

€ uma operagdo linear, isto &,

[-c—;i—Jr h(x)] 1 +y)=a [;‘fﬁ h(x)] yi+ [%4— h(x)] v2

Observe agora que a expressio: %
duto. Se assim fosse, a solucdo da equagdo estaria reduzida a uma integragio.
Suponha que exista uma fungio 1(x) que multiplicada pela expressdo (2) nos dé:

+ h(x)y € “quase” a derivagdo de um pro-

(%) %+ A6 h()y =1 () y(6)

Neste caso deveriamos ter

dA
— = Ah(
o x)

de onde tiramos que l(x):e-[ e A(x) é chamado fator de integragio.
Portanto,

d f'luz)d: _' jxh(z)dz
e )=e g(x)

de onde

* iz x| haa:
yej ® =J e_-[ gis)ds+c e

Y =.e—f M:)dz% J‘x . J"m:,d: g(s)ds +ce —J- hiz)ds

que € a solugio geral da equagio.
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Nio ¢ dificil verificar que todas as operagdes efetuadas sio validas se h(x) e g(x)
forem continuas, € o problema

dy

— = h(X)y + g(x
e = M)y +eX) 3)
, y (x0) = Yo
tem solugdo unica dada por
- J’x h{z)dz X - j.‘ h{z)dz — J.‘ hiz)dz
y=e > e g(s)ds+ yge - @)
*o
EXEMPLO 1
Resolver a equagdo linear |
dy i 2
—— =(x+ 1) > —1
dx  x+1 y=1 ) x )
- j - ds |
Solugdo: Multiplicando ambos os membros da equagio por e 14 _pminttli o T vem
X
1 dy 1
POk A == ) l
+1 dx ez T
0 mesmo que
d 1
—_— IR 1
dx <x+ 1 )> ol
e portanto
)= LZ +x+¢
x+17 2
donde
2
y(x)=(x+1)(—2—+x+c> B
Observagaes

a. Quando g(x)=0 a Equagio (1) ¢ chamada linear homogénea. (Cuidado com o
termo “homogéneo” que aparece com varios significados!)

b. A solucdo geral da equagdo -[%C—-l—h(x) y=g(x) € dada por uma solugdo geral

da equagio homogénea. Este fato se da devido a linearidade da operagio L:

d N
L= . + h(x)
A solugio geral de Ly=g ¢ dada por
Y=¥p+ ¥

onde Ly,=g e Ly,=0.

Isto significa que para obtermos a solugio geral de equagdes ndo homogéneas
Ly=g, sabendo a solugdo geral da homogénea Ly= 0, basta obtermos uma so-
lugdo particular de Ly=g.
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c. Se y; € y, sdo solugdes de Ly, =g,, Ly,=g,, entio
Ay;+y, € solugdo de Ly=Ag, +g,

Este fato ¢ chamado propriedade de superposi¢do das solugdes e significa que
se soubermos resolver Ly =g, para uma base {g,} de um espaco vetorial de fun-
¢Oes, entdo saberemos resolver Ly =g, para qualquer g neste espago vetorial.

Este fato generalizado para somas infinitas (séries) tem importincia funda-
mental na teoria das equagdes lineares.

d. Se y(x,a) for uma familia de solugdes dependentes do pardmetro «, entdo
Ly=glx;o)

a2

€, por superposi¢do continua, y(x, 0)p(e)do sera solugdo da equacdo Ly =
a2 : a1 .

= J g(x,0)p(x)dx sob certas condigdes bem gerais de continuidade das funcdes
ay

g(x,a) e p(x) (ver Capitulo 3).

EXERCICIOS
Nos Exercicios de 1 a 4, obtenha as solugdes gerais das equagdes:
1.72:)"’?—{—2}7:36Z 3 %;i—xy-——l
2.%—y=0052x 4. (x2+1)-gi—'—xy=l
5. Mostre que a solugio de {Ly =&(x) , onde L-—-l:—ii——l- h(x):l, pode SCI; escrita como
y=yi+Y,, sendo ¥(0)=y, dx )

{Ly,=g(x) R {Ly2=0
»0)=0 Y2(0) =y,

dy
e ::O
™ +ay

6. Obtenha a solugfio de N
f ydx =c¢
o

7. Mostre que a solugio geral de %—*—ay: P(x), sendo P(x) um polindmio de grau n em

X, € um polinémio de grau n, se @+ 0. Analise o caso a=0.

. Ly, =g,(x) Ly, =g, d
8. Considere os problemas { ! ! 2T a2 ara L=|—+ h(x)
N1(0)=yg, Y2(0)=yo, P dx
4. 5 Yoy > Yoz € 1 =g, mostre que y,(x)> y,(x) para x> 0.
b. se yo;= Yoz € & > g,, mostre que y,(x)>y,(x) se x>0.
C. S€ Yo1 > Yoz € &1 > &, mostre que y,(x)> y,(x) se x>0

Faga um esbogo grafico de cada caso.

do
— <ko(
9. Mostre que se {dx sHe) k>0

¢0)=0 entdo @(x)=0
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Modelo 9 DESPOLUICAO DE LAGOAS

As nagdes em desenvolvimento, por falta de recursos suficientes ou
mesmo por negligéncia na fiscalizagdo do governo, estdo sujeitas 4 cons-
tante poluicdo do ar e da 4gua.

Nos restringiremos neste modelo as formas de despoluigdo de lagos e
lagoas, uma vez que no caso dos rios, quando a polui¢io ainda nio cau-
sou danos extremos, eles proprios podem se auto-reparar, bastando para
tanto que se tenha uma diminui¢do no langamento de poluentes em suas
aguas. Ja no caso de lagoas (ou lagos) o processo de despolui¢do é mais
lento, podendo ser efetivado caso ainda ndo estejam “mortas™. Tal meca-
nismo de limpeza consiste em substituir sua adgua gradualmente.

Nos modelos propostos, encaramos o fluxo da agua na lagoa como um
problema de diluigio de substidncias, ndo levando em considera¢io a se-
dimentagdo dos poluentes, sua agdo bioldgica etc. Faremos agora as “hip6-
teses” simplificadoras:

1. Existe um fluxo de agua que entra na lagoa, proveniente de um ria-
cho ou “minas”, e uma vazdo para outro riacho. As vazles de entrada e
saida s@o iguais e constantes, valendo r(f/s) (r litros por segundo).

2. Quando a agua entra na lagoa, se mistura rapidamente e de maneira
homogénea, havendo uma distribui¢io uniforme dos poluentes.

3. O volume da lagoa € constante (a quantidade de agua de chuva se
equilibra com a que se evapora) e igual a V litros.

4. Os poluentes sdo retirados da lagoa somente através do fluxo de
saida.

5. A polui¢do provém de uma industria instalada na margem da lagoa
ou do riacho que a alimenta.

Se a quantidade de poluentes existente na lagoa € prejudicial ao de-
senvolvimento da vida aquitica ou mesmo a recreagdo, quais os mecanis-
mos existentes para se efetuar sua limpeza?

Consideremos primeiramente o caso em que a inddstria cessa total-
mente a poluicdo da lagoa, colocando filtros especiais existentes no mer-
cado e que por lei federal* deveriam ser usados.

Seja P, a quantidade de detritos quimicos existentes na lagoa no ins-
tante em que cessou a poluigdo, t=0; P= P(f) é a quantidade de poluente
dissolvida na agua no tempo ¢. Como o volume da lagoa é constante e as
vazdes dos riachos também, entdo € razoavel supor que a variagio da quanti-
dade de poluentes por unidade de tempo seja proporcional a quantidade
total existente na lagoa em cada instante, de modo que

dP _ rP.

i M

* Lei 6.938 da Politica Nacional do Meio Ambiente: é uma lei federal de 31/8/81 que foi gerada na

' UNICAMP.
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onde r>0 & a vazio de cada rio.
Com P,= P(0) a solugdo de (1), como ja vimos, é

P(t)y=Poe 7

Neste caso, a quantidade de poluentes diminui rapidamente no principio
e depais lentamente; de qualquer forma P—0 quando ¢ cresce. Assim, o
problema pode ser solucionado e um aumento na vazio dos dois riachos
acelera a despoluigdo. '

Se, por outro lado, a indistria continuar poluindo, apesar dos protestos
populares, o modelo matematico é modificado. Consideremos Q= Q(¢) a
quantidade total de poluentes acumulados na lagoa pela indistria desde

o instante =0 até o tempo ¢. Entdo, P,-(t)=%?— € sua variagdo por uni-

dade de tempo.
A Equaciio (1) anterior deve ser modificada para
dP

=P~ -I’-/- P(t), com r>0 e P(0)=P, @)

A Equagio (2) ¢ uma equagdo diferencial linear de primeira ordem,
cuja solugdo ¢ dada por
_n . r X
Pty=Pye vV +e " f e ' Pys)ds

0

Observagio:

T n
A primeira parcela de P(1), isto &, Poe ¥ é independente do termo proveniente da nova
poluigdo P;(f) e para ¢ suficientemente grande seu valor é desprezivel, o que equivale a dizer
que a poluigdo inicial ndo afeta sensivelmente a quantidade total de poluentes. !

Vamos analisar agora alguns casos particulares, dependendo da maneira
como os poluentes sdo langados nas aguas da lagoa.

a. Se a indistria deposita continuamente uma quantidade constante de po-
luentes, entdo P;(f)= P;, (constante). A Equagdo (2) é dada por

dpP : rP
’E“‘Pio_'T/_(t) . 2.1)
. dP rP . .
que pode ser reescrita por 7+7=P,-0 (linear com coeficientes cons-

tantes). Sua solugdo sera

LA VPx -I, VP. -L V
P@)=Poe " + —-(1—c™ )=<Po———l—)i‘1>e VP
r r

io
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e quando ¢ cresce, P(f) tende a se estabilizar no pbnto de equilibrio K-rP—'Q

Se Py = V—rP"ﬂ, a quantidade de poluentes no lago permanece inalterada.

Se Py < Vlr)i°, a quantidade P(¢) cresce até o valor limite —-—Vf'b.

Se Py > K;&ﬂ, a quantidade P(f) diminui com o tempo, ainda tenden-

VP . - . .. VP,
do a —2; neste caso se a vida aquatica for compativel com o nivel —2,
r r

- ela-podera ser restaurada depois de algum tempo, conforme esta ilustrado

na Figura 2.22.

Figura 2.22 "

Se utilizarmos a concentragdo de poluentes, em vez da sua quantida-
de, isto ¢, C (t)=P—I(/tl, a solugdo da Equagdo (2.1) vem dada por
C(H=(Co—C;)e " +C,,.

E uma forma mais pratica e mais utilizada.

b. Suponhamos agora que a industria continue poluindo a lagoa, mas numa
forma decrescente, isto é, langando cada vez menos poluentes por unidade
de tempo. Por exemplo, Pi()= P, e~ * (b>0). Neste caso,

dP
E—— P.
dt o

A solugio desta equagdo linear é dada por

P(t)’=<Po— rP"° >e"’”"+——————rp"° e se—;—%b
b >—b

e — —i’; P@) 2.2),

ou

-~

P(=Pye " +P e " =(Py+P e’ , ser=b
0 0 0 (5] Vv
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Em ambos os casos, P(f) tende a zero quando ¢ cresce e, portanto, a
lagoa serd despoluida depois de algum tempo (ver Figura 2.23).

AP
P,+P

io

P

o

Figura 2.23 T

c. Se a indistria tem um sistema periodico de descargas, intensificando-as
em certas ocasides € reduzindo-as em outras, uma tentativa para P;(?) pode ser

P;(ty= P;, (1 4+ sen wt), w>0

r

Neste caso, colocando =7, obtemos
[(11—1:: P, (1 +senwt)y— AP(1) (2.3)

cuja solu¢do é dada por

P(1)= (Po - 1;.-0 + J&_) e~ Lo qen vt — )+ Lo

}uz + “”2 //12 + Hvz /o

__r
Assim, quando ¢ cresce (t— +o0), P(t) é governado pela fungio
P

oy ——5"— sen (wt —{))

A SR+ w?

. P, n
que oscila em torno do valor 7’2 com a mesma freqiiéncia de P;(t). O va-

onde 0 ¢é tal que cos =

lor minimo desta oscilagio ocorre quando sen (wf —6)= —1, e neste ins-

. . P, P
tante ainda P(¢)> 0 pois — > —o——.
)>0p 7 ot

. . 2 P,
O valor maximo assumido por P(f) ndo supera —7—’9= 28,V

r"" (ver Fi-
gura 2.24). Com estas informagdes, o valor de P;, pode ser ajustado para
que ocorra uma despoluigio!

Em relagdo a despolui¢do do ar, o processo ¢ analogo ao dos lagos.
Pode ocorrer por mecanismos naturais: época de ventos e chuva, ou me-
canismos programados: proibi¢io de construgio de industrias poluidoras

em regides fechadas (tipo Cubatdo), colocagdo de filtros especiais, progra-
macdo de descargas etc.
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~yY

Figura 2.24

“A ecologia tornou-se um movimento politico de pessoas que preten-
dem que o trabalho e a produgio transcorram em consonéncia com o equi-
librio da Natureza e as necessidades basicas do cidaddo. Por isso a eco-
logia e a democracia das bases sdo temas associados”.*

EXERCICIOS

1. Resolva as equagdes diferenciais (2.1), (2.2) e (2.3).

2. Suponha que uma fabrica poluidora de um lago pare de funcionar quando a quantidade
de poluentes depositada for P,; em quanto tempo P(¢) serd a metade de Py?

3. Um lago de volume 3 - 105 m?® é abastecido por um riacho cuja vazio ¢ de 50 m3/h. Um
curtume € instalado na beira deste riacho poluindo-o na ordem de 25 kg/m?. Se a quan-
tidade maxima de poluentes suportavel no lago é do nivel de 15 kg/m3, pergunta-se:

a. Até quando o curtume pode funcionar sem causar danos para a vida aquatica?
b. Qual a concentragio de poluentes no lago depois de 1 ano (=8.760 horas)?
Sugestdo: Use P;y=rCy,=50m?h +25kg/m® e -
dP P(t)

Z=p,—

dt

4. A descarga de poluentes em um lago é feita segundo uma fun¢do P,{¢) descontinua, dada
no grafico abaixo (ver Figura 2.25):

«r (tome r = 50 m3/h como vazio do lago). ‘

AP,

| | | [ |
| ] | I [
l | | | I
L i i 1 |

~Y

Figura 2.25 T 27 37 47 57

a. Analise o sistema de descarga desta fabrica.
b. Monte a equagdo que traduza a quantidade de poluentes em cada instante. (Vocé pode
resolvé-la?)

iiam—

* Deputado Willi Hoss, do Partido Verde RFA. In Folha de Sdo Paulo, 4/6/84.
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Modelo 10 DIGESTACQ DE RUMINANTES

Os animais ruminantes, tais como carneiro, bode, veado, boi etc., pos-
suem um mecanismo complicado para realizar sua disgestdo. Simplifican-
do, podemos dizer que eles engolem os alimentos sem mastigar, indo para
a primeira cavidade do estdbmago, chamada rume. Apods serem ruminados,
estes alimentos seguem para o abomaso (coagulador), a quarta cavidade
do estdbmago, onde sdo digeridos. Seguem posteriormente para o duode-
no, o primeiro segmento do intestino. Em seguida, na forma de fezes sdo
eliminados de maneira intermitente.

Sabemos que o fluxo do rume para o abomaso e deste para o duo-
deno ¢ aproximadamente continuo.

Num esquema simplificado temos

fluxo

fluxo fluxo
rume ——-| coagulador - duodeno |------- N
continuo continuo mter- \V
mitente

O modelo matematico, proposto por Blaxter, Graham e Wainman (1956),
¢ o seguinte:
Seja
x = x(f) a quantidade de alimento no rume, no instante ¢
¥y = y(f) a quantidade no coagulador, no instante ¢
z=z(t) a quantidade que chegou no duodeno até o instante ¢

Se a quantidadeAde alimento engolida pelo animal no instante ¢ =0
€ g (este alimento vai diretamente para o rume), entdo x(0)=gq, e y(0)=
=27z(0)=0.

Também, em qualquer instante ¢, temos x(f) + y(£) + z(f) = q (constante).

As hipoteses formuladas para o fluxo do alimento cons1stem de duas
propostas arbitrarias e analogas:

Primeira, o alimento sai do rume numa razio proporcional 4 quanti-
dade de alimento que esta nesta cavidade, isto &, a taxa de decrescimento

dx
7 € proporcional a x.

ax
dt

Segunda, o alimento sai do coagulador numa taxa proporcional & quan-
tidade que ai estd. Assim, & bastante razoavel supor que

=—kx  (k;>0) | 1)

pois no mesmo instante entra k,x e sai k,y.
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Resolvendo primeiramente a Equacio (1), temos x(f) = k e™*'* e como
x(0)=gq, vem x(f)=gq e "". .
Substituindo este valor na Equagdo (2), temos

%= —k,y+k,qe " (equagio linear nio homogénea) 3

cuja solugdo ja conhecemos. Usaremos agora, para exemplificar, um outro
método de resolugdo das equagdes lineares ndo homogéneas: mérodo da va-
riagdo de pardmetros.

Supomos que y(¢)=u(f) - v(t), onde uma destas fungdes pode ser ar-

‘ ‘bitraria, enquanto a outra sera determinada da Equagio (3).

Entdo,
dy_ do,  du
dt dt dt
Comparando com a Equagio (3), procuramos escolher u € v de modo que
dv kit
uZ=kige™ @
° d d
u u
UE= —~kyy= —kyur = = —k,u %)

logo, ¢, € uma constante arbitrria.
u(t)=c,e k2"

Substituindo isto na Equacéo (4), resulta

cre” %?— kyge
ou
B _ krd ooy
da ¢ ’
Se k, +k,, integrando temos

onde ¢, € a constante de integragdo. -

Entdo, y()= u(i) o) = —k—&ik—— e ML cce,
2R

kiq

Usando a condigdo inicial y(0)=0, temos c,c, = TR Assim,
S 27Ky

kiq

YO =1 e = e (k) ©)
2 1
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Se kl =k2
dv kg

kiq
TEE ===+
d ¢ ¢ 2

€ portanto
YO=u-v="kgte™ { c,ce™h!
com y(0)=0 temos
yO)y=kgte™" (k;=k,) (™)

Para calcular a quantidade de alimento que chega no duodeno até o
instante ¢, usamos *

zO=q—[xO+y@)] @®
Se kl # k2 5
— g — ap k1t __ qkl —kit __ ,—kar
20 =q=ge™t — I i ek
isto &,
— ] e ___q__ kit _ —kat
z(=q k,—k, (kze ke~ ") ©)
Se kl = k29
ki=k,, z()=q— ge™ ™" ——'qklt e kit
ou seja

2()=q[l —e™ (14 k2], (10)

Quando ¢~ o0, z— g, isto &, quando ¢ for suficientemente grande, todo
alimento chega no intestino (ver Figura 2.26).

Aparentemente, este modelo & apenas curioso; no entanto, sua impor-
tdncia consiste em se poder estabelecer o valor nutricional de varios ali-
mentos selecionados, assim como sua granulagio adequada para serem me-
Ihor aproveitados na digestiio.

O método consiste simplesmente em se medir a excrecdo fecal, dan-
do-a como fung¢do do tempo depois que o animal foi alimentado com uma
quantidade constante gq.

Sabemos que z(f) é o total de alimentos que chegou no duodeno até
o instante ¢, incluindo o alimento que ja foi excretado. Desde que a excre-
¢80 ndo é um processo continuo, ndo vamos aqui representar tal fenémeno
por uma equagdo diferencial.

Notamos que quando o alimento chega no intestino ele é excretado
depois de um certo tempo. Suponhamos que em média cada excrecdo se
dé num intervalo de tempo igual a T, ou seja, a quantidade de fezes pro- (
duzida no instante > 7T ¢, em média, a quantidade de alimentos que che-
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gou no intestino até o tempo t— T. Se indicamos por f(f) a quantidade
de fezes produzida até o instante f, temos

f()~z(t—T) para todo t>T
Se k,+#k,, '

fH)=qg— .k__gT [kz e~ k=T) —k, e-—kz(t—-T)]
2Ky

para todo 1= T.

T t

Figura 2.26 Digestio de um ruminante

Observagdo

A permanéncia de um alimento no sistema digestivo € um dos fatores
responsaveis pelo melhor aproveitamento deste alimento. Assim, uma sim-
ples analise grafica da excregdo fecal via modelo matematico pode fornecer
um método eficiente na preparagdo de alimentos*.

EXEMPLO 2 Problema dos Quatro Besouros

A curiosidade do problema que vamos propor ndo esta tanto na situagdo analisada quanto nas suas
multiplas maneiras de resolvé-lo. A solugdo fornecida pela Mecanica Classica é muito elegante mas, usan-
do equagdes diferenciais e variaveis complexas a solugio ¢ obtida de maneira mais pratica.

Quatro besouros estdo colocados nos vértices de um mesmo quadrado e caminham para o centro,
obedecendo is seguintes condigdes:

a. Em cada instante as velocidades dos quatro besouros s@o iguais em modulo.
b. Cada besouro caminha olhando para o seguinte em cada instante do trajeto (ver Figura 2.272).
Demonstre que

1. O poligono formado em cada instante, tendo um besouro em cada vértice, € um quadrado.
2. A curva que cada besouro descreve é uma espiral.
3. A distdncia total que cada besouro percorre é igual ao lado do quadrado inicial.

fi * Veja The Digestive Process of Sheep, de Horelick e Koot. In EDC/Projet Calc. unit 69, ou entéo
i Some Observations on the Digestibility of Food by Sheep, and on Related Problems, de Blaxter, Graham
¢ Wainman. In Brit. J. Nutr. 10, 69-91, 1956.
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82 B1
/
/
N #
/ \\\
/
7
B, B,
Figura 2.27 (@) (b)

Solugdo: Na formulagdo matematica do problema consideraremos cada besouro como um ponto do plano
de coordenadas e usaremos coordenadas polares tomando o pélo no centro do quadrado inicial e o eixo
principal na linha que passa pelo pélo e pelo vértice B, (onde esta situado o primeiro besouro).

As condigBes, sendo iguais para os quatro besouros, permitem que se estude somente um deles (as
trajetorias dos outros sdo anilogas).

Seja Py(1)= (r(1), 0(1)) a posigdo do besouro B, no instante 3 0.

O lado do quadrado é ¢ =ﬁ R (ver Figura 2.27b).

Como as trajetérias dos quatro besouros sdo similares, suas posi¢des relativas nio mudam com o -

tempo; logo, formam sempre um quadrado.
A posigdo de B, , P,(t)= (r, @) pode ser dada no plano complexo por r(f)e®*’. Como os quatro estdo
num quadrado centrado no pdlo, o besouro B, estd deslocado 90° em relagio a B, e sua posi¢io sera

Py(1): ir(Ne™". A velocidade de B, & a derivada da posi¢do em relagdo ao tempo, isto é,
";(t):%eiﬂ(()+ il’(l) ei@(l) ﬁ

A condi¢io que B, “‘olhe™ B, é expressa pelo fato que a velocidade de B, € um multiplo do vetor P, P,
ou seja, existe um nimero real k>0 tal que

dr w . .
k <—-r~ e 4 ire® ;) = ir €' — re®®

Cancelando ", obtemos as equagdes diferenciais a coeficientes reais

k%: —r (parte real da equacdo)
& , s, =
kr i r (parte imaginaria da equagio)

Somando-as membro a membro, vem

dr & '
k|—+r—)=0
(a't " d1>
e como k=0, temos
ar_ _ 4
dt dt

e integrando em ¢, obtemos
)= ~Inr(D+c

Usando a condigio inicial 8(0)=0, r(0)= R que ¢ a posicio de B, quando 1=0, temos c¢=In R; logo,
r(f)= Re ", que é efetivamente a equacio de uma espiral convergindo para r=0 (centro do quadrado)
quando ! cresce.

. . 1.
Para calcular a distancia total percorrida’ por um besouro. basta tomar z = f | #] di, onde r* ¢

o tempo gasto para chegar no centro. o

|
l
;
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Temos que
dar\*>  (rdd\? dr
= — —_— == 2]
I3l (dt> +(dt) i a

Y .
(pms il r{f) é decresoente)

ASSim$
e (1]
z=f ‘3|dt=f ~J2dr (para t=0,r=R e para t=1t* r=0)
V] R
.ou seja, z=./2 R=¢ que & o lado do quadrado inicial.

Observagao .

A velocidade ndo ¢ importante, isto é, a maneira como | 7| varia ndo influi no problema. B

s | EXERCICIOS

Os exercicios 1, 2 e 3 sdio relativos ao Modelo 10.

1. Encontre’ os pontos de maximo de y(f) e de inflexdo de z().

2. Se k; =2 e k; =1, calcule depois de quanto tempo 907 de g foi excretado. Neste tempo,
quanto alimento existe no rume, no abomaso e no intestino?

’ 3. Resolva a equagdo diferencial da digestdo dos ruminantes

dy

=7 k = k e—ku

dt+ 2¥ =K4q |
pelo método do fator integrante, quando k, =k, e k; # k,. Compare o método de re-
solugdo utilizado no Modelo 10 — Secgdo 2.6 (variagdo dos pardmetros) e do fator inte-
grante, € escolha o mais intercssante e/ou conveniente.

4. Resolva as equagdes lineares:

dy dy dy 2y
A | L ‘ o
a x y b dx+y sen x c dx+x x
5. Resolva os problemas de valores iniciais:

a. & _ y=cos x com y(n/2)=1
dx

b.—iy—+xy=x com y(1)=0
dx

6. Um corpo de massa m ¢é langado verticalmente para cima, com velocidade inicial v,. Se
a resisténcia do ar & proporcional & velocidade, determine:

a. A equagido do movimento num sistema de coordenadas sugerido pela figura abaixo.
b. Uma expressio para a velocidade do corpo no instante ¢, -
c. O instante em que o corpo atinge a altura maxima.

-
B
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7. Uma reunido realizada num ambiente sem muito arejamento pode causar perigo & satde
dos participantes quando, com a tensdo natural provocada pela discussdo acalorada, os
fumantes injetam no ambiente fumaga contendo 4% de CO, a taxa de 0,0005 m*/min. A
mistura bem distribuida sai da sala na mesma taxa. Sabendo-se que uma exposi¢do pro-
longada & concentragdo de 0,012% de CO causa dano a saide das pessoas:

a. Determine o instante em que a reunido deveria terminar.
b. Qual a concentragio de CO depois de 2 horas?

2.7 EQUAGOES ESPECIAIS: BERNOULLI, CLAIRAUT E RICCATI

Resolvemos até o momento um numero bastante reduzide de tipos de equagdes
diferenciais de primeira ordem, e na verdade existem poucos tipos destas equagdes
que podem ser resolvidas por métodos analiticos. As vezes, & possivel resolver uma
equagio ndo linear efetuando uma mudanca conveniente da variavel dependente, que
a transforma numa equagdo linear. Veremos um conjunto muito importante de equa-
¢bes ndo lineares que t€m essa caracteristica.

2.7.1 Equacdes de Bernoulli em Homenagem a Jacob Bernoulli —
1654-1705)

Esta equacdo aparece naturalmente no estudo do crescimento de peixes (Mo-
delo 11). ‘

dy -
—CEC——}—g(x)y—h(x)y” | (1
onde g € & sdo funges continuas de x em (@, b) =IR e n é uma constante qualquer.

Observagoes :

a. Se xy€ (a, b), entdo o problema de valor inicial (x,, y,) sempre tem uma tinica solugfio,se n> 1 oun=10
(por qué?)

b. Se n=0, (1) € uma equagdo linear.

. Se n=1, (1) € uma equagio a varidveis separadas.

d. Se n+0¢ 1, entdo a mudanga de variavel z= y' ™" reduz a equagio de Bernoulli (1) a uma equagio li-
near (método proposto por Liebnitz-1696).

o

De fato, temos que y =0 ¢ a solugio trivial da Equagdo (1). Se y# 0, podemos
escrever (1) na forma
Sy

L+ g0y = h(x)

y

Tomando z = y' ™", segue que %-z A—-my™" —g—y—que, substituido em (1), nos da:
X x

& (-mgWz=(-nh() (equagiolincar )

Veremos, como exemplo, um modelo para ilustrar a importincia de tais equagdes.
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Modelo 11 CRESCIMENTO DE PEIXES (VON BERTALANFFY)

A pesca sempre foi um elemento importante para a sobrevivéncia de
muitas ragas. Com o desenvolvimento de materiais sofisticados e muitas
vezes predatorios, o estoque de peixes diminuiu muito, até mesmo causan-
do o perigo de extingdo de algumas espécies. Atualmente existem leis inter-
nacionais que definem a maneira como a pesca deve ser efetuada, impondo
controle sobre o tamanho das redes, tamanho das malhas e periodos de
aprisionamento. Os modelos matematicos podem ser utilizados para se me-
dir o efeito de tais controles e estabelecer em que condi¢des o peixe pode
ser capturado. O peso p(f) de cada espécie é dado pela equagdo de von Ber-
talanffy (obtida experimentalmente):

D ap2i2_ p M

a qual estabelece que o aumento do peso de um peixe é proporcional 4 area
de sua superficie (@ € a constante de anabolismo, representando a taxa de
sintese de massa por unidade de superficie do animal). § é a constante de
catabolismo, representando a taxa de diminui¢do da massa por unidade

de massa.
A Equagio (1) é uma equagdo de Bernoulli com n=~§—. isto é
dp
e sl By == 2/3
o TPp=2p
Fazendo a substituigdo z=p' *3 =p!/? vem
dZ 1 —2/3 dp 1 ~2/3 -2/3 o /)’
e 22 e - e = — o 4 il e f T e s
a=3P a3 W =753
ou seja
%-{— —[;— z= %:— (equagdo linear)
cuja solugdo é dada por
z= % + Ce™#13  (verifique!)

Portanto
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Quando =0, o valor de p ¢ insignificante. Usamos p(0) = 0 e obtemos

3 3
(i ' 1+—% =O,eent§ol+%=0 ou| C=—
B o o

3
P

5 .
Assim, p(f)= (%—) (1 — e F1/3y3,
' 3
Quando ¢ cresce, p tende a P =<—;~) . Tomando k=%, temos
pO)="P, (1 —e*)> ' @

que fornece o peso do peixe em cada instante ¢.

A Equagdo (2) ¢ chamada Equacgdo de von Bertalanffy para o aumen-
to de peso do peixe. Um estudo desta equagio nos fornece algumas infor-
macgdes - interessantes:

Derivando (2) em relagdo a ¢, obtemos

gfg_ o= k\2 ke
dt_3kP°°(1 e e

Derivando mais uma vez,

—413: 32 Ppe™™ (1 —e *)(B ek —1)
dr?
d?
Agora, %zO quando t=0 ou quando t— +o e —C}IE=O se t=0,

ou t— +o0, ou t=—!r~;€i.

. d . ,
Ainda, se p= 0 entdo ;117’ >0, ou seja, o peso é sempre crescente, ten-

do um valor limite P,,. Matematicamente P, ¢ “atingido” quando 7— + oo,
mas na realidade este “tempo infinito” & de aproximadamente 10 anos!
Esta contradi¢do pode ser minorada se, por exemplo, estabelecermos que
99% do peso limite de um peixe é atingido depois de 10 anos.

1 , . ~ .
Por outro lado, * i3 ¢ um ponto de inflexdo da curva obtida de

k
R ept*)=P,(1—e""33=0296 P_. O valor t"‘yzE‘k—3 € o instante
. - . . dp . .. '
de maior variagdo de peso do peixe, pois o atinge seu valor maximo em

t=r* (ver Figura 2.28).




v

AL

AL

-

s e—— L

Equac6es Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem 81

0,3P 41— —
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Figura 2.28 Curva de von Bertalanffy para crescimento em peso de peixes

Do principio da Alometria (ver Modelo 8 — Sec¢do 2.4) sabemos que
o crescimento do organismo é proporcional a superficie do corpo; entio,
podemos escrever a Equagdo (1) na forma
dp ,
—— =S — 3
7 bp (3)
sendo S a superficie fisiologica do organismo.
Para expressarmos S e p em termos do comprimento linear £ do or-

ganismo, assumimos que este cresce isometricamente e tem uma constante.
especifica gravitacional. Assim,
S=af?> e p=bf® (a e b constantes)
Portanto
dp _
di dt

(b€3) = 3b€"' df

Estes valores, substituidos na Equa¢do (3) nos dao

36 ‘—jg — aaf? — pbe?

ou seja
af B
= k ==
= =)1—kf, onde 1 3bek 3 4
A Equaci@o (4) ¢ autdénoma e sua solugdo é dada por
A

e(t)"—-“]z"— Ce_kl

Usando a condigéio inicial £(0) ~ 0, obtemos C =7'i-.
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Por outro lado, o comprimento limite £ » € dado quando 7— oo, isto

hNY

L

¢ {,=-—. Desta forma, obtemos a expressio

&

t(N)="1, (1 —e*) &)

denominada equagio de von Bertalanffy para o crescimento, em compri-
mento, do peixe.

Observagdo :

Uma maneira de se estimar os valores » € k, quando se tem uma tabela de valores experimentais,
consiste em se tomar a reta y =mx -+ n pela regressdo linear dos valores £(f) e £ (t+1), isto &,
f+1)=mf(1)+n, onde m=e " e n=~0_ (1 —e "

Considerando que quando f — oo, £(7+ )xf(t)=f,., obtemos
n
I—m

Co=ml, +n, isto é, =
e de m=e~* tiramos k = In m. Este processo para o calculo de k e €, € atribuido a Ford-Walford.
PROJETO 1 CRIACAO DE AVES PARA CORTE , , o

A criagdo de frangos em granjas, para o mercado de carne, ¢ um empreendimento bem ren-
“doso quando o abate & efetuado no instante correto. A tabela abaixo.é um “controle de manejo”,
onde aparece seu crescimento semanal em peso, seu indice de mortalidade e a quantidade necess-
Tia para sua alimentagio: S : o ’

SN " Peso da_Ave (média) : . Nutrimento
kldgde : b (em kg) : , Mort?hdade Acumulado por Ave

' (semanas) P, P+l %) ' (em kg)
01 “70,060 0,110 075 0,060
02 : 0,110 . 0,170 0,25 0,175
03 ; 0,170 0,256 0,20 0,344
04 0,256 0,345 020 0,563
05 0345 0434 , 10,20 : 0,832
06 ' 0434 0525 0,20 1,150
07 - 0,525 0610 - . 020 : 1,530
08 0610 0,690 0,20 1,930
209 0,690 0,760 0,20 ©..2,380
10 0,760 - 0820 0,20 2,840
11 - 0820 ~ — .030 . 3,320

a. éalcu]é P, e k para estes dados. _ .
i+ Sugestdo: Use ajuste linear para 05 pontos (P;, P;y,), obtendo a reta P(r+ 1)=mP(t) + b, com
: V nzPiPiﬂ‘EPiﬂ
) nZP}-Z P,
onde P; e ’1-’.,-1.1 sdo as médias dos valores P; e P, ,.
b. Determine na equacgic de von Bertalanffy - (1) os parimetros « e f.

¢. Determine o instante ideal para o abate (maior lucro) e procure saber se coincide com o que, em
geral, ocorre na _pratica. . = : :

m=

bzi;fﬂ “”?Fi

J
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OJETOZ e L e S e

“tﬂépla do leo" &um pelxe orlgmano da Costa do Marf me fox mtroduzndo no Brasxl em

- 1971, no’ Nordeste, pelo DNOCS. - : :
' 0s machog crescerit muito mais rapxdamente que as fémeas. A tabela abaixo fomece os dados
experimentais obtidos com machos. albmos de txlapla do ano pelo Centro de Pesquxsas Ict:ologx-

cas- de Pentecostes (CE): :
Tempo t ¢ C;még;:)mento p: P%B"'Médif)‘V Consumo de Rac;ﬁd :
() - fem) @ ®
0 e 60
| 15,0 ' 59,5 123
2 174 f 1054~ - 279
3 20,5 : 2000 e 498
L4 22,7 G 239.5 ‘ 56,7
e : 27,4 BRIt E i "‘54,’21’7;" L 95,6 -
T 28,0 ! : .476,0 - : 106.3
8

93, 4882 1285

“Com base na tabela

a. Mostre que ¢ e+ 1) 3 4+0 86’ (t) (use ajuste lmear)
b, Calcule € ¢ k.-

1 {o —6’
C .Se to,‘—“"lz‘ln< - fm -

), deduza a equapﬁo de von,Bertalanffy (Equagdio (5)) para &eécimento '

%
|

‘(em tamanho) sl

ft)="~{, [1 ek Uh]

’ O peso do pexxe é dado da equagao de alometna por
Cpy=elf@P ou 1np-1na+ﬁ1nf

Escreva a equacio diferencial para o peso- do peixe. .
d Calcule o instante r* em que se tem variacio .maxima do peso p

e Fac;a os graﬁcos de t’(t) e p(t) . B : S - : J

_

2.7.2 Equagées de Clairaut

I

As chamadas equagdes de Clairaut deram origem ao estudo das solugdes singu-
. lares. A forma geral destas equagdes é

d d
y=xges () ©

sendo f uma fungdo derivavel.

i —
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Para resolvermos uma equacio deste tipo, o procedimento a ser utilizado é a
dy- ‘

substitui¢do de p=— Entdo, a Equagio (6) vem escrita na forma &
y=xp+f(p) (7).
Derivando (7) em relagdo a4 variavel x, obtemos
SRR )
p=x—_—+p+f @) |
ou |
P (x4 fp)=0 ®
dx
Assim, 2= 0 ou.x+ f'(p) =0.
" dx
Se —Z;ﬂ = 0, entdo p = c¢ (constante). Substituindo este valor em (7), temos
dx ,

y=tcx+ f(¢) que é uma familia de retas.
Se x= —f"(p), a Equagdo (7) fica

y=-pf®+fp)
A solugdo singular da equagio de Clairaut ¢ dada na forma paramétrica por

{x=—fm

y=f(t)—tf'(t), onde ¢ & o paridmetro

Observagdo:

A envoltoria de uma familia de curvas @(x, y, 1)=0, onde 1 ¢ um parimetro arbitrario, é definida
pelas equagdes

ox,y,1)=0 e % _o
ot

Assim, se tivermos a familia de retas dadas por y= tx -+ f(), sua envoltéria, na forma paramétri-
ca, sera dada por

y=ix—f{) e x=-f(
Portanto, a solu¢do singular da equagio de Clairaut € a envoltoria da familia de retas solugdes de (6).

EXEMPLO 1

Resolva a equagdo

dy (dy\?
y:x%-—(%) (1.0

d
Solugdo: Tomando pzz};—, podemos escrever a equagdo inicial na forma

y=xp—p? (1.2)
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Derivando em relagiio a x, obtemos

ex B oy BB oy
p=Xx dx+'p 2p dx,ou i (x—2p)=0, donde

p= (constante) ou x=2p. Substituindo p=c¢ em (1.2) obtemos
y=xc—c*> (equagdo do feixe de retas)
A solucdio singular da Equagio (1.1) é dada, entdo, por

x=2c x?
ou =
{y:c2 =%

que ¢ uma parabola que envolve as retas y=c¢cx —c* (ver Figura 2.29).

85

y== -

3 3

Ay _x2
C=-2 y="]c=2
C=1
C=-1
C=0
X
Figura 2.29 B
EXEMPLO 2
Encontre as solugdes da equagdo
_ dy  (dy)
Y=y + (dx >
N dy.
-Solugdo: Fazendo ——=p
dx
N y=xp+p’
Derivando em Trelagdo a x, obtemos
- dp 2 dp
p=x dx +IH__3‘D dx
©ou
0= b (x+3p?)
dx
entio, b _ 0 ou x+3p*=0
dx
Assim, a solugio geral é dada pelo feixe de retas
y=cx+c2
e a envoltoria (solugdo singular) é dada na forma paramétrica por
x= ~312
y= —2¢* ou, eliminando o parimetro ¢,
2 x B
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2.7.3 Equacéo de Riccati

Uma aplicagdo pratica da equagio

%_—. L)+ (97 + f3(x)y? ©)

denominada equagio de Riccati, sera vista no Modelo de Transportes de Particulas.
Para resolvé-la, devemos supor que uma solugdo particular y, desta equagio seja
conhecida. A solugdio geral é obtida quando fazemos a substituicio em ©):

1
y=y,x)+ o

Obtemos

2 I
T = 504 500+ 10+ 2 f, 4 = 150

Simplificando, temos

o (2() + 2 f3()v,) — f3(x) (10)

dx
A Equagdo (10) obtida desta forma ¢ linear de primeira ordem, podendo ser re-
solvida como na Sec¢do 2.6.

Modelo 12 TRANSPORTE DE PARTICULAS

Este tipo de problema surge em varios estudos relacionados com teo-
ria eletroquimica de células combustiveis, reatores nucleares etc. Como
exemplo simples imaginemos uma barra longa com uma extremidade em 0
(origem) e outra em Xg, com xg> 0.

As particulas podem viajar para a esquerda ou direita com velocidade
fixa e sdo indistinguiveis; apenas podemos determinar o sentido de seu mo-
vimento. A tnica modificagdo possivel se verifica quando uma particula
colide com um niicleo atémico da barra €, neste caso, da origem a duas |
outras particulas, uma para cada direcio.

Em um intervalo pequeno de comprimento A esta colisio se da, apro- |
ximadamente, para uma quantidade ¢A das particulas que o atravessam
(existe uma quantidade desprezivel de colisdes secundarias). '

O nosso problema é obter a fungdo R(x), igual ao niimero de parti-
culas que escapam 4 direita de uma barra de comprimento x para cada par- )\
ticula que entra por aquela extremidade, chamada funcio de reflexdo.

Suponha que N particulas entrem pela extremidade em x+ A {

i

1. 6AN colidem e dio origem a ¢AN que escapam em x + A.
2. 0AN que entram em x.
3. (1 —=0A)N chegam incélumes até x € entram.
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Logo, N particulas entram em x.
Pela defini¢do de R(x) temos que NR(x) destas particulas voltam a es-
capar pela extremidade x. ‘

Dessas ultimas,
4. NR(x) (1 — 6A) escapam incolumes em x + A.

5. NR(x)oA colidem e o mesmo nimero escapa em x -+ A.
6. NR(x)cA entram em X.

Somando (4) e (5) verificamos que NR(x) escapam em x + A para as N
particulas que entraram em x. Logo. das (6) NR(x)cA que novamente en-
tram em x dardo origem a

7. (ANR(x)) R(x).
que escapam em X+ A e (6A)>NR(x) voltam a x, e dai por diante.
Portanto, podemos escrever

NR(x 4+ A)=ntmero de particulas que escapam em x -+ A das N que
la entraram é igual a

® &6 O
0AN + NR(x) + 6ANR?*(x) + A? (...)
de onde

im RE+A)=RE) _ oo dR
A—D A dx

A equagdo diferencial para R(x) é, portanto,

%: o+ 0oR?* | (uma equagio de Ricatti)

e a condi¢do inicial é obviamente R(0)=0, pois uma barra de comprimen-
to zero ndo reflete particulas.

EXERCICIOS

1. Mostre que a solugdo do problema apresentado no modelo acima é R(x)=tgox.
2. Obtenha a equagfio diferencial para

T{x)=ntimero de particulas que escapam na extremidade x =0, para uma barra de com-
primento x, para cada particula que entra em x; T é chamada funcdo de transmis-
sdo e a condi¢do inicial adequada,

Para x— /20, R(x)— oo e este comprimento L= n/2¢ & chamado critico. Isto
implica que algo esta acontecendo perto de x =mn/20 que o nosso modelo nio des-
creve, mas Sugere.
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Procure saber sobre reatores nucleares e se esta “explosdo matemética’ da fun-
¢do corresponde a uma explosdo mais concreta.

O argumento utilizado para a obtengdo da equacgdo de transporte de néutrons
¢ atribuido a R. Bellman e pode ser empregado em varias outras situagdes, fornecen-
do um ponto de vista quase sempre diferente e original sobre o problema estudado.

Considere, por exemplo, o problema elementar de calcular a altitude maxima que
um projetil alcanca em fungdo da sua velocidade de saida Vo, supondo apenas a agio
da gravidade. O procedimento usual é escrever a equacdo diferencial da trajetoria

2
%——: — g cuja solucdo geral é x(f)= ~%t—+ ar+b. Uma solugdo particular pode
ser calculada de acordo com as condi¢des iniciais
x0)=0; %(0)=10,
e obtemos
x(fH)= — gt_2+ vt
2

Para se obter max x() ndo h4 majores problemas, visto ser x(r) uma parabola
invertida x,,, = v3/2g.

Observe, entretanto, que para obter a solugdo para a nossa questdio inicial por
este método, tivemos que calcular muito mais do que a resposta final: resolvemos
um problema de Cauchy e calculamos o maximo da solu¢do. Neste exemplo simples,
isto ndo se constitui em um grande embarago, mas em outras situagdes o trabalho
extra exigido por um método ndo econdmico pode significar a impossibilidade ou
um excesso de calculos na resolugiio do problema.

E uma boa regra, no estudo de modelos matematicos, verificar em primeiro lugar
quais as questdes realmente importantes que devem ser analisadas e, a partir dai, tentar
resolvé-las da forma mais “‘econémica”.

Vejamos o argumento de Bellman para este exemplo. O objetivo é calcular a fun-
¢80 f(vo) = altitude méaxima atingida pelo projétil que parte com velocidade inicial Ug.

Apobs um pequeno intervalo de tempo da partida, o projétil se encontra no pon-
to Py, a uma altura

A
H(A)=J v(t) dt, com velocidade v, — gA

0

Vendo o problema agora como da obtencdo da altura maxima atingida por um
projétil, partindo de P, com velocidade vo —gA, pela propria definicio de f temos

J(vo — gA) = f(vg) — H(A)
ou

oo —gA)—flve) _  H(A)
A - A

fazendo A—0 témos

—&f'(bo)= —v,  (verifique!)
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e como
J0)=1
temos
flo)= Pé
2

Suponha agora que se deseje calcular o tempo necessario para que o projétil atin-
ja a maxima altitude e seja T(v) esta funcdo.
Utilizando argumentos analogos, mostre que

Observe que o principio basico deste argumento € estudar diretamente a fungdo
desejada e tentar obter uma relagdo recursiva a partir de sua propria defini¢do, o que
Bellman chama de processo de miltiplos estdgios*. Voltaremos a este assunto no de-
correr do livro. C ‘

EXERCICIOS
1. Utilizando o método fornecido no inicio, resolva a seguinte equaco de Riccati
dy 1 _ vy,
dx. x* x +y

sabendo que y,(x):—l- € uma solugdo particular.
x

2. D& exemplo de uma equagio de Riccati e resolva-a.

2.7.4 Equagdes Redutiveis as de Primeira Ordem

Algumas equagdes diferenciais de ordem superior podem ter sua ordem redu-

. T d
zida com a substitui¢do de -a—i—z 4
EXEMPLO 3
Resolver a equagdo
. dby dy
er_ 4y
dx?  dx v b

(v ndo aparece explicitamente na equacio).

* O leitor podera aprofundar as suas informagdes em dois admiréaveis pequenos livros: BELLMAN,
R.E. Some Vistas of Modern Mathematics. Lexington, University of Kentuchy Press, 1968; e BELLMAN,
R.E. ei al. Modern Elementary Equations. New York, Addison-Wesley, 1971.
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Solugdo: Tomando —gX—= p, reescrevemos a equagio de segunda ordem (11) por
Ix

dp
L =0
dx p
cuja solugdo geral é dada por
p(x)=c,e
ou seja,
dy
o 4e

Integrando, obtemos

y=0X)=ce+c,

EXEMPLO 4

Resolver a equacio

dx? o (12)
(x ndo aparece explicitamente na equagio).

Solugdo: Com %: p, temos

Substituindo na equagdo original (12), vem p%+ y=10 (equagdo a variaveis separadas), cuja so-
lugdo na forma implicita é dada por

r__y
S ="Ftc ou P==y"+ki (Ri=2)

d Ve . .
Portanto,d—y= + ki — y*. Separando as viriaveis e integrando, obtemos
X .

arcsen 2 = +(x+kjy)
ky
ou

y=k; sen {x+k,)=c, sen x+ ¢, cos x

EXERCICIOS

Resolva as equagdes:

d’y
1. EF-'-y_o

&y  dy : ;
2 ==
dx? + dx 0
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Modelo 13 CORDA SUSPENSA (CATENARIA)

Uma corda homogénea, flexivel e inextensivel, suspensa por suas ex-
tremidades quando em equilibrio sob a ac¢@o de seu peso, determina a con-
figuragdo de uma curva muito parecida com uma parabola. Sua expressdo
correta se deve a Johann Bernoulli, sendo batizada de catendria por Leibnitz.
Pode ser visualizada nos cabos de transmissdo de energia elétrica entre dois
postes consecutivos, ou no varal de pendurar roupas.

Como encontrar a solugdo da catenaria (ver Figura 2.30):

A

x Y

Figura 2.30 Catenéria

ConSIderernos um sistema de coordenadas com a origem no ponto mais
baixo da curva, e com a curva situada no plano-xy, sendo o eixo-y coin-
cidente com a vertical.

Seja P um ponto genérico P= (x, y) da corda, € vamos consxderar o
trecho OP que estd em equilibrio devido & agdo das forgas:

1. T: tensdo atuando tangencialmente em P e formando um 4ngulo «
com o eixo-x.

2. H: tensdo da corda em seu ponto O, atuando horizontalmente.

3. ps: peso do pedago OP da corda cujo comprimento ¢ s, agindo ver-
ticalmente em sentido contrario do eixo-y (p € o peso por unidade de com-
primento).

O equilibrio do trecho OP implica que H+ T+ ps=0.
Decompondo esta equagio sobre os dois eixos, temos

H=Tcosua
ps=Tsena

Dividindo membro a membro estas equagdes, obtemos

To :E: :—E—
tg o i ks <k H)

dy dy

como tgoz-—gx—, vem T = ks. Derivando ambos os lados em relagdo a
cﬂy ds ds dy , .
= I -

X, o3 =k— e € como — 1+ ( dx) (confira no texto de calculo di

ferencial), obtemos
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&y _ k [+ dy\? equacio diferencial
dx* dx da catenéria

O artificio para sua resolugdo é o mesmo empregado na equacgido de

Clairaut; tomamos ?= P, 0 que nos leva 4 equagio
p

gp_: k. J1+p? (équac;ﬁo com variaveis separadas)
» :

dp

Ny
In (p-{-./l-{-p"z)zlcx«l—c1

E como para x=0 temos p(0)= y'(0)=0, entdio ¢;=0.
A solucdo do problema de valor inicial vem dada por

p+T+pP =

kdx

Integrando, temos

ou
1 +P2 = p2kx __ 2p ekx+p2 = 2P= ('ezkx_ l)e—kx
portanto
e
p= _2__ (ekx —e kx)
Dai . , i
1 1
=— | (=™ dx=—u (&t e ™) 4 ¢
y=- f ( ) % ( )+,
0) = . 1
Como y(0)=0, temos ¢, = % logo
1 (e 4 g7k 1 equagdo da
R e hkx — 1 . .
Y= % ( 2 k (cos ) catenaria
EXERCICIO

1. Escreva a equagdo em termos de outros pardmetros, tais como:

h: afastamento horizontal entre as duas y

extremidades da corda P, P,

b: flecha da catenaria : ’ R

£: comprimento da corda I :b

na seguinte configuragio: : . ‘ ;

| _h ! b
2 0 2
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2.8 EQUACOES EXATAS

De todas as equagdes diferenciais de primeira ordem, a forma mais geral que
podemos resolver é

Lo =0 (1)
X

para alguma fungdo @(x, y). , :

Sua solugdo é simplesmente @(x, y)=k (constante) de- onde algumas vezes, se
pode explicitar y como fungdo de x. Assim, ¢ muito importante reconhecer quando
uma equagdo diferencial de primeira ordem tem a forma da Equagdo (I).

| Como a%cp(x, y(x))z%9 %3?’— % (diferencial total de ¢(x, y)), entdo uma
equacdo diferencial : A
Mix, y)+ N(x, ) L= 0 @
’ 77 dx

. d . ~
pode ser escrita sob a forma e [o(x, ¥»)]=0 se, e somente se, existe uma fungdo

o(x, y) tal que
’ _ _ 99 — cp
Dizemos, neste caso, que (2) é exata. :
O resultado seguinte nos da chdicées para que uma forma diferencial
w=M(x, y)dx + N(x, y)dy

seja a diferencial total de alguma funcdo @(x, y).

2.8.1 Condigédo de Euler

Sejam M(x,y) e N(x,y) fungdes continuas e com derivadas parciais continuas
num retingulo R= {(x, y) € IR?2:a<x<bec<y<d]. Existe uma fungdo ¢(x, y) tal
queg—x—M(x y) e —6% = N(x,y) se e somente se

oM (x,y) _ON(x,y)

dy. —  0x @

. . - M ON
Dizemos que M(x,y) e N(x,y) satisfazem a condi¢do de Euler se %y-:_@?
Faremos, excepcionalmente, a demonstragio deste resultado, por ser o mesmo

processo de resolucdo das equagdes exatas.
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Prova:
M(x, y)=—(—3a£ para alguma funcdo f(x, y) se, e somente se,
x

Q(x,y)= fM (x, y)dx + h(y) &)

onde A(y) € uma fungdo arbitraria de y, que deve ser determinada. Derivando par-
cialmente em relagdo a y ambos os membros de (5) vem,

o _ JaM (.9 4, dhO)

Oy dy dy
Assim,

op oM dh

fck AP = = |2 gL 2

3y N(x,y)= N(x,y) f@y x+dy

¢ entdo

dh oM
nad g — 6
2, =N f 5 & ©

Como 4 é uma fungio apenas de y, entdo o segundo membro da Equagdo (6) s6
tem sentido se for também uma fungdo de y apenas. Neste caso

0 | oM (x,y) _
e [N (x,¥) J*———————ay dx] 0

Efetuando a derivagdo parcial, vem

ON(x,y) oM (x,y) _,
Ox dy

isto é, vale a condig¢iio de Euler.

Assim, se %A{aé %ﬁ, entdo ndo existe @(x,y), tal que M=%‘9— e N=—a—(e-.
y b

X oy
Reci ON oM .
eciprocamente, se — == -—— entio

Ox -By
oM

Nx, y)= f—a—y- dx+h(y); logo h(y)=N(x, y)— PA—de

3 (7

E, portanto, se ‘
0(x,y)= JM(X, ,v)vdx + J[N(x, y)— J%% dx]dy
entdo

09 _ op _
ox =Me "67—-N
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Observagoes:

4. A regido R definida em 2.8.1 ndo precisa ser necessariamente um retingulo aberto de IR?, é suficiente
que seja uma regido do plano simplesmente convexa, isto €, se y for uma curva fechada e continua contida
inteiramente em R, entdo seu interior também deveri estar contido em R.

Em outras palavras, R ndo deve ter “furos” em seu interior.

b. A equagdo geral de primeira ordem %: f(x,y) pode ser sempre escrita na forma

d
M(x, )+ N(x, y) —;){-=

Basta tomar M(x, y)= — f(x,y) e N(x,y)=1.
c. Se a equagio M(x, y)+ N(x, y)%= 0 for exata, podemos também determinar @(x, y), colocando

oN
o(x, )= _[N(x, yydy + J[M(X, »n- JE{ d.v] dx ®)
EXEMPLO 1
Resolver a equagio diferencial
& _ x-y
dx x—y°

Solugdo: Para x s y*, podemos reescrever a equagio dada, colocando
dy
—(x — —y) L =
x—»+&x—-y) >

Mx,y)=y—x e N(x,y)=x-)*

para todo (x, y)e!R%. Assim, a condigdo de Euler é satisfeita em todo plano.
Tomamos pois
3

2 2
q>(x,y)=J(y-X)dx+J(x—-y2—de)dy=yx—%+J[x-y2—XIdy=yX——x7—%—+k

Observemos que

8
a—q’=y-X=M(x,y)
X
e .
i(g=x—y2=N(x,y)
dy
Logo, 42(:0) _ %9 39 dy _,

dx ax dy dx
Assim @(x,y)=c ¢ a forma implicita da solugdo geral da equagio diferencial dada, ou seja

’ y
. X — - — .=
¥ 2 3

1 Observagdo:

R 4
x—y?

af .
Apesar de f(x, y)= ndo ser continua nos pontos (x?, x) € IR2, da mesma forma que a;;, ain-

% da assim existem solugdes da equagdo (y — x) + (x — y?) %: 0, passando por estes pontos (justifique!). B
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EXEMPLO 2

Determine a solugio do problema de valor inicial

" (2x sen ¥+ €* cos y)dx + (xzbcos y—é& seny)dy=0, y(0)=n/4

Solugdo: M(x,y)=2xseny+e“cosy e N(X, y)=x?cosy— e*sen y

a—1‘1=2xcosy—e"seny e 0N=2xk:osy—e‘seny
x

dy

Logo, a condi¢do de Euler esta satisfeita em todo IR?; portanto, existe ©(x, ), tal que _622 Mx,y)
& : ox

e 22 _ Nix,y)
oy

ox,y)= fM(x, y)dx +h(y)==f(2x sen y+ €* cos y)dx + h(y) = x? sen y + €* cos y + h(y)
Temos pois que

%

dh
= x2 [o]0] — % 5e B
ay x sy sen y dy

Por outro Iado—%g:N(x, y), isto &
y

xzcosy—e‘seny—k—@:xzcosy—e"seny=’@=0
dy dy

e, portanto, h(y)=k constante. Entdo,
Qx,y)=x2seny+e*cosy-+k

A solugdo geral da equagdo diferencial é dada pela familia de curvas

x*sen y+e*cosy=c.

Para y(0)= %—, calculamos c=—‘/—_ e, portanto, a solugdo do problema de valor inicial é a curva

2
xzseny+e‘cosy=—\é—— . B2

2.8.2 Fator Integrante

Em alguns casos em que a equagio diferencial M(x, y)+ N(x, y)—Q:O nio é

dx
exata, podemos encontrar uma fungdo I(x, y) tal que
. d ;
I(x, 7) [M(x,,, M+ N(x, ) %}0 | ©
dy dy ~
seja exata. Se I+ 0, entdo as solugdes de M+N . =0c¢el M+N~c§ =0 sdo

as mesmas.

A fungdo I(x, y), ndo identicamente nula, que torna a Equacfio (9) uma equagio
diferencial exata, ¢ denominada fator integrante. (Este metodo ja foi utilizado no es-
tudo das equagSes lineares, Secgio 2.6.)
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Infelizmente ndo existe uma regra geral para se encontrar o fator integrante de
uma dada equagdio. De qualquer maneira, para que (9) seja exata, deve satisfazer a
condicdo de Euler:

--[I(x Y)Y Mx, y)l=—— [I(X y)N(x i

ou seja

my My oL, N
dy dy =~ 0Ox ox

(10)

Tal equagdo estabelece, pois, a condicdo necessaria e suficiente para que I(x, y)#0
dy _
=0.
dx
Veremos em dois exemplos simples como aplicar este método.

seja fator integrante da equacdo M+ N ——

EXEMPLO 3

Resolva a equagdo (xy+ x4+ D+ x? Zx 0.

. . M N
Solugcdo: Tal equagdo ndo € exata, pois f’—-—=x N =2x.
. - Oy x
Notamos, no entanto, que
' Xy dx 4+ x*dy = x (ydx + xdy) = xd(xy)
Portanto, dividindo a equagdo original por x, obtemos

1 dy ,
y+x+—)+x——=0 (que agora é exala)
x dx

ydx+xdy+(t+ )dx—0¢ d(ry)+< —i—) dx=0
que integrando nos da

2
Xy + %4— Infx|=c¢ (solugdo geral) a8

EXEMPLO 4

Resolva a equacdo diferencial

— ydx + (x — 2x* tg y)dy = 0

Solugdo: Podemos reescrevé-la como: xdy — ydx=2x?tg y dy.

Notamos agora que M= d (%), portanto, tomamos I(x, y)= ;15
x

2

d(i>=2tgydy
X

1 ) 1
= (xdy — ydx) = 3 2xttg ydy

ou
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Integrando, vem

—i-=~2]nlcosyl+c

e assim a solugiio geral é dada pela familia de curvas

%+21n]cosyl=c |

Observagdo:

De uma maneira geral, para se encontrar o fator integrante de uma equacfo, basta conseguirmos
reconhecer na equacio uma das formas de uma diferencial:
_ xdy — ydx

d(xy) = xdy + ydx; d (arc tg —!-> Ny

X

di(-%) = fﬂ'x_';)idﬁ; —%— d(x* + y*) = xdx + ydy etc.

O método do fator integranté pode ser encarado como um método geral para se resolver equagdes da
forma M(x, y)+ N(x, y)gl=0; entretanto, por causa da dificuldade de se poder determinar qual é o
x

fator integrante, dificuldade esta existente na maioria dos casos, este método s6 & usado em exemplos simples.

Modelo 14 ESPELHO PARABOLICO

Os raios luminosos provenientes de uma fonte luminosa puntual inci-
dem em um refletor espelhado, de modo que todos os raios refletidos saem
paralelos. O problema ¢ determinar a forma do refletor que tenha esta pro-
priedade.

Consideremos a origem de um sistema cartesiano o ponto de onde par-
tem os raios luminosos e o eixo das abscissas, disposto na mesma diregio
do feixe refletido.

Seja P(x, y) o ponto de incidéncia sobre o refletor de um rajo luminoso.

A Figura 2.31 representa uma secgdo do refletor pelo plano-xy que
contém o eixo das abscissas € o ponto P(x, y).

xY

Q 0

Figura 2.31 Espelho parabdlico
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Estamos supondo o refletor com uma superficie suave. Assim, pode-
mos considerar a reta tangente no ponto P & curva, determinada pela in-
terseccdo do plano-xy com o refletor. Seja Q a mtersecgao desta reta com
0 eixo-x.

O triangulo PQO ¢ isésceles porque o 4n ulo de incidéncia € igual
ao dngulo de reflexdio; entio 0O = OP= /x? + y?. Portanto,

y

tgor= o=
x+/x*+ y?

(1)

Como tga & o coeficiente angular da reta tangente 4 curva y= @(x)
no ponto P(x,y), temos

dy y
ot PSR AN (2
dx x4 /x?4y? )

que € uma equagdo homogénea, sugerindo a mudanca da variavel z=—%

(ver Secgdo 2.5).
No entanto, se racionalizarmos o denominador da equagdo, podemos

escrever
dy  y(x x% + y? x% + y
L = R LT N E
ou
ydy + xdx = J/x* + y* dx 4)

que pode ser escrita ainda por

ydy + xdx = dx ou d(m = dx
/x2 +y2
Logo, ;
JxXE+yr=x+c
ou V
y?=2¢x+c* (c constante)
que é uma familia de paribolas com o foco na origem (fonte de luz). Se
cada corte do espelho for uma parabola, a superficie procurada serd um
“paraboloide de revolugdo™.

Vocé conhece a historia de como Arquimedes ajudou a derrotar a po-
derosa esquadra romana que ameagava a cidade de Siracusa?*

* Ver KLINE, M. Mathematical Thought from Ancient to Modern Times. New York, Oxford Univer-
sity Press, 1972.



100 EQUACOES DIFERENCIAIS COM APLICACOES

EXERCICIOS

Nos Exercicios de 1 a 4, encontre a solugio de cada equagio que for exata:
L 4y _ ax®+bxy
dx  by*+axy
2. (2y+x)ﬂ-=2x~y
dx

L (xlny+xp)dx+Inxdy=0,x>0e y>0
dy 2
R —2x

dx X

ay . 5 it
5. Mostre que T S(x)g(y) ¢ exata e, portanto, toda equagdo separivel é exata.
6. Encontre o valor de p, de modo que a equagio
(x + y)y?dx + (x2y + pxy?)dy=0 seja exata.

2
7. Resolva a equagio %:y—iﬂl
x

1 .
5, usando I(x, y)=-— como fator integrante.
x xy

8. Ache o fator integrante e resolva a equagio diferencial

dx = (sen y ___x_) dy
¥y

2.9 MODELOS GEOMETRICOS — TRAJETORIAS

TMj13493%

Dada uma curva y = @(x), a equagio da reta tangente & curva num ponto (g, Jo)

¢ dada por y — yo=m(x — Xx,), onde mz—g—)}:— (x0, ¥o)- A equacdo da reta normal a

. . i
curva no mesmo ponto (Xy, yy) tem o coeficiente angular igual a — —.
m

Suponhamos que @(x, y, ¢) =0 represente uma familia de curvas. Uma traje-
téria ortogonal a esta familia é uma curva que intercepta cada elemento da familia
num angulo reto. Por exemplo, a familia de circunferéncias x2 + y*> = c? tem como
trajetoria ortogonal qualquer reta que passa pela origem. Podemos também usar equa-
¢Oes diferenciais para encontrar as trajetorias ortogonais a uma dada familia.

Suponhamos que a familia de curvas seja descrita pela equagio

?(x,y,0)=0 , (1
Derivando esta equacfio, eliminamos o parimetro ¢ € temos
99
op  Op dy dy ox
ax "oy ax g @
0y

onde —ZayT ¢ o coeficiente angular da reta tangente a algum membro da familia @(x, y, c),

. M. E. C. C.
IRl IOTECA




Equacdes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem 101

num ponto arbitrario (x, y). A equac¢fo diferencial (2) tem como solugio geral a fa-
milia de curvas dada. Logo, as trajetorias ortogonais de ¢(x, y, ¢) sdo as curvas so-
lugdes da equacdo.

99

dy _ 0y

x = o 3)
ox

EXEMPLO 1

Encontre as trajetorias ortogonais da familia de elipses concéntricas

2 Y 2
X* =
4

Solugdo: Escrevemos a equagio diferencial da familia de elipses

dy __2x_ 4x
dx /2 y

Logo, a equagdo diferencial das trajetorias ortogonais é

& _y
dx 4x
Separando as variaveis, temos
dy d
4 Y. =
y X

Integrando, obtemos
4inlyl=mnlx|+mnc ou y*=cx

como mostra a Figura 2.32.

Y

Figura 2.32 Trajetorias ortogonais -]
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EXEMPLO 2

Seja xy=k+0 uma familia de hipérboles. Esboce a familia de trajetérias ortogonais.

Solucdo: Seja o(x,y,c)=xy—k=0

entdo o
H__ x ¥
dx o x
dy
Logo, a familia de trajetorias ortogonais serad dada pela equagio
&y _x
dx y
ou seja 2 2 o ., .
y*—x*=c¢ (familia de hipérboles; ver Figura 2.33)
y
|
|
| X
Figura 2.33 Hipérboles ortogonais &8

EXEMPLO 3 Linhas de fluxo e linhas equipotenciais

O fluxo do fluido em um plano-xy ¢ definido quando em cada ponto (x, y) sabemos qual ¢ o vetor ve-
locidade v(x, y) do movimento. O movimento ¢ estacionario se v depende somente da posicio do ponto,
€ ndo do tempo. Vamos supor que num movimento estacionario exista um potencial de velocidades, isto
. = du - - .
¢, uma funcdo u(x, y) tal que F o v e _%‘- = v, onde v, € v, sdo as projegdes do vetor v(x, y) nos eixos
coordenados.

As curvas da familia u(x, y) = ¢ s3o chamadas linhas equipotenciais. As linhas de fluxo sio tais que
em cada ponto a reta tangente tem a mesma diregio de v(x, y).

Mostrar que as linhas de fluxo sdo trajetorias ortogonais 3 familia de linhas equipotenciais (ver Fi-
gura 2.34),

xy

Figura 2.34 Linhas de fluxo
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Solugdo: Seja P(x, y) um ponto arbitrario de uma linha de fluxo e o o angulo formado pelo vetor veloci-
dade com o eixo-x.

Entdo

—Z—g—=|v|cosa e -Z—;r-lvlsena .1

O coeficiente angular da tangente & linha equipotencial € obtido calculando -sy— na equagio ufx,y)=c,
. X

entdo
ou
Ou 0 dy 6 donde . _ 0% @2)
dx dy dx dx du
dy
du
. oy . .
De (4.1) concluimos que tga =-67— (coeficiente angular da reta tangente a linha de fluxo).
ox
Portanto, as linhas de fluxo e as equipotenciais sio mutuamente ortogonais. B

EXERCICIOS

1. (Problema de De Beaune) Encontre uma curva tal que num ponto qualquer P(x,y), a
subtangente esteja para a ordenada do ponto, assim como um comprimento dado m esta
para a diferenga entre a ordenada e a abscissa. Assim, )

PM _ m

y oy-x

Use o fato que tg a = dy

dx’

AY

/

Figura 2.35 M

P
I
I
I
I
i
X

2. O raio de curvatura de uma curva plana num ponto P(x,y) é dado por

dy 271372
1 . A
()]
dy '
dx?

Determine a equagio da curva cujo raio de curvatura é constante para todos os seus
pontos.

rix, y)=

4
Sugestdo: Use p=:‘g—=> g—c—}; =p ﬁ
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Resolva p%:-l— (1 + p?)*2, r = constante, como uma equacio com variaveis se-
Yy r

Jri=(k,—y? _dy
paradas e obtenha p= -—~—kl—_7—— =
Mostre que a familia de circunferéncias (x — k,)* + (v — k,)*> =r? é a solugdo pro-
curada.

3. Encontre as trajetOrias ortogonais as circunferéncias

(x—¢c)*+y*=c* (ver Figura 2.36)

Figura 2.36

2.10 EQUAGOES DE DIFERENGAS DE PRIMEIRA ORDEM

Se as varidveis mudam discretamente ou sdo descontinuas, o uso das equagoes
diferenciais para estabelecer seus modelos de variagdes pode ser muitas vezes incon-
veniente € mesmo desnecessario. Nestes casos, as equagdes de diferencas podem tra-
duzir melhor a situagio, além de serem operacionalmente mais simples. Vejamos num
exemplo como tais equagdes aparecem.

EXEMPLO 1

Seja Co um determinado valor depositado na Caixa Econdmica, no inicio de cada més. Supondo que
r =107 seja a taxa média (juro mais correcio monetaria) que incide mensalmente sobre o capital acumu-
lado no inicio de cada més, calcule qual sera o capital no final de um ano.

Solugdo: Temos

Cy=Co+1rCy=Co(1 +r) (capital no final do primeiro més)
Ci=Co(l +r)+ Co=C, + Cy (capital no inicio do segundo més)
Co=(rCo(1+r)+rCo)+ Co(1 +1)+Cy .

=Co(1 +r)?+Co(l +r) (capital no final do segundo més)
Cy=Co(l +1 + Co(1+r)+ Co=C,+C, (capital no inicio do terceiro més)
Ci=Co(l+r?+Co(l +r+Co(l+1)
Ci=C3+C,
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De uma maneira indutiva podemos escrever

1
C=Co ¥ (141 e Ci=C+C ' 1)

i=1

entdo

c,=c, 1tn [(lr“‘“ D=1 ois Y (147

i=1
¢ a soma de uma progressio geométrica finita.
Neste exemplo, temos. a seguinte relagio entre dois capitais consecutivos.
Cioy—Ci=Co(1+1)*! para todo t>1 (V)]

onde (2) é uma equacgio de diferengas e (1) & sua solugio.
No caso especifico do problema proposto, inicialmente temos r=0,1 e 7= 12. Entdo

Lhan? —1j
1,1—1

Ci,=0Co = 23,5227 C,

sera o capital no final do ano.
No final de 10 anos, sera

120 __
Cy20=Co Ql)_[l(ll_l)_l__‘l =1.019.788,8C,

Existe uma analogia muito forte entre as equagdes de diferencas (caso discreto)
e as equagdes diferenciais (caso continuo).

Seja
Ay=Yernx—¥:=y(x+Ax)—y(x) (Ax>0)
Entdo
_Al — Yet+ax ™ Vx
Ax Ax

da a variagdo média de y no intervalo (x, x+ Ax)

dy . Ay . n
€ ——= lim — d4 a variagio instantdnea de y no ponto Xx.
dx  pp-o0 Ax

Uma equagio de diferengas estabelece uma relagdo envolvendo os valores de uma
variavel dependente para um conjunto discreto de valores (com retardamento) da va-
riavel independente. Por conveniéncia vamos supor sempre que os valores da variavel
independente sejam igualmente espagados e, para simplificar, tomamos estes espa-
camentos iguais a 1, isto é, Ax=1. A solugdo de uma equagdo de diferengas é uma
relacdo funcional, que ndo envolve diferengas, definida para todos os inteiros ndo-
negativos e satisfazendo a equagio de diferengas, isto ¢, transformando-a numa iden-
tidade.

RELI(EL S

Por exemplo C(f)= ¢ a solugio de

Cit+1)— C(t): Co (1 +r)'*! (Verifique!)
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A ordem de uma equagio de diferencas é a diferenca entre o maior ¢ o menor in-
dice que aparece na equagio. Assim,

Cl+1)—C()=Co(l +ry*! éde primeira ordem
xy(x+2)yx+1)= -21- y(x)  éde segunda ordem

X433 =X, 01 =X, € de terceira ordem

A classificagdo das equagdes de diferencas de primeira ordem é analoga a das
equagdes diferenciais de primeira ordem. Veremos, a seguir, apenas as lineares.

'EXERCICIO

1. Uma pessoa que paga mensalmente um valor Co num plano de pecilio da A.P.M. (apro-
vado pelo SUSEP!) recebe no final de 10 anos o equivalente a 600C,. Levando-se em con-
sideragdo a inflagdo nos tltimos 10 anos, quanto deveria receber para ndo ganhar nada
e nem perder?

Observagdo: O exercicio acima ¢ proposto com dados reais!!

2.10.1 Equagﬁo de Diferencas Linear de Primeira Ordem
(em Coeficientes Constantes)

A forma geral da equagio de primeira ordem pode ser escrita da seguinte maneira
Yx+1—ay,=b com y,dado 3 |
Uma vez que esta equago vale para todos os valores discretos (naturais) de x,
consideremos sucessivamente
Y= ayo -+ b
V2=ay;+b=a’y,+ab+b
Vi=ay,+b=ayo+a*b+ab+b
Va=ays;+b=a*y,+a*b+a*b+ab+ b
Indutivamente, temos
YVe=@Yo+b @ ' +a" 2+ . +a¥+a+ )
Logo, a solugdio de (3) é dada por

Ve=ayo+b ll:f para a1 @)
=a&yo+bx  para a=1 ‘ 4)

Observamos assim que a solugdo da equagdio ¢ obtida imediatamente através
das expressdes (4) e (4').
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ANALISE DAS SOLUCOES PARA ALGUNS CASOS ESPECIAIS

Caso 1 Diferenca constante (a=1)
Como vimos, (4) y.=y,+ bx é a solugdo geral.
Entdo, se b> 0, a seqiiéncia yg, y;, Y2, ... diverge para + co;

se b<0, y,—» —oo quando x— +o0.

A V=

Yo

o ol —————

f -\ R V-

o0 ¢
=)
o
A
o Xy

R O
[ U Sy W

Figura 2.37 Diferenca constante, y, diverge se b0
Caso 2 Diferenga é proporcional a variavel independente, isto €
Vetr1 = Yx=%Yx+1  para  a#Fl

Esta equagio pode ser escrita como

1 '
(l-a)yx+1—yx=0 ou yx+1*—1~”:‘a_yx=0

que ¢é linear com b=0 ¢ a=—1——£——o—!—.

Logo, a solugdo geral ¢ dada por

= 1 ¥
yx 1_(x Yo

Entdo, se a=0, y, =y, constante;
se 0 <a< 1, y, écrescente (divergente);
se & <0, y, édecrescente (convergente) (ver Figura 2.38).

AVx O<ca<1

—-——
b e e n e M e e

Y S N

S O
L = = = g

<0

xVy

x Figura 2.38 Diferenga proporcional & variavel independente
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Caso 3 A diferenga ¢ igual a uma fungdo linear da variavel independente

yx+1_yx=ayx+l+ﬁa a<l

A equagdo pode ser simplificada, dando a seguinte equagio linear

1 1
}’x+1“‘1_ V= A <a=1 e b= B )

a’* 1—a - l—a
cuja solugdo é dada por A
1 ¥ 1 ¥
yx= yo+‘£‘ ——‘1 =
11—« o I —o
I ¥ - b b

= YO+£' ——li:ax Yo =+

l—a o o l—a 1—a

Se 0<a<1, y, converge para 7 b = —-g (ver Figura 2.39a).
—d

Se a= —1, y, oscila com a mesma amplitude! (ver Figura 2.39c).

Se —1<a<0, y, oscila convergindo (ver Figura 2.39b).

AY. A Y. AV
Yo '

a/
Yo

xy

(8)0<a<1 (b)-1<a<0 o (e)a=-1

Figura 2,39

Modelo 15 ORGCAMENTO FAMILIAR

Consideremos uma familia cuja renda mensal é proveniente de um sa-
lario fixo ry, mais o rendimento da caderneta de poupanca do més ante-
rior. O consumo mensal desta familia é proporcional & sua renda mensal.
Estabeleca um modelo em equagdes de diferencas que relacione as varia-
veis de renda, poupanca e consumo com a variavel independente rempo, to-

mado em meses.

Sejam r,, ¢, e P, respectivamente, a renda, o consumo € a poupanga

no més t. Entio,

a. py=(r;—c;)+p,_ (definigio de poupanga)
b. ry=ro+oap,_, (salario mais rendimento da poupanga)
¢. ¢,= fr, (consumo proporcional & renda)

BT e —
e



Equacdes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem 109

Temos que ry = valor fixo do salario e também da renda quando r=0
>0 J 0<f<tl

Usando (b) € (c) em (a), vem

p= (17—— Byro+[(1 — Bo+1]p,.; (equagdo linear com py dado)

cuja solugdo é dada por

pi=[1= B+ 11 po+ (1= Biro 11:[[((11 :/;))Zi 31

Chamando de a=(1—fla+1 e b= (1 —f)r,y, temos

l_al“l

ro=ro+apea’ " +ab
t 0 Po 1—a

1__ar-1

¢, = PBro+ afpea' ™! +afb 2

Suponhamos agora que ro = 3 mil, po =5 mil na poupanga com = 0,1
ao més. Ainda, o consumo da familia é 909 da renda (f=0.9). Calcule
quanto Serd ry,, Py, € Cy5.

Teremos:

a=(1-Pfo+1=101

b = (1 - /j)ro = 0,3
1 —(1,01)!2

1—-101
= 9,438876 mil
1— (1,00
1—1,01
+ 0,347005 = 3,904839 mil
clz = 0,9 . rlz = 3,514355 ITII]

prz= (10112 5403 = 5,634125 + 3,804751 =

ri»=34+0,1+5-(1,00)!'"+0,1-0,3 = 3,557834 +

Modelo 16 MODELO DE HARROD: POUPANCA, INVESTIMENTO E
RENDA

Sejam S a poupanga, I o investimento € Y a renda, todas fungGes do
tempo 1.

O modelo para a renda nacional proposto por Harrod consiste do
sistema

S,=0aY, (apoupanga é proporcional a renda)
I,=B(Y,~ Y,_,) (o investimento & proporcional & variacdo da renda)
I 1= S t
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Com Y, conhecido, >0 ¢ §>0.
Destas trés equacdes, obtemos a equagdo de renda

(8
r= (5l v

cuja solugdo é dada por

Portanto, obtemos também

—S—af-L_Y\
I,.-S,-tx(ﬂ_a) Y,

Observamos que este modelo classico é usado para estudar a renda na-
cional numa economia em expansio, pois Y, diverge, assim como os valores
de I, e S,. (Confira!)

O estudante interessado a se aprofundar no estudo de processos itera-
tivos ¢ modelos para Administragio e Economia, podera recorrer aos li-
vros de Vilenkin, Weber ¢ Goldberg*.

EXERCICIOS

Nos exercicios de 1 a 3, resolva as equactes de diferengas:

L 2y.,,=3y+1

2. 4y,s, +2y,=0

3 Y1 — Y= 2

4. (Modelo de consumo) Sejam C o consumo, P a poupanca e R a renda, funcdes do tem-
po . Se b € a “tendéncia marginal do consumo”:
a. Justifique o seguinte modelo que relaciona C, Pe R

CI + P = Rl
Ri=aP _,
C,=bR,, com R(0)=R, (valor conhecido em t=0)
a>0 e O0<b<l
b. Mostre que R,,C, e P,:
(i) Crescem sem limitagdes quando a(l —~b)y>1.
(i) Convergem para zero se a(l — b)< 1.
(ili) Permanecem constantes se a(l —b)=1.
5. Resolva a equagdo de primeira ordem homogénea
ya+1)=ay(®)
considerando que possa ser do tipo y()y=2a.

6. Monte um modelo matematico envolvendo equagdes de diferehcas a partir de uma situa-
¢do real.

* Para o estudo de processos iterativos consulte o interessante livro de VILENKIN, V.: Method of

Sucessive Aproximations. Moscou, Mir, 1979. Para aplicagio em Modelos de Economia vide WEBER, J.E.
Matematica para Economia e Administragdo. 2. ed. Brasil, Harbra, 1986, ¢ GOLDBERG, S. Introduction
to Difference Equations with Illustrative Examples from Economics, Psychology and Sociology. New York,

" 1958.




“sibilidade de se obter sua inversa explicitamente, tal como foi feito para

Capitulo

EQUACOES
DIFERENCIAIS
ORDINARIAS *
LINEARES

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo e no proximo estudaremos uma classe de equagdes diferenciais
que podem ser analisadas com métodos de Algebra Linear.
Estas equag¢des chamadas lineares sdo, de certa forma, uma extensdo da equacgio .

dy
=10

onde a operacido de derivacdo Zx}") € substituida por uma operacio
dn—l y
Ly=a n—l(x) e -t ag(X)y = f(x) (1)

que a generaliza em sua caracteristica basica: a linearidade. Isto é, para quaisquer
fungGes reais com n derivadas, y,(x) e y,(x), definidas em um intervalo (a, b), € para
qualquer nimero real 4 temos L(1y, + y,)= ALy, + Ly,. E exatamente esta proprie-
dade, aparentemente trivial, que nos permite utilizar com grande proveito os argu-
mentos e as técnicas de Algebra Linear.

n

Pt € natural a indagagdo sobre a pos-
n

dx"

Sendo L uma generalizagfio da operagio ——

no Ca-

pitulo 1.*
Em geral, isto nfo € possivel, mas ocorre no importante caso particular em que
as fungdes a,(x) sdo constantes.
Como veremos nos proximos capitulos, a obtengdo de solugbes explicitas para
equagdes do tipo
4 y dyn -1

dx" +aa- dx"!

Ly=a, + .. +agy=f(x) 2

* Observe que estamos falando de uma inversa a direita, isto &, de uma operagio Q, tal que L(Qf)=f;

x
a obtencdo de Q nos dara a solugdo geral da equagio Ly = f. Por exemplo, f f(z)dz é uma inversa a di-
o

. d .
reita de o Quais as outras?
/x
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com a, constantes, ¢ fundamental no desenvolvimento da teoria de equagdes diferen-
ciais. Além disto, apesar de sua simplicidade, uma enorme variedade de problemas
podem ser satisfatoriamente estudados através de modelos matematicos envolvendo

‘equagdes diferenciais ordinarias com coeficientes constantes.

A resolugdo destas equagdes se reduz basicamente a:

1. obtengdo das raizes de polindmios de grau n e
2. integracdo de funcdes.

Nenhum destes dois problemas pode ser considerado simples no caso geral, mas
ndo ha duvida de que estdo entre os mais estudados da Matematica e, por isto, dis-
pomos de teorias bem conhecidas e um vasto arsenal de métodos para sua resolugéo.

A situagdo ndo é tdo simples se as fungdes a,(x) nio forem constantes. Entre-
tanto, nas equagdes deste tipo que tém surgido em modelos matematicos, as fungdes
coeficientes a,(x) sdo, geralmente, polindmios, o que possibilita 0 uso do método de
Euler-Frobenius. Neste método obtém-se as solugdes como séries de poténcias de x:
(ver Secgdo 3.6.4). Uma equagdo formalmente simples como a “Equacio de Airy”

2 —
d—{—-xyzO com {al(x)—-o
dolx) = —x

3

dx ®)

que surge no estudo de propagagio de ondas, ndo pode ser resolvida por manipu-

lagGes algébricas e integragdes, mas o método de Euler nos fornece duas solucdes em
séries de poténcias de x

1+ Y 1
xX)=1+ —
ne=1+ 2 B3

x3N

& : 1
X)=x+ x3N+1
y2%) W~ BN+1) .43
que podemos considerar como explicitas, uma vez que os coeficientes das séries sdo
dados como fungdes algébricas de N.
Argumentos de Algebra Linear nos levardo a solugio geral da equagio, que sera
dada por combinagdes lineares de y, e y,

y(x)= Ay,;(x)+ By, (x) ’ 4

onde 4 e B sdo constantes quaisquer.

Os resultados de Algebra Linear que serdo utilizados neste e no proximo capitulo
envolvem apenas conceitos elementares (espago vetorial, dependéncia linear, base,
dimenséo, niicleo de um operador linear etc.) que podem ser encontrados em qual-
quer bom texto do assunto*. .

Uma vez que nos cursos usuais de Algebra Linear ndo sfo enfatizados os exem-
plos de espagos vetoriais de funges e os operadores diferenciais lineares, & impor-
tante que o leitor faca cuidadosamente. os exercicios a seguir e se familiarize com a no-
tacdo antes de prosseguir.

* Veja BOLDRINI, J.L. et al. digebra Linear. 3 ed. Sio Paulo, Harbra, 1984.
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C%(a,b).R]= {conjunto das fungdes reais continuas definidas no intervalo aberto

(a, b)}

CHla, b).IR] = {conjunto das fung¢des reais continuas com n derivadas continuas em

(@, )}
Py = {polindmios de grau <N com coeficientes reais}
On(A1» Az) = {P(x)eh' + Py(x)e*?', onde P; e Py} =quase polindmios de grau <N
e expoentes A, 4,, reais, 4; #4,
k

- .., . ;
D"=2—7, isto &, a k-ésima derivada.
dx

EXERCICIOS

1. Verifique que C°[(a, b),|R] é um espago vetorial com as operagdes f+ g e Af, onde f+g
¢ a fungdio que em cada x tem o valor f(x) + g(x) e Af é a fun¢io que em cada x tem O va-
lor Af(x).

2. Verifique que, nas inclusdes abaixo, cada subespago é subespago vetorial do seguinte

Py ,c Pyc Cka C*1c(C?; e QycC*

para todo N1 e k=2.
3. Verifique que {1, x, x?, ..., x"} & uma base para o espago Py ¢, portanto, dim Py=N+ 1.
. Observando os exercicios 2 e 3, verifique que C*, k= 0 & um espago vetorial de dimensdo
infinita. . ’
. Obtenha uma base para o espago QOy(4,, 4,).
. Mostre que D*: C¥ - C° é uma transformacio linear. Obtenha o ntcleo de D*, N(D¥).
. Obtenha uma representagio matricial para D*: Py— Py na base {1,x,...,x"}.
. Obtenha os aufovalores e seus respectivos autovetores (autofuncdes) para a operacio

o

e ~1 &\ L

linear D=714x— em Qp(,,4,), isto &, fungdes y e niimeros 4 tais que %:ly.

9. Obtenha os autovalores e autovetores da operagio linear Ly=§y— +a(x)y em C!, onde
Ix
a(x) é continua em (cx M.
10. Mostre que C"[(a, b), C] = {fungbes definidas em (a, b) com valores complexos € com N
derivadas continuas] é um espago vetorial com escalares complexos.
11. Mostre que Qy(4,,4;) para A; e 1, distintos e complexos também & um espago vetorial

com escalares complexos.
k.
12. Se L= Z Ck (x)—d— € um operador diferencial linear de coeficientes complexos Cy=ay+ iby,

k=0
podemos escrever L=L,+iL,; onde
N dk N dk
L L,=) b —
e kZO kdx d k © 2 kgo * dxk

sio operadores diferenciais lineares de coeficientes reais continuos. Considere agora L
atuando em

CV [(a, b), Cl= lu+iv,u,ve C [(a, b),R1}
_ou seja, um espago vetorial com escalares complexos.
Mostre que
L(u+ iv)=L,u— Lo+ i(Lyv + L,u)

e verifique se L ¢ um operador linear, definido neste espago vetorial com resultados em
C°l(a, b), CI.
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3.2 MODELOS MATEMATICOS COM EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS LINEARES

A importdncia de uma determinada classe de equagdes ou modelos matematicos
provém substancialmente de sua aplicabilidade. Veremos agora alguns exemplos de
situagdes que sio modeladas por meio das equacdes lineares. Os métodos e técnicas
para sua resolugdo virdo em seguida.

Modelo 1 VIBRACOES MECANICAS DE PEQUENA AMPLITUDE

Estudaremos aqui o movimento de particulas representadas por pon-
tos no espago, que também podem ser corpos rigidos representados pelos
seus centros de massa.

O movimento de uma particula no espago sera representado por uma
fungdo x(f) = (x,(2), x,(f), x3(r)) que nos da o vetor posicdo para cada ins-
tante.

. , , ax .
A velocidade desta particula é dada por v = i x(?) ~< 4 4 di

dx, dx, dx3>
que, como sabemos da geometria analitica, & um vetor tangente a trajetoria.

A aceleragio da particula é o vetor a= %:i(t)= (1 (), X,(5), X3(0)).

A forga também ¢é uma entidade representada por um vetor, e o efei-
to de varias forgas F,, ..., F, sobre esta particula pode ser representado
como o efeito de uma s6 forga F=F,; + ... +F, obtida da soma vetorial;
F ¢ chamada resultante das forgas.

A Segunda Lei de Newton estabelece entio que o movimento x(t) de
uma particula m (m talvez variavel com o tempo) deve satisfazer a equagio

d
SRR, % :F I
o m (1)
onde F ¢ a resultante de todas as forgas aplicadas sobre a particula no mes-

mo instante. _

Esta lei ¢ uma condigdo a ser cumprida entre 0 movimento x(?) da
particula de massa m e a forca F que atua sobre ela.

Se pudermos prever a forga F que atuara sobre a particula, dada sua
posi¢d0 x no espago, sua velocidade v, e o instante observado t, a Segun-
da Lei de Newton ser4 entdo uma equacio diferencial para o movimento.
Isto €, se considerarmos F como fungdo F (x, v, 1), entdo, com a interpre-
tagdo acima, o movimento da particula deve satisfazer a equagiio vetorial
(componente a componente) ‘

Tjt——<m —‘%)=F[x(r), x(1), 1] e

que ¢ uma equagio diferencial ordinaria para a fun¢fio incognita x(2).
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Do ponto de vista fisico é claro que esta equagio ndo caracteriza um -
determinado movimento, mas impde uma condig¢do sobre os possiveis mo-
vimentos. Para caracterizar um movimento é necessario que se espec1ﬁque
o ponto de partida x, e sua velocidade inicial v,.

Estas condigdes todas podem ser reunidas em um problema matematico

d dx
—‘—i—t‘< dt) F(X X, 0)

x(0) = X, 3
x(0)=v,

que é o chamado problema de Cauchy para a equagido diferencial.

As dificuldades na resolu¢do destes problemas dependem inteiramen-
te do tipo de funcio F(x, v, f) que aparece na equacgdo. No caso geral, este
problema é extremamente dificil.

Para obtermos um modelo interessante, mas ainda matematicamente
trativel, devemos nos restringir a situagdes fisicas de interesse, em que a
fungdo F(x,v, ) € relativamente simples.

O problema fisico de vibragdes mecdnicas em torno de uma posi¢do
de equilibrio é de grande importéncia nas aplicagdes em Engenharia e na
Fisica, e também como um protétipo de equagdes diferenciais ordinarias,
onde varios conceitos e idéias matematicas sdo desenvolvidos e apreciados.

O oscilador harmoénico, que estudaremos mais abaixo, talvez seja o
modelo de comparagdo mais utilizado em Fisica pela sua relativa simpli-
cidade e pela quantidade de conceitos importantes que apresenta. O de-
senvolvimento inicial da Fisica Atdmica, por exemplo, baseou-se em gran-
de parte no modelo mecinico ¢ na linguagem do oscilador harménico.

Vamos analisar o comportamento de uma particula de massa m, cons-
tante, restrita ao movimento sobre a reta, € sob a agdo de trés tipos de forgas:

1. Uma forca elastica que tende a restaurar a sua posicdo de equili-
brio em x=0. Esta for¢a serd uma fun¢do do deslocamento f(x), tal que
fl0)=0 e xf(x) <0, se x=0, isto & ndo ha forca sem deslocamento e se
houver um deslocamento x, a for¢a atuaré sempre no sentido oposto a ele.

2. Forgas de atrito, que poderdo ser de duas formas:

a. Forga constante contriria ao movimento, causada por atrito de contac-
to (Lei de Coulomb), como, por exemplo, devido a restrigio que a par-
ticula tem para se movimentar em uma reta.

Neste caso, F,= —s(v)F,, com s(0)=0, sw)=1se v>0, s@)=—1 se
v<0 e F, constante positiva.

b. Forga provocada pela resisténcia ao movimento imerso em um meio vis-
coso € que para velocidades baixas pode ser considerada como apro-
ximadamente igual a F,= —cv, ¢>0.




116 EQUAGOES DIFERENCIAIS COM APLICAGOES

3. Uma forga externa conhecida ¢(¢), exercida sobre a particula e de-
pendente apenas do tempo (ver Figura 3.1).

| m 1 P !
X X o m
v
mg —
k Ale, ATxf(x) o)

2 2 A .
V77 () 0

) > 2 o(t)
%, 7 % ,

(a) Posigdo de equilibrio (b) Deslocamento x da (c) Modelo simplificado

posicdo de equilibrio
Figura 3.1 Oscilador harménico amortecido

A Segunda Lei de Newton nos fornece entdo uma condigiio entre o |
movimento x(?) e a forca resultante sobre esta particula dada pela seguinte 1
equagao |

d*x dx dx :
m——=fxX)—c—4+@{#)—s|—>F 4
a0 e G0 —s ()R @

Esta nfio € uma equagio simples. No caso de uma fungdo geral f(x),
para torna-la mais tratavel do ponto de vista matematico faremos uma
ultima hipétese: a vibragdo ¢ de pequena amplitude e a particula ndo se afas-
ta muito da origem durante seu movimento. Com base nisto, faremos uma
aproximagdo para a fung¢io f(x) (suposta diferenciavel) em torno da origem:

J&) = fO)+ f(0)x = f'(0)x
ou, como ¢ tradicional escrever,
f(x)~—kx onde k= —f(0)

Do ponto’ de vista do grafico de f(x), estamos aproximando a curva
em torno da origem pela sua reta tangente. No caso de ser uma mola a cau-
sadora da forga de restauragdo, o grafico de f com o deslocamento tem em
geral o aspecto da Figura 3.2. A hipétese da aproximagio vale, entdo, para
vibragSes de amplitude menor do que x,;. Se considerarmos aproximagdes
de f(x) até a terceira ordem do desenvolvimento de Taylor, teremos

Ay y =kx

J)=f"0)x+ f’;fo) i ”;(O) x3
700

X

Figura 3.2 Forga elastica
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Observe que pela simetria do grafico devemos ter f/(0)=0. Sem o atrito,
a Equacdo (4) toma entdo a forma X + ax + fx* = ¢(?), denominada equa-
¢do de Duffing, que ndo é linear.
O oscilador harménico cldssico considera apenas a forga de atrito vis-
cosa, € ndo a de contacto, de onde vem a equagio
d’x dx

onde a opera¢io efetuada sobre a fun¢io x(r)

' i d

¢ linear*. , A

Outro problema fisico classico que pode ser estudado aproximadamen-
te pela equagdo do oscilador harmoénico (isto é, uma equagio diferencial
ordinaria linear de segunda ordem com coeficientes constantes!) é o mo-
vimento de um péndulo, constituido de uma massa m suspensa por um fio
inextensivel sem massa e flexivel. A particula de massa m esta restrita a se
movimentar sobre um circulo (ver Figura 3.3).

Figura 3.3 Péndulo

A Segunda Lei de Newton aplicada 4 componente tangencial ao mo-
vimento nos da

-

€0
m-t-i?-(l@)_ —mgsenf—¢ E+ o
ou ;seja
d*o g do
=5 —C 6
7 ; senf —c dt+(p(t) ©6)
Esta equacio € ndo linear em 8, pois —g— sen 8 é uma operagdo ndo li-

near sobre a fungio 6(f) e faz o papel da forga restauradora.

Entretanto, se considerarmos que a vibracdo do péndulo é de peque-
na amplitude, préxima do ponto de equilibrio, entdo 6 é pequeno compa-
rado com 1 e portanto, sen 8 o~ 6.

* Observe que a inclusdo da forga de atrito por contato torna a equagio ndo linear (ver Capitulo 5).
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Sob esta hipotese, a equagio linearizada do movimento do péndulo

fica sendo
d20 g do _
dt2 " 0+cd (1) (N
e do péndulo livre
a6 g
s + = 7 6=0 ®)

que sdo equagdes correspondentes 4 do oscilador harmoénico.

Vejamos outro exemplo. Considere um sistema mecdnico, tal como
na Figura 3.4, mergulhado em um fluido viscoso, o que vale dizer, sob agio
de uma forca de atrito proporcional 4 velocidade.

¥ /)
k‘l kz k3

M, F—wwwna— M, 7

T 7 T 7

Figura 3.4

Tome a posi¢do da massa M, como sendo x;, medida a partir da sua
posicdo de equilibrio. Faga o mesmo com x, para M,. Assim, se x; >0,
entfio a mola 1 exerce sobre M, a forca —k;x, <0. Se x;, <0, a mesma
expressdo ¢ valida; —k,;x, > 0.

Suponha agora que M, esteja deslocado de x, > 0. Se x, > x, entdo
M, e M, se aproximam e, portanto, a mola 2 exercerd uma for¢a sobre
M, no sentido positivo e uma forga em M, no sentido negativo, isto &,
ky(x; — x;) sobre M, e k,(x, — x;) sobre M,. Argumentando analogamen-
te podemos escrever

d*x dx,

M, dtzl =—kyx; —o; = = — ks, (x; — X;) (O.1)
d’x, dx,

M, d;"z —k3x; —a, d_t"“kz(xz‘xl) 0.2

Estas equagGes formam um sistema de equagdes diferenciais acopladas,
isto &, as funcdes incognitas x,(7) e x,(f) comparecem efetivamente em am-
bas as equagdes. Portanto, da forma como estdo, nio & possivel resolver
uma equagdo de cada vez devido a esta interdependéncia. Para desacoplar-
mos as equagdes basta explicitar x, em (9.1)

M, dx, o dx ky+k,
k7 dr? +k2 o TR k, x,‘

X, =

e derivando x, uma e duas vezes, e substituindo as expressdes obtidas em
(9.2), teremos uma equagao diferencial para a incOgnita x, (f) separadamente
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MM, d'x, | Mo, &, 2 ks M Px,
k k7 m——
k, 4 'k, df , itk ac t
: 10)
ko d. k (
+[ 13{21 _alaz:l“zixt—l“‘lii(kl+k2)+kl:|x1=0

que ¢ linear de coeficientes constantes € de quarta ordem. Analogamente,
podemos obter uma equagdo semelhante para x,(¢).

Suspeitamos assim de que um sistema de equagdes diferenciais ordina-
rias lineares com coeficientes constantes possa ser reduzido, formalmente,
a uma equagio linear de coeficientes constantes ¢ de ordem superior. Em-
bora um “método” analogo pareca ser aplicavel a situagdes semelhantes,
ndo ha nada de sistematico nele que possa ser seguido. Veremos mais adian-
te como um simbolismo simples nos ajudara a lidar com estes problemas
com as mesmas técnicas da Algebra Linear.

Também deve ser enfatizado que ndo estd claro que o conjunto das
solugbes das equagdes desacopladas seja 0 mesmo do sistema original, pois
naquele caso as solugdes precisam ter derivadas de ordem superior aos exi-
gidos para as solugdes do sistema! Comentarios deste tipo tém por obje-
tivo apenas alertar o leitor para estas possibilidades, e ndo inibi-lo na sua
desenvoltura operacional que deve ser aprimorada, ainda que sob um es-
pirito critico.

PROJETO 1"

bserve que a for(;a N & a reagiio normal da guxa sobre a massa e que anula o efeno da com-'
onente normal. -da: gravidade sobre-ela. i i A , :
Anahsando apenas a componente horizontal: do movnmento (sua posicao vemcal sera dada .
por y-'f(x» vem - ST
S mv-—mF(‘() - Ou . x F(x)

Obtenha a fungao F(x) Mostre que nas lmedxacoes de Xo (ponto de mlmmo para f (x)) é ra-
;zoavel hneanzar a equagdo e com isto obter um “oscilador. harménico. . ... S
Mostre tambem como uma equagio auténoma’ ¥=0(x) pode ser simulada por uma’ partl-
: cula: nestas condlc;oes pela escolha adequada da curva gula y f (x)
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Modelo 2 CIRCUITOS ELETRICOS RLC — OSCILACOES

Consideraremos aqui circuitos elétricos que contdm os seguintes dis-
positivos: resistores, indutores e capacitores.

Cada dispositivo destes (chamados também dipolos) possui duas extre-
midades a serem conectadas com outros dipolos

= — o~ — — -

As medidas importantes na descricio do estado de cgdg dipolo sdo:

Primeira, a corrente elétrica I,,(r) que passa de a para b, importando
aqui a direcio da corrente, em geral convencionada como a do movimen-
to das cargas positivas e estabelecendo-se I, = —I,,. A corrente mede o

.. . ¥ di
fluxo de carga (positiva) por unidade de tempo, ;1%

Segunda, a queda de tensdo entre a e b, Vs, isto é, a diferenca de poten-
cial (V,— V). .

Para cada tipo de dipolo existe uma relago entre a corrente ¢ a queda
de tensdo.

Se o dipolo for uma resisténcia, entdo a Lei de Ohm nos dari

Vs (1) = R 1 (1) -———"\WVV\V\WN—-—-
onde R é um coeficiente positivo, constante com o tempo, chamado de
resisténcia. :

Se o dipolo for um indutor, entdo teremos a Lei de Henry

d X
V= L 90—~
(D)=L i L, (1)

B onde L é um coeficiente positivo chamado induténcia.
| Para um capacitor teremos a relagio

dv
] ) = .J—_?.-
ab( ) C d[

a { < b
onde C' é uma constante positiva chamada capaciténcia.

Em um capacitor nfio ha passagem direta de cargas, mas ha uma in-
fluéncia de uma placa sobre outra através do campo elétrico entre elas.
Assim, s¢ a corrente I,, “passa” pelo capacitor, isto implica que ha um
acamulo de carga elétrica de sinais contrarios nas placas opostas, dado por

. +
Qab(t)ZJ Lp(D)dt = C V(1) il é

1 +

+

(¥ - b
} considerando V,,(t,) = 0. ' + \" :

Isto €, a carga acumulada por um capacitor é proporcional a diferen-
¢a de potencial entre os seus polos.
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Além destes dipolos, devemos considerar dois outros dispositivos em
um circuito.

Primeiro, ha uma influéncia mutua entre indutores paralelos e proximos
(como em um transformador), efetuada através do campo magnético causa-
do por ambos dispositivos. Neste caso, a queda de voltagem V,,,,(f) de-

~ . Al dl, . A ,
pende ndo apenas da indutincia L, 7‘””?-, mas da indutincia mutua

Mi%;ﬁl, ou seja, o =
. dIm,Jl dI '
Vaps =Ly — 75+ M —F5 L H IL.
dl dl
V =L azba + M airbs
@a T2 gy dt b, b,

Segundo, os dispositivos acima relacionados sdo chamados passivos,
uma vez que por si s6 ndo sdo capazes de movimentar um circuito. Para
que haja aparecimento de correntes e diferengas de potencial, € necessario
que o circuito disponha de elementos ativos (dipolos a ——{_1+—— b,
de tal modo que V,,= V(t) ou I,,(f) = I(t)). Estes dipolos sdo os gerado-
res € tém por simbolos ‘@* para corrente alternada V()=
= Eqcos (wt—0), € o = para corrente continua V(f)= E,.

Para a descri¢do de um circuito (um conjunto de dipolos conectados
entre si através de nos), precisamos determinar a corrente e a queda de vol-
tagem entre cada no. :

Optamos por descrever o circuito através das correntes, uma vez que
as diferen¢as de voltagem podem ser obtidas destas. Para formular as equa-
¢oes entre as diversas correntes, utilizamos as chamadas Leis de Kirchhoff
para circuitos:

Primeira Lei (dos No6s)* “A soma das correntes que se dirigem a um n6 deve
ser igual a zero”. Esta lei nada mais ¢ do que o principio de conservagdo
de carga. b

1

‘o b,‘
k-\’; Ib.,‘a-——-O b2

Segunda Lei (das Malhas): Uma malha é uma seqiiéncia fechada de dipolos
conectados em série:
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A Lei das Malhas diz o seguinte: “A soma das quedas de tensdo em seqiién-
cia de uma malha deve ser nula”.
Esta lei diz que

Vab+ Vbc+ Vcd+ vt Vna: Vaa=0

Apliquemos estes conceitos ao circuito da Figura 3.6:

1]

it

(p}

-
D

X

Figura 3.6 Circuito RLC

Pela Primeira Lei (dos Nos) vem que I, + I, =0=1,, = I, e da mes-
ma forma I, = I ., = I, €, portanto, existe uma tnica corrente I(¢) no circuito.
Pela segunda Lei (das Malhas) vem que

Vab+ Vbc+ Vcd+ Vda=O

mas
' dI 1
Vap=L 7 3 Vo) = Vie(to)+ ral J;o I(s)ds
(pois ha, na verdade, um aumento e nio
V= —E(f) queda de potencial do p6lo negativo para
o polo positivo do gerador)
Vda = RI
€ portanto
dI 1 [*
L—+{V,(to))+—=| I(s)ds)|—E(@®)+ RI=0
dt C o
derivando

a?1 dl 1 dE :
Ryt el M

que € uma equagdo de segunda ordem hnear com coeficientes constantes
para a fun¢do incognita I(t)

A operagdo sobre I é dada por

@ pd 1\, dE
L= (L% (R _dE
(wﬁ mcy dr
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Observe a semelhanga de (1) com a equagiio do oscilador harménico
para vibragdes mecinicas

d*x dx
gt ec—+kx=0(t
"It + ()
onde ha uma equivaléncia mecinico-elétrica

Lem
Resrc

%Hk

A

E;715—«—»(9(0

.

Devido as semelhancas deste tipo muitos problemas, completamente
distintos do ponto de vista fisico, sdo tratados exatamente pela mesma teo-
ria matematica.

Com base em semelhancas desta natureza é que sdo construidos os cha-
‘mados- computadores analogicos, ou seja, circuitos elétricos com pardme-
tros (R, L, C, E), ajustaveis de tal forma que possam simular uma vibra-
¢do mecinica.

Meodelo 3 REDE DE CIRCUITOS

Anahsemos agora o ClI‘CllltO constituido de duas malhas.

i+ Bscolhidas as correntes, tal como na Figura 3.7, a Lei dos Nos de
Kirchhoff esta automaticamente satisfeita. (Verifique*.) A Lei das Malhas
nos dara duas equagdes, uma para cada malha:

Malha 1:

SR

)
13}
3}
9

Figura 3.7 7

Var+ Veat V=0
ou

‘g‘ + V(o) + Jl Lz = L) '&IZ(Z) dz+ (- V({®)=0

to

L

* Observe que a corrente “através” do capacitor no sentido de b para d é dada por I, — I, =Ip,.
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Derivando, em relagio a ¢, temos

a?I 1 dav
dtzl +—= - L)=— (1

L ok dt

Malha 2:
Veet Vea+ V=0
€, portanto, obtemos de modo anilogo ao anterior

L o +R-———dt + C =0 . 2
De (1) temos '
_ &I, dv
L=CLga+h-Co

que substituida em (2) resulta

Li(CL @1, +11~CEK)+R~d—<CL\d211 +I, _,,C_d_V>+L P, av

dr? dt dt dt dr? dt di*  dt
de onde vem a equagdo para I, :

d* & a1 d av av dv

L2 — 1 L—1 L—+R_I,=LC-— e

CL pr 1+ RC P 1+2 7 + 7 I C e + RC 2 + 7

O termo & direita da equagiio & conhecido e pode ser resumido como
uma unica fungdo f(r) e o termo & esquerda é uma equacdo diferencial linear
com coeficientes constantes e de quarta ordem sobre I. :

d* & &? d
L[lz(a4—67tz-+a32;§‘+az*d?{+al ‘d~t+ao>11 =f(t) (3)

Uma equacio aniloga (mas nfio igual) pode ser obtida para I,.

Em- geral, para um circuito com # malhas, o sistema de equagoes di-
ferenciais para as correntes pode ser desacoplado em n equagdes, lineares
de coeficientes constantes, de ordem 2n, cada uma para uma corrente.

EXERCICIO

1. Obtenha os sistemas de equagdes para as correntes nos circuitos dados nas figuras (a) e
(b) e em seguida obtenha a equacdo desacoplada para cada corrente.

/D
3
Ed) .
D
/M\D
)
7!
(3]
N
/“D
VAVAV
]
N

(a) (b)
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Modelo 4 DISTRIBUICAO ESTACIONARIA DE TEMPERATURA EM
UMA BARRA NAO HOMOGENEA '

Suponha que dispomos de uma barra que consideraremos unidimen-
sional, dado que seu comprimento & muito maior do que a 4rea da sua se-
¢do. A questdo &, dadas as propriedades térmicas da barra, obter a distri-
bui¢do de temperatura interna para um estado estacmnarlo isto €, que ndo
varia com o tempo.

Supondo que a quantidade de calor interna na barra seja constante
com o tempo (uma vez que a distribuicio de temperatura T'(x) depende
apenas de x), haverd um balango entre a energia térmica (calor) que entra
e sai pelas extremidades e a energia produzida (ou perdida) internamente.
(Pela passagem de uma corrente elétrica, por exemplo, ou pelo resfriamento
ao longo da barra). O fluxo de calor através de uma segfo transversal em x
(isto €, a quantidade de calor que passa da esquerda para a direita através
da se¢dio x por unidade de tempo) serd suposto proporcional ao gradien-

daTr N
te de temperatura no ponto, T (x), o que corresponde & Lei de Newton-

Fourier. O fator de proporcionalidade, chamado coeficiente de conduti-

vidade térmica, serd dado pelo niimero positivo K(x) que depende da cons-

tituicdo do material e da area da se¢fio e pode, portanto, variar com Xx.
Desta forma, a quantidade de calor por unidade de tempo que sai da

barra [xg, 1] através da extremidade x; é K(xo) ar (xo) e através de x;,

¢ — K(xx) (XI)

dar - g ,
Observe que, se I (x0) >0, entdo a temperatura a direita de x, sera

maior do que & esquerda e, portanto, o fluxo de calor se da no sentido exte-
rior a barra, ou seja, o,calor que sai € positivo, dai a razio dos sinais. Ve-
rifique o argumento em x, . Suponha agora que a produgio interna de calor
por unidade de comprimento e de tempo seja dada pela fungdo f(x) (cha-
mada densidade de fonte). Isto significa que a produ¢io de calor por uni-

daélei de tempo na barra [x,, x;] é dada por

J 1 Sf(x)dx (Produc¢io negativa significa calor retirado.)

Como a quantidade de calor contido entre x, e x, ndo se modifica,
o fluxo para o exterior deve ser igual 4 taxa de producio interna, isto é,

T =
— Kx) S () + K(v0) 2L () = J fedx
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ou, utilizando o Teorema Fundamental do Calculo

od dT o
_J;o —&;(K(z)v—d; (z)) dz::J;o JSx)

Como este argumento vale para quaisquer pontos x, € x, da barra, entiio
devemos ter (supondo as fungdes continuamente diferenciaveis duas vezes)

d dT
- fadll - 1
e | K0 G0 = 10 0
para todo x. !
Observe que esta é uma equagdo diferencial para T(x) e a operacio
efetuada em T'(x) o
d d
LT(x)= — | T
-, %)= (K(x) dx>
€ linear. :
Para caracterizar a distribui¢do de temperatura devemos impor as con-
dicdes de fronteira como, por exemplo, temperaturas constantes nas ex-
tremidades

TO)=T, e TIL)=T,

Assim, 0 nosso problema é obter uma fungio T(x) que satisfaz

LT(x)= — f(x)
TO)="T, | @)
T(L)=T, -

onde K(x),f(x), Ty ¢ T, sio dados do problema.

Este problema ¢ chamado um problema de fronteira para a Equagio
diferencial (1).

Uma outra condigdo que poderia ser imposta nas extremidades seria
a especificacio de um fluxo constante, K(0)7'(0)= A. :

EXERCICIOS

1. Considere uma barra cénica como na figura, em estado térmico estacionario, homogénea
(condutividade e calor especifico constantes), resfriada por uma corrente liquida de tem-
peratura T, ao longo do comprimento e com temperaturas constantes T, e T, nas duas
faces. Observe que ndo esta dito que a parede da barra estd 4 temperatura T,, na verda-
de ha um salto entre 7(x) e T, que dara origem a um fluxo (Lei de Fourier) K(T, — T'(x})
ao longo da barra para o exterior. Obtenha a equac¢do para T(x).

T

o
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2. Considere agora o estado térmico estacionario de um cilindro em que a variagio de tem-
peratura se da no sentido radial sendo uniforme na superficie dos cilindros coaxiais. Com
argumentos analogos aos utilizados no Modelo 4 obtenha a equagio para T(r). Observe
que neste caso o coeficiente k& depende de r por intermédio da 4rea.

3. Repita o mesmo procedimento do exercicio anterior considerando uma esfera.

Modelo 5 DISTRIBUICAO DE PARTICULAS

O problema de distribuigdo de calor em uma barra € semelhante, do
ponto de vista matematico e de interpretagdo, a diversos problemas que
envolvem o estado estacionario (ndo variando com o tempo) de processos
de difusdo de particulas, substincias, bactérias, difusdo probabilistica € per-
colagdo*.

A equagdo geral de difusdo estacionaria descreve um estado de equi-
librio na densidade de distribui¢do da propriedade ou substincia estudada
e tem a forma

d du

4 et = 1
- (D(x) dx>+q(x)u e 0
onde D(x) é o coeficiente de difusdo, f(x) € a intensidade das fontes e g(x)
¢ o coeficiente de absor¢do ou de reatividade. O operador diferencial

Lu= [7‘1— <D x) -%) + q(x)] u v 2)

¢ chamado de operador de difusdo.

O progesso dindmico de difusdo que envolve a variavel tempo seré es-
tudado no Capitulo 6, referente as equagbes com derivadas parciais.

Observe que o operador L ¢ linear. "'

As condigdes que normalmente sdo acrescentadas d equacio de difu-
sdo estacionaria Lu = f na formula¢do de um problema especifico sdo as
chamadas condigées laterais. Uma vez que o problema fisico modelado é
estacionario, as condigdes iniciais ndo t€ém sentido.

As condigdes laterais informam sobre o tipo de interagio que o sis-
terha estudado tem com o meio ambiente, o que é essencial para a carac-
terizagdo de uma situagio especifica.

O termo g(x)u ou Au representa uma fonte (ou sumidouro) da proprie-
dade estudada, que depende da sua densidade. Vimos situa¢io semelhante
no problema de decaimento radioativo, em que a fonte é proporcional
densidade da substincia. Em reagdes quimicas onde, em geral, h4 um pro-
cesso de difusdo, o surgimento ou desaparecimento de uma substincia de-
vido 4 sua participagio em uma das reagbes também pode ser representado

* Para maiores detalhes, ver LIN, C.C. & Segel, L.A. Mathematics Applied to Deterministic Problems
in the Natural Sciences. New York, Macmillan, 1974.
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por uma fonte proporcional & sua densidade. Neste caso, g(x) é o coefi-
ciente de reatividade. Em alguns problemas esta reatividade pode depen-
der exponencialmente da densidade (Lei de Arrhenius), o que resulta em
uma equagdo ndo linear. :

Em problemas de percolagio, isto é, movimento de liquidos em meios
porosos, o coeficiente g(x) representa a absorgdo.

No estudo da dindmica populacional de bactérias o coeficiente g(x)
pode representar a fertilidade da espécie. Voltaremos a discutir isso no Ca-
pitulo 7.

tog

Modelo 6 PROPAGACAO DE ONDAS MONOCROMATICAS

EM UM MEIO UNIDIMENSIONAL

Analisemos o problema de propaga¢do de uma vibragdo longitudinal
ao longo de uma barra perfeitamente elastica, de secgdo considerada es-
treita com relagio ao seu comprimento. Iremos supor que em cada sec-
¢do da barra o processo seja uniforme, o que nos Ieva a construir um mo-
delo unidimensional. Utilizaremos os argumentos’ "de Euler para obter a
equacdo da amplitude de uma vibragdio monocromatica, isto é, de uma
dada freqiiéncia (ver Figura 3.8).

—_— AN~ -
T ) /
7, /A
1 2 3 n—1

Tal como no processo limite para a constru¢do da integral, Euler repar-
tiu a barra em pequenos segmentos de comprimento A e supds que cada
um interagisse com os seus vizinhos laterais por meio da Lei de Hooke para

I\\§\S\\\§

2

]
-+

-

Figura 3.8

-forga elastica. Assim, se o n-ésimo segmento

n Un+1
I ] f i

10

deslocou-se de sua posi¢do inicial de U, (positivo se & direita, negativo se
a esquerda) a forca elastica exercida pelo segmento n+ 1 sobre o n-ésimo
sera dada por

U;+l - Un

K =
+ A

onde K ¢ o coeficiente elastico (que sera suposto constante) e A a separa-
¢do inicial entre as fatias, tomada uniforme.



i

Equacdes Diferenciais Ordinarias Lineares 129

A forga de interacdo do segmento n — 1 sobre o segmento n, sera dada

Un - Un-— 1
A
Se p, ¢ a densidade da barra e 4 sua se¢io temos, pela Segunda Lei de Newton:

aQU Uy —2U0,+U0,_
" A A =K nt+1 n n—1 1
uma vez que p,4A € a massa da fatia.
‘ Analisando agora apenas a propagacdo de uma onda de freqii€ncia
w/2n faremos a suposi¢do que a dependéncia de U, com relagfo ao tem-
po seja dada na forma

por

— K (Verifique os sinais!)

U,=v, (sen ot + 6)

onde v, ndo depende de t.*

d*U,

Logo, dtzn = —p,w* e, substituindo na Equacio (1), vem
Un+1 - Un . Un— Un’l
- (sznAUn =K A A
A

Utilizando agora um argumento andlogo a passagem do limite para a
definicdo de integral, escrevemos esta equagdo para reparticdes cada vez
menores da barra e verificamos, formalmente, que o lado direito da equa-
¢do se aproxima de -

Un+1 - Un dU e Un— Un—'l dU
A ~ax A dx

r

e, portanto, é razoavel supor, com Euler, que a amplitude de uma onda de
freqii€ncia w/2m através, da barra possa ser modelada pela equagio

2

< dx*' K
ou §eja
Zaz + ?r(x)p=0 @

&
Z2to 2r(x) € linear e de segunda ordem.

A equagdo obtida é chamada equagio reduzida da onda, ou de Helmholz,
para o caso unidimensional, e se constitui no modelo mais importante e uti-

lizado no estudo de propagagdo de ondas das mais variadas naturezas.

onde o operador diferencial L =

* As fungdes U,(r) satisfazem um sistema de equagdes diferenciais ordinarias acopladas. Veremos no
proximo capitulo que a forma U,{f) = v, sen (wt+ 8) ndo é tdo restrita quanto parece; a solugdo geral é
uma combinagio linear de um numero finito destas.
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No ultimo capitulo estudaremos a formulagdo do problema de propa-
gacdo de ondas gerais.

Observe que a equagdo reduzida da onda

#

2T w*r(x)v=10

ndo envolve a variavel do tempo e, portanto, do ponto de vista fisico, os
problemas a ela relacionados ndo sdo em geral problemas de Cauchy.

’ Suponha, por exemplo, que a barra esteja engastada em suportes para
x=0 e x=L (ver Figura 3.9a). Isto implicard que o deslocamento v(x)
sera nulo nas extremidades, isto é:

v(0)=0v(L)=0 | G)

Por outro lado, suponha que a extremidade x = L esteja livre, 0o que
vale dizer, sem receber nenhuma forga sobre a face terminal. Isto implicara

d

K@) dx

. dv '
=0  ou seja S D=0 @)

x=L R

* Se a extremidade estiver ligada a uma mola de coeficiente elastico o (ver
Figura 3.9b) devemos impor a condigio

=0 e ’v(0)=0 %

(a) Barra engastada (b) Barra engastada somente
nas extremidades numa extremidade

Figura 3.9

Desta forma, verificamos que as condi¢des a serem acrescentadas a
Equagdo diferencial (3) podem ser bastante variadas e provém da inter-
pretagdo dada ao modelo matematico sugerido pelo problema fisico.

EXERCICIOS

1. Obtenha a equagio para o caso em que o coeficiente K depende de x.

2. A vibragio monocromatica radial de uma esfera (a Terra, por exemplo!) pode ser mode-
lada por um argumento analogo onde os segmentos sdo “‘cascas esféricas™ de espessura
AR (ver figura abaixo).
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= . . " I )
Obtenha uma equagio para a amplitude de vibragio de freqiiéncia —- para uma
esfera elastica uniforme observando que:

a. as massas das cascas variam com R, mesmo para reparticio uniforme do raio e

b. a forga elastica entre as cascas depende proporcionalmente da area. (A lei-de Hooke
se refere & proporcionalidade entre a tensdo — for¢a por unidade de area — e a defor-
magio!) Repita a analise para a vibragdo radial de um cilindro. Referéncias: RAYLEIGH,
L. The Theory of Sound. New York, Dover, 1975, 2v.

3.3 EQUAGOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS LINEARES —
PRINCIPIO DE SUPERPOSICAO

3.3.1 Introducido

O objetivo desta secgdio & estudar propriedades gerais das solugdes das equagdes
diferenciais ordinarias lineares que decorrem essencialmente da linearidade da ope-
ragdo diferencial.

Com isto formularemos os problemas, de tal maneira que os conceitos e técnicas
de Algebra Linear sejam imediatamente aplicaveis, contribuindo para a simplicidade
da teoria e dos métodos.

A ndo utilizagdo desta formulagio implicaria necessariamente em um desenvol-
vimento da mesma Algebra Linear, ainda que de uma maneira disfargada em Equa-
¢des Diferenciais. Assim, perderiamos uma excelente oportunidade de verificar a im-
portincia da Algebra Linear e mais, estariamos duplicando o nosso trabalho, isto &,
estariamos caminharido na dire¢io da fragmentagio da Matematlca e ndo da sua
esséncia, que € a sintese de idéias.

Estudaremos, portanto, Operagoes do tipo

dn~1

TLu=a dx" -t

n-1(X) === u+ ...+ ap(x)u

n dk
e denotaremos a operacio efetuada em u por L= > ak(x);b?‘— ou, para simplificar
I3 . "=0

= - . d
a notagdo, utilizaremos o simbolo D para representar I € €SCreveremos
X

D d " k
=—0y: L= ) a(x)D
k=0

dx*’

A fungdo a,(x) obviamente ndo pode ser nula no intervalo de interesse e, neste
caso, diremos que o operador diferencial linear L € de ordem n. Os zeros de a,(x) serdo
denominados pontos singulares do operador diferencial.

As fungdes coeficientes a,(x) serdo supostas continuas e de valores reais, a menos
que outra hipotese seja explicitada.
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Neste caso, a operagio L podera ser aplicada a fungdes definidas em um inter-
valo (a, b), com n derivadas continuas e valores reais, e o resultado Lu sera, portan-
to, uma funcdo continua.

No contexto da Algebra Linear, L sera entdo um operador linear definido no es-
pago vetorial real de fungdes C"[(a, b),|R]= {funcdes definidas em (a, b) com valo-
res em IR e n derivadas continuas}, pois L(Au; + u;) = ALu, + Lu, para todas fun-
¢Oes u; € u, € 4 real, como é facil verificar. .

Consideraremos inicialmente equag¢des do tipo Lu = f para f continua. Equagdes
para f ndo continuas serdo estudadas na Secg¢io 3.4.7.

A equac@io Lu=0 & chamada homogénea, e o conjunto de solugdes desta equa-
¢30 ¢ o nucleo de L, também denotado em Algebra Linear por N(L) ou Ker(L) (do
inglés “‘kernel”, que significa nicleo) que ¢ um subespaco vetorial de C"[(a, b), IR].

Qual é o N(D), N(D?), N(D*), N(D —1)?

Observamos agora que se v; € v, sdo solugdes de Lv =1 (isto é, Lv; = f, Lv, = f),
entdo v; — v, =u € solugdo de Lu=0, uma observagio simples, mas de importincia -
decisiva para o que se segue.

A partir dai concluimos que, dispondo da solugdo geral da equagio homogénea
Lu=0, (isto &, se conhecemos N(L)), entdo para obter a solugio geral de qualquer
equagdo ndo homogénea Lv = f, basta obter uma solugdo v, Lvy =/ € todas as de-
mais serdo da forma v=uvy+ u.

Com base no que foi observado acima, a resolugdo completa do operador L sera
realizada de acordo com o seguinte programa: primeiro, obter todas as solugdes de
Lu=0; e segundo, obter uma solugdo para a equacdo Lv =, para cada f continua.

Portanto, para resolvermos completamente o operador L a questdio inicial é a
obten¢do de seu nucleo.

Esta tarefa, como ja vimos, é imediata para operadores do tipo D* e veremos adian-
te como realiza-la completamente no caso de coeficientes constantes. No caso geral,
de coeficientes variaveis, a situagdo ¢ muito mais complicada, mas ainda assim po-
demos dispor de algumas técnicas eficazes para casos especiais importantes como o
método de expansdo em séries de poténcias de Euler e Frobenius.

A segunda etapa do programa utiliza a linearidade da operagiio L sob um pon-
to de vista que é usualmente denominado de “‘Principio de Superposi¢io™, baseado
na seguinte observagio: se v, ..., v, sdo solugdes das equagdes Lv, = f,, entdo a so-

lugdo de Lv=f para qualquer combinagio linear f= ) c,f, sera dada pela super-
K=

n
posi¢do (combinagio linear) correspondente das v, v= ) c,v,. Isto significa que
. k=1

poderemos aumentar consideravelmente o niimero de problemas resolvidos através

de superposigdes. Todavia, o alcance e a forga real deste argumento s6 poderdo ser

apreciados com a generalizagdo do conceito de superposiciio para somas infinitas (sé-

ries) e continuas (integrais). Por exemplo, dadas as solugdes v, das equagdes Ly = x*,

com k inteiro, k> 0, a solugdo de Lv= ) c¢,x* podera ser formalmente escrita como
k2

V= Z cyy. Isto abrange a ampla classe Ode fungdes f que podem ser escritas como

, . k20 o
serie de poténcias.
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Da mesma forma, se Lv = f(x, o) tem uma solugdo v(x, «) disponivel para todo «
P

em um intervalo (c, d), entdo Lv—-F(x) para F(x)= J‘ S(x, 0)c(e)de, tem solugdo

A c

formal v(x)zj v(x, o)c()dz que € uma superposi¢io continua ‘de solugdes.

O método de Fourier baseia-se nos casos onde f,(x)=sen kx ou coskx ¢ a so-
lucdo é dada na forma de séries de Fourier

o0
Ly, =sen kx
= a,v, + bw k
k;o KT TR <ka——cos kx)

para f(x)=Z a; sen kx + b, cos kx.

No caso em que f(x, o) =sen xa ou f(x, a)= cos xa, a solugio ¢ dada na forma
de integrais de Fourier, para (c,d)= (— 0, + ).

O método de transformadas integrais (Fourier-Laplace etc.) e o0 método de Green
baseiam-se exatamente nestas observagdes para diferentes classes de f(x, o).

A teoria envolvendo estes métodos é vastissima e, tradicionalmente, esta reser-
vada as disciplinas denominadas “Métodos de Matematica Aplicada™. Trataremos da
transformada de Laplace e do método de Green apenas introdutoriamente.

E importante observar que a segunda etapa deste programa (isto €, os métodos,
para a obten¢do de uma solugdo de Lo = f) depende essencialmente da primeira, como
veremos nas Secgdes 3.4.7, 3.6.2, 4.3. Por isto, considera-se que o problema funda-
mental na resolugdo completa de Lv=f é o calculo de N(L).

Uma vez delineado o programa a ser cumprido com respeito & “resolucdo geral”
do operador L, é necessario abordar agora os problemas que os modelos sugerem
quando se acrescentam condigdes a estas equagdes diferenciais: problema de Cauchy
e problemas de valores laterais. '

Estas condi¢des adicionais sio também equagdes sobre as fungdes incognitas
(embora de outro tipo) e que caracterizam determinadas solu(;oes dentre a solugdo
geral de Lo =f.

Na maioria dos casos estudados, e em todos os que trataremos, essas condi¢Ges
envolvem também operagdes lineares.

Vejamos o problema de Cauchy:

Equagdo diferencial Lv=f

[ v(xo) = vo
dv
e (xo) =1,
m e e %
Condigbes iniciais L . 3

= Un—1
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Se considerarmos as condigdes iniciais como um vetor a = (v, vy, ..., Vp—1) €
definirmos 1, r = (v(xo), v'(xo), ..., v~V (x,)), estas condi¢des podem ser escritas como
I.v=a e o problema de Cauchy como:

Lv=f
I, v=a
(1]
E facil ver que a operagdo I é linear e leva fungdes de C" em vetores do IR™ (ve-

rifique!).
No caso de problemas com condigdes laterais, como no Modelo 4, temos

1 d d "
| z;("‘;z;T)"f

TO)=T,
TL)=T,
Definindo BT = (T(0), T(L)) podemos reescrever o problema como
‘ {Lu = f ,
BT=§ : ‘

onde L e B sdo lineares, f e  sdo dados, f €IR2.

EXERCICIOS
;, . Lv= Lv=0 ,
| 1. Sejam v, a solugdo de {I v fO e v, a solugdo de {I v . Mostre que v, + v, € a solu-
x! = 2V
L -3
¢do de {I v fu. O mesmo vale para B?
xuv =

Lo=0
2. Se v, for solugdo de { v _onde e7=(1,0,...,0) ... ;= (0,0, ..., 1) mostre que uma

xuv =€

| . Lv=0 R
| solugdo de ¢ dada por v=2X a,v,.
X, ==
3. Mostre que a :)peragéo B, : N(L) —IR" & linear e que:
Lu=0 - . , . !
a. se o problema 1 tem solugiio para todo «, entdo B, ¢ sobrejetora.
"ou= .

u=0 .. = .-
b. se o problema { tem solucdo € € Gnica para todo «, entdo B, ¢ isomorfismo

Xu=

e dim N(L)=N.

3.3.2 O Espaco de Solucées da Equacdo Homogénea

O objetivo desta seccdo néo € desenvolver métodos dé resolugdo para a equagdo
homogénea, mas obter alguns resultados gerais sobre o conjunto de suas solugdes.
Ja tivemos a oportunidade de observar que estas solugdes constituem um subes-
pago vetorial de C"[(a, b),IR] e, neste caso, o procedimento natural e pratico para
descrevé-las € através de uma base deste subespago. Desta forma precisamos calcular
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apenas um certo numero reduzido de solugdes da equagdo homogénea e as outras
serdo obtidas por meio de combinagdes lineares destas.

Os resultados principais desta secgiio estdo ligados a argumentos de Algebra Li-
near, comegando pela demonstragio de que N(L) tem dimensdo finita, seguida pela
caracterizagiio de uma base deste espago como solugdes de problemas de Cauchy para
a equacdo homogénea.

Fixado x, € (a, b), podemos associar a cada h e N(L) as suas condi¢des iniciais
através da operagdo

‘ I,: NL) > R”
h e (h(xo), h'(Xq), ..., B P (xg)) =«
que, como pode ser facilmente verlﬁcado € uma operacio linear entre dois espagos
vetoriais.
A descri¢io de N(L)sera efetuada por meio desta associagio e, para que isto possa

ser feito sem ambigiiidade, é necessario que para cada o € IR" exista uma, e somente
uma, solugdo do problema de Cauchy

{Lh =0
lxoh =0
A questdo compreende essencialmente duas partes distintas:

a. existéncia de pelo menos uma solu¢do para cada problema;
b. unicidade de solugio.

A resposta completa para esta questdo é fornecida pelo teorema fundamental
das equagdes diferenciais ordinarias lineares, devido ao matematico francés Augustin
Louis de Cauchy (1789-1857), que enunciaremos a seguir.

Teorema de Existéncia e Unicidade de Solug:iio do Problema de Cauchy para EquacGes
k

Diferenciais Ordinarias Lmeares Seja L= Z ak(x) ddk o operador linear com coefi-

cientes continuos em (a, b) e a,(x)# 0 para todo x € (a, b). Entdo, para cada x, € (a, b),
xelR" e f(x) continua em (a, b) existe uma unica solugdo do problema de Cauchy

fLh=f(x)
L h=«a

no espago C"[(a, b), I‘R].

Observagies: »

a. O teorema nos fornece mais do que o necessaric no momento, pois para o estudo de N(L) basta consi-
derar f=0.

b. As demonstragdes de existéncia de solugdes para operadores gerals utilizam-se de métodos que ndo sdo
“praticos” devido 4 propria generalidade do teorema. Uma destas demonstragdes sera apresentada
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na Secgdo 4.4. Alguns métodos “‘praticos™ para a resolugdo analitica de certos tipos especificos de equa-
¢Ges serdo desenvolvidos nas proximas secgdes deste capitulo. ~

Do ponto de vista da Algebra Linear, a existéncia de solugdes para todo problema de Cauchy sig-
nifica que a operagio linear

L,:N@L) — R

¢ sobrejetora.
c. A questio de unicidade pode ser tratada independentemente e de forma mais simples, razio pela qual
apresentaremos uma demonstragio deste fato mais adiante. Por enquanto, observamos que a unici-

| dade de solugdo significa que L, ¢ injetora.
k Em resumo, o teorema de existéncia e unicidade é equivalente a afirmagdo de que I, é um isomor-
fismo linear entre N(L) e IR". .

/

Reuniremos as informagdes que nos interessam no teorema a seguir.

’ n k . . _.4'.
Teorema Seja L= ) ak(x)%cr um operador .definido em C"[(a, b),IR] satisfazendo
k=0

a propriedade de existéncia e unicidade de solugées para todo problema de Cauchy
{Lu=0 . -7

L u=a
Se {e}1<k<» ¢ uma base de IR", entdo as solugdes de

Lhk - O
Ixohkz €

formam uma base para N(L).
Em particular temos que dim N(L)=n.

Demonstragio :

Basta mostrar que todo ue N(L) pode ser escrito como uma combinagdo linear
de {i} e de maneira tinica.

Calculando I u= B, escrevemos f = Y Bie, e tomando h = Y. Bihy verificamos
k=1 k=1
que, pela linearidade de L e I, h é solugdo de
La=0
Lh=p

tal como u.
Devido 4 unicidade de solugdes do problema de Cauchy devemos ter u=~#, o
que conclui o teorema.

O Teorema 2 deixa claro que para se obter a solugdo geral da equagio homo-
génea de um operador de ordem n, & suficiente que qualquer método de resolugio
fornega n solugdes linearmente independentes.

Para finalizar esta se¢do, discutiremos a questio da unicidade do primeiro teorema.
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Observe que basta provar a unicidade da solugdo nula 4 = 0 do problema de Cauchy

homogéneo ,
Lhi=0
Lha=0
Neste caso, se u; € u, forem solugdes do problema
Lu=f
Lu=o

entdo, h=u,; —u, sera solugdo do problema homogéneo e, portanto, h=0, o que
implica em u; =u,.

A demonstragio da unicidade da solugdo nula para o problema de Cauchy homo-
géneo que utilizaremos segue a argumentacdo motivada pelo principio de conservagdo
de energia do oscilador harmomco homogéneo .

d*x dx

Lx mzﬁ—}— 7Z—+kx 0

cuja energia mecinica ¢ dada pela expressdo
E(x,x)=E. ()= —;— (mx? + kx?)

A variagdo da energia de uma solugdo da equagdo do oscilador homogéneo (sem
influéncia externa) ¢ dada por
dE,

dt .

= (mX+kx)x= —cx* <0
4 i
que, do ponto de vista fisico representa a dissipagdo de energia mecanica em calor
causada pela viscosidade. .
Duas caracteristicas basicas da funcdo E nos sdo 1mportantes

1. E(x(¢), x(?)) &€ ndo crescente com ¢, se x(?) é solugdo de equagiio homogénea, e

2. E ¢ positiva definida, isto é, E(x, x)> 0 e E(x, X)=0 se, e somente se, x=0
e x=0.

Com estas propriedades podemos concluir que, se E,(t,) =0, entdo E,(¢) =0 para
todo ¢ e, portanto, x(f) = 0. Isto significa que a solugdo do oscilador homogéneo com
condi¢des iniciais nulas E(x(0), x(0)) =0 s podera ser x(f)=0.

A demonstragio, no caso geral, da unicidade de solugio para o problema de Cauchy
homogéneo segue argumentagdo anéloga ao caso do oscilador visto acima. A fungio
“energia” de uma solug@o #(x) neste caso sera dada pela fungdo definida positiva

E(h, b, ..., ") = E,(x) = [h()P + [F (X))* + ... + [~ D x)]?
Derivando esta expressdo, temos

n—1
h(J) (+1)
=L 20

j=0
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Substituindo A" (x) no 1ltimo termo da soma anterior pela equagdo diferencial
(uma vez que a,(x)=0), temos a expressdo

L ¥ @)
osi<n
de onde tiramos
dE .
—< Y e [hPx)] A% (x)]
dx 0<j<n

0=k<n
.

Utilizando agora repetidamente a desigualdade ab < %- (@ + b?), podemos escrever

9 < < Y X)W com  b(x)=0

dx 0<k<n

Tomando c(x)—- max {by(x)} =0, temos finalmente

dE dE - ’
dx C(X)E ou —L?)_C“_ cE SO

Lembrando-se agora do método de resolugéé de equacgdes lineares de primeira
ordem por fator integrante, vem (fazendo C’(x)= c(x))

ey AE ‘ d ..
Cx) 22 e CH F « : 5 =C(x) <
e e ce <0, isto é, . (e E)<0

Portanto, a fungfio ¥, (x) = e ¢ E, & ndo decrescente e, como ¥ (x) > 0 para todo x
vem que, se ¥ (xy) =0, entdo Y (x)=0. Logo, E(x)=0 pois a exponencial é sempre
ndo nula. Portanto, h(x)=0, o que conclui nossa demonstragio.

Observagdo:

O argumento acima ndo nos leva a conclulr que Ej;(x) seja ndio crescente (no oscilador harménico
com viscosidade negativa teriamos

dz" =(—0)%*>0).

Entretanto, a fungio

Ua(X) =y, b, . B D) = e"CRER R, ..., R

¢ tdo boa quanto E para o desenvolvimento do argumento.

EXERCICIOS

1. Verifique com cuidado a demonstragio de unicidade para uma equagio de segunda or-
dem e coeficientes varidveis.
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2. Mostre que para uma equagio diferencial linear em que os coeficientes sdo definidos para
x> 0 e limitados por uma constante | g,(x)| <M, a “energia” de uma solugio da equa-
¢io homogénea cresce no maximo como uma fun¢io exponencial ce™, ¢ e m constantes
positivas.

3. Obtenha analogamente uma estimativa para o crescimento da energia de um oscilador
harménico com influéncia externa f(?).

3.3.3 Equacgdes Diferenciais para Fungdes de Varidveis Reais e Valores
Complexos

Os modelos matematicos descritos por equagdes diferenciais ordinarias usual-
mente se referem apenas as solugdes que sdo fungdes de variavel real e valores reais.
Entretanto, do ponto de vista matematico, tanto da teoria quanto dos métodos, €
muito mais simples estudar o conjunto de solugdes que admite fungdes de variavel
real com valores complexos e considerar o operador diferencial L com coeficientes
complexos. Esta afirmagdo, embora possa parecer paradoxal, ndo deve surpreender
aqueles que ja tiveram a oportunidade de substituir as desagradaveis manipulagdes
trigonométricas (reais) pelas propriedades claras e simples da exponencial (complexa)
e = cos w + i sen w.

Os sentidos ndo matematicos de termos como “‘real”, “imaginario”, “‘complexo”
etc. nio devem influenciar o julgamento do leitor.

O objetivo desta secgfio ndo é fazer abstragGes ou generalizagGes levianas da teoria,
mas simplifica-la na forma e nos métodos.

As propriedades basicas dos niimeros complexos que serdo utilizadas a seguir
podem ser encontradas em bons textos de Calculo, Geometria Analitica ou Algebra
Linear, e devem ser verificadas cuidadosamente pelos leitores que ndo as consideram
triviais. .

Iniciaremos peld definicdo do conjunto

C*[(a, b), C]=

das fungGes u definidas no mtervalo (a, b) com valores no conjunto C dos numeros
complexos; u=u; + iu,, com uy, u, € C¥[(a, b), RI.

C* & um espago vetorial com escalares complexos, considerando as operagdes
usuais de funcdes.

Observe;que C¥[(a, b),IR] = C* também ¢é um espago vetorial com escalares reais,
e por este motivo, apesar de ser um subconjunto de C*, ndo é um subespago vetorial
de C~

O teorema de unicidade de solugles para o problema de Cauchy, no caso com-
plexo, pode ser demonstrado exatamente como no caso real, donde concluimos que
N(L)=espaco vetorial das fungdes 4 € C"[(a, b), C], complexas, solugdes de Lh=0,
tem dimensdo finita <n. (Verifique!)

Como o conjunto N(L) (real) estd contido no conjunto N(L) (complexo) é evi-
dente que qualquer solugdo real poderd ser obtida como combinagio linear de uma
base de N(L) (ainda que com coeficientes complexos).

Por outro lado se 4, ... h, formam uma base do espago vetorial N(L) (real), entdo
também formario uma base de N(L) (complexo).
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Verifique este fato. _
Em resumo, o “trabalho” para se calcular N(L) é 0 mesmo que para N(L).
Por exemplo, as fungdes complexas e™, e™™* formam uma base para o nicleo de

d? x . .
L=3—2+1 em C?[R, C]. As solugdes reais cos x e sen x podem ser escritas como
X
combinagdes lineares de e'*, ¢~ ix

1 ix 1 - ix
cosx——z-e + 5 e

i 0.
sen x = ——e*f —p7
‘ 2 2
Por outro lado, {cos x, sen x} ¢ uma base de N(L) ¢ néo é dificil mostrar que tam-
bém é uma base de N(L). )
Utilizaremos a seguir apenas a notacio N(L) que, a menos de aviso explicito, re-
presentara o espaco de solugdes da equaciio homogénea em C|[(g, b), C], isto ¢, complexas.

3.4 EQUAGOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS LINEARES COM
COEFICIENTES CONSTANTES

3.4.1 Introducio

N .
As equagdes do tipo Lu=f, onde L= Y, @, D* sendo a, reais ou complexos,
k=0
ay+#0 e f fungdo complexa continua, sdo importantes no estudo de diversos proble-
mas, notadamente de vibragdes mecinicas, oscilagdes elétricas, vibragdes moleculares
etc. Além disto, elas representam uma classe de equagdes que pode ser resolvida ex-
plicitamente, e por este motivo constituem uma espécie de padrdo de comparagio
para o desenvolvimento da teoria.

Um estudo sério de equagdes diferenciais deve sempre comegar pela boa com-
preensdo da teoria e métodos das equagdes lineares de coeficientes constantes. Ana-
lisaremos nesta secgdo operadores diferenciais do tipo acima, definidos no espago ve-
torial das fungdes com variavel real e valores complexos € com N derivadas conti-
nuas. Como os coeficientes sdo fungdes constantes definidas em toda a reta, procura-
remos as solugdes definidas também em toda a reta real; em CV[R, C].

3.4.2 Algebra dos Operadores Diferenciais Lineares de Coeficientes
Constantes

N
A manipulagio de operadores diferenciais I = Y a.D* tem muita semelhanca
k=0
com a algebra de polindmios e, como esta algebra é bem conhecida, nada mais natural
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do que tirar proveito deste fato. O primeiro a se utilizar disto foi O. Heaviside (1850-
1925), engenheiro por profissdo e fisico matematico autodidata (o que certamente
deve ter influido na audacia de suas contribuigdes a Fisica Matematica, destacando-se
entre elas a analise vetorial e o calculo operacional). Ambas as teorias foram apre-
sentadas, sem muita preocupag¢io com o rigor matematico, em sua obra Electromagnetic
Theory, editada em trés volumes (1893-1899-1912), como métodos para o estudo da Teo-
ria de Maxwell e receberam logo uma forte repulsa da comunidade matematica. Como
mais um exemplo de que as aplicagdes sugerem a2 Matematica os seus rumos mais pro-
ficuos, estas duas teorias forgaram entrada na cultura matematica, produzindo uma
vasta influéncia no seu desenvolvimento moderno.

A Algebra Operacional, que consiste na manipulagio dos operadores diferenciais,
sera utilizada neste livro apenas em sua parte mais elementar.

N
Observemos inicialmente que a cada polinémio P(4)= Z a,A* podemos asso-

k20
N
ciar um operador diferencial que denotaremos por P(D)= Z a,D*, substituindo 4

por D e vice-versa. Tomaremos isto como defini¢do do operador diferencial P(D)=
para cada polindémio P(4).

Agora, se P(A)+ Q(A)= R(4), é facil verificar que o operador diferencial R(D)
(construido do polinémio R(A) pela defini¢do acima) é idéntico & soma dos operadores
P(D)+ Q(D). Portanto, a operagdo de soma destes operadores diferenciais pode ser
substituida pela correspondente soma de polinémios e vice-versa.

O mesmo se da com relagio a multiplicagdo de um polindmio (operador) por um es-
calar. Observemos agora que o produto de dois polinémios P(1)Q (1) = M(A) correspon-
de a composicdo dos respectivos operadores diferenciais, isto €, M(D)u= P(D)= (Q(D)u).
Demonstre este fato partindo do calculo algébrico de M(A) e da defini¢do de M(D), e
mostrando que este operador € equivalente a aplicagiio sucessiva de Q(D) e P(D). Além
disto, observe também que a composigdo destes operadores ndo depende da ordem
P(D)(Q(D)u) = Q(D)(P(D)u).

A titulo de exemplos faca algumas “‘experiéncias” com polindmios P(1) e Q(A)
de sua escolha.

Assim, manipula¢des que envolvem soma e composi¢do de operadores diferen-
ciais podem ser feitas por meio da Algebra Polinomial de somas e produtos.

Se a; sd0 as raizes de P(A) com mult1p11c1dade k;, eg:tﬁo

PO (a0l —a) . (=g
pelo Teorema Fundamental da Algebra e, portanto,
P(D)= (D —ap)* ... (D — a,)

EXEMPLO 1

A equacdo do oscilador harménico tem por operador diferencial P(D)=mD?*+c¢D+k
PR)y=mi*+cA+k
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—c %
Como as raizes de P(A)=0 sio a,'zzw.

2m

PA)y=m(A — o) (A —ay)

e, portanto,
P(DYy=m(D—a,) (D~ a,) a
EXEMPLO 2
Se PA=A2—1=(A—-1)A+1 ‘o
entdo )
PD)y=D?>~1=(D~-1)(D+1)
e

_du o (du
P(D)u—-_ﬁ-—u—(D 1)<dx+ dxz 7Z 7[

Como se v&, ndo ha nénhum segredo nesta Algebra Operacional, bastando encarar D como uma va-
riavel. ’ H

N

EXEMPLO 3

Tomemos o circuito elétrico do Modelo 3 que nos da o seguinte sistema de equagdes:

( 1 1
LD+ L= L, =DV

1 1
| LD’L+ RDL + 5 [~ I; =0

que podemos escrever
( 2, 1 1

LD?*+ v 1 ——C-I2 Dv
)]

\

1 1
e | LD?> 4+ RD+-—\1,=0
C ;+( + + C) 2
Para obtermos equagtes desacopladas para I, e I,, basta analisar o sistema acima como um siste-
ma de equagGes algébricas lineares em I, € I, com coeficientes que podem somar e multiplicar.
Multiplicando a primeira equagio de (1) por —Cl-,- ea segun/c}a pbr (LD2 +%) e somando membro
.

a membro as equagdes do sistema, obtemos

1 1 DV
[ DZ 2
- 2+<L C)(LD +RD+ C)IZ =
ou
R DV
LD*+ LRD*+ 2D\ I, =22
( +LRD* + )12 = @

" . . e . - .. d
E obviamente muito mais facil manipular as equagdes desta forma do que com a derivagido I
x

usual!




Equacées Diferenciais Ordinarias Lineares 143

EXERCICIO
1. Utilizando a notagio operacional, obtenha as equagdes desacopladas para os seguintes
circuitos:
R, by
I . i
2 M2
LW Py
@ " L,
L, —~ L
1 2 Ma
~~
LoL,

(a)

'~ 3.4.3 Solucdo Completa da Equacdo Homogénea Lu=0 —
Método Operacional

N
L= ) a.D*= P(D), a, reais, ay+0
k20
Para. construirmos uma base de N(L) em CV(R, C) basta obtermos N solugdes
linearmente independentes, ja que demonstramos ser dim N(L)=N.
Faremos a construgdo por etapas bem definidas, podendo servir de roteiro para
a resolucdo da equagio homogénea.

1. Pelo Teorema Fundamental da Algebra (existéncia de raizes para polindmios),
podemos escrever (suponha ay=1) V

PA)y= @A —o)" «.. s A—ap)
onde «; sdo raizes distintas do polinémio e'k; as suas multiplicidades. Podemos entfo
fatorar o operador P(D) na forma

P(D)=(D—a)* « ... «(D—o,)"

Observe que a ordem dos fatores na decomposi¢do de P(1) pode ser qualquér uma
e, portanto,/ 0 mesmo vale para a decomposi¢io de P(D). Ainda,

S k=N
=1

Este teorema basico da algebra dos polindmios nos fornece, assim, um método im-
portante para o estudo do operador P(D), representando-o de uma forma simplifi-
cada, como composi¢io de operadores de primeira ordem.

2. Se z & solugdo para (D—a)*z=0, para algum j, entdo P(D)z=0. Isto se
verifica pela observagdo anterior sobre a ordem dos fatores na decomposicio.

3. Se B & um namero complexo ff=a+ ib, entdo

P(D) (e™f(x))= €™ P(D+ ) f(x)




144 EQUACOES DIFERENCIAIS COM APLICAGOES

Verificagdo: a afirmacio ¢ valida para P(D)= D:

D(e"*f(x)) = e[+ & Df = & (D +B)f
Mostre que vale para qualquer poténcia de D e, portanto, para P(D).

4. Obtengdo das solugdes de (D —a)*z=0.
Observe que
(D —a)f e f(x) = € (D — o + a)* f(x) = €™ D* f(x)

Portanto, se

J)=x", 0gp<k, (D—a)(e=)=0
Desta forma, (D —a«)*z=0 tem k solugbes linearmente independentes

a. o k—1
e, xe™, ..., x

e
e como N(D—a)* tem.dimensdo k, estas fungdes formam uma base.

5. Da etapa 2 concluimos que as solugdes de (D — o )z=0 obtidas acima déo
um total de X k;= N solugdes linearmente mdependentes de P(D)z=0.

Logo, {e** x‘” formam uma base para M(L)
0<p<k;
0<i<g <m

6. Entdo, toda solugdo real de P(D)u=0 pode ser escrita como combmacao li-
near, com coeficientes complexos, da base {¢**x”} de N(L). Observe que se « =a+ ib
¢ raiz de P(%), entdo & = g — ib também ¢é raiz de P(1) e ambas aparecern com a mes-
ma multiplicidade na decomposi¢io de P(D).

Assim,

| I =
xPe™* cos bx = 5 xP e* 4 5 xPe™*

1 1 5
xPe™ sen bx = — xP € — — xPe™
2i 2i

também pertencem a N(L) e sdo reais.
7. Conclusio:

a. Cada raiz real o de multiplicidade k d4 origem a k solugdes reais linearmente in-
dependentes

e, x e, ... xkT1 e
A ]

b. A raiz complexa « =a+ ib(b+0) e sua conjugada « = a — ib, de multiplicidade k,
ddo origem a 2k solugdes reals linearmente independentes

xPe™ cos bx, 0gp<gk—1
xPe™ senbx, 0<g<p<k—1

Fica, assim, completamente resolvido o problema de obtencio do conjunto de
solugdes para Lu=0, reais e complexas.
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Sabendo-se que as solugdes de Lu = 0 (reais) podem ser obtidas da base {x? **]
de N(L) por combinagdes lineares com coeficientes complexos, evitaremos o uso das
expressdes trigonométricas e trabalharemos com estas solugdes exponenciais comple-
xas para maior simplicidade técnica.

Por este motivo, estudaremos as equagdes diferenciais ordinarias lineares de coe-
ficientes reais, sempre no espago vetorial das fungdes de variavel real com valores
complexos e com escalares complexos.

EXEMPLO 4
Se P(A)= (A2 +2) (A— 1)A%2 (A2 + 1), grau P =11, calcule N(P(D)).

Solugdo: Decomposicio de P(A)=(1+i/2) (A—i /) (A— 122 A+ (A—i)
PDY=D+i/2)(D—i /D D-1D*(D+iy* (D-i)

As solugdes de (D —a)z=0 sio da forma {&~ xP) oz pck. lOgO,

(D+I~\/§)__)e—i 2x

(D—iJ2) - etiVZ

(D—1) - e

D? -1, x

(D+ 03 — e“l’x, xe~ ix, xze-ix

(D“' i)3 — eix’ xeix, xzeix

Base para N(P(D))= {e“'ﬁ", VI o¥ 1. x, e % xe” % xle~ % ofx xelx x%e™)

Base para N(P(D))={cos \/2x,sen \/2x, €%, 1, x, cos x, sen X, x cos X, X sen x, x* cos x, x* sen X} B

Observe que neste exemplo o polinémio P(4) ja foi fornecido com a sua decom-
posigdo. Se tivéssemos que calcular todas as raizes de um polinémio de grau 11, po-
deriamos estar diante de um problema de grande dificuldade técnica.

Portanto, este método resolve completamente o problema, desde que as raizes
do polinémio caracteristico de L = _P(D) (como é chamado P(4)) sejam conhecidas.
Como este livro ndo se propde a tratar do calculo de raizes de polindmios, considera-
mos que a questdo do calculo de N(P(D)) esta resolvida!

Algumas informacgées sobre a equagido, que dependem apenas de dados parciais
sobre as raizes dos polindmios (como a estabilidade, que pode ser decidida sabendo-se
apenas o sinal da parte real das raizes), serdo tratadas mais adiante, e daremos alguns
métodos para a obtencdo destes dados, sem a necessidade de decomposicio de po-
linémios.

Observagdo:

O calculo operacional pode na verdade resolver compietamente o problema geral P(D)u = f para equa-
¢des lineares de coeficientes constantes através de uma integral iterada, analoga 4 [6rmula que resolve DVu=f.

Apesar desta resolugdo ser explicita e fornecer algumas informagdes fteis sobre caracteristicas gerais
da solugdo, ela todavia ndo favorece a analise de diversos aspectos importantes para o estudo de proble-
mas ligados a estas equagdes.

O estudo de problemas especiais para equag¢des lineares de coeficientes constantes e o desenvolvi-
mento de métodos especificos para a sua analise é de grande interesse para a introducio de uma série de
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conceitos e idéias basicas da Matematica (Aplicada ou nio), tais como Anélise de Fourier, Fungdes de Green
e de Dirac, Principio de Superposi¢do em Geral etc. Esta é a razio pela qual daremos mais importincia
ao estudo destes problemas do que ao método geral de resolugio que passaremos a discutir.

Considere inicialmente a equagio (D — o)u = f e observe que se for possivel “inverter” o operador
(D — ) entdo poderemos facilmente “inverter” P(D)= (D —ua;) ... (D —ay) € & exatamente este 0 pro-
cedimento a ser seguido.

Para invertermos o operador D — a devemos resolver a equagdo (D — a)u =, isto &, obter u dada f.
Como esta solugiio ndo € inica, para que uma operagio inversa seja bem definida € necessafio que tenha-
mos um critério para caracterizar uma solugdo particular para cada f. ‘

Calculemos antes a solugfo geral da equagio por meio dos seguintes passos (que devem ser verifi-
cados pelo leitor):

(D — aJu(x)=f(x) = (D — q)ee™*u(x) = f(x) + e*D (e"*u(x)) = f(x) &

<> D(e”™u(x)) = e~ >f(x)e>e"u(x)=C + Jx e f(s)ds <=

Yo

e

u(x)=C e+ f T () ds

X0

Observe que a operacdo efetuada sobre a fungfo f para o clculo de u de;ende da constante arbitra-
ria C e, portanto, nos da uma familia de inversas de (D —a).

Observe também que o termo Ce™ ¢ exatamente a solugdo da equagiio homogénea e como esta parte
da solugdo pode ser obtida diretamente pelo método apresentado nesta secgdo, 0 nosso interesse se con-
centrard no termo integral que representa uma solugdo particular. Consideraremos, portanto, a seguinte
operagio inversa de (D —a)

E.f(x)= f =97 (s)ds

X0

Dai, é claro que uma inversa de
P(D)=(D—1,) ... (D —ay)
pode ser dada pela seguinte composigio

(EyEep, - Eof)

que € uma iteracdo de N integrais e pode ser escrita na forma

< N X2
J e’"“"‘")f e“"“"‘”""“"’...f BTN f0) dxy dx, . dxy

x0 x0 xo

Uma observagio importante que decorre da formula de inversdo acima é que a equagiio P(D)u=f
tem suas solugdes com K+ N derivadas se f tem K derivadas, pois cada operagio E, é uma integral.

EXERCICIOS

1 Obtenha o espago de solugdes de Lu=0 para os operadores diferenciais P(D)=L cujos
" polinémios caracteristicos P(1) sdo:

a. P(A)=2*+2bA+c¢ (analise os diversos casos)
b. P()=2%+16

c. PM=5@*+21+2)(A*+16)23

d PA)=213+1
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2. Resolva os seguintes problemas de Cauchy para os operadores acima:
a. P(D)z=0 Iyz=(2,0)
b. P(D)z=0 Ioz=(i,0, —1,0)
c. P(D)z=0 Iyz=(1,0,0,0,0,0,0,0,0)

d PD)z=0 Iyz=(0, —1,2)

3. Obtenha pelo método operacional a solugdo geral do oscilador harménico nos casos:
a. f=0
b. f(t)=¢e""

3.4.4 Resolucdo Completa de Equacdes Nao Homogéneas do
Tipo P(D}z = ql(x)le~

3.4.4.1 Introducéo

Uma vez resolvida completamente a equagdo homogénea P(D)z=0, o objetivo
agora é desenvolver métodos para a obtencgdo de solugdes particulares de equagdes
ndo homogéneas P(D)z={.

Para isto, faremos uso do principio de superposi¢do de forma decisiva, isto €,
calcularemos solugdes para equagdes P(D)z=f com fem uma classe de fungdes que,
por superposigio, possa gerar um espago de fungdes o mais abrangente possivel.

A escolha desta classe de fungdes & influenciada por dois objetivos conflitantes.
Se por um lado elas devem ser suficientemente simples para que permitam solu¢Ges
simples, por outro devem gerar um espago que contenha todas as fungdes de interesse.
Este conflito & contornado, de certa maneira, pela generalizagio do principio de su-
perposi¢do, admitindo ndo apenas somas finitas, mas somas infinitas (séries) e somas
continuas (integrais).’ ' j

Com isto teremos a nossa disposi¢do alguns teoremas e'.técnicas dentre os mais )
importantes e eficazes da analise matematica, que dizem respeito & representagio de ,
fungdes “‘em geral” por meio de superposi¢des de fungdes simples: Teorema de Taylor '
(séries de poténcias) e os Teoremas de Fourier (séries e integrais de Fourier).

Observagdo

Faremos \ma rapida apresentagio destes teoremas, mais como argumentos sobre a eficcia do mé-
todo do que realmente como técnicas para a resolugdo de equagdes, o que pertence tradicionalmente a cur-
sos de métodos de Matematica Aplicada ou de Analise Matematica.

As fungdes mais simples de que dispomos sdo as poténcias de x, {x*},.y, mas que por superposi¢io
finita geram apenas o espago dos polindmios. Se admitimos agora somas infinitas, podemos representar
toda a classe das fungdes analiticas (fun¢des com derivadas de toda ordem e cuja série de Taylor converge
para ela) por série de poténcias

f= 3 Cx*
K20

ou, se o intervalo ndo contém a origem, por

|
J&)= Y Cy(x—xo)* ' 1
k20
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Entretanto, ainda teriamos uma classe enorme de fungdes que nos interessam e ndo se enquadram
nesta representagdo. Podemos entdo apelar para o Teorema de Weierstrass que diz: “Toda fun¢do conti-
nua em um intervalo fechado pode ser aproximada uniformemente por polindmios, isto é, dada uma to-
lerdncia de erro &> 0 podemos obter um polinémio P,(x), tal que | f(x) — P,(x)| <& para todo x no in-
tervalo™.

Com isto, se soubermos resolver P(D)z = x*, conseguiremos resolver P(D)z = P,(x) & é razoavel supor
que esta solucfo seja uma aproximacdo daquela de P(D)z = f(x). Este fato ¢ ainda mais importante quan-
do lembramos que em muitas aplicacdes a influéncia externa f(x) ndo ¢ conhecida analiticamente, mas ape-
nas por um grafico aproximado ou pelo seu valor medido experimentalmente em um niimero obviamente
finito de pontos. Nestes casos, uma atitude a ser tomada ¢ substituir f{x) por um polinémio que carregue
todas as informagdes disponiveis sobre a fungdo, como os polinémios de interpolagdo, por exemplo. Por-
tanto, fica clara a importancia de desenvolvermos um método através do qual sejam solucionadas as equa-
¢des do tipo P(D)z = x*, para todo k inteiro > 0.

O outro método fundamental na representagdo de fungdes “gerais” por meio de fungdes simples esta
fortemente ligado ao nome de J. Fourier (1768-1830) e ao seu famoso livro Theorie Analytique de la Chaleur.
1822. Neste trabalho, o principio de superposigio foi utilizado sistemnaticamente pela primeira vez no es-
tudo de equagdes diferenciais. O aperfeioamento das idéias e dos métodos de Fourier foi uma das gran-
des fontes de desenvolvimento da Analise Matematica e da Fisica Matematica até a época atual.

No seu estudo, Fourier foi levado a sugerir que as fungdes em geral poderiam ser representadas por
superposicdes de oscilagdes harménicas de variadas freqiiéncias. Por exemplo, no caso de uma fungdo de-
finida no intervalo [~ =, 7] ou de uma fungdo 2 n-periddica na reta (nada de substancial sobre este inter-
valo, s6 uma questdo de tradi¢do), teriamos

f(x) - Z Ckeikx

k==

k. inteiro

Como Fourier ndo especificou exatamente as condi¢des sobre f(x) para garantir a convergéncia da
série, o seu trabalho foi fortemente criticado pela Academia de Ciéncias de Paris, que inicialmente rejeitou
a sua publicagio*.

Existem vérios teoremas que relacionam o comportamento da fun¢fio f{x) com o tipo de convergén-
cia da série: quanto mais diferenciabilidade tiver a funcdo f, mais rapida se dara a convergéncia. Se f(x)
tiver derivada continua em todo o intervalo, com excegio, no maximo, de um ntimero finito de desconti-
nuidades de salto da funcio, entdo a série de Fourier converge uniformemente nos intervalos fechados de
continuidades**.

Por outro lado, se f(x) for definida em toda a reta, com derivada continua exceto por um niimero
finito de descontinuidades e “decrescendo rapidamente™ para zero no infinito, entdo podemos represen-
ta-la por superposigdo continua das oscilages harménicas

1 + N
f(x):EJ‘ p(lye*=di Integral de Fourier*¥**
o .
Estas representagdes de f(x) sdo também chamadas de decomposigio espectral, numa alusdo as fre-

a . 2W
qiiéncias

A

que participam da superposi¢do e do peso relativo p(4)d2 de cada uma. Verificamos assim

a importincia da obtencdo de solugdes para as equagdes nio homogéneas do tipo
P(D)z =e*

sendo 4 um nimero real.

* E interessante notar que, apesar do enorme volume de estudos sobre o assunto, somente na déca-
da de 1960 é que as condigdes exatas de convergéncia foram obtidas.

** Veja COURANT, R. Cdiculo Diferencial e Integral. Porto Alegre, Globo, 1965. 1v.

*** Veja COURANT, R. Cdlculo Diferencial e Integral. Porto Alegre, Globo, 1965, 2v.
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Com estas solugdes z, podemos entdo gerar solugdes para equagdes mais gerais, por meio do mé-
todo de superposicio de Fourier.

De qualquer forma, mesmo se nfo tivéssemos estas motivagdes ‘‘a priori” para considerar o prin-
cipio de superposicdo com fungdes polinomiais ou exponenciais, teriamos que tentar a sua utilizagdo, pois
as equagdes P(D)z = q(x)e**, sendo g(x) um polindmio, sdo equag¢des lineares em espago de dimensdo fi-
nita e, portanto, solGveis por métodos da Algebra Linear de matrizes, ja que P(D): Q,(x) - Q,(x), onde
Q.(@) & o espago dos quase polinémios de expoente «.

Veremos mais adiante como este principio de superposi¢io pode ser generalizado, de tal forma a re-
solver basicamente todas as equagdes P(D)z = f, utilizando apenas a Algebra de Polinémios. (Por exem-
plo, a fungdo de Heaviside na Seccdo 3.4.7.1 ¢ o método de Dubamel em 3.4.7.2, ou a fungio de Dirace
o método de Green em 3.4.8.)

3.4.4.2 Solucdo de P(D)z = ex

A resolugdo destes problemas ¢ razoavelmente simples e serd apresentada por
etapas que devem ser verificadas pelo leitor.

1. P(D)e™ = P()e**. Verifique este fato simples € importante, comegando por
D e D~

2. Se P(2)+ 0, entdo & dbvio que uma solucdo particular de P(D)z=e** pode
Pla)

3. Suponha agora que P(x)=0. Se « for uma raiz de ordem k de P(4), podere-
mos escrever P(1)= (1 — «)*Q(A), onde Q)= 0. (Verifique este fato da Algebra de
Polindmios ou por desenvolvimento de Taylor.)

ser dada como z,=

Como P(D) preserva os quase polinémios Q,(t), € natural que busquemos a so-
lugdo como um deles g(x)e** = z,, bastando obter o polindémio g(x).

P(D) (eaxq(x)) = Q(D) (D -_— (X)k eaxq(x) — Q (D)éakaq

Fazendo D*g=constante, como Q(D)e™ = Q(a)e™[Q(x)+ 0], podemos tomar

keax

= k i =
g(x)=x*e, e/xc'ertando os coeficientes, zq 0@
Observe que
1 d'p 1
0@ =~ G @ =—77P"@)

e, portanto, podemos escrever
xk Pl
“0% B
P (o)
Desta forma, temos solucdes explicitas para qualquer equagdo ndo homogénea

do tipo P(D)Z =e* ou P(D)z={f, onde f € uma combinagio linear de fungdes do
tipo e**. -
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EXEMPLO 5§

Consideremos pelo método acima a equagdo
PD)yz=¢" (@=1), com PA)=(A>+2)@A—1)i2A2+1).
Como a=1 & raiz de P(1) fazemos a decomposigiic
P(D)=Q(D)(D—1), (D)= (D*+2)D*(D* + 1)

de onde concluimos imediatamente que

xe*  xe* , =

Zg(x) = ——=2"- & uma solugio.
o 24

Verifique este fato diretamente. iy B

EXEMPLO 6

]

Com o mesmo operador do Exemplo 5, consideremo"s{"a equagio

PD)z=1, (x=0).

Decompondc P(D) temos )
P(D)= (D*+2) (D~ 1) (D*+ 1) P = Q,(D)D*’

e, portanto, N
el
x? 5 \< L )
2, (x)= =-x* = :J,/—/
210,0) 7% Z\/
¢ uma solugdio da equagio. L = = a
EXEMPLO 7

Consideremos agora a equacdo P(D)z=cos 4x com P(1) do Exemplo 5.

1 1 . o .
Escrevendo cos 4x=—2~e""+—2—e x e, tendo em vista o principio de superposigio, passamos a

‘» i analisar as equacdes
PD)zy=¢"* e  P(D)zy=e" 5"
‘Como P(4i)+0 e P(—4i)+0 obtemos imediatamente as solugdes

idx e~ idx

Zx(x)=—;4—i) € 7(x)= P(—4)

. 1 1 . - .
Portanto, z(x) = Y zZy + 3 z, serd uma solugo da equacdo original. Mostre que z(x) é fungfio real. B

EXEMPLO 8

Analisemos a equagio P(D)z=e *sen ﬁx com P(A) do Exemplo 5.
Escrevendo

g't(—l+iﬁ)_ex(—1—-iﬁ)
2i

e~ *sen . /2x =

passamos a considerar as equagdes

PD)zy ="'+ & PD)z,=e1miVD
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Como P(—1+i/2)#0 e P(—1—i./2)#0 obtemos imediatamente duas solugdes

Ex(—1+iﬁ)
7y (X) = ————
P(—1+i/2)

( gXim1-ivn)
x o
70 P(-1-i/2)

Com isto, obtemos uma solugio da equagio P(D)z=e"*sen ﬁx pelo principio de superposi¢do
na forma )

2 =5 2100 ~ 5- 22040

EXEMPLO 9

Consideremos o mesmo P(1) do Exemplo 5 e P(D)z=3 cos V/ix. Escrevemos

iJ/Zx —-iJ2x
3 cos ﬁx=3<£~—2—j'—e—i——)=_3_eiﬁX+_§_e—iﬁx
2 2 2
Solugdo: Como P(i ﬁ):O,
PAy=@RA—iJD@A+iJ2)(A~1) A2+ 14
QD)= (D+i/2)(D—1)(D*+1)*D?

Entdo, uma solugfio de P(D)z, =e' v?* pode ser

eiﬁx
Zy o ———e
0.2
¢ uma solugio de P(D)z, = ¢~ ¥2 pode ser tomada como
xe™ V2=

4
¢ podemos entdo tomar

3 xemiV? +3 el Vix
2 G_Q(“iﬁ) 2 QG2

)
;

3.4.4.3 Método de Quase Inversdo

A algebta operacional que desenvolvemos até agora néo se estende as operagoes
de inversdo de polinémios
R(,{) = ._._1__
P(%)
uma vez que R(4) ndo é um polinémio (a menos que P(A) seja constante) € por isto
ndo definimos um sentido para R(D). Este fato impedé que, nesta algebra, possamos.
calcular o inverso de um operador P(D) o que significaria resolver completamente as
equagdes P(D)z = f. Entretanto, podemos calcular uma aproximag¢io polinomial da
reciproca de P(4) até qualquer ordem desejada, o que para varios propositos se cons-
titui numa aproximagdo suficiente de R(4). '
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Por exemplo, se P(4)=4*+ 24+ 1 podemos calcular, pelo algoritmo de Eucli-
des para a divisdo de polindmios, o seguinte

I [ 14214+ 43

—1—2]— 23 1 — 21+ 422
Y 3
— 24+ 412+ 204
497 731228
—4)2 —8)3 — 435

-9 +22% —4° .
onde Q,(A)=44> -21+1éa aproximagdo de segunda ordem para R(1) = IST;—/I;_I-

com resto ry(A)=A*(—9+21—41%) ¢ que mantém a seguinte relacio:
P() Q2(A) =1+ r,(A)

Em geral, dado um polinémio P(1) com P(0) + 0, para qualquer m (inteiro positivo)
€ possivel calcular um polindmio Q,,(1) de grau m que represent4 a reciproca de P(4)
até ordem m, isto &,

PA)O0n(M)=1+r,(4)

onde r,(4)=A"*1S(4), S(A) polindémio. .
Esta seqii€éncia de polindmios {Q,,(4)}m>o € Gnica e recursiva (isto &, Q,,(4)=.
= 0n(4)+a,+,4"" ") e podemos calcula-la algebricamente pelo algoritmo de Euclides.
Definimos Q,,(4) como o polinédmio quase inverso de P(4) de ordem m.
Por analogia definimos Q,,(D) como o operador polinomial quase inverso de ordem m
para P(D) e passaremos a analisar até que ponto Q,,(D) pode substituir um inverso
‘ de P(D) na algebra operacional.
| Podemos constatar facilmente que, no espago das fungdes polinomiais de grau < m
[ o operador Q,(D) € um inverso d direita para P(D) pois,

PD)(Qn(D)q(x)) = (1 + rn(D)g(x) = g(x) + rn(D)g (x) = q(x)

Esta observacio ¢ suficiente para concluirmos que a equagdo P(D)z=q(x), onde
g(x) é polindmio de grau <m, tem uma solugdo dada por zy(x) = Q,(D) q(x), o que
basicamente se constitui no método da quase inversdo.

Este método pode ser facilmente adaptado para equagdes do tipo P(D)z = e™q(x)
atraves das seguintes etapas:

P(D)z = e*q(x) <> e~ =P(D)z = g(x) <= P(D + ) (e~2(x)) = ¢(x)

Agora, se Py(A)=P(A+a)e P(a)= P, (0)# 0, podemos calcular o polinémio qua-
se inverso Q,,(4), (m = grau q(x)), para Pi(A)=P(A+ a) e dai zo(x) = €~Q,,(D) q(x) é
uma solugdo procurada.
| Também no caso em que « for raiz de ordem k para P(1) com

u P(A)= (A —a)M(A) M(x) %0
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temos:
P(D)z(x) = e=*q(x) = M(D + o) (D* e™*2(x)) = q(x)

Se agora Q,(A) for quase inverso de ordem m para M(L1+ &) calculamos
On(D)q(x)=ag+a;x+ ...+ a,x™, e a solugdo da equagio original sera dada por

k !
ZO(X)=eax (aox + .“_}____ﬁ’l_-____amxm-}-k)

k' (m+k)!

O método de quase inversdo pode ser utilizado também para a obtengio de solu-
¢oes aproximadas para equac¢des P(D)z =f quando f(x) tem derivadas continuas de
ordem > m ou, quando f(x) for analitica, isto &, representada por séries de Taylor.
Nestes casos Q,,(D)f(x) é “uma solucdo de P(D)z=f até ordem m”.

EXEMPLO 10
Calcule uma solugio de P(D)z=x?sen x onde P(A)= (A% + 1)%.

Solugdo: Observemos inicialmente que se z,(x) for solugio de P(D)z, = x?¢'* entdo z, =2, serd solu-

¢io de P(D)z,=x* e ™ g, por superposi¢io, zo(x)=% (z1(x) — z,(x)) serd uma solugdo desejada.
!

Como -P(D)z=e™ x* pode ser modificada para
P(D+iye”®z(x)=x% ou (D + 2i)*(D?e"*z(x)) = x*

utilizando o método de quase inversdo para (D + 2i)%u=x* com Q,(D)= 6 D? —~ 7 D—-— (quase -in-
verso de (D -+ 21)2 de ordem 2), teremos u(x)= Q,(D)x* = —g——- é x - 545 Integrando duas vezes obtemos
) — 4 x3
2,(x) = e™ (7?— i E+ 3 16) de onde ;
26(x) = ( —x 3x2> sen x — x cos x
48 16 12

EXEMPLO 11,

Calcule a solugdo completa de
P(D)z = x?sen x com P(d)= (A% + 1)
Solugdo: Conhecemos ja uma solugio z, de P(D)z, = x? sen x; portanto, a solugio completa sera da for-

ma zo+h onde h descreve o espago de solugdes de P(D)h=0.
Procuramos solugdes de (D + i)*z=0 na forma de quase polindmio de expoente i

(D+iPrx)e ®=e"*D%r(x)=0
de onde tiramos
r{x)e N(D?)

Logo, uma base de N(D+ i)*> pode ser {e”, xe~*}; analogamente, com N(D — i)*> obtemos
{e™, xe™).
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Como {e™™, xe™™, ™, xe’*} sio linearmente independentes e estio em N(P(D)), que tem dimensdo
igual ao grau P(1)=4, concluimos que formam uma hase deste espa¢o. Portanto, a solugio geral de
P(D)z=x*sen x é dada por:

3 1 1 - . —ix i ix
z=<-]—6~x2—ﬁx“)senx—ﬁx3cosx+C,e X+ Coxe™ ™ + Cye™ + C, xe'™.

EXERCICIOS

1. Mostre que o operador E que transforma fungdes continuas f{x) em funcSes continuas

x ‘o
Ef(x)= f f(s)ds é um inverso 4 direita (nfio polinomial) para P(D)=D. O mesmo para

E* com relagio a D*. Argumente sobre a dificuldade para obter um inverso completo de
P(D) e sobre a suficiéncia de inversos ¢ direita no que diz respeito a solugdo de equagdes.

2. Verifique as afirmagdes feitas nesta secgdo. i

3. Supondo que a solugdo de P(D)z = x™ ¢** seja dada na forma z(x) = ¢**(ay + a;x + ... + a,x")
obtenha um método para o calculo dos aj's igualando coeficientes de mesma poténcia. (Con-
sidere separadamente os casos P(x)=0 e P(a)+0).

4. Desenvolva o método de quase inversio para P(D)=e*g(x) a partir do seguinte argu-
mento: poténcias de (D — o) sdo os anuladores de e**x™ e portanto o método para este
caso deve se basear no desenvolvimento em poténcias de A — .

5. Obtenha uma solugdo exata para

PD)z=1+xe"*— x* cos 2x

¢ aproximada até quarta ordem para

P(D)z= onde P(d)=A(A%—1).

14 x%°

Utilizando a férmula de Taylor para o resto, analise a solugdo aproximada, em par-
ticular, para x — co.

6. Obtenha solugdes completas para as equagdes nio homogéneas:

a. P(D)z= 3y C,senkx com P(A)=A2(J2+4) (i—1).
k=0
b. P(D)z=1com P(A)=2*(A% + 1)*(A — 1). Utilize este mesmo P(1) nos exercicios abaixo.

c. P(D)z= ;2"?

X
x2 417

, observando que Jx cos e d) =
o

Sugestdo: Calcule primeiro a solugiio particular para P(D)z = e™** que depende do pa-
rametro 4. Depois utilize formalmente o principio de superposi¢do na forma genera-

lizada continua.
d. P(D)z= L , observando quef emoimigg =L
x+a 0 x+a

e. Calculef e~ *f(1) = F(x) e obtenha a soluciio de P(D)z = F(x) por superposi¢io con-
o
tinua de solugdes de P(D)z,=e~**, considerando

(D f(A)=sen wi
(@) fAy=sen h 2
(i) f(A)= cos h 4 )
(i) sy ==
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3.4.5 Estabilidade em Equacdes Lineares com Coeficientes Constantes

3.4.5.1 Introducédo

No comego deste capitulo afirmamos que as equagdes diferenciais lineares com
coeficientes constantes tinham sua maior importincia na descri¢do de oscilagdes (me-
canicas, elétricas) de pequena amplitude, isto &, proximas a uma posi¢do de equili-
brio. A equagdo do oscilador harménico para uma vibragdo mecinica com a forca
restauradora elastica so ¢ justificavel se a deformagdo estiver dentro de uma faixa em
que a Lei de Hooke seja valida. No caso do péndulo, a amplitude das oscilagdes deve
ser pequena, comparada ao comprimento do pendente, para que a aproximacio li-
near tenha validade. Para as oscilagdes elétricas em um circuito RLC, variagbes muito
grandes de voltagem podem romper o isolamento do capacitor e invalidar a relagdo
linear entre carga armazenada e diferenga de potencial.

Como regra geral, podemos afirmar que as equagdes diferenciais lineares, e par-
ticularmente as de coeficientes constantes, descrevem situagdes de ‘“‘pequena ampli-
tude” em que a linearidade é obtida ac preco de uma primeira aproximagdo (linear)

de algumas relagdes funcionais. Verifique esta afirmagio nos modelos apresentados

na Secgdo 3.2.

Em todo modelo existem hipoteses restritivas ao tipo de situagdo estudada que,
nio raro, esquecidas apos a sua formulagdo matematica, ddo origem aos “paradoxos™
que na verdade sdo interpretagdes inadequadas ou extrapolagdo injustificavel da va-
lidade do modelo. Na definicio ou apresentagio de um modelo, se o problema ma-
tematico ndo for acompanhado das interpretagdes, tais como utilizadas na sua formu-
lagdo, ndo se sabera exatamente o que ele representa e do que est4 se tratando; uma
situagdo muito comum € que geralmente da origem a interminaveis e enfadonhas con-
trovérsias. Este fato é especialmente importante em situagdes modeladas por equa-
¢oes diferenciais, em que a variavel independente tem um intervalo infinito de defi-
nigdo, digamos a reta real, e a validade do modelo deve ser verificada quando esta
variavel cresce indefinidamente.

Vejamos, por exemplo, o caso das oscilagdes mecdnicas e elétricas que sdo des-
critas através da variavel tempo (¢ > 0). Se uma determinada solugdo da equagao atinge
valores (absolutos) cada vez maiores para f— +oc, € razoavel suspeitar que esta so-
lugdo “escapara” da regido de validade do modelo depois de um certo tempo. E 6bvia,
portanto, a importincia do estudo no problema matematico das condigoes sob as
quais este tipo de comportamento ocorre, € € isto que faremos nesta e na proxima secgao.

Em equacgdes diferenciais lineares com coeficientes constantes este fato ocorre
exatamente por dois motivos distintos: em primeiro lugar, em virtude de influéncias
extgrnas, no fendmeno chamado de ressondncia e ligado a solugdo de P(D)z=e™",

[k
PO (i) ©

polinomialmente crescentes com o tempo €

quando iw é raiz de P(1) de ordem k> 1; zo(2) = wt E claro que neste caso

Ik
P (jw)
pode deixar de representar a situagdo estudada pelo modelo em tempo finito. Trata-
remos deste problema na Secgdo 3.4.6.2.

zo(f) tem amplitudes | zo(f) | =
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Em segundo lugar, por causa da propria constitui¢io intrinseca do modelo mate-.
matico isto €, através da parte homogénea da solugio que ndo depende da influén-
cia externa, apenas do operador P(D) e das condigdes iniciais que a escolheram.

Observe que neste caso, ainda que a equagio seja homogénea (sem influéncia
externa), P(D)z =0, o comportamento da solugéio z(f) pode levar a amplitudes cres-
centes. Este fendmeno, chamado de instabilidade do sistema governado pela equacgio
diferencial, serd estudado nesta secgio.

E interessante observar que estamos, de certa forma, tentando estudar em um
modelo matematico as condigdes sob as quais ele perde a sua validade.

f
3.4.5.2 Conceito de Estabilidade e Caracterizacio

O nosso objetivo é estudar o comportamentg das solugdes da equagio
P(D)z=0 quando t— +o0

0 que equivale a dizer; estudar o comportamento dos elementos que formam uma
base de N(P(D)). o y

Escolheremos para isto a base de N(P(D)) que o método de resolugio nos fornece.

Lembremos que cada raiz « de ordem k> 1 para o polinémio P(A), da origem
aos elementos da base de N(P(D)): {f"e*}o<m<x © estamos interessados em analisar
o comportamento destas fungdes para ¢ — 4o, 0 que sera feito em termos das ca-
racteristicas da raiz o = a + ib. Estas diferentes caracteristicas de o podem ser estu-
dadas separadamente:

»

1. Suponha que a parte real de « seja nula, isto &, Re(@)=a=0
entdo

a. Se k=1, isto ¢, a ¢ raiz simples de P(A), entdo a raiz fornece apenas um elemento
para a base {e”'} oscilatério e limitado
| e’ | = cos? bt +sen? bt = 1
b. Se k> 1, entdo teremos elementos da base do tipo:
{me®},2; e | rme®|=¢" > oo quando f — o

2. Suponha que a= Re(x) < 0. Neste caso, para todos os elementos da base re-

lacionados a «
| fmele*ibt | = gatym _, 0 quando ¢ — co

¢ o decrescimento é exponencial, independentemente de m, isto €, da multiplicidade
da raiz. '

3. Se a= Re(a)> 0, os elementos da base fornecidos por a, {fme@* I crescem
exponencialmente, independente da multiplicidade da raiz.

Observe que a exponencial e, quando Re(x) + 0, domina o comportamento das
fungdes e™ no infinito. Portanto, o resultado desta analise é conseqiiéncia direta
da localizagdo no plano complexo (e multiplicidade) das raizes do polindmio P(A).
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Neste estudo, o nosso objetivo é caracterizar qualitativamente as situagGes de
instabilidade do sistema governado por P(D).
Com base nos argumentos anteriores, daremos as seguintes definigdes:

Estabilidade Diremos que o operador diferencial P(D) ou o polinémio P(4) € es-
tavel se todas as fungdes de N(P(D)) (isto é, todas as solugdes da equagio homogénea
P(D)z=0) forem limitadas quando ¢ — cc.

Estabilidade Assintotica Diremos que o operador P(D) ou o polindmio P(4) é as-
sintoticamente estdvel (A-estavel) se todas as fungdes de N(P(D)) se aproximarem de
zero quando ¢ — oo, ou seja, quando todas as raizes a de P(4) tiverem Re(x) <O0.

Observagdo :

Um sistema pode ser governado por um operador diferencial P(D), onde P(4) tem raizes @ com Re(x) <0
e raizes f com Re(B)> 0. Neste caso, o comportamento de cada solugdo k, de P(D)z=0, (he N(P(D))
depende dos elementos da base de N(P(D)) que a geram, isto ¢, h depende das condic®es iniciais. O subes-
pago de N(P(D)) gerado pelos elementos da base relacionados &s raizes «, Re(x) <0, é o subespago de so-
lugdes A-estaveis. O subespago de N(P(D)) gerado pelos elementos relacionados as raizes o, simples e com
Re(z) =0, é chamado subespago de solugdes oscilatorias. Desta maneira, N(P(D)) pode ser escrito como
soma direta dos subespagos A-estavel, oscilatério e instavel.

Um sistema fisico governado por um operador diferencial P(D), cujas raizes o |
de P(1) sdo simples e tais que Re(x)=0 (oscilagdes mecnicas sem atrito, circuitos *
elétricos sem resisténcia ou perdas), ¢ usualmente chamado conservativo, um termo !
relacionado ao principio de conservagio de energia. ‘ .'

Observe que, neste caso, se ndo houver intercdmbio de energia com uma fonte |
externa (isto €, se o sistema & governado pela equagio homogénea P(D)z = 0), entdo
o movimento livre sgra dado por:

N \
hy= 3 ce®™  (Re(ay)=a,=0) ‘5
k=0

em que h é uma superposigio dé¢ oscilagdes harménicas. Cada b, é chamada modo
normal de vibragdo do sistema.
Também podemos escrever estas solugdes utilizando a base {cos bz, sen b,t},

como
(s

N .

= ) ¢, cos byt +dysen byt
k=1

ou

cos bt +

u())= Z J—_(

_ sen bkt>
\/ Jeitd

c
e tomando 6, = arctg —5,&, teremos
k
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Podemos finalmente escrever

NJ2 ) NJ2
u(®)= Y Aysen (b t+0)=) A, sen Quw,+0,)
k=1 k=1
onde 4, = ./c; + d; é denominada amplitude € 0, a fase do k-ésimo modo (freqii€ncia)

. b
de vibragio w, = —2—7’;~

. . e, - N
O movimento geral de um sistema conservativo livre é a superposi¢io de > 0s-

cilagdes com freqiiéncias distintas que sdo propriedades intrinsecas:do sistema.
As condi¢des iniciais especificam os modos e as respectivas amplitudes de osci-
lagdo que serdo superpostas. Voltaremos a estas questdes no Capitulo 4, Secgio 4.6.

i

EXEMPLO 12 b

Analisemos o oscilador harménico

PA=ml2+ch+k, ¢c20

Se ¢=0, as raizes de P() sdo .
oy = +i/kim
. , . . ws . NJKm
€ o sistema € conservativo, estavel, de freqiiéncia - P
vis

Se ¢>0 e (¢ —4km) <0, entdo o sistema & A-estavel, pois as raizes sdo’
e+ JE—AE - dkm—c?
a+=—c”—c—m, com a=——c<0 eb="— >0
- 2m 2m 2m
Se c>0¢e (c2—4km)>0 entdo
(P—a4km)'? <c e dai —c+(c>—4km)/2<0

e, neste caso, o sistema também é A-estavel. &

3.4.5.3 Critério de Estabilidade

A caracterizagdo da estabilidade de um sistema governado por um operador di-
ferencial P(D) é completamente decidida pela localizacio das raizes do polinémio .
caracteristico P(4) com relagdo ao eixo imaginario, e pela multiplicidade de cada raiz.

Veremos na proxima secgdo que a instabilidade polinomial causada pela mul-
tiplicidade de alguma raiz tem uma interpretagio diferente da instabilidade exponen-
cial assintdtica, causada por alguma raiz « com Re(x)> 0. Por este motivo, os crité-
rios de estabilidade (e instabilidade) que estudaremos em seguida se referem ao caso
exponencial, assintotico.

Portanto, a questdo se resume em obter condi¢Ses sobre os coeficientes de P(A),
(as mais simples possiveis), que garantam a localizacdo das suas raizes no semiplano
esquerdo.

E 6bvio que, se soubermos calcular as raizes do polindmio, a questdo esta resol-
vida. Entretanto, o calculo de raizes de polinémios de grau superior ¢ dificil e neste
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caso nfo necessitamos de tanta informagdo sobre elas. Sabemos que nio hi formu-
las para o calculo de raizes de polindmios em geral.

A expectativa entdo & de que, sendo menos pretensiosos nas questdes, possamos
em contrapartida obter respostas mais simples e talvez até explicitas*.

Obter um critério aritmético, isto é, que pode ser decidido apenas por operacdes
aritméticas com os coeficientes de P(4), € uma questdo antiga e tem a sua solugdo mais
completa no chamado Teorema de Routh Hurwitz, que formularemos abaixo.

EXERCiCIO

1. Considere os polindmios de segundo grau P(1)= A* — gl + b e obtenha uma condig¢do ne-
cessaria e suficiente sobre a e b para que P(D) seja A-estavel.

A demonstragdo do critério de Routh Hurwitz ndo é simples e por isto ndo a fa-
remos aqui, contentando-nos apenas com o seu enunciado.

Teorema de Routh Hurwitz (1875)

Seja P(A)=A"+a,_ ;A" '+ ...+ ay, um polindmio de coeficientes reais e con-
sidere a matriz

Ap-y dup-3 Qp-s dp.q 0

1 Qo Quey Cueg ... 0

A= 0 a,-, a,-3 a,_.s ... 0O
0 1 a,.n a4 ... 0

0 0 0 0 ... dg

Entdo o polinémio P(4) serd A-estavel se e somente se todos os determinantes
menores principais da matriz acima, 4,, k=1, ..., n forem, positivos.

ay—1 an—}} dp—s
an—,;:. a,-3
v

1 a N A3= 1 an__z an_.4 g wen
n—2

A1=a,,'_|, A2=

0 a1 Qn_3

EXEMPLO 13

A . . .
Para quais valores do pardmetro k a solugfo trivial x; =0, x, =0, x;=0 do sistema
dx,
ek,
dt
2 o
a !
axy

-Tz,\',+kx2—2x3

é assintoticamente estavel?

t* * Este tipo de barganha faz parte do proprio método cientifico: se Galileu e seus sucessores ndo fos-
I sem tio “modestos” nos seus objetivos, estariamos até hoje tentando encontrar a chave de todos os segre-
dos —a pedra filosofal!

|
|
!
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Solugdo: A equagdo caracteristica ¢ dada por

-2 0 1
1 -2 0 =0 ou A3+212—i k=0
1 k —-2-2
e, portanto, a matriz de Hurwitz é
2 1 0
As={-k —1 2
0 0 —k
Logo, devemos ter
A4,=2>0 L

Ay==24+k>0=k>2
As=k(-24+k)>0=k>0

Portanto, se k> 2, a origem serd um ponto assintoticamente estivel. B8

Em teoria do controle ¢ também utilizado o chamado critério de Nyquist-Mikhailov,
que faz uso da interpretacdo geométrica dos nameros complexos, o que é natural, uma
vez que o problema ¢ essencialmente geométrico. ,

Suponha que o polinémio P(1) tenha sido decomposto (pelo Teorema Funda-
mental da Algebra) na seguinte forma

PAy=ay(A—oa)* « ...« (A—a,)m

onde cada a; comparece com sua multiplicidade k;,Z k;= N = grau P(A). Suponha
inicialmente que P(iw)+# 0 para todo w. Analisaremos agora a variagio do argumen-
to de P(iw) quando w percorre o eixo real de —oca +oc, que denotaremos por
A% Arg P(iw).

Mas sabemos que, dados dois nimeros complexos ndo nulos, z; = Re ¢ z, = R, 2
temos

Arg (zy »2,) = Arg [RiR, """ =0, + 0, =Argz, + Arg z, e
Arg (zi*) = Arg (R e")* = Arg R% ¢ =k, =k Arg z,
Portanto, .
AZ, Arg Pliw)=Z AX, Arg (i —a)t=3 ki Az, Arg (io—a)

Mas observe como & facil analisar a variagio do argumento de (iw — a;) quan-/
do w vaide — o0 a + oo, dependendo da posicdo de o ; com relagio ao eixo imaginario
(ver Figura 3.10).

Figura 3.10
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Para uma raiz «; do lado esquerdo do eixo imaginario, a variagdo A e (zw o=
pois Arg (iw —a;) € crescente com w — 0.
Para uma raiz o, do lado direito do eixo imaginirio A% m(z’w—ap)= -, pois
Arg (io—a,) é decrescente com @ — 0.
‘Portanto, se g, =numero de raizes 4 esquerda do eixo imaginario
(contando as mu1t1p11c1dades) e
g, =numero de raizes a direita do eixo 1mag1nano
(contando as multiplicidades)

’

temos
A2, Arg P(io) = (q; — g)m
Como o polindmio P(A) tem coeficientes reais, P(iw) = P(— iw) e podemos escrever

% A= Arg P(io) =AY Arg P(io)= (@, — q3) 2 (Verifique!)

Portanto, as raizes de P(4) estdo todas do lado esquerdo do eixo imaginario se,

e somente se, A Arg P(iw)=N -72i (Verifique!)

Observagdes:
a. O que estamos calculando com AZ, Arg P(iw) € a variagdo e ndo o limite da diferenga
[Arg P(iR) — Arg P(— iR)] para R — o

pois, para -

R — o, Arg P(iR) - N% e Arg P(— iR) > — N—’;—.
enquanto que o limite véle Nz. Portanto, é necessario analisar a trajetoria da curva P(iw) no plano, quan-
do w percorre o eixo real para determinarmos o sentido da variagdo. ',

b. O método ¢é valido analogamente quando tomamos outra reta vertical xy+ iw para o variando entre
—0o0 € +c0, mas é claro que a aritmética neste caso é mais trabalhosa.

¢. Se P(iwg) =0 (e portanto P(— iw,) = 0} ‘obviamente ndo podemos calcular Arg P(iw,), mas 0 que nos
interessa é a variagdo do Arg P(iw). Observe que se

_rE
W< wq - . . 2
, entdo Arg (iw — iwe)* =
{4 w>w0 . k n
2

Portanto, no caso de uma raiz no eixo imaginario, temos um salto de descontinuidade de k= no-argu-
mento de P(iw), quando w passa por w,. Isto é facilmente detectado através do grafico de P(iw).

Observe que para -um polindmio estivel o Arg P(iw) varia monotonicamente, com ® no sentido
positivo (anti-horario). '

EXEMPLO 14

Considere o polinémio
PAYy=254+52*+ 1043+ 1122+ T4+ 2

Enté
mao Plio) = (50* — 110? + 2) + i (@° — 100° + To)
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e verificamos que a curva de P(iw) para w € (0, + o0) no plano é da forma mostrada na Figura 3.11, e, por-
tanto, Arg P(iw) teve um acréscimo de uma volta completa e

()

tg 6 U()

— o quando @ — ©
logo
A Arg P(iw)=5 %

e P(1) é estavel (ver Figura 3.11).

x V.

Figura 3.11 A

EXERCICIOS

1. Considere o polinémio P(A) = A2 4+ bA + ¢ ¢ analise as ocondi¢des de estabilidade
através do critério geométrico. Suponha a, b, ¢ positivos. Analise a curva P(iw) (onde
P(A) = 23 + ad* + bl + ¢) para we (0, ) e obtenha uma condigio de estabilidade
para P(4).

2. Considere os polinomios P(4) dados abaixo e analise a estabilidade pelo critério de Routh
Hurwitz e pelo critério de Nyquist-Mikhailov.

CPAy=24+234422 4041

- PA)=A54+22*+ 23+ 242+ 2142

L PAy=2 41

L PA)=2+222+21+1

PA=A4+ 54 2% 4+ 224+ 14+1=0

3. Verifique a estabilidade pelo critério de Routh Hurwitz do polinémio P(4) dado no Exem-
plo 14.

A6 oRN

i

3.4.6 Andlise da Equacdo P(D)z = et
3.4.6.1 Introducéo

Pelo principio de superposicdo de Fourier, o estudo das equagdes nio homo-
géneas poderia ser feito a partir de equagdes do tipo P(D)z=e*, com w real.
Para uma equag¢do ndo homogénea com influéncia externa f fariamos uso entio
dos teoremas de Fourier, desde que tivéssemos a sua decomposicio espectral
e}
f@=
k

C.e™'  para fdefinida em um intervalo fechado
-
k inteiro

ou

= J - C(k)e'™™dk para fdefinida na reta real
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-Para que o principio de Fourier tenha alguma utilidade é necessario que saiba-
mos obter os coeficientes C, ou C(k), dada a fungdo f(). Isto &, dada a fungfio f(),
obter a sua representacdo espectral. : '

O método de Fourier é generalizado para diversos outros tipos de representa-
¢do de fungdes por superposicdo continua chamadas, em geral, de transformadas in-
tegrais. Nestes casos, uma familia de fun¢des N, () de ¢ (na verdade uma funcio de
duas variaveis chamada nicleo da transformada N(k,r)) analiticamente simples, é

usada como “base” de um amplo espago vetorial de fungdes f que podem ser escritas
na forma

= J Nk, £)C (k) dk
I

sendo a integral realizada em um intervalo fixado I.
Por exemplo, a Transformada de Fourier tem nucleo

Neltk,D=e* e I=(—o,+w)=IR
A Transformada de Laplace tem nucleo
Npyk,y=e® e I=(0, o).

A resolugio completa da equagio P(D)z= N(k, ) para todo k em I nos pos-
“sibilitara entdo resolver a equagdo P(D)z=f para todo f no espago de fungdes ge-
rado por superposigio continua da familia N, ()= N(k, t), desde que saibamos re-
presentar f nesta “base”. A
O problema de obter a fungdo C (k) a partir de f(¢) é resolvido em todos estes exem-
\ plos também por uma transformada integral (chamada inversa por motivos dbvios),
com nucleo analiticamente semelhante. Por exemplo, para a transformada de Fourier
inversa temos ’

C(k) —_--2-11-{ J _Q_D f(H)e™ ™ dt

2
. . . / .,
isto €, uma transformada integral com micleo

~izk No(— ,k
¢ eI:(‘—waw)aN}‘(zak)z_—F—(-—z“z
2n 2n

Nz, k)=
[

Para que o principio de Fourier e suas generalizagdes pudessem ser aplicados
com toda a sua forga teriamos que desenvolver a teoria de transformadas de Fourier
e transformadas integrais em geral, que ndo € exatamente um topico deste livro. Ape-
sar disto, ndo poderiamos deixar de mencionar em alguns pontos do livro o vastissimo
campo tedrico e aplicado que se abre pela Analise de Fourier. De qualquer maneira,
mesmo sem entrar nas técnicas desta teoria, apenas com as suas idéias basicas e ele-
mentares, podemos obter resultados importantes de forma relativamente simples. E o

-~ que faremos.

Uma vantagem decisiva da representagcdo de Fourier sobre os outros métodos
consiste no fato de que ela utiliza a decomposi¢do de f(¢) em oscilagdes harmonicas
que, do ponto de vista fisico, € a forma natural de se proceder com um sinal.

E

P
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A analise acustica se faz através desta decomposi¢io espectral, isto &, entre sons

graves (baixa freqiiéncia) até os mais agudos (alta freqiiéncia). Os quadrados dos coe-
ficientes de Fourier | C2 | representam, de certa maneira, a energia contida ou trans-
portada em cada freqiiéncia (no caso de integrais de Fourier | C?(k)| representa a
- densidade de energia por freqiiéncia). Esta distribui¢do de energia entre as freqiién-
cias € que nos fornece a qualidade do som. Quando distinguimos qualitativamente
um som do outro, estamos distinguindo esta distribui¢do relativa de energia, ou seja,
0 que nds ouvimos sdo os coeficientes de Fourier!

A analise de Fourier ¢ uma teoria utilizada no estudo de ondas e vibracdes das
mais variadas origens, desde mecinicas até atdmicas. A propagacio da luz, sendo
um fenémeno ondulatorio eletromagnético, também é estudada por este método, de
onde vem o termo monocromdtico que designa a “luz pura, de uma unica freqiién-

a”. O termo espectro ou decomposigdo espectral & originado da analise de Fourier
de radiagbes atOmicas. b ‘
A transmissdo, amplificacdo e filtragem de sinais em sistemas eletronicos sdo es-

tudadas também pela Analise de Fourier e varios destes termos sdo incorporados & -

linguagem do tratamento matematico da teoria.

Estudaremos agora problemas de amplificagio, ﬁltragem ressondncia, distorgdo
etc. por meio de uma equagdo diferencial ordinaria lmear com coeficientes constan-
tes e termo nio homogéneo monocromatico.

3.4.6.2 Regime Transiente e Permanente

A solugio geral de uma equagdo do tipo ,
P(D)z = A ™" \ 3
pode ser escrita na forma

A
~ P(iw)

exceto para aqueles w, tais que P(iw)=0.

Ora, mas a quantidade de raizes de P(A) é exatamente N = grau de P(4) (contando
as multiplicidades) e, portanto, existem no méaximo N valores em toda a reta real, para
os quais a solugdo geral ndo possui a forma (4).

Do ponto de vista fisico, estes valores excepcionais de w niio tém “existéncia ex-
perimental” (assim como o nuimero m)*, mas representam pontos de referéncia for-

e +h, (P(D)h=0) @)

* Néo estamos duvidando da “existéncia” do miimero 7. Para os matematicos a sua “existéncia” &
“mais concreta do que a existéncia da Rocha de Gibraltar que é acreditivel, mas nido demonstrada rigo-
rosamente”. O que estamos afirmando é que ndo sera possivel calcular foda a expansio decimal de 7 ex-
perimentalmente. Sobre este e outros aspectos da interagiio do matematico profissional coimn o seu ambien-

" te, leia o interessante livio de DAVIS, P. & Hersh, R. 4 Experiéncia Matemdtica. Brasilia, Edltora da UnB,
1984, especialmente o capitulo “O Matematico Ideal”.

N\

hS
N
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necidos pelo modelo matematico e indispensiveis para a analise do sistema gover-
nado por P(D).

Podemos dizer, de forma vaga, mas com algum sentido aprove1tave1 que a solu-
¢do geral na forma (4) € a situagdo tipica, ou genérica, ou mesmo, a Unica fisicamen-
te possivel.

Tratemos deste Scaso agora ¢ do “matematicamente possivel” na Secgdo 3.4.6.3.
iwt

A solucdo particular = z,(t) da equagio ndo homogénea P(D)z=A e,

Ae
P(iw)
utilizada na expressdo (4) da solugdo geral, ndo é obviamente a Gnica; qualquer so-
lugdo da equagao homogenea adicional a ela poderia fazer o mesmo papel. Entre-

elml
P(iw)
¢ realmente particular e, de certa maneira, € a escolhida pelo comportamento de um
sistema governado pela Equagdo diferencial (3).

Consideremos entdo um operador P(D) A-estavel, isto é, todas as raizes « de
P(1) tém Re(x) < 0. Sendo a solugdo geral de (3) dada pela Equagdo (4), qualquer
condi¢io que especifique uma determinada solugdo deve ser satisfeita pela escolha
apropriada da parte homogénea.

As condigdes iniciais (ou quaisquer que sejam as condigdes que especifiquem uma
determinada solugfo), sio incorporadas a z = z,, + h através da escolha de h € N(P(D)).

~ Por outro lado, sabemos que, sendo P(D) A-estavel, uma base apropriada para
N(P(D)) é dada por fungdes do tipo ‘

tanto, veremo& que para_um operador diferencial A-estavel a solugdo zo(f)=———

Mme™ = fmetleitt Re(@)=a<0

e, portanto, necessariamente, s(f) decai para zero rapidamente, de forma exponen-
cial, quando ¢ se afasta do instante inicial.

Isto significa que a parte homogénea 4, de solugéo z(z)- Zo+ h, sO € “percepti-
vel” em um pequeno intervalo de tempo 1mc1al sendo amortecida tanto mais rapido
quanto menores forem as partes reais das raizes de P(4).

1wt
P(iw)
e, por menor que seja, depois de um certo instante, zy(f) sera

Observe também, por outro lado, que a solugfio particular tem amplitude

A
constante P (id))
a Ginica parte de z(¢) ““perceptivel”. Distinguimos ai duas fases no funcionamento do
sistema: o regime de transi¢do (ou transiente) que.-¢é notavel apenas nos instantes ini-
ciais, aproximando-se do chamado regime permanente representado pela solugdo par-

elwl
P(iw)’

Do ponto de vista matematico, o regime permanente sO existe se £ =0, mas do
ponto de vista fisico, a longo prazo (talvez ndo tdo longo!), o funcionamento de um
sistema governado pela Equagdo (3) com P(D) A-estavel ¢ observado como sendo

Zo(t) =

ticular zy(2) =

eimt

P(iw)

——
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Podemos interpretar, entdo, o regime transiente como uma fase de acomodagio
do sistema entre as condigdes iniciais de partida e a resposta permanente z,(f) 3 in-
fluéncia externa.

Varios dispositivos eletrénicos ou sistemas fisicos sido estudados basicamente em

. ; . A
termos de entrada (input) Ae™" e saida, ou resposta, (output) —P—(-w—) e'®'. Nestes casos,
4
estamos diante de P(D) fortemente A-estavel, isto é, existe M > 0 grande e todas as
raizes P(4) t€m Re (@) < — M, o que implica num regime transiente rapido.

Em alguns dispositivos, como amplificadores, em que o objetivo é aumentar a

energia do sinal e™' sem modificd-lo, o interesse & “‘construir” um ,P,()t) fortemente

A-estavel e com ————1—— grande.
| Piw) |

Chamaremos de dispositivo linear governado pelo operador P(D) A-estavel o
processo de transformagio de um sinal de enttada 4e™' no regime permanente

e’ das solugdes de P(D)z= Aei (ver Figura 3.12).

P(iw)

~

A= A AN
/ E\ta/d \/ e lﬁw \(\ﬂ/{n mU \/

to total{

t=0 Regime transiente ! Regime permanente
Figura 3.12

Isto significa que estamos desprezando o regime transiente e fixando a nossa aten-
¢do no chamado comportamento assintético ou regime permanente de funcionamento.

A designagdo “linear” é obviamente originada do fato de que o principio de su-
perposi¢do vale para sinais monocrométicos de freqiiéncias diferentes e, portanto,
para qualquer sinal com decomposi¢do espectral.

Se um sinal de entrada é da forma

f(t):f Cw)e™ dw
o sinal de saida tera a forma

— ® C(CD) it
F(t)_j—wme dw
1

Observamos que a fungiio = H(w) descreve completamente um sistema li-

P(iw)
near. A fungiio H(w) é chamada funcdo de transferéncia do dispositivo linear e, tendo
um valor complexo, pode ser escrita como H(w)= R(w)e®®, onde

.

4
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1 fungio de ganho de amplificagdo
R@)=-——= -k P
| P(iw)| caracteristica da freqiiéncia w/2n
_ 1 fase de atraso da freqiiéncia a)/27z
0 (w)=Arg ( P(i(u)> ou dngulo de fase

Um dispositivo linear em geral ¢ um processo que transforma fungdes f(z) em
uma outra fungio F=L(f) e esta transformagdo satisfaz o principio de superposi-
¢do. A fungdo f(f) é chamada entrada, “input”, estimulo etc. e F() ¢ chamada saida,
“output”, resposta etc. Estas fungdes f(f) s@o restritas a um espago vetonal de fun-
¢oes. O sistema € chamado invariante com o tempo se

Lf(t)=F(r)
implica em
Lf+to)=F(t+ty)
para qualquer entrada f().

EXERCICIO

1. Mostre que o sistema linear governado por um operador A-estavel P(D) € invariante com
o tempo.

Um fato surpreendente € que sistemas lineares tdo gerais possam ser represen-
tados de forma tio simples e semelhante ao nosso caso particular, isto €, para todo
sistema linear invariante com o ‘tempo existe uma funcdo de transferéncia H(w), tal
que ' '

L(e™" = H(w)e™' com H(w)= R(w)e’
Para verificar isto suponha que yﬁ_’(cb, t) seja a saida para b
¢ =f(w, 0); L[f(w,0]=F,1
Pela invaridncia do tempo temos

o L[t = F(w,t+r)

para todo r.
Por outro lado, pela linearidade de L e como.

eiw(1+r) — eiwr . eimt
temos
L[eim(r+r)] — eiwr L[eiwt] — eiwr F((l), t)
Fazendo t=0, temos

Flw,r)= €™ F(o,0)
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Logo L(e*) = ¢™' F(w,0) ¢ a funcio de transferéncia H(w)= F(w, 0).

Em um sistema linear geral a fungdo H(w) ndo precisa ser o inverso de um po-
lindmio e pode ter formas mais gerais.

No estudo de sistemas de equagdes diferenciais lineares de coeficientes constan-
tes como, por exemplo, as equagdes para I, e I, no circuito da Figura 3.13 (ver tam-
bém Seccdo 3.4.2), podemos desacoplar as equages e obter uma tinica equagio para
I;, que tem a forma :

PID)L, = QD) U(h)

onde P(D) ¢ o operador diferencial linear da equacio e Q(D) também & um operador
diferencial linear de coeficientes constantes.

. ] M
R-' C Rz [1?2
1, 1,
v
L, L, y

Figura 3.13

Se considerarmos como U(¢) a entrada no sistema na forma monocromatica e*,
veremos que a equagio para /; se reduz a '

P(D)I, = Q(iw)e™*

e a fungdo de transferéncia H (w)-—%((;—:%) € uma fun¢io racional.

EXERCICIO

1. Obtenha as fungdes de transferéncia para os circuitos dos exercicios da Secgio 3.4.2.

3.4.6.3 Ressonéncia Externa e Interna

Como j& vimos na Secgdo 3.4.5, as equagdes diferenciais lineares sdo, na maior
parte dos casos, modelos para o estudo de situagdes em que o funcionamento do sis-
tema ndo se afasta muito da posi¢io de equilibrio, isto é, da solucio z=0. Por este
motivo, é importante caracterizar as condi¢des em que pode haver uma solugio z(t)
de P(D)z=f que n3o mantém a sua amplitude | z(#)| limitada.

Trés possibilidades devem ser consideradas:

a. Instabilidade exponencial, isto €, existe uma raiz «
1. Devido & constituigdo de P(4) com Re(x)> 0. ' ,
interna do sistema b. Instabilidade polinomial, isto &, existe uma raiz de
P(A) com Re(x)=0 e multiplicidade k> 1.
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c. P(4) tem uma raiz imaginaria o = iw, € a influéncia
2. Devido a influéncia externa f apresenta uma componente de fregiiéncia

externa Wg - S
o sua decomposicdo espectral.
T

De todas as trés possibilidades, a tinica situagdo genérica ou experimentalmente
verificavel é (a), no sentido de que pequenas alteragbes nos coeficientes de P(4) ndo
modificam a situacio*.

Nio podemos verificar experimentalmente que uma raiz tem multiplicidade & > 1
ou que ela cai exatamente sobre o eixo imaginario, uma vez que, dentro de qualquer
precisdo, podemos ter perturbacdes nos coeficientes de P(4) que destroem estas si-
tuagoes. '
~ Isto nos leva a caracterizar as situagdes (b) e 2 como sendo ndo genéricas, em-
bora sirvam como pontos de referéncia importantes no estudo do comportamento
do sistema governado pelo operador P(D).

O caso 2 é chamado de ressondncia externa e (b) de ressondncia interna, ou seja,
somente havera ressonidncia em P(D) se P(4) tiver raizes com parte real nula.

Analisemos o caso (a) de instabilidade polinomial de um operador diferencial,
isto é, quando P(A) tem uma raiz iw, com multiplicidade k> 1.

Neste caso, a solugio homogénea pode ter combinagdes lineares do tipo
{,tmeiwm}0<m<k- '

7

Observe como o termo #"e™* & semelhante 4 solugiio particular }W:—_j tkegio!
' g

que aparece na solugido ressonante, embora com m < k.

Uma interpretagio fisica deste fato é que ha um fenémeno de ressondncia inter-
Wo
2n
cimento espontineo (sem influéncia externa) de termos do tipo fme'“e’.

Observe que isto é consistente com o fato de que s6 aparecem termos de graum <k,

na entre as multiplas, vibracdes da mesma freqiiéncia € que provocam o apare-

: . ~ PSRN wo . . . -
pois se uma vibragio de freqiiéncia S5 influencia as outras k — 1, entdo a solugdo
7

deles em bloco devera ser a ressonante do tipo ct*~! e*o' (¢ constante) e por blocos
de m delas ct™ ™' 0 <m <k — 1, sendo estas influéncias mituas tomadas de todas
as formas possiveis.

* Isto decorre naturalmente do fato de que as “raizes de um polindémio se modificam continuamen-
te com os seus coeficientes”, que & uma forma do teorema de fungdes implicitas, se considerarmos a equa-
¢do P(A)=0 como F(A,ag, ...,a,)=0. Se A é uma raiz simples para os coeficientes (aq, ..., a,), entdo

' %% (4, aq, ...,a,)#0 e, pelo teorema classico da fungdo implicita, podemos obter uma unica fungo
A(ho, ..., hy) tal que F(Alhy, ..., h,), ag+hy, ..., a,+ h,)=0 para h, pequenos. Entretanto, quando ha
confluéncia de raizes, isto é, multiplicidades, o teorema classico ndo ¢é valido, pois % (A, ag, ..., a,)=0.

Neste caso o argumento ¢ mais delicado.
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Esta € uma interpretaciio fisica geral e nfio uma demonstragio matematica rigo-
rosa, embora, eventualmente, para um sistema especifico, estes argumentos possam
ser substanciados. De qualquer forma, podemos pensar nos dois casos (b) e 2 como
sendo fendmenos semelhantes de ressondncia, interna e externa.

Analisaremos agora algumas idéias relacionadas ao processo de ressonincia exter-
na para operadores P(D) estaveis, isto €, sem ressondncia interna. Como vimos, este
estudo pode ser feito inteiramente baseado no polindmio algébrico P(2) e na fungdo

| ou, também, H(ew)= 202
P(iw) Pliw)

Para isto, podemos estudar a “resposta” de um sistema descrito ,por um ope-
rador P(D) fixado variando a freqiiéncia da-excitagdo monocromatlca ou fixando
esta freqiiéncia e variando P(D). Do ponto de vista pratico, depende se estamos ana-
lisando um sistema determinado ou se estamos tentando construir algum sistema com
propriedades desejadas (sintese). W

~ Analisemos a fungio R(w)=| H(w)| para a freqiiéncia w variando, e tomemos
como exemplo o oscilador harmonico com

de transferéncia H(w)= , O e P polindémios.

1 1
PA)y=ml?+cl+k e Rw)= IP(ia))l = ~—mw2+/icw+k N

1
- [02(,02 + (k _ mwz)z]l/z

Se o oscilador é A-estavel, entdo ¢>0 e P(iw)# 0 para todo w real.
Fagamos um pouco de calculo elementar para obter o esbogo do grafico de R(w):

R(O)=—}(—; R(e0)= lim R(w)=0

W=+

€ para @ — 00, temos

Também

2cw — 4mw (k — mw?)
[CZO)Z + (k _ mw2)2]3/2

R'(w)=

se anula para

w=0 ¢ w=w,= _lf____~c2
m  2m?
O ponto w, e um ponto de maximo para R(w), quando k > ~—. Para k <~ R(w)

2 = 2m
tem maximo no ponto w =0, considerando o intervalo [0, o0]. Podemos entdo obter

2
. . . c
as diversas curvas para representagio grafica de R(w) com valores diferentes de & 5
m




Equacdes Diferenciais Ordindrias Lineares 171

R(wy) = maximo de R(w) = = = quando k> ——
c

m  4m?

Observe que R(w,) — oo para ¢ — 0.

As curvas R(w) s@o chamadas curvas de ressonidncia (ver Figura 3.14) e repre-
sentam o fator de ganho na amplitude do sistema linear governado pelo operador
A-estavel mD?* +cD+k, ¢>0.

eV

Figura 3.14 k<om Zm

a U ¢ _
Para freqii€ncias de excitagio ors proximas de
- T

4
Wo (k c)_ 1 ([k_ ¢ 7
2n \m’m 2 \m  4m? .
R(w) tem valores maiores, o que’implica no fato de que o oscilador harménico respon-
de as freqiiéncias externas nesta regido com maior amplitude. Este & basicamente o

principio de sintonia e de filtragem de sinais, pois se a fungdo R(w) tiver um maximo

mais acentuado em wy, 0 sistema seleciona com maior nitidez as componentes perié-
[

' )
dicas em uma estreita faixa de freqii€ncia em torno de —52.
T

Se o maximo de R(w) e w, for suave, o sistema funcionard como um ampli-

. . a )
ficador de sinais em uma larga faixa de freqii€ncias em torno de 70—. Observe que
T

um amplificador de sinais perfeito ndo deve dar ganho diferente de amplitudes para
componentes de diferentes freqiiéncias, pois desta forma modificara a distribui¢io re-
lativa de energia entre as freqiiéncias, resultando em uma distorsdo no sinal.

Se o intuito é amplificar com fidelidade uma faixa de freqiiéncias, € interessante
que R(w) tenha um patamar tdo uniforme e tdo acentuado nesta regiio quanto pos-
sivel.
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Observe que um oscilador harménico é um sistema linear bastante ristico, pois

. s o k .
a fungfio R(w) ndo tem muita flexibilidade com a variagiio de € ;;— Um sistema

. N A . i o
linear que tenha fungfio de transferéncia racional -——g(( )) para polinémos de grau su-
iw
perior, ou mesmo fun¢do H(w) mais geral, pode ser amoldado para uma maior apro-
ximag@o aos objetivos ideais do dispositivo. '
A anélise de amplificadores, filtros, diapasdes, sismografos, circuitos de sinto-
nia, microfones e uma enorme variedade de situagdes ¢ feita seguindo-se basicamente

0s mesmos argumentos utilizados no estudo do oscilador harménico.. ,

A fungio de fase O(w)=Arg também provoca o que é chamado de dis-

1
P(iw)
torgdo de fase, uma vez que o atraso de fase varia com a freqiiéncia. Quando 6(w) é
-aproximadamente constante, o grafico do sinal de saida s6 apresenta um deslocamen-
to no tempo. .
Entretanto, se houver uma variagio acentuada em 0(w) a distor¢io de fase mo-

dificara o gréfico do sinal (ver Figura 3.15). ,

R(w)eimx
giot — x r“_j\ \’\/-\\ »
‘Dispositivo 4 l \ / \ >
. ‘ S \ \ \ ‘ +8
\.,/ \\/ \\/ . ,R(w)e“m )

Figura 3.15

Suponha que P(zl) ndo tenha raizes imaginarias puras (e, portanto, nfio apresente
a ressondncia matematica), mas tenha raizes iw, + 6 onde 8 ~ 0. Verificamos, entdo,
que 6(w) apresenta uma variagio brusca de valor aproximadamente igual a 7 quan- -
do iw passa de pouco abaixo de iw,+ & para um pouco acima no plano complexo.

Este salto de variagio n em 0(w) quando iw, é raiz de P(4) é chamado descon-
tinuidade da fungdo fase na passagem por ressondncia. ‘

'3.4.7 Anilise de Choques em Equagées Diferenciais P(D)z = f
com f Descontinua

3.4.7.1 Funcéo de Heaviside H(t)

Alguns problemas fisicos de grande importincia relacionados a sistemas lined-
res governados por operadores diferenciais A-estaveis P(D) nio podem ser tratados
de forma satisfatoria pelos modelos apresentados até agora.
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Suponha, por exemplo, um circuito RLC simples, com um interruptor ligado a
uma fonte de voltagem continua (ver Figura 3.16).

. L R
f RIDIL, ANAA- '
V wad

[+]
Figura 3.16 T =

Y
71
(3}

Se no instante =0 ligamos o interruptor, o funcionamento do circuito sera re-
gido pela equagdo P(D)= H.(f), onde o termo de influéncia externa tem um aspecto
tipico do grafico da Figura 3.17.

e e e e

t

Figura 3.17 t,

Nenhum dispositivo fisico poderd efetuar este contacto completo instantanea-
mente, e O Processo, apesar de rapido, (< 1), € complicadissimo em sua microestrutura
e certamente ndo pode ser repetido em duas ligagdes diferentes. Isto significa também
que ndo conhecemos a fungdo H,(f) neste intervalo [0, €] e, mesmo se a conhecésse-
mos, ela teria um aspecto “intratavel” do ponto de vista' matematico.

Qual sera entdo a nossa atitude para construxr um modelo matematlco aceita-
vel para esta situagdo? v

0] procedlmento usual nestas situagdes consiste em substituir o problema original
{P(D)ua (5)

[

Itout»::a to<0

por um outro cujas solugdes sejam mais facilmente analisaveis e que representem apro-
ximadamente o funcionamento do sistema. '

Uma vez que & é muito pequeno comparado ds outras escalas de tempo (como,
por exemplo, o periodo de oscilagdo livre do circuito) é razoavel considerar o proble-
ma idealizado '

{P(D)v =H

Lv=u

©)

onde H(f) é a fungdo de Heaviside H(z)={1 2: tig
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Fazendo isto, todavia, estaremos diante de uma equagio que, embora formalmente
simples, ndo foi ainda estudada pois H(f) ¢ uma fungdo descontinua. Além disto, do
ponto de vista fisico, a Equagdo (6) descarta completamente a microdindmica do
contacto. Para que esta substituicdo seja justificavel, é necessario que o funcionamen-
to macroscopico do sistema (u(#)) seja muito pouco influenciado pelo comportamento
de H.(?) no intervalo [0, ¢], ou seja, o fato de que o contacto se faz em uma escala de
tempo muito pequena deve ser suficiente para a descrigio aproximada do fenémeno.

Analisemos em primeiro lugar a questiio puramente matematica da obtencdo de
solugdes para a Equagio (6). Observe que esta equaciio pode ser separada em duas partes

PD)v; =0 se <0 o (6a)
PDyv,=1 se t>0 (6b)

€ que ambas podem ser facilmente resolvidas pelos métodos apresentados nas sec-
¢Oes anteriores. v b

A solugfo da primeira parte (6a) é uma fungéo v, € N(P(D)) que fica comple-
tamente determinada pelas condigdes iniciais em 7, <0 como solugdo do problema
de Cauchy ;
{P Dyv; =0

lovlza t0<t

Entretanto, v, (¢) esta caracterizada apenas como solugio geral de P(D)v, =1 e, por-
tanto, dispde de N pardmetros livres. ,

Isto significa, em resumo, que a equagiio matematica (6) tem 2N pardmetros
livres. Do ponto de vista fisico estes N pardmetros extras sdo inaceitaveis, uma vez
que o sistema deve ter o seu funcionamento perfeitamente determinado apenas pelas
condigdes iniciais representadas pelos N pardmetros o, , ..., ay. '

O problema matemético simplificado nos leva, assim, a um impasse sobre a es-
colha, dentre as multiplas solugdes da Equagdo (6), daquela que possa descrever apro-
ximadamente o modelo.

A fungio v, (¢) (r<0) é chamada solugdo anterior ao choque e v,(¢) (£>0) so-
lugdo posterior ao choque. ‘

A questdo, neste caso, se reduz a forma de se realizar a conexdo entre a solugdo
(determinada) pré-choque e a solugdo (indeterminada) pos-choque. Para resolvermos
este impasse voltaremos ao problema original (5) e determinaremos a conexdo entre
u.(t) (1< 0) e u.(t) (¢t >0), no limite ¢ | 0. Com este objetivo utilizaremos a formula
geral de resolugdo da equagiio P(D)u = f obtida no final da Seccdo 3.4.3 e que nos da

u()=h(O+E,, ... (E,,H,) ()
onde

EN @)= f et f(s)ds

Observe que 4 e N(P(D)) é responsavel pelo cumprimento das condigbes iniciais
I,,h=a e ndo depende de e.

©,=E,y .. (B, H) ()
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por sua vez € uma solugfio particular com condigdes iniciais nulas. (Verifique!) Nao
¢ dificil mostrar que, para