
Movimento Unidimensional e 
Método dos Mínimos Quadrados

Prof. Rafael Guido
rvcguido@ifsc.usp.br

1



Relações lineares entre dados experimentais
• Muitas vezes, a relação encontrada experimentalmente entre duas grandezas

8sicas é linear ou pode ser linearizada. 
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3Capítulo 3: Relações lineares entre dados 
experimentais 

Muitas vezes, a relação encontrada experimentalmente entre duas 

grandezas físicas é linear ou pode ser linearizada. Isso significa que a mesma 

pode ser representada da seguinte forma: 

 𝑦 𝑎𝑥 𝑏 (1) 

Nessa situação, deve-se determinar a melhor reta que representa os 

dados experimentais e calcular o valor dos parâmetros 𝑎, a inclinação ou 

coeficiente angular, e 𝑏, ordenada na origem ou coeficiente linear. Existem 

duas formas de realizar essa determinação: o método gráfico e o método 

analítico. No segundo caso, uma opção é utilizar o método dos mínimos 

quadrados. Neste capítulo são apresentados ambos os procedimentos. 

 Método gráfico 

Esse método já foi aplicado nos exemplos do capítulo 2. Consiste 

simplesmente em representar os dados experimentais (x, y) em um gráfico e 

traçar, manualmente, a reta que passe mais perto da maioria deles. Isto é válido 

para qualquer combinação de escalas nos eixos: lineares ou logarítmicas. 

A figura 3.1 mostra o exemplo de um conjunto de dados experimentais 

(círculos abertos) que aparentam seguir uma relação linear. Como os dados 

medidos estão sujeitos a erros experimentais aleatórios, existe uma dispersão. 

A melhor reta traçada deve tentar se aproximar equilibradamente a todos eles. 
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 coeficiente linear: 𝑏  (3) 

Alternativamente, quando a escala do gráfico permite visualizar a 

interseção da reta com o eixo vertical em 𝑥 0 (ponto P3 na figura 3.1), o 

coeficiente 𝑏 é simplesmente 

 𝑏 𝑌  (4) 

Quando um ou os dois eixos forem logarítmicos, deve-se ter o cuidado 

de usar o logaritmo da grandeza física correspondente, como discutido no 

capítulo 2. Assim, por exemplo, para o cálculo da inclinação 

 escala di-log: 𝑎
 

 (5) 

 escala mono-log (eixo vertical): 𝑎  (6) 

 Método dos mínimos quadrados 

Esse é um método analítico geral para encontrar a melhor reta que 

represente o conjunto de N pares de dados experimentais (𝑥 , 𝑦 ) com 𝑖

1, 2, … , 𝑁, independente de critérios do observador. A ideia fundamental é 

definir a melhor reta como aquela que minimiza as distâncias verticais em 

relação aos dados experimentais. O método dos mínimos quadrados, ou 

regressão linear, considera a soma dos quadrados das distâncias: 

 𝑆 ∑ 𝑦 𝑦  (7) 

em que 𝑦  é o valor calculado para o i-ésimo dado com a equação da melhor 

reta 𝑦 𝑎𝑥 𝑏. O processo de minimização de 𝑆, como função dos 

parâmetros da reta, fornece as seguintes expressões: 

 coeficiente angular: 𝑎 ∑ ̅
∑ ̅

 (8) 
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 coeficiente linear: 𝑏 𝑦 𝑎�̅� (9) 

em que todos os somatórios correm com 𝑖 1, 2, … , 𝑁, �̅� ∑  e 𝑦 ∑ . 

O método fornece também as incertezas destes parâmetros, ∆𝑎 e ∆𝑏, que estão 

diretamente relacionadas com a dispersão média ∆𝑦 dos dados experimentais 

em relação à reta. 

 dispersão média do ajuste: ∆𝑦 ∑  (10) 

 incerteza do coeficiente angular: ∆𝑎 ∆
∑ ̅

 (11) 

 incerteza do coeficiente linear: ∆𝑏 ∑
∑ ̅

∆𝑦 (12) 

A figura 3.2 mostra um exemplo de ajuste de uma reta a um conjunto de 

dados experimentais. No gráfico são também mostradas as bandas de 

incerteza do ajuste, traçadas como retas paralelas separadas em distâncias 

∆𝑦 na vertical. Essas bandas constituem uma ferramenta aproximada para 

qualificar a dispersão do ajuste. Supondo que a dispersão é de natureza 

puramente aleatória, existe uma probabilidade de 32% de um dado 

experimental ficar fora da banda, ou seja, aproximadamente um de cada três 

dados. Podemos observar que isso realmente ocorre com os dados da figura 

3.2. Caso contrário, podem ter ocorrido erros sistemáticos ou grosseiros 

durante o experimento ou a suposição de uma relação linear não é correta. 

Numa banda de 3∆𝑦 , a probabilidade de um dado ficar de fora é de um em 

quatrocentos. Consequentemente, quando isso ocorre em um conjunto 

pequeno de dados é bastante provável que se deva a um erro sistemático ou 

grosseiro durante a medida. 
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em que 𝛿 é a fase (definida pelo o ângulo do pêndulo em t = 0) e T é o período 

de oscilação, dado por: 

 𝑇 2𝜋  (2) 

Podemos observar na expressão (2) que o período de oscilação depende 

do comprimento do pêndulo e da aceleração da gravidade, através da raiz 

quadrada, e é independente da amplitude de oscilação ou da massa suspensa. 

 

Figura 3.1 - Pêndulo simples de comprimento L. 𝑇: tensão da corda. �⃗�: força peso. 

 
Fonte: Elaborada pelo compilador. 

 

 

Questão: Durante o intervalo de tempo T, de uma oscilação, quantas vezes a 

partícula passa pela posição de equilíbrio 𝜃 0? Quantas vezes ela passa pela 

posição de afastamento extremo 𝜃 𝜃 ? 
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 coeficiente linear: 𝑏  (3) 
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incerteza do ajuste, traçadas como retas paralelas separadas em distâncias 

∆𝑦 na vertical. Essas bandas constituem uma ferramenta aproximada para 

qualificar a dispersão do ajuste. Supondo que a dispersão é de natureza 

puramente aleatória, existe uma probabilidade de 32% de um dado 

experimental ficar fora da banda, ou seja, aproximadamente um de cada três 

dados. Podemos observar que isso realmente ocorre com os dados da figura 

3.2. Caso contrário, podem ter ocorrido erros sistemáticos ou grosseiros 

durante o experimento ou a suposição de uma relação linear não é correta. 

Numa banda de 3∆𝑦 , a probabilidade de um dado ficar de fora é de um em 

quatrocentos. Consequentemente, quando isso ocorre em um conjunto 

pequeno de dados é bastante provável que se deva a um erro sistemático ou 

grosseiro durante a medida. 



Experimental: Plano inclinado

14

Laboratório de Física I  IFSC 
 

 77

Questão: O movimento pendular ocorre em um plano, portanto, é 

bidimensional e requereria duas coordenadas para identificar a posição da 

partícula. No entanto, a equação horária (1) representa uma única coordenada 

angular 𝜃. Por que podemos descrever esse movimento como unidimensional? 

 

 Plano inclinado: movimento retilíneo uniformemente 
acelerado 

A figura 3.2 mostra o esquema de uma massa deslizando sobre um plano 

inclinado sem atrito, formando um ângulo 𝜃 com a horizontal. Existem duas 

forças atuando: o peso e a reação do plano. Como essas forças não se 

cancelam, existe uma força resultante e, portanto, aceleração. 

 

Figura 3.2 - Objeto se deslocando sobre um plano inclinado sem atrito. 𝑁: força normal. 
�⃗�: força peso. �⃗�: velocidade do objeto. 

 
Fonte: Elaborada pelo compilador. 

 

O movimento pode ser descrito como unidimensional, escolhendo um 

referencial que meça a coordenada na direção paralela ao plano inclinado. 

Definindo o instante t = 0, como aquele cujo objeto está na posição y = 0, com 

velocidade 𝑣 , a equação horária resulta em: 

 𝑦 𝑡 𝑣 𝑡 𝑡  (3) 
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 coeficiente linear: 𝑏  (3) 

Alternativamente, quando a escala do gráfico permite visualizar a 

interseção da reta com o eixo vertical em 𝑥 0 (ponto P3 na figura 3.1), o 

coeficiente 𝑏 é simplesmente 

 𝑏 𝑌  (4) 

Quando um ou os dois eixos forem logarítmicos, deve-se ter o cuidado 

de usar o logaritmo da grandeza física correspondente, como discutido no 

capítulo 2. Assim, por exemplo, para o cálculo da inclinação 

 escala di-log: 𝑎
 

 (5) 

 escala mono-log (eixo vertical): 𝑎  (6) 

 Método dos mínimos quadrados 

Esse é um método analítico geral para encontrar a melhor reta que 

represente o conjunto de N pares de dados experimentais (𝑥 , 𝑦 ) com 𝑖

1, 2, … , 𝑁, independente de critérios do observador. A ideia fundamental é 

definir a melhor reta como aquela que minimiza as distâncias verticais em 

relação aos dados experimentais. O método dos mínimos quadrados, ou 

regressão linear, considera a soma dos quadrados das distâncias: 

 𝑆 ∑ 𝑦 𝑦  (7) 

em que 𝑦  é o valor calculado para o i-ésimo dado com a equação da melhor 

reta 𝑦 𝑎𝑥 𝑏. O processo de minimização de 𝑆, como função dos 

parâmetros da reta, fornece as seguintes expressões: 

 coeficiente angular: 𝑎 ∑ ̅
∑ ̅

 (8) 
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 coeficiente linear: 𝑏 𝑦 𝑎�̅� (9) 

em que todos os somatórios correm com 𝑖 1, 2, … , 𝑁, �̅� ∑  e 𝑦 ∑ . 

O método fornece também as incertezas destes parâmetros, ∆𝑎 e ∆𝑏, que estão 

diretamente relacionadas com a dispersão média ∆𝑦 dos dados experimentais 

em relação à reta. 

 dispersão média do ajuste: ∆𝑦 ∑  (10) 

 incerteza do coeficiente angular: ∆𝑎 ∆
∑ ̅

 (11) 

 incerteza do coeficiente linear: ∆𝑏 ∑
∑ ̅

∆𝑦 (12) 

A figura 3.2 mostra um exemplo de ajuste de uma reta a um conjunto de 

dados experimentais. No gráfico são também mostradas as bandas de 

incerteza do ajuste, traçadas como retas paralelas separadas em distâncias 

∆𝑦 na vertical. Essas bandas constituem uma ferramenta aproximada para 

qualificar a dispersão do ajuste. Supondo que a dispersão é de natureza 

puramente aleatória, existe uma probabilidade de 32% de um dado 

experimental ficar fora da banda, ou seja, aproximadamente um de cada três 

dados. Podemos observar que isso realmente ocorre com os dados da figura 

3.2. Caso contrário, podem ter ocorrido erros sistemáticos ou grosseiros 

durante o experimento ou a suposição de uma relação linear não é correta. 

Numa banda de 3∆𝑦 , a probabilidade de um dado ficar de fora é de um em 

quatrocentos. Consequentemente, quando isso ocorre em um conjunto 

pequeno de dados é bastante provável que se deva a um erro sistemático ou 

grosseiro durante a medida. 



Plano inclinado

21

Laboratório de Física I  IFSC 
 

 77

Questão: O movimento pendular ocorre em um plano, portanto, é 

bidimensional e requereria duas coordenadas para identificar a posição da 

partícula. No entanto, a equação horária (1) representa uma única coordenada 

angular 𝜃. Por que podemos descrever esse movimento como unidimensional? 

 

 Plano inclinado: movimento retilíneo uniformemente 
acelerado 

A figura 3.2 mostra o esquema de uma massa deslizando sobre um plano 

inclinado sem atrito, formando um ângulo 𝜃 com a horizontal. Existem duas 

forças atuando: o peso e a reação do plano. Como essas forças não se 

cancelam, existe uma força resultante e, portanto, aceleração. 

 

Figura 3.2 - Objeto se deslocando sobre um plano inclinado sem atrito. 𝑁: força normal. 
�⃗�: força peso. �⃗�: velocidade do objeto. 

 
Fonte: Elaborada pelo compilador. 

 

O movimento pode ser descrito como unidimensional, escolhendo um 

referencial que meça a coordenada na direção paralela ao plano inclinado. 

Definindo o instante t = 0, como aquele cujo objeto está na posição y = 0, com 

velocidade 𝑣 , a equação horária resulta em: 

 𝑦 𝑡 𝑣 𝑡 𝑡  (3) 

y/x

x

Método dos mínimos quadrados

Laboratório de Física I  IFSC 
 

 49

 coeficiente linear: 𝑏  (3) 

Alternativamente, quando a escala do gráfico permite visualizar a 

interseção da reta com o eixo vertical em 𝑥 0 (ponto P3 na figura 3.1), o 

coeficiente 𝑏 é simplesmente 

 𝑏 𝑌  (4) 

Quando um ou os dois eixos forem logarítmicos, deve-se ter o cuidado 

de usar o logaritmo da grandeza física correspondente, como discutido no 

capítulo 2. Assim, por exemplo, para o cálculo da inclinação 

 escala di-log: 𝑎
 

 (5) 

 escala mono-log (eixo vertical): 𝑎  (6) 

 Método dos mínimos quadrados 

Esse é um método analítico geral para encontrar a melhor reta que 

represente o conjunto de N pares de dados experimentais (𝑥 , 𝑦 ) com 𝑖

1, 2, … , 𝑁, independente de critérios do observador. A ideia fundamental é 

definir a melhor reta como aquela que minimiza as distâncias verticais em 

relação aos dados experimentais. O método dos mínimos quadrados, ou 

regressão linear, considera a soma dos quadrados das distâncias: 

 𝑆 ∑ 𝑦 𝑦  (7) 

em que 𝑦  é o valor calculado para o i-ésimo dado com a equação da melhor 

reta 𝑦 𝑎𝑥 𝑏. O processo de minimização de 𝑆, como função dos 

parâmetros da reta, fornece as seguintes expressões: 

 coeficiente angular: 𝑎 ∑ ̅
∑ ̅

 (8) 

IFSC  Laboratório de Física I 
 

 50

 coeficiente linear: 𝑏 𝑦 𝑎�̅� (9) 

em que todos os somatórios correm com 𝑖 1, 2, … , 𝑁, �̅� ∑  e 𝑦 ∑ . 

O método fornece também as incertezas destes parâmetros, ∆𝑎 e ∆𝑏, que estão 

diretamente relacionadas com a dispersão média ∆𝑦 dos dados experimentais 

em relação à reta. 

 dispersão média do ajuste: ∆𝑦 ∑  (10) 

 incerteza do coeficiente angular: ∆𝑎 ∆
∑ ̅

 (11) 

 incerteza do coeficiente linear: ∆𝑏 ∑
∑ ̅

∆𝑦 (12) 

A figura 3.2 mostra um exemplo de ajuste de uma reta a um conjunto de 

dados experimentais. No gráfico são também mostradas as bandas de 

incerteza do ajuste, traçadas como retas paralelas separadas em distâncias 

∆𝑦 na vertical. Essas bandas constituem uma ferramenta aproximada para 

qualificar a dispersão do ajuste. Supondo que a dispersão é de natureza 

puramente aleatória, existe uma probabilidade de 32% de um dado 

experimental ficar fora da banda, ou seja, aproximadamente um de cada três 

dados. Podemos observar que isso realmente ocorre com os dados da figura 

3.2. Caso contrário, podem ter ocorrido erros sistemáticos ou grosseiros 

durante o experimento ou a suposição de uma relação linear não é correta. 

Numa banda de 3∆𝑦 , a probabilidade de um dado ficar de fora é de um em 

quatrocentos. Consequentemente, quando isso ocorre em um conjunto 

pequeno de dados é bastante provável que se deva a um erro sistemático ou 

grosseiro durante a medida. 



Exemplo de aplicação MMQ

22

Laboratório de Física I  IFSC 
 

 49

 coeficiente linear: 𝑏  (3) 

Alternativamente, quando a escala do gráfico permite visualizar a 

interseção da reta com o eixo vertical em 𝑥 0 (ponto P3 na figura 3.1), o 

coeficiente 𝑏 é simplesmente 

 𝑏 𝑌  (4) 

Quando um ou os dois eixos forem logarítmicos, deve-se ter o cuidado 

de usar o logaritmo da grandeza física correspondente, como discutido no 

capítulo 2. Assim, por exemplo, para o cálculo da inclinação 

 escala di-log: 𝑎
 

 (5) 

 escala mono-log (eixo vertical): 𝑎  (6) 

 Método dos mínimos quadrados 

Esse é um método analítico geral para encontrar a melhor reta que 

represente o conjunto de N pares de dados experimentais (𝑥 , 𝑦 ) com 𝑖

1, 2, … , 𝑁, independente de critérios do observador. A ideia fundamental é 

definir a melhor reta como aquela que minimiza as distâncias verticais em 

relação aos dados experimentais. O método dos mínimos quadrados, ou 

regressão linear, considera a soma dos quadrados das distâncias: 

 𝑆 ∑ 𝑦 𝑦  (7) 

em que 𝑦  é o valor calculado para o i-ésimo dado com a equação da melhor 

reta 𝑦 𝑎𝑥 𝑏. O processo de minimização de 𝑆, como função dos 

parâmetros da reta, fornece as seguintes expressões: 

 coeficiente angular: 𝑎 ∑ ̅
∑ ̅

 (8) 

xmédio = 132,4
ymédio = 120,4

a = (139-132,4)x122 + (126-132,4)x114 + (90-132,4)x86 + (144-132,4)x134 + (163-132,4)x146
i xi yi

1 139 122
2 126 114
3 90 86
4 144 134
5 163 146

(139-132,4)2 + (126-132,4)2 + (90-132,4)2 + (144-132,4)2 + (163-132,4)2

a = (805,2) + (-729,6) + (-3646,4) + (1554,4) + (4467,6) 

(43,56) + (40,96) + (1797,76) + (134,56) + (936,36) 

a = 2451,2

2953,2

a = 0,83

(xi - x)*y (xi - x)ˆ2
805,2 43,56

-729,6 40,96
-3646,4 1797,76
1554,4 134,56
4467,6 936,36
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xmédio = 132,4
ymédio = 120,4

a = 0,83 

i xi yi
1 139 122
2 126 114
3 90 86
4 144 134
5 163 146

b = 120,4 - (0,83x132,4) 

b = 120,4 – 109,892 

b = 10,508 
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i xi yi
1 139 122
2 126 114
3 90 86
4 144 134
5 163 146

[(0,83x139)+(10,508-122)]2 + [(0,83x126)+(10,508-114)]2 + [(0,83x90)+(10,508-86)]2 + 
[(0,83x144)+(10,508-144)]2 + [(0,83x163)+(10,508-146)]2

xmédio = 132,4
ymédio = 120,4

a = 0,83
b = 10,508  

5 - 2

15,039 + 1,184 + 0,627 + 15,777 + 0,041

3

32,667

3

10,889 = 3,299∆y = 

∆y = 

∆y = 


