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MATLAB EEL-TS

(ANessas duas aulas sera utilizado o software MATLAB para analisar e projetar
sistemas de controle.

JdUma licenca de avaliacdo gratuita do MATLAB vélida por 30 dias pode ser
obtida em: https://www.mathworks.com/campaigns/products/trials.html

JdTambém é possivel utilizar gratuitamente o MATLAB para Android e iOS.

dSoftwares gratuitos também podem ser utilizados, como Scilab
(https://www.scilab.org/) e Octave (https://www.gnu.org/software/octave/), ou
Bibliotecas do Python (https://web.math.princeton.edu/~cwrowley/python-
control/index.html).
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S i St e m a Escela de Engenbaria de Lorena

JExemplos de Sistemas Lineares Invariantes no Tempo.
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Estabilidade EEL-ISH

JEstabilidade é um dos critérios mais importantes do projeto de sistemas de
controle;

BIBO: Bounded Input Bounded Output (Entrada Limitada Saida Limitada);

dUm sistema é BIBO estavel se e somente se para toda e qualquer entrada
limitada em amplitude u(t) for produzida uma saida também limitada em
amplitude y(t).

dSe a saida divergir para ao menos uma entrada limitada o sistema NAO é BIBO
estavel.

ENTRADA LIMITADA SAIDA LIMITADA

—> SISTEMA —m——>

U(s) G(s) Y(s)
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JUm sistema € BIBO estavel se todos os polos da funcdo de transferéncia
estiverem localizados no semi-plano esquerdo de s.

AJw
kq k; kn

G(s) = + + et
Ay —pP1 A4z — P2 an — Pn

Regiao Estavel Regiao Instavel
L7HG(s)} = k ePrt + kyeP2t + - + kePnt

VQ

Os polos precisam possuir parte real negativa
para que as exponenciais tendam a zero.
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JCaso 1: Sistema estavel MATLAB

Command Window

10 *» gs = zpki([l,[-1,-2,-3],10)
G(s) = Resposta ao Impulso
— 0.8 . . . . ‘
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Polos E (s+1) (s+2) (=+43)
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JCaso 2 : Sistema instavel MATLAB

Command Window

»» 8 =tf('s")
10(s + 1) Resposta ao Impulso .-
G(S) = > 400 ‘ . :
(s—1D(s?+s+1) ol | .
300 Continuous-time transfer function.
w 250 +
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%_200
x - o -
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3 :
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02 F B . S 400 : ans = :
o4l i EETITN NUS i | - !
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dCaso 3: sistema marginalmente estavel MATLAB

Command Window

>» 3 = £LE('=z")
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JCaso 4 : Sistema instavel MATLAB

Command Window
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Criterio de Estabilidade de Routh-Hurwitz @@JLESP

(dMétodo para analisar a estabilidade de sistemas de controle lineares sem a
necessidade de extrair os polos da funcao de transferéncia.

________

C(s)  bys" +bs" ' +--+b, s+b, B(s) o
R(s) a,s" +as" '+ +a, s +a, A(s) i

| n—1 i i i ,” _________________________ T

/‘\ S A A Cp = A T Gyds
(TTTTTmm e mmmmmmmoooooooooooos N (T T \ | 1= |
Cays"+as" '+ +a, s+a,—0 "% b, 1 b, b, b, ' a |

______________________________________

_________________

________________________________

Equagao caracteristica Sn_3i c, ¢, €3 C4 ... o a,a, — A, ds
: 1 2 —_—
| a
stid id, d, d,
O nimero de polos no semi-plano col e | h., = G196 — doy
direito de s é igual ao numero de > o : a
trocas de sinal da primeira coluna 52 e e
1 o
s A
0 g
S0 &

S _—————
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(dCaso 1: Sistema Estavel 6(s) = 10 ~ 10
VT G+ DGE+2(E+3) S +652+11s+6

MATLAB
Command Window
=3 = tf('=2"); 53 Ao a, Ay
*xogz = 10/((=z + 1)*(=2 + 21*(= + 3))
gs—f _______________________ Sz a1 a3 as
:’ 10 )
| TTmTmmmmmmmmmm———es ! sl
15“3 + 6 372 +11 3 + & |
Continuous-time transfer function. 0
S

fr 5> |

-

a,s" +as"'+ .. ta, s ta,=0
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(dCaso 1: Sistema Estavel 6(s) = 10 ~ 10
VT G+ DGE+2(E+3) S +652+11s+6

MATLAB

Command Window

»» 83 = tf('="); s3 1 11
g3 = 10/ ((3 + 1)*(3 + 2)%(3 + 3))

- e

___________________________

Continuous-time transfer function.

fr 5> |

-

a,s" +as"'+ .. ta, s ta,=0
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz
(dCaso 1: Sistema Estavel 6(s) = 10 ~ 10
T G+ DG +2)(+3) sP+6s2+11s+6
53 1 ><11
2 e T Ve
aid, — dpds 6-11-1-6
b, = a, sl _
SO
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz
(dCaso 1: Sistema Estavel 6(s) = 10 ~ 10
T G+ DG +2)(+3) sP+6s2+11s+6
31 ><11 0
2 e T Ve 0
bl _ aa, — dyds Sl 10
a
SO
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(dCaso 1: Sistema Estavel 6(s) = 10 ~ 10

S (s+D(s+2)(s+3) s3+6s2+11s+6
$ 1 11 0

= —

e
2 16 1 6 0

ad, —dyd
bz= 1 461’1 05 1 10 6-0;1-0
SO
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz @@JLESP

(dCaso 1: Sistema Estavel 6(s) = 10 ~ 10
S (s+D(s+2)(s+3) s3+6s2+11s+6
$ 1 11 0
= —
e
2 16 1 6 0
b a1 dy — Ay ds
2= T st 10 0
SO
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz @@JLESP

(dCaso 1: Sistema Estavel 6(s) = 10 ~ 10

S (+D(G+2)(s+3) s3+6s2+11s+6
s3 1 11 0
52 6 6 0

o 4

st 110 0

byaz — a;b, 0 10-6-6-0

€1 = S 10
by
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(dCaso 1: Sistema Estavel 6(s) = 10 ~ 10

S (s+D(s+2)(s+3) s3+6s2+11s+6
$ 1 11 0
26 6 0

o 4

st 110 0 0

byas — asb

¢, = 143 — 103 §0 6
by
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz
(dCaso 1: Sistema Estavel 6(s) = 10 ~ 10
S (s+D(Gs+2)(s+3) s3+652+11s+6
$l1 1 0
SZ i 6 i 6 0 1 S
| : 08|
T L
| : :“";l 0| ¢—¢—x
O e
e D I R
08
Conclusoes: R e
1. N3o ocorreram trocas de sinal na T a7

primeira coluna;
2. Sistema estavel!!!
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Criterio de Estabilidade de Routh-Hurwitz @@JLESP

JCaso 2: Sistema Instavel .~ 10+1) _10s+10
(S)_(S—l)(SZ+S+1)_ s3—6

MATLAB
Command Window
»» a3 = tf('="); 3
> gz = (10%(= + 1))/((s - 1)*(="2 + = + 1)) S Ao a Ay
gz =
ittt . Sz aq as as
''10 5 + 10 :
LR 5 st
Continuous-time tranasfer function.
| 0
x> S
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz

JCaso 2: Sistema Instavel .~ 10+1) _10s+10
(S)_(S—l)(SZ+S+1)_ s3—6

MATLAB
Command Window
> 3 = tf('3"); 3
> gz = (10%(= + 1))/((s - 1)*(="2 + = + 1)) S 1 0
gs =
'/ __________________________ \ Sz O _6
''10 5 + 10 :
s ot 5 51
Continuous-time tranafer function.
| 0
x > S
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz

dCaso 2: Sistema Instavel Gy 10G+D 105410
T (s=1D(s?2+s+1) s3-6
Quando um dos coeficientes de uma linha for nulo é s° 1 0
necessario substituir esse coeficiente por umvalor <«
bem pequeno (€). (\S\N 0 | _6
51
g0
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz

Caso 2: Sistema Instavel Gy 10G+D 105410
(s—1(s?2+s+1) s3—6
Quando’u.m dos cpeficientes de. uma linha for nulo é s° 1 0
necessario substlgc:rlrr‘ Ieosesocleuceonesl(c;(;nte por um valor <\SZ\NO _)E .
Sl
50
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz
JCaso 2: Sistema Instavel .~ 10+1) _10s+10
(S)_(S—l)(SZ+S+1)_ s3—6
s3 1 >< 0
2 losel -6
bl — alazéjlaoa?) Sl 0_16(_6)
SO
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz
JCaso 2: Sistema Instavel .~ 10+1) _10s+10
(S)_(S—l)(SZ+S+1)_ s3—6
s3 1 >< 0
2 losel -6
b — a,a, — dyds o1 6
1 a, €
SO
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz @@JLESP

dCaso 2: Sistema Instavel Gy 10G+D 105410
> C(s—D(s2+s+1)  s3-6
s3 1 0
\></
2 g ~
S 0—-e€: —6
bz — %9 — % sl é 0-1-0
a € €
SO
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz @@JLESP

dCaso 2: Sistema Instavel Gy 10G+D 105410
> C(s—D(s2+s+1)  s3-6
s3 1 0
\></
2 g ~
S 0—-e€: —6
ad, — dyd
bz— 1 %4 0 ™5 | 6
e 0
a, S -
SO
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz @@JLESP

dCaso 2: Sistema Instavel Gy 10G+D 105410
T (s=1D(s?2+s+1) s3-6
s3 1 0
s 0 —>ey —6
e 7D
s1 I 9 i 0
_€__
byaz —a,b, 0 -36/c—c-0
€1 = b S 6/€
1
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz @@JLESP

dCaso 2: Sistema Instavel Gy 10G+D 105410
T (s=1D(s?2+s+1) s3-6
s3 1 0
s? O—>ey—6
e ¥
s1 : 9 i 0
N
bia; —a.b
¢ = 143 — a107 §0 _6
by
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz @@JLESP

dCaso 2: Sistema Instavel Gy 10G+D 105410
T (s=1D(s?2+s+1) s3-6
301 0
s* € —6 o8 "
i i 06
l ! 04| -
Sl i 9 i 0 __02f
: € : §. 0|— %
i i "1-0.2;377 ST
s° . —6 E 04l
R it ’ -06
Conclusdes: o8 X | ,
1. Ocorreu uma troca de sinal; oo e 1

2. Existe um polo no semi-plano
direito de s.
3. Sistema instavell!l
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz @@JLESP

JCaso 4: Sistema Instavel

JTodos os coeficientes em uma determinada

linha sao nulos. S o az ay
disso indica que podem ocorrer as seguintes st as as

situacoes:
s3 0 0 0

J1 — A equacdo possui pelo menos um par de raizes
reais iguais mas de sinais opostos;

J2 — A equacdo tem um ou mais pares de raizes
imaginarias;

3 — A equacdo tem pares de raizes complexas
conjugadas com partes reais simetricas. Ex: s = x + 0

jyes=—x=x]y.
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Criterio de Estabilidade de Routh-Hurwitz @@JLESP

dCaso 4: Sistema Instavel ;o _ 10 _ 10
(s2+4)2(s+10) s>+ 10s*+ 8s3 + 80s% + 16s + 160

MATLAB
Command Window
>» 8 = tf('s") s> Ao a; Ay
5 =
4
= S a1 a3 as
Continuous—-time transfer function.
53
=» g2 = 10/(((3™2 + 4)"2)* (3 + 10))
gz = SZ
:' 10 ':
T T i 1
I\S"5+1':| 24 + 8 =23 + 80 =272 + 16 = + 160, S
a,s" ta,s"'+.. ta,_,sta, = 0
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dCaso 4: Sistema Instavel ;o _ 10 _ 10
(s2+4)2(s+10) s>+ 10s*+ 8s3 + 80s% + 16s + 160
MATLAB
>»> 3 = tf('s") gd 1 8 16
] st 10 80 160
Continuous-time transfer function.
S3
=» g2 = 10/(((3™2 + 4)"2)* (3 + 10))
gz = SZ
c w o |
25 + 10 572 + 8 303 + 80 3°2 + 16 3 + 160! st
SO
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dCaso 4: Sistema Instavel ;o _ 10 _ 10
(s2+4)2(s+10) s>+ 10s*+ 8s3 + 80s% + 16s + 160
s° 1 8 16
X
st i\__1_q__i 80 160
b, = a, dy — dyds $3 10:8-1:80
a, 10
SZ
Sl
SO
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dCaso 4: Sistema Instavel ;o _ 10 _ 10
(s2+4)2(s+10) s>+ 10s*+ 8s3 + 80s% + 16s + 160
s® 1 >< 8 16
s 110 80 160
ad, — dyd
ph = 4 043 3
1 a, S 0
SZ
Sl
SO
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dCaso 4: Sistema Instavel ;o _ 10 _ 10
(s2+4)2(s+10) s>+ 10s*+ 8s3 + 80s% + 16s + 160
s® 1 8 16
\></
T
s* 110 80 | 160
ad, — dyd
bz— 11 05 3 10-16 — 1160
0
a S 10
SZ
Sl
SO
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dCaso 4: Sistema Instavel ;o _ 10 _ 10
(s2+4)2(s+10) s>+ 10s*+ 8s3 + 80s% + 16s + 160
s® 1 8 16
\></
T
s* 10 80 | 160
b ady — dyds
2= a, s3 0 0
SZ
Sl
SO
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dCaso 4: Sistema Instavel ;o _ 10 _ 10
(s2+4)2(s+10) s>+ 10s*+ 8s3 + 80s% + 16s + 160
SS 1 \>8<}/
s* 1107 80 e —
ads — dyd
b — 1 ~*6 0 *7 3 10-0—1-0
3 a, S 0 0 5
SZ
Sl
SO
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dCaso 4: Sistema Instavel ;o _ 10 _ 10
(s2+4)2(s+10) s>+ 10s*+ 8s3 + 80s% + 16s + 160

SS 1 \>8<}/
s* 110 7 80 e —
_ 4d¢ — 4y
bs = a 53 0 0 0
1
SZ
Sl
SO
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dCaso 4: Sistema Instavel ;o _ 10 _ 10
(s2+4)2(s+10) s>+ 10s*+ 8s3 + 80s% + 16s + 160

Quando todos os coeficientes em uma linha sao nulos s° 1 8 16 Polinbmio
& necessario substituir esses coeficientes pelos auxiliar
coeficientes obtidos através de uma equagao auxiliar. \ 10 80 160 <— P(s)
N .
S 0 0 0 |
Equacgdo auxiliar:  P(s) = 10s* + 80s% + 160 S e F '
dP(s s?
() = 40s3 + 160s
ds
51
g0

Emerson G. Melo — Departamento de Engenharia de Materiais - Polo Urbo-Industrial, Gleba Al-6, Lorena, SP 12612-550, Brasil



EEL-USH

Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz

dCaso 4: Sistema Instavel ;o _ 10 _ 10
(s2+4)2(s+10) s>+ 10s*+ 8s3 + 80s% + 16s + 160

Quando todos os coeficientes em uma linha sao nulos s° 1 8 16
€ necessario substituir esses coeficientes pelos
coeficientes obtidos através de uma equacao auxiliar. ot 10 30 160
(T T .
s3 5 40 160 0
Equacdo auxiliar:  P(s) = 10s* + 80s% + 160 S Pt !
dP(s s?
() = 40s3 + 160s
ds
51
g0
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dCaso 4: Sistema Instavel ;o _ 10 _ 10
(s2+4)2(s+10) s>+ 10s*+ 8s3 + 80s% + 16s + 160

s° 1 8 16
s4 10 80 160
o 4
s 140 | 160 0
byasz — a1 b; 5 40-80—10-160
€1 = b, S 40
Sl
SO
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JCaso 4: Sistema Instavel

10

10

G(s) =

(s2 +4)2(s + 10) T $5+ 1054 + 853 + 8052 + 165 + 160

1 8 16
10 80 160
o 4
40 160 0
40

Emerson G. Melo — Departamento de Engenharia de Materiais - Polo Urbo-Industrial, Gleba Al-6, Lorena, SP 12612-550, Brasil



Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz

EEL-USH

Escela de Engenbaria de Lorena

dCaso 4: Sistema Instavel ;o _ 10

10

s> 1 8 16
s* 10 . 80 __— 160
T T T~
s 140 | 160 0
bias — a,bs 160 — 10-
, _ bl SZ 40 40 16(1)}0 10-0
Sl
SO

(s2 +4)2(s + 10) T $5+ 1054 + 853 + 8052 + 165 + 160
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JCaso 4: Sistema Instavel

10

10

G(s) =

(s2 +4)2(s + 10) T $5+ 1054 + 853 + 8052 + 165 + 160

1 8 16
10 80 — 160
T T T~
. 40 160 0
40 160
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dCaso 4: Sistema Instavel ;o _ 10 _ 10
(s2+4)2(s+10) s>+ 10s*+ 8s3 + 80s% + 16s + 160

s* 10 —_ 80 160

\

140 1 160 0o |
, = b1a7b— aib, §2 40 160 w010
1
Sl
SO
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dCaso 4: Sistema Instavel ;o _ 10 _ 10
(s2+4)2(s+10) s>+ 10s*+ 8s3 + 80s% + 16s + 160

s* 10 —_ 80 160

\

] ! —
s 140 | 160 0
bya, —ab
C3 = — 7b1 14 s2 40 160 0
Sl
SO
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dCaso 4: Sistema Instavel ;o _ 10 _ 10
(s2+4)2(s+10) s>+ 10s*+ 8s3 + 80s% + 16s + 160

s* 10 80 160

s3 40 160 0
N

(CT T |/\
s> 40 160 0
_ ¢1b; — bicy 1 40160 — 40160
1= S 40
€1
SO
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JCaso 4: Sistema Instavel

10

10

G(s) =

1 8 16
10 80 160
40 160 0

RN, 71N

40 | 160 0
0

(s2 +4)2(s + 10) T $5+ 1054 + 853 + 8052 + 165 + 160
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dCaso 4: Sistema Instavel ;o _ 10 _ 10
(s2+4)2(s+10) s>+ 10s*+ 8s3 + 80s% + 16s + 160

s* 10 80 160

s3 40 . 160 _~ 0

_ C1b3 — b1C3 PR ‘// \\
2 c1 s2 140 ¢+ 160 0
dy = C1by — bicy sl 0 0 0
€1
g0
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Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz

dCaso 4: Sistema Instavel ;o _ 10 _ 10
(s2+4)2(s+10) s>+ 10s*+ 8s3 + 80s% + 16s + 160

Quando todos os coeficientes em uma linha sao nulos s° 1 8 16
€ necessario substituir esses coeficientes pelos
coeficientes obtidos através de uma equagdo auxiliar. ot 10 30 160
3
S 40 160 0 indmi
Equacdo auxiliar:  P(s) = 40s? + 160 PZIL:;ﬁir:rlo
dP(s) 20 S 40 160 0 <— P(s)
ds > \\{ ______________________________
st 10 0 0
g0
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dCaso 4: Sistema Instavel ;o _ 10 _ 10
(s2+4)2(s+10) s>+ 10s*+ 8s3 + 80s% + 16s + 160

- : ~ 5

Quando todos os coeficientes em uma linha sao nulos S 1 8 16
€ necessario substituir esses coeficientes pelos

coeficientes obtidos através de uma equacao auxiliar. o4 10 30 160

s3 40 160 0
Equacdo auxiliar:  P(s) = 40s? + 160
dP(s) s2 40 160 0
= 80s
ds S B
s 1 80 0 0 :
0
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G(s) =

10

10

(s2 +4)2(s + 10) T $5+ 1054 + 853 + 8052 + 165 + 160

1 8 16
10 80 160
40 160 0
40 YMO 0
C N
805 0 0
80 0 0
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G(s) =

1 — A equagdo possui pelo menos um par de raizes reais iguais
mas de sinais opostos;

2 — A equacado tem um ou mais pares de raizes imaginarias;

3 — A equacgdo tem pares de raizes complexas conjugadas com

$5 11 E 8 16
s 5105 80 160
§3 5405 160 0
§2 5405 160 0
st 80 0 0
sV 80 0 0

partes reais simétricas. Ex: s = x £ jyes = —x 1 jy.

Conclusodes:

1. Como nao ocorreu troca de sinal na primeira
coluna as situacdes 1 e 3 sdao descartadas;

2. A equacao possui raizes imaginarias.

3. Como asituacao 3 é falsa, as raizes complexas
conjugadas situam-se na origem: s = 1jy;

4. Como ocorreram duas linhas nulas, o sistema
possui dois pares de raizes complexas
conjugadas na origem;

5. Sistema instavel!!!

Emerson G. Melo — Departamento de Engenharia de Materiais - Polo Urbo-Industrial, Gleba Al-6, Lorena, SP 12612-550, Brasil

jw (1/5)

(s2 +4)2(s + 10) T $5+ 1054 + 853 + 8052 + 165 + 160

10
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