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Graficos de funcoes

Exemplo 1

4
1
Esboce o gréfico de f(x) = X x—; :
1) D =R - {0};
2) Intervalos de crescimento e decrescimento:
F(x) = (43 (%) = (x* +1)(2x)  2x°—2x  2x(x* —1)

4 A 4

X
20" 1) = 2l bl =0=x=—-1oux=1. Como
%2 %3
Q(X;H) > 0, o sinal de f’(x) serd dado por 1) 1) . Vamos estudar o sinal
de f/(x) nos seguintes intervalos:

Intervalos || Sinal de f'(x) | Conclus3o sobre f

(=00, -1) - f(x) é decrescente
(-1,0) + f(x) é crescente
(0,1) - f(x) é decrescente

1, +00 + ~ f(x) é crescente




f tem um minimo local em x = —1 pois a funcdo decresce antes de
x = —1 e cresce depois de x = —1. f tem um minimo local em x =1
pois a funcdo decresce antes de x = 1 e cresce depois de x = 1.

3) Concavidade e pontos de inflexdo: | f”(x) = 2 + 6x~*| Como f”(x) n3o

se anula e a expressao é sempre positiva temos:

Intervalos || Sinal de f”(x) Conclusio sobre f
(—o0,0) F Concavidade para cima
(0,400) I Concavidade para cima

Como n3o ocorreu mudanca de concavidade, ndo hd ponto de inflexao.
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4) Limites laterais de f em 0.
limy o+ (X% + 712) = +00 = lim, g (x® + X_12)
5) limx—stoo(x* + X_12) = 400 = limy_, _oo(x% + X—12)

6) 7 n3o possui raizes. J
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Maximos e minimos globais

e f tem um minimo global em p se 7(p) for menor ou igual a todos os

valores de f.

e f tem um maximo global em p se f(p) for maior ou igual a todos os

valores de f.

Exemplo 2

Estude os maximos e/ou minimos globais de f(x) = —x
f'(x) = —4x3 — 2x =0 = —2x(2x?> + 1) = 0 = x = 0 é ponto critico.

4 _ x2. Calculamos

Intervalos

Sinal de f’(x)

Conclusdo

(_0070)

_l’_

f(x) é crescente

(0, +00)

f(x) é decrescente

Logo f tem um maximo local em x =0 e £(0) = 0 é um valor maximo
local de f. Porém, observamos que a fung¢do f(x) = —x* — x2 <0, logo 0
€ maximo global de f. Esta fungdo n3o possui minimo global.

v
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Grafico de f(x) = —x* — x?
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Maximos e minimos em um intervalo fechado

Teorema de Weierstrass

Se f for continua em [a, b], entdo existirdo x; e x» em [a, b] tais que
f(x1) < f(x) < f(x2) para todo x € [a, b]. Ou seja, f tem um maximo
global e um minimo global neste intervalo.

O Teorema de Weierstrass garante a existéncia de maximos e minimos
globais de uma fun¢do continua em um intervalo fechado a < x < b. Para
encontra-los seguimos o roteiro:

@ Determinar os pontos criticos de f no intervalo;

@ Calcule o valor da funcdo nos pontos criticos e nos extremos a e b;

@ O maior deles é o maximo global, o menor deles é o minimo global.

v
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Exemplo 3

Determine os maximos e minimos globais de f(x) = x> — 9x? — 48x + 52
no intervalo [—5, 12].

Vamos encontrar os pontos criticos

f'(x) =3x> —18x —48 = 0= x; = —2 e xo = 8 que s30 0s pontos
criticos e estdo no intervalo [—5,12]. Calculamos o valor de f nos pontos
criticos e nos extremos do intervalo:

f(=5) = (—=5)3 — 9(—5) — 48(—5) + 52 = —58,

f(=2) = (—2)% — 9(—2)% — 48(—2) + 52 = 104,

f(8) = (8)3 — 9(8) — 48(8) + 52 = —396,

f(12) = (12)3 — 9(12)2 — 48(12) + 52 = —92.

Comparando todos esses valores da funcao, vemos que o maior deles é 104
que € entdo o maximo global em [—5,12] que ocorre em x = —2 e que o
menor deles é —396 que ocorre em x = 8 que é o minimo global em
[-5,12].
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Exemplo 4

Para uma constante positiva b, a funcdo pico f(t) = te~b* fornece a
quantidade de uma droga no corpo no instante t > 0. (a) Determine os
méximos e minimos globais de f(t) para t > 0. (b) Determine o valor de
b para o qual t = 10 seja o maximo global.

Solucao: (a)

f'l(t) = e Pt +te P (—b)=e (1 -bt)=0=1—-bt=0=t=1/b.
Ent3o existe um ponto critico em t = 1/b. O sinal de f’ é dado pelo sinal
de (1 — bt).

Intervalos || Sinal de f'(t) Conclusdo
(0,1/b) ot f(t) é crescente
(1/b,+00) - f(t) é decrescente

Entdo o maximo local ocorre em t = 1/b. Observamos que em t = 0, que
é o extremo inferior do intervalo semi-aberto deste problema, f(0) =0 e
como f(t) > 0 para todo t > 0, podemos concluir que ocorre o minimo
global no instante t = 0 e 0 méaximo global em t = 1/b que é

f(1/b) = (1/b)e2(1/0) = &2 (b) 1/b=10= b=0,1
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Exemplo 5

Quando vocé tosse, sua traqueia contrai. A velocidade, v(r), com a qual
vocé expele o ar depende do raio r, da sua traqueia. Se a for o raio normal
(em repouso) da sua traqueia, entdo 0 < r < a, a velocidade é dada por
v(r) = k(a— r)r? onde k é uma constante positiva. Que valor de r
maximiza a velocidade? Para qual valor a velocidade é minimizada?
Solucao: Para 0 < r < a, a velocidade com a qual o ar é expelido é dada
por: v(r) = k(a— r) 2 = kar® — kr3.

V/(r) = 2kar — 3kr®> = 2kr (a— 3r) =0=r =0 ou r = 3a. Estes s3o os
pontos criticos de v. Calculamos o valor de v nos pontos criticos e nos
extremos do intervalo: v(0) =0,

v(3a)=k(a—3 2) (3a)°=k(3) % =%,

v(a) = k(a—a)a® = 0.

Comparando todos esses valores da fun¢do, vemos que o maior deles é
4"‘? que é entdo o maximo global em [0, a] que ocorre em r = 3a e que o
menor deles, é o minimo global 0 que ocorreem r=0e r = a.
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Otimizacao e Modelagem

Exemplo 6

Quais s3o as dimensoes de uma lata de aluminio cuja capacidade é de 400
ml de suco e que use o minimo de material? Suponha que a lata seja
cilindrica e fechada em ambas as extremidades.

Solucao: Precisamos modelar buscando uma férmula para o material
usado na confeccdo da lata.

M = material usado na lata = material das extremidades + material na
lateral

onde Material das extremidades = 2 (4rea de um circulo de raio r) = 27r?
e

Material na lateral = 4rea da superficie cilindrica com altura h e raio

r = 2mrh.

Temos | M = 2772 4 2mrh|
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Continuacdo da resolucao

Volume da lata = wr?h = 400 = h = 2%

Substituindo h na equacdo do material da lateral:

M = 2xr® + 27rr400 2mr? + 800 . O dominio desta funcdo é r > 0
porque o raio da Iata ndo pode ser negativo e nem zero.

Agora vamos minimizar a fungio M = M(r) = 2rr? 4 82

/\/I’(r):47rr—@—O:>r 800 — r = /220 ~ 3,99cm; logo a altura

h= —aeop ~ 7,99cm.

Ent3o o material minimo utilizado serd
M = 27(3,99)? + 892 ~ 300, 53cm?.
Como saber se de fato o raio r obtido é onde ocorre o minimo global?

Intervalos || Sinal de M'(r) Conclusdo
(0;3,99) - M(r) é decrescente
(3,99; +00) + M(r) é crescente

Pelo estudo de intervalos de crescimento e decrescimento acima, obtemos
a confirmacgdo de que de fato o minimo global ocorre em r = 3,99cm.
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