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PROCESSOS ESTOCASTICOS

Um processo estocastico {X(t);t € T} € uma colegdo de variaveis
aleatdrias indexadas em T, isto &, para cada t € T, X(t) é uma variavel
aleatéria. Por exemplo, poderiamos ter T = {1,2,...} ou T = [0, o0).

MobpELOs PROBABILISITICOS 2/ 29



RUINA DO JOGADOR

Um jogador, a cada instante de tempo, pode ganhar R$1,00 com
probabilidade p, ou pode perder R$1,00 com probabilidade 1 — p. Seja
X(t), t € T=4{0,1,...} a fortuna do jogador no instante t. Temos que
{X(t); t € T} é um processo estocastico que obedece a seguinte equagdo:

X(t+1)=X(t)+ U(t+1)

onde U(t) = 1 com probabilidade p e U(t) = —1 com probabilidade 1 — p,
e X(0) é a fortuna inicial. Pergunta: Qual é a probabilidade da fortuna do
jogador atingir uma determinada meta N antes de quebrar?
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PROCESSOS DE MARKOV
Vamos supor que T = {0,1,...} e que {X(t);t € T} seja um processo
estocastico tomando valores em um conjunto contavel X', por exemplo

X ={0,1,2,3,...} ou ¥ ={0,1,2,3,..., N}. Diremos que {X(t);t € T}

& uma cadeia de Markov se
P(X(k+1) =j|X(0) =1ig,...,X(k—=1) = ix_1,X(k) = i) = pj.

para todos os estados possiveis iy, ..., ik_1,1,j € k > 0. Devemos ter
pij > 0 e para todo j € X,
> pi=1

jeX
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Definimos a matriz de transicio P como sendo:
Poo POl -

P=| Pi0o P11
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RUINA DO JOGADOR

A ruina do jogador com meta de fortuna N é uma cadeia de Markov com
X ={0,1,2,3,..., N} e a seguinte matriz de transicdo de probabilidade:

poo = 1,
pi+1 =P, Pi-1=1—p,
pnn = 1.
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HUMOR DO MERCADO FINANCEIRO

Suponha que o mercado financeiro possa a cada dia estar em um dos 3
estados:

@ Estado 0: estavel
© Estado 1: em alta
© Estado 2: em baixa
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HUMOR DO MERCADO FINANCEIRO
Suponha que a cadeia de Markov possua a seguinte matriz de transicdo P:

0,5 0,4 0,1
P=10,3 0,4 0,3
0,2 0,3 0,5

Em 1 ano qual é proporcio do tempo que o mercado fica em cada um dos
estados acima?
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MODELO DE PREVISAO METEOROLOGICA

Suponha que a probabilidade de chover ou n3o dependa das condicdes
meteorolégicas dos 2 dias anteriores. Definimos os estados:

@ Estado 0: choveu hoje e ontem
@ Estado 1: choveu hoje mas n3o ontem

© Estado 2: n3o choveu hoje mas choveu ontem

@ Estado 3: ndo choveu hoje nem ontem
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MODELO DE PREVISAO METEOROLOGICA

Suponha que se tenha as seguintes informacdes ap6s analise estatistica:

o
2]

Probabilidade de chover amanh3 dado que choveu hoje e ontem é 0,7

Probabilidade de chover amanh3 dado que choveu hoje mas n3o
ontem é 0,5

Probabilidade de chover amanh3 dado que n3o choveu hoje mas
choveu ontem é 0,4

Probabilidade de chover amanh3 dado que n3o choveu hoje nem
ontem € 0,2
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Obtemos que a matriz de transicdo P é:
0,7

0

0,3 0
p_|05 0 05 0
0 0,4 0 0,6
0 0,2 0 0,8
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Considere X = {0,+1,+2...} e

pi+1 = P, pi-1=1—p.
Este processo é conhecido como a caminhada aleatéria.
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R1scoO OPERACIONAL
Suponha que uma empresa financeira classifique os seus estados de

processamento de transacdes de 0 a 5 de acordo com o tempo necessario

para a sua liquida¢do, segundo o modelo abaixo.
@ Estado 0: transacdo esta sem atraso
Estado 1: transacdo esta com 1 dia de atraso

Estado 2: transacdo esta com 2 dias de atraso

(2]

(8]

@ Estado 3: transacdo esta com 3 dias de atraso

@ Estado 4: transacdo liquidada sem pagamento de multa
o

Estado 5: transacdo liquidada com pagamento de multa
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RI1SCO OPERACIONAL

A instituicdo tem uma série de dados no tempo razoavel, e esses dados
indicam que a cadeia de Markov possui a seguinte matriz de transicdo P é:

006 0 0 04 0
0 0 06 0 04 0
b_|0 0 0 0406 0
00 0 0 08 02
00 0 0 1 0
00 0 0 0 1

Qual é a probabilidade de uma transacio terminar em um estado com
pagamento de multa? Supondo 1000 transacées por dia, cada transacio
envolvendo cerda de R$1.000.000,00 (um milhdo), que a multa seja de
0,01% ao dia, e que as transacdes liquidadas com multa tenham em média
8 dias de atraso, qual é a perda esperada por dia e por més (22 dias)?
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Definimos a matriz P(") = [pf] onde

Pi =

P(X(n+ m) =

jIX(m) = i).
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EQUACOES DE CHAPMAN-KOLMOGOROV

Temos ent3o as equacdes de Chapman-Kolmogorov:

n+m

pi ™ = P(X(n+m)=j|X(0) =)
=Y P(X(n+m)=j,X(n) = £|X(0) =)

lex

= 3" P(X(n+ m) = jIX(n) = £,X(0) = )P(X(n) = £X(0) = i)

lex

=Y P(X(n+ m) = j|X(n) = £)P(X(n) = £]X(0) = )

lex

=Y P(X(m) = j|X(0) = £)P(X(n) = £|X(0) = i)

lex

= phpl]

lex

Ou seja, P(") = P7.
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MODELO DE PREVISAO METEOROLOGICA

Dado que choveu na 2a e 3a feira, qual é a probabilidade de chover na 5a

feira?

0
0

0
0

0,7
0,5

0,3
0,5
0 0,4 0 0,6
0 02 0 0,8

0,49 0,12 0,21 0,18
0,35 0,2 0,15 0,3
0,2 0,12 0,2 0,48
0,1 0,16 0,1 0,64

0,7

0,5
0
0

P2

Resposta: 0,49+ 0,12 =0, 61.

0,4
0,2

0
0

0
0
0,6
0,8

0,3

0,5
0
0
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ESTADOS DA CADEIA

Os estados de uma cadeia de Markov podem ser classificados de recorrentes
e transientes. Um estado /i é recorrente se a probabilidade de re-entrar nesse
estado comecando dele mesmo é 1, transiente caso contrario. Em uma
cadeia de Markov finita n3o se pode ter todos os estados transientes. Uma
cadeia de Markov é irredutivel se todos os estados se comunicam entre si.
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e todos os outros s3o transientes.

Todos os estados sdo recorrentes. Nesse caso diz-se que a cadeia de
Markov é ergodica.

Temos 2 estados recorrentes (na verdade chamados de absorventes), 0 e N,

Temos 2 estados absorventes, 5eb, e todos os outros s3o transientes.
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PROBABILIDADE LIMITE

O que podemos dizer sobre lim, o, P" ? Vamos considerar a matriz P
finita e 2 situacdes.

1lo Caso: A matriz P pode ser escrita como:
T A
p— ( ! |> .

onde T contém os estados transientes, e |, a matriz identidade, contém os
estados absorventes.
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PROBABILIDADE LIMITE

Efetuando os calculos obtemos que

o _ (T" ZZ:%; TkA) .

0
Segue que
lim T" =0
n—o0
e
k -1
n';";oZT n
Portanto,

i pr= (0 0T,

n—oo
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Ri1scO OPERACIONAL
Segue portanto que

0,9712 0,0288

Ctv1a | 0,952 0,048
U= = 0,92 0,08
0,8 0,2

Portanto temos que a probabilidade de uma transacdo terminar em atraso
com multa, comecando de sem atraso é 2,88%, e obviamente de terminar
sem multa é de 97, 12%.
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RI1SCO OPERACIONAL

A perda esperada para 1 dia é:

Perda esperada em 1 dia

=~ 1000 x 0,0288 x ((1,0001)8 — 1) x 106 = R$ 23.000, 00.

Perda esperada em 1 més (22 dias) = R$ 22 x 23.000, 00 = R$500.000, 00.
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PROBABILIDADE LIMITE
20 Caso: A cadeia é ergodica. Nesse caso temos que limp_ pPjj = Tj,

independente de /. Chamando de 7 o vetor formado por 7; temos que 7 é

a (nica solucdo que satisfaz:

7 =7a'P
1= g .
ieX

Temos também a seguinte interpretacdo para ;. 7; representa a propo
do tempo que a cadeia de Markov permanece no estado /.

rcao
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HUMOR DO MERCADO FINANCEIRO
Assumindo ja as distribuicBes estacionarias, temos que resolver as seguintes
equacoes:

mo = 0,579 + 0,371 + 0, 272,

m = 0,4my + 0,4m; + 0, 37y,

mo = 0, 1mg + 0, 3w + 0, 5mo,
1 =mg+ m + mo.

Temos a seguinte solugdo:

21 23 18
—33,87%, 71 = — = 37,1%, T = — = 29,03%.

0= 62 62 62
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A RUINA DO JOGADOR

Qual é a probabilidade do jogador atingir a fortuna N antes de quebrar,
dado que comecou com i ? Poderiamos resolver esse problema usando a
formula do Caso 1 visto anteriormente. Vamos entretanto resolver esse
problema de forma analitica, usando o célculo de probabilidade por
condicionamento. Seja A; o evento o jogador atinge N antes de quebrar,
comecando de i. Seja Y = 1 se a primeira jogada é vitoriosa, Y = 0 caso
contrario. Temos que

P(Aj) = E(P(AilY)).

Temos também que para 1 </ < N -1,

P(AilY =1) = P(Ai11)
P(AilY =0) = P(Ai-1).
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A RUINA DO JOGADOR
Logo,

P(A) = E(P(AIlY)) = p x P(AilY =1) + (1 — p) x P(Ai|Y =0)
= px P(Ai1) + (1 = p) x P(Ai-1).

Escrevendo P; = P(A;), g =1 — p, temos a seguinte equagdes a diferengas
e condicdes inicial e terminal:

Pi=px Pit1+qx Pi—1, Po=0, Py =1.
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Resolvendo para g # p temos a férmula fechada,
1- (ﬂ '
p=— P/




