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ESTIMACAO RECURSIVA

Suponha que x seja um vetor aleatério n dimensional e y1, y», ..., vetores
r-dimensional observados ao longo do tempo. Suponha também por
simplicidade que todas as varaveis aleatérias tenham média nula, variancia
finita, e que a matriz de covariincia do vetor rk dimensional

1

seja n3o singular.
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ESTIMACAO RECURSIVA

Represente por £(y*) o sub-espaco linear gerado pelas observacdes até o
instante k e por X, o melhor estimador linear de x dado por y*, i.e., a
projecio de x em L(y*). Logicamente temos que

Ly 1) c LY
Seja Yi|k—1 a projegdo de yj em L(y*™1), e defina
Yklk=1 = Yk — Yk|k—1-

O vetor aleatério {yyx—1} gera o complemento ortogonal de L(y*=1) em
L(y*), tal que qualquer vetor aleatério Z em £(y*) tem uma
decomposicdo ortogonal Gnica

=21+ 2o,
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ESTIMACAO RECURSIVA

onde
Zie Ly, Z e L(Yi|k—1)-

Considere Z = X;.. Entdo Z; = X,_1. Realmente, seja o erro do estimador
no instante k,
;k =X — S(\k.

Ent3o,
X:?k+}kzzl+(22+}k)

onde Z; € L(y 1) e Zo + X L L(y*1).
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ESTIMAGCAO RECURSIVA

Temos também que
X = Xg—1 + Xk—1

e novamente X _1 € L(y*1), X1 L L(y*1), e pela unicidade da
projecdo ortogonal, Z; = X,_1. Para Z, temos que
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e Zp & a projecdo de X, em L(Yyx—1), que &€ o mesmo que a projegdo de x
em L(Vijk—1). Ja que L(Vik—1) C L(y*). Logo

X = X-1 + ECVapp—1) EGik—1Vkpp—1) %k — Vigh—1)




EXERCICIO 2 - FILTRAGEM LINEAR - FORMULA RECURSIVA

Seja H uma matriz r x ne z,, k=1,2,..., uma sequéncia de ruido
branco no sentido amplo, com média 0 e matriz de covariancia
cov(zx) = N > 0. Suponha que

Yk = Hx + z

e também que x e z, sdo descorrelacionadas para cada k. Portanto yj
representa uma sequéncia de medidas de x com erros de medida

descorrelacionados z,. Determine pela férmula recursiva Xy, a projecdo de

x no espaco L(y*), onde
7

Yk
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F1LTRO DE KALMAN

Considere o sistema

Xip1 = A(K)xe + B(K)uy + C(k)wy
vk = H(k)xi + G(k)wi

Hipdteses:

Q@ {ux} é uma sequéncia deterministica (depois vamos relaxar para ser
uma realimentagdo de estado).

@ {wy} & um processo de ruido branco no sentido amplo, com matriz de
covariancia igual a identidade, e xp é a condic3o inicial
descorrelacionado de {wy}, com média E(xp) = po € matriz de
covariancia cov(xp) = Po.

@ G(k)G(k) >0
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O exemplo anterior & um caso particular do modelo acima fazendo

A(k) =1, B(k) = C(k) =0

H(k) = H, G(k) = N*/?




FILTRO DE KALMAN
Notac3o:
Yo
@ Xj|; € o melhor estimador linear (ou afim) de x; dado yi=1:], isto
. Yj
é, a projecdo de x; em L(y’).
Q Xjj = x; — Xi|;, € o erro de estimac3o.

@ a mesma notagdo vale para as outras variaveis, por exemplo, Y, ¥j;-

Q@ P(k) = cov(Xuk—1) = E(§k|k,13?,’(|k_1), matriz covariancia do erro.
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FiLTRO DE KALMAN

Xie1)k = A(K)Xik—1 + B(k)u(k) + Q(k)(yk — H(K)Xkk—1),
?0|71 = Mo
A matriz de ganho do filtro Q(k) é dada por

-1

QK) = (A(K)P(KH(K) + C(K)G(KY' ) (H(K)P(K)H(KY + G(K)G (K )

v
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FIiLTRO DE KALMAN

A matriz de covariancia do erro P(k) é dada por:
P(k+1) = A(K)P(K)JA(KY + C(K)C(K)' = (A(K)P(K)H(K)' + C(K)G(K))

x (H(K)P(K)H(KY + G(k)G(k)’>_1(A(k)P(k)H(k)’ + C(k)G(k)’)/,
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FiLTRO DE KALMAN

O processo de inovacio

& um processo de ruido branco no sentido amplo com funcdo covariancia

dada por

E(vivj) = (HUKP(K)H(KY + G(K)G(K) )i

vk = Yk — H(k)Xkjk—1
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FIiLTRO DE KALMAN

Se {xo, wp, w1, ...} sdo conjuntamente normalmente distribuidas ({wy} é

um processo de ruido branco) entdo

Kk—1 = ECxaly* ™).

@ Primeiro calcula-se Q(k) e P(k).
© Depois avalia-se X1 tendo y,_;.
@ Exercicio: Como obter Xy 7
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