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FILTRAGEM

Em um problema de filtragem desejamos determinar o “melhor”~ estimador
da variavel de estado xj dada as observacées até o presente instante
{¥0,-.-, ¥k} A motivagdo seria:

@ As variaveis x; representam quantidades fisicas importantes, como
pressdo, temperatura, etc, e que necessitam ser calculadas com a
maior precisdo possivel.

© Uma classe natural de controle seria via realimentagdo de estado,
nesse caso ux = u(k,xx). Como xx ndo é conhecido, uma idéia seria
troca-lo pelo estimador Xj.
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FILTRAGEM

Sejam X e Y variaveis aleatérias e para uma fungdo e(y) defina

H(e) = E((g(X) — e(Y))?).

Deseja-se resolver o seguinte problema (problema de filtragem):

ming(yH(e) = mingyE((g(X) — e( Y))?)

Solucdo 6tima e*:

e’ (Y) = E(g(X)Y).
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FILTRAGEM
Defina o produto interno < Zy; Z» >= Cov(Z1, Z2). Mostre que

< g(X)—e*(Y);e(Y)>=0

(isto &, g(X) — e*(Y) L e(Y)), e como isso mostre que e*(Y) é a solugdo
6tima desejada.

v
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FILTRAGEM

<g(X) —e*(Y)ie(Y) > = E((g(X) — e*(Y))e(Y))

= E(E((g(X) — e*(Y))e(Y)[Y))

Note que

E((g(X) = e"(Y))IY)e(Y)

E((g(X) = e*(V))e(Y)[Y)

(E(e(X)IY) = E(e"(Y)[Y))e(Y)

(E(g(X)[Y) —e*(Y))e(Y)

(E(g(X)Y) — E(g(X)|Y))e(Y) = 0.
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Logo

lg(X) = e(Y)I* =< g(X) — e(Y): g(X) — e(Y) >
=< g(X) —e' (V) +&(Y): g(X) —e*(Y) + &(Y) >

onde

&(Y) = e*(Y) - e(Y)

«O> 4F» «=r «=)» = o>



FILTRAGEM
Portanto

18(X) — e(Y)II* = llg(X) — e*(V)II? + l&(Y)|1?
12 < g(X)— e (Y);8(Y) >
= [lg(X) — e*(V)II” + [l&(Y)II?

pela ortogonalidade g(X) — e*(Y) L é(Y), e como o primeiro termo n&o
depende da fungdo e, o minimo & atingindo quando se faz &(Y) = 0, isto &

e(Y) =e*(Y).

Problema: E(g(X)|Y) é dificil em geral de ser calculado.
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FILTRAGEM LINEAR

Considere o vetor Y de observacées

e a variavel a ser estimada Y. Na filtragem linear deseja-se obter

ai,...,0, e ag de modo a minimizar

onde

Yo=aiYi+...+a,Y,+ap=a'Y +ag

E((Yo — Yo)?)
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FILTRAGEM LINEAR

Fixando os valores ay,...,a, e chamando U= Yy — (1 Y1+ ...+ anYs)
segue que
min E((U — ag)?)

@0

é atingido para af = E(U), portanto

U—Oza: Yo—(a1Y1+...+anY,,)—
(E(Yo) = (1E(YA) + - - - + anE(Y2))
eSS YOC— (O[]_Y]_C++O[,7Ync)

onde Y = Y; — E(Y;). Portanto podemos por simplicidade assumir que as
variaveis tem média nula, e determinar a1, ..., a, de modo a minimizar

E(Yo—(a1Ys+ ... +anYn))?) = E((Yo — 'Y)?).
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FILTRAGEM LINEAR - INTERPRETAGCAO GEOMETRICA

Vamos considerar o problema com n = 1. Portanto temos (Yo, Y1) sdo
variaveis aleatérias com média nula e conjuntamente distribuidas.
Queremos achar & de modo a minimizar

min E((Yo — aY1)?).
(0%
Segue que

E((Yo — aY1)?) = E(YZ) — 2aE(YoY1) + &2E(YE)

= US — 2apogoy + a’o?

Derivando em « e igualando a zero obtemos

. _ E(YoY1 _ pooo1 _ poo
E(YY) of o
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FILTRAGEM LINEAR - INTERPRETAGAO GEOMETRICA

Temos que o melhor estimador linear é:

pIo
01

Yo = Y1
Note que o erro Yo = Yo — Yo é ortogonal a Y;. Realmente,

~ loJ
E«%—%Wﬂ:(%ﬂ)(nﬂn%ﬂ%m—%%%

= pogo1 — pogor =0

e o erro dado por

Ve Y
pJOY1—Uo(fO—p 1)
01 (o]} 01

Yo=Yo— Yo=Yy —

com variancia dada por

E(YZ) = 03(1— 202 + p?) = a3(1 — p2).
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FILTRAGEM LINEAR - INTERPRETAGAO GEOMETRICA

Deve-se destacar que o erro Yy é descorrelacionado com a variavel Y;.

Também é facil verificar que o* & o (inico pardmetro com essa propriedade.
Realmente,

E(YoY1) pooor  pog
E(Yo—aY1)Y1)=0& a= = = 29
(Yo —a¥1)¥i) @ E(Y?) o? o1
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FILTRAGEM LINEAR - INTERPRETAGAO GEOMETRICA

A interpretacdo geométrica deste problema é a seguinte. Suponha que vy e
v, sd0 vetores com comprimento og e o1 respectivamente, com um angulo
0 entre eles tal que cos(f) = p. A projecdo vy de vy em v € tal que a
diferenca vo = vp — Vg € ortogonal a v;. A projecdo vy é dada por

5 — Il

o0
= cos(0)vi = p—wvy.
Ja OO = o]

Note que o produto interno é dado por

< vy, 1 >= HV()HHVlHCOS(H) = 0001p = E(Y()Yl) = COV(Y(), Yl)
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31 THE GEOMETRY OF LINEAR ESTIMATION 103

given by (3.1.1) is the only one such that (Y, —«Y,) and Y, are
uncorrelated.

The geometric picture that goes along with this is as follows:
Suppose vo, v, are vectors in the plane which have lengths oo, 7,
respectively and intersect at an angle 0 such that cosf=p (sce
Fig. 3.1). The vector v, can be expressed as the vector sum of its
projection ¥, on to v, and the difference ¥, = v, — ¥, which is
orthogonal 1o v,. The projection ¥, is given by

1 2
v‘,—n,mmU((;‘v.):/lﬂ:v‘ (3.1.4)

Comparing (3.1.2) and (3.1.4) we see that if the random variables Y,
¥, are identified with the vectors vo, v, respectively then the best
linear estimate ¥, corresponds to the projection ¥ of vo onto v, . The
inner (or dot) product of the vectors v and v, is

Vor¥y = 6, €00 = 67, p =

EYyY, = cov (Yo, Y,).
Thus the vectors representing the random variables have lengths
equal to the standard deviations of the random variables and inner
pruducl equal (o the covariance. Notice in particular that if 6 = 0 or
7 then the vectors are colinear and ¥ = + vy = + (a,/a,)v,. Since
p = cosf the equivalent condition on p is that p = = I. But we already
saw in Chapter | that if Y, Y, have correlation coeflicient + | then
they are lincarly related: Y, = + (6,/6,)Y,. Thus ‘linear estimation’
can be done with zero error. as the geometric picture indicates.

In order to formalize the above discussion and generalize it
higher dimensions we need to review the geometrical pmpcme,orn{"a
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FILTRAGEM LINEAR - INTERPRETAGAO GEOMETRICA

Note que em particular se 8 = 0 ou §# = 7 ent3o os vetores vy e vy sdo
co-lineares, e Vg = £vg = ig—‘l’vl. Neste caso p = +1 e como visto
anteriormente, temos com probabilidade 1 que,

Yo=+20y,.
01

PTC-5720 CoNTROLE EsToCAsTICO 15 / 24



FILTRAGEM LINEAR - EXEMPLO

: Y. L ) .
Considere o vetor Y = <Y0> com média nula matrix de covariancia dada
1

1 0.8
2= (05 )
Qual é o melhor estimador linear de Yy com funcdo de Y;?
Resposta: g9 =1, 01 = 2, pogo1 = 2p =0.8 = p = 0.4. Logo

por

v P90

Yo = Y1_04 Y; = 0.2Y;.

01
Note que

E((Yo — Yo)Y1) = E((Yo — 0.2Y1) Y1) = E(Yo Y1) — 0.2E(Y?)
—0.8-02x4=0.
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FILTRAGEM LINEAR - CASO GERAL

Sejam X e Y vetores aleatérios p e m dimensional, com média zero. Existe
um anico vetor aleatério X (com equivaléncia com probabilidade 1) tal que

0 X cL(Y)

Q@ X—XL1L(Y)

@ X ¢ o minimo estimador da média quadratica de X dado Y, isto &,
para qualquer 3,

E((B'(X = X)) = ., E((8'X = U)?).

@ Se cov(Y) > 0 entdio X é dado por:

X = E(XY")(cov(Y) 1Y
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FILTRAGEM LINEAR - CASO GERAL

Seja X = AY para alguma matrix A com dimensdo p x n. Pela
ortogonalidade, devemos ter que

E(B'(X —AY)YY)=0.
Logo, para quaisquer 3, 7,

B(E((X = AY)Y')y =0.
e portanto devemos ter

E(X —AY)Y') = 0= AE(YY') = E(XY') = Acov(Y) = E(XY")
= A= E(XY")cov(Y)!
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Nesse caso consideramos as varaveis centradas

X=X — E(X),
e temos que

Ye =Y —E(Y),

X = E(X(Y))cov(Y) 1Y + E(X)

DA
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FILTRAGEM - CASO NORMAL

X : . o ~
Suponha que ( seja conjuntamente normalmente distribuida. Entdo o

Y
melhor estimador afim de X dado Y coincide com E(X|Y).
Considere o caso com média nula. Como X = AY para alguma matriz A

R N

e <X ;X) & um vetor aleatério normal. Com X = X — X e Y sdo

descorrelacionados, segue que sdo independentes, e
E(X|Y) = E(X + X|Y) = E(X|Y) + E(X]Y)

=E(X)+ X =

>0l
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FILTRAGEM - CASO NORMAL
Considere o caso com média ndo nula, com px = E(X), py = E(Y).

Considere a variavel centrada X€ = ux, Y=Y — uy.
E(X|Y) = E(X+ pux|Y) = ux + E(X]Y)
= pux + E(XE|Y€) = ux + X = X

Q@ X|Y é normal com média X e covariancia cov(X — )A<) independente
de Y.

@ isto porque X = X + X onde X é funcdo de Y e X é independente de
Y. Logo

cov(X|Y) = E(X — X)(X = X)|Y) = E(XX|Y)
= E(XX') = cov(X — X).
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Caso Escalar:
A= E(XY)cov(Y) L =p

0001 g0

7 ’a

1 1

Valor Numérico: E(XY) = pogo1 = 0,8, 02 =4, 09 = 1.

A=0,8/4=0,2
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EXERCICIO 1 - FILTRAGEM LINEAR

X
Considere agora o vetor | Y7 |, com média nula e matriz de covariancia
Y2
dada por
X 2 —g% -
cov([ i) =Q=1[x 3 —\{%
Y2 - 3

A) Faga uma decomposicdo Q = UU’,Aonde U é triangular superior, e
obtenha o melhor estimador linear X de X dados Y7, Y5.

B) Refaga o item a) considerando a férmula da proje¢do ortogonal.
C) Mostre que X — )A(J_Y,-, i=1,2.
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EXERCICIO 2 - FILTRAGEM LINEAR

Seja H uma matriz r x ne z,, k=1,2,..., uma sequéncia de ruido
branco no sentido amplo, com média 0 e matriz de covariancia
cov(zx) = N > 0. Suponha que

Yk = Hx + z

e também que x e z, sdo descorrelacionadas para cada k. Portanto yj
representa uma sequéncia de medidas de x com erros de medida
descorrelacionados z,. Determine de forma “intuitiva” Xy, a projecio de x
no espaco £(y*), onde

Y1

Yk
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