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Introducao

Neste topico estuda-se a conservagao da quantidade de movimento
(linear) via andlise integral para volumes de controle (VC). O objetivo
€ o desenvolvimento matematico da Segunda Lei de Newton que seja
adequado e aplicavel a um VC.

A Segunda Lei de Newton foi formulada da seguinte maneira, para um
sistema: a variagdo temporal (taxa) da quantidade de movimento é
igual a massa vezes a aceleracao do corpo. Designando por Pa
quantidade de movimento linear e recordando que, para sistemas, a
massa, m, é fixa, segue-se que:

onde @ e Fgr sdo a aceleragéo e a forga resultante sobre o sistema,
respectivamente.



Volumes de Controle Inerciais

Para um VC inercial (ndo acelerado) em relacao a um sistema de
referéncia estacionario (inercial), tomado num instante t, para o qual

VC e sistema coincidem:
o dP
Fr=| — 1
R < dt) | (1)
sist

(79)3,-51:/ Vdm = V.p.dV 2)
massa

Vsist

onde,

7—',; € a soma das forgas atuantes sobre o sistema (ou VC no instante
f). Neste curso consideramos que ela é dada pela soma das forcas
de superficie, Fs, sobre todos os fluidos e solidos delimitados pela
SC, mais todas as forgas de campo, 7—'5, atuando sobre o VC. O Unico
campo que sera considerado neste curso sera o gravitacional.
Portanto, 7—'5 atua sobre a massa no interior do VC.



Volumes de Controle Inerciais

Assim,
Fr=Fs+Fs (3)
onde,
FB:/ g.p-dv (4)
Ve
e!
Fs = Fpres + Feis = / —p.dA+ / T.dA (5)
A A
instante fg P
OBS: quando houver outras for¢as de
superficie agindo sobre o VC além da—
quelas devidas a tensdo de cisalhamento
SC do

ou pressio, estas deverdo ser contabili—
\ fronteira zadas em Fy

sistema

VC



Volumes de Controle Inerciais

Aplicando o TTR com N = Pe n= V, obtém-se:

dP o [ - T,

—_ = — V.p. V.p.VedA

(C”>s-sf at/vc pd’V+/SC p.Ved (6)
1

Substituindo a Eq. (3) na Eq. (6) resulta:
o - S 0 . I
Fr=Fs+Fg= —/ V.p.d‘V+/ V.p.VedA (7)
ot Jve sc
Assim, a soma de todas as forgas atuando no VC sem aceleragao, é

igual a variagao temporal da quantidade de movimento no interior do
VC, somada com o fluxo de quantidade de movimento através da SC.



Volumes de Controle Inerciais: Consideracoes

P Fixar os limites do VC e indicar as diregdes convenientes das
coordenadas;

> V é medida em relacdo ao VC;
» Componentes direcionais (escalares). Exemplo para dire¢édo x:

0 o
Fsx+Fpx= aft/vcu.p.d‘V—l-/SCu.p.VodA

> Determinagao do sinal de p.V e dA = p.|V|.|dA|.cosa, onde o, é
o angulo entre Ve A

» Os sinais de u, v e w (componentes de V nas diregbes x, y z,
respectivamente) devem ser cuidadosamente avaliados com
base no esquema do VC e do sistema de coordenadas adotado.
Direcdes desconhecidas implicardo em resultados negativos (se
a escolha foi errada - no sentido do vetor), ou positivos (se a
escolha foi correta). O mesmo vale para Fy, F, e F.



Volume de Controle Dotado de Velocidade Constante

Na formulagao precedente considerou-se apenas VC'’s estacionarios.
Supondo, agora, que o VC possua movimento com velocidade
constante, deve-se especificar dois sistemas de coordenadas: o
referencial XYZ das coordenadas estacionarias original (inercial); e o
referencial xyz das coordenadas fixas ao VC (neste caso, também
inercial, pois o VC esta se movendo com velocidade constante).

Vale a Eq. (7) para este caso também, tomando cuidado apenas em

referenciar corretamente as velocidades do sistema xyz:

B L
Fr=Fs+Fg= ﬁ/vc vxyz.p.dq/+AC Viyz-p-Vigs0dA  (8)

—

Vyy- seria a velocidade percebida por um observador situado na SC
do VC.



Volume de Controle Dotado de Aceleragao Retilinea

Nem todos os VC’s séo inerciais. Por exemplo, um foguete, ao
elevar-se do solo deve possuir aceleragdo. As expressoes,

Mesist Vsist

. dP .
Fr= (dt) em que (P)sist = V.dm= V.p.dV
sist

sdo validas somente para velocidades medidas em relagdo a um
sistema de referéncia inercial, que anteriormente foi designado por
XYZ. Logo Fr = (dPxyz/dt)sist-

Deste modo, como (d?’xyz /dt)sist 7 (dl?’xyz /dt)sist, para um sistema

dotado de aceleragao as Eqgs. (7) e/ou (8) ndao sdo mais validas. Na
verdade, para o sistema deve-se escrever:

. dP d - dv .
Fr= Xv2 = 7/ Vxyz.dm= XY2  dm= / axyz.dm
at sist at Mgijst Mgist at Mgijst




Volume de Controle Dotado de Aceleragao Retilinea

Como,
Vxyz = Viyz + Vi (10)

onde V,f é a velocidade do referencial do volume de controle
(velocidade do sistema xyz em relagdo a XYZ). Assim,

d_VXYZ - d_vxyz d_vrf - >
at XYz at at Xyz + ar ( )

Especificamente:
> 3ayyz = aceleracgio retilinea do sistema relativa ao sistema
inercial de referéncia XYZ;
> a,,, = aceleragao retilinea do sistema relativa ao sistema
nao-inercial de referéncia xyz;
> 3, = aceleracdo retilinea do sistema n&o-inercial de referéncia
Xxyz em relagao ao sistema inercial XYZ.



Volume de Controle Dotado de Aceleragao Retilinea

A forga resultante que atua sobre o sistema pode ser escrita e
desenvolvida da seguinte maneira:

FHsist = /,;; Axyz.dm = / (éxyz +éﬁ) .am
sist

Mgijst
FR. — / Gyr.dm = / Zyyz.dm (12)
Msist Msist
Como,
—é o d_vxyz
Xyz — dt

segue-se que:

F = dv, d . dP
F'qsr'st - / arr.dm = / % -dm= E / VXyz-dm = %
Mgist Mgijst Mgist sist



Volume de Controle Dotado de Aceleragao Retilinea

Uma vez que dm = p.d‘V/, segue-se que:

ﬁRsist - / aff'dm = ﬁﬂsist _/ érfpdrV (14)
Mgjst VC
onde a integral no VC na Eq. (14) deve ser entendida como tomada

no instante fy em que sistema e VC coincidem. Portanto a Eq. (13)
pode ser reescrita como:

dP - .
< Xyz) :FRS,S,—/ ar.p.dV (15)
at ) %%
sist

Do TTR:

dP Jd [ - VY, y:
SIS




Volume de Controle Dotado de Aceleragao Retilinea

Substituindo a Eqg. (15) na Eq. (16) e recordando que
Fhoe = (7"3 + 7"5) .
sist

resulta:

S . d N N N o
FS+F5—/ ay.p.dV = —/ Viyz.p.dV + Viyz-p-Vxy, @ dA
ve at Jve sc
(17)
Valem as mesmas consideragoes levantadas para VC inercial com
relacao a sinais e decomposicao vetorial.



Fator de Correcao do Fluxo de Quantidade de Movimento

Para escoamentos em dutos, a velocidade axial normalmente ndo é
uniforme. Neste caso o célculo do fluxo de quantidade de movimento,

/ VXyz-p-nyz.d;‘:V.m: p.A.V2
SC

é relativamente impreciso e deve ser corrigido por B.p.A.Vz, onde B é
um fator adimensional de correc¢ao do fluxo de quantidade de
movimento (B > 1). Este fator leva em consideragéo a variagdo de V2
ao longo da secéo do duto.

p- | VEdA=PB.mV=p.p.AV
SC

B:l‘-/A[V\(/r)r-dA (18)



Fator de Correcao do Fluxo de Quantidade de Movimento

Aplicando o conceito de fator de correcao do fluxo de quantidade de
movimento aos perfis de velocidade dos escoamentos laminares e
turbulentos:

Escoamento Laminar:

Escoamento Turbulento:

£y g (o

v(r) = Ve (1- R 4.(1+2.n)

n| 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9
B | 1,037 | 1,027 | 1,020 | 1,016 | 1,013

Como os valores de 3 & 1, na pratica, para escoamento turbulento,
costuma-se desprezar esta corregao.



Funcao Impulso

Da Eq. (5):

Fo— / _p.dA+ / .dA
A A

onde 7—',:, = 7—'3+ 7—'5.

Usando a conservagao da quantidade de movimento para VC inercial:

. L 0 . oL
/ —p.dA+/ T.dA+ FB:—/ V.p.d‘V+/ V.p.Vedi
sc sc ot Jve sc

Note que o termo — fp.d?\ pode ser agregado ao termo [ V.p.V. dA,
resultando em:

[ ransfo=3 [ Voovs [ (v B2 piedh
sc ot Jve sc p.|V|



Funcao Impulso

Para escoamentos em regimente permanente em VC’s dotados de
apenas uma entrada e uma saida:

sc p.|V|
Introduzindo o fator B e generalizando, chama-se ¢(A, t) a funcao
impulso, dada por: -
O(At)y=B.mV+p.A (19)
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- ANALISE COM V.LUMES DE CONTROLE FIN ITOS |
CONSERVACAO DA QUANTIDADE DE MOVIM*ENTO S

~ Uma cunha divide uma lamina d’agua a 20 °C, como
 mostra a figura ao. lado. Tanto a cunha quanto a ldmina

. de dgua sdo muito longas na direcfio normal ae papel.

-Sea forga necessdria para manter a cunha estacionria

for F=124 N por metro de largura, qual e o angulo )
~ da cunha?

- .,I'O(RP) | ,
. SC,
Dirtcao X ,RP, FT _ _
| FE?JL = O, FOU‘!”tﬂ/K - - F V" / Az = \/?' ' COJ{QQ)/ Us Vs' (,0‘;-(6/2)

- F = U2, ‘UUIZ. + Ls, 0;3"' Ut. ’“’;’
== Vo 0302) iz + Vs, o (612) . auts - U oo,

QM ‘Wh-sz.'l’be ; \/_Z'VS 42-143 (/Iajaﬁ CQAM%VGZ)

\ OBS: D a Eq. Energia => des p ando ter relativ p ao (pois todo VC esta a mesma pressao); desprezando termos os termos r a cota
'-'
c W < m3 (pois as difer (; d altur desp ) p d screver:
vazéol*Vl"Z ao2.v2h 2 03.V3’\2 =>vV 1 Vl 2 = (va ao03).V272, uma vez que V2 = V3 por simetria
Assim, como vazéol =vazao2 + vazéoB, segue q eVl=V2= V3

-F - 2 Vz. COS(Q/Z.)ML\ _ Vi. M;h W‘\l : (DI-V‘- A

[ S LY " N R TURR T 20


A. L. Pacifico
OBS: Da Eq. Energia => desprezando termos relativos á pressão (pois todo VC está à mesma pressão); desprezando termos os termos relativos à cota
(pois as diferenças de altura são desprezíveis); pode-se escrever:
vazão1*V1^2 = vazão2.V2^2 + vazão3.V3^2 => vazão1*V1^2 = (vazão2 + vazão3).V2^2, uma vez que V2 = V3 por simetria
Assim, como vazão1 =vazão2 + vazão3, segue-se que V1 = V2 = V3.


o - comprimento total do tubo entre os flanges 1 e 2 é 75 cm.

ANALISE COM VOLUMES DE CONTROLE FIIN*ITOS
CON SERVACAO DA G QUANTIDADE DE MOVI*MENTO

. - '_Agua a 20 °C escoa através de um tubo de 5 ¢cm de diametro
~ com uma curva vertical de 180°, como na figura ao lado. O

- Quando a vazdo em peso-é de 230 N/s, tem-se p; = 165 kPa e p;
=134 kPa. Desprezando o peso do tubo, determine a forca total
e _'que 0S ﬂanges devem suportar para esse escoamento.
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