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Introdução

Neste tópico estuda-se a conservação da quantidade de movimento
(linear) via análise integral para volumes de controle (VC). O objetivo
é o desenvolvimento matemático da Segunda Lei de Newton que seja
adequado e aplicável a um VC.

A Segunda Lei de Newton foi formulada da seguinte maneira, para um
sistema: a variação temporal (taxa) da quantidade de movimento é
igual à massa vezes a aceleração do corpo. Designando por ~P a
quantidade de movimento linear e recordando que, para sistemas, a
massa, m, é fixa, segue-se que:

~P = m.~V ∴
d~P
dt

= m · d
~V

dt
= m.~a =~FR

onde~a e ~FR são a aceleração e a força resultante sobre o sistema,
respectivamente.



Volumes de Controle Inerciais

Para um VC inercial (não acelerado) em relação a um sistema de
referência estacionário (inercial), tomado num instante t0 para o qual
VC e sistema coincidem:

~FR =

(
d~P
dt

)
sist

(1)

onde,

(~P)sist =
∫

massa
~Vdm =

∫
Vsist

~V .ρ.dV (2)

~FR é a soma das forças atuantes sobre o sistema (ou VC no instante
t0). Neste curso consideramos que ela é dada pela soma das forças
de superfı́cie, ~FS , sobre todos os fluidos e sólidos delimitados pela
SC, mais todas as forças de campo, ~FB, atuando sobre o VC. O único
campo que será considerado neste curso será o gravitacional.
Portanto, ~FB atua sobre a massa no interior do VC.



Volumes de Controle Inerciais

Assim,
~FR =~FS +~FB (3)

onde,
~FB =

∫
VC
~g.ρ.dV (4)

e,
~FS =~Fpres +~Fcis =

∫
A
−p.d~A+

∫
A

τ.d~A (5)

FB
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Volumes de Controle Inerciais

Aplicando o TTR com N =~P e η = ~V , obtém-se:(
d~P
dt

)
sist

=
∂

∂t

∫
VC

~V .ρ.dV +
∫

SC
~V .ρ.~V •d~A (6)

Substituindo a Eq. (3) na Eq. (6) resulta:

~FR =~FS +~FB =
∂

∂t

∫
VC

~V .ρ.dV +
∫

SC
~V .ρ.~V •d~A (7)

Assim, a soma de todas as forças atuando no VC sem aceleração, é
igual à variação temporal da quantidade de movimento no interior do
VC, somada com o fluxo de quantidade de movimento através da SC.



Volumes de Controle Inerciais: Considerações

I Fixar os limites do VC e indicar as direções convenientes das
coordenadas;

I ~V é medida em relação ao VC;

I Componentes direcionais (escalares). Exemplo para direção x :

FS,x +FB,x =
∂

∂t

∫
VC

u.ρ.dV +
∫

SC
u.ρ.~V •d~A

I Determinação do sinal de ρ.~V •d~A = ρ.|~V |.|d~A|.cosα, onde α é
o ângulo entre ~V e~A;

I Os sinais de u, v e w (componentes de ~V nas direções x , y z,
respectivamente) devem ser cuidadosamente avaliados com
base no esquema do VC e do sistema de coordenadas adotado.
Direções desconhecidas implicarão em resultados negativos (se
a escolha foi errada - no sentido do vetor), ou positivos (se a
escolha foi correta). O mesmo vale para Fx , Fy e Fz .



Volume de Controle Dotado de Velocidade Constante

Na formulação precedente considerou-se apenas VC’s estacionários.
Supondo, agora, que o VC possua movimento com velocidade
constante, deve-se especificar dois sistemas de coordenadas: o
referencial XYZ das coordenadas estacionárias original (inercial); e o
referencial xyz das coordenadas fixas ao VC (neste caso, também
inercial, pois o VC está se movendo com velocidade constante).

Vale a Eq. (7) para este caso também, tomando cuidado apenas em
referenciar corretamente as velocidades do sistema xyz:

~FR =~FS +~FB =
∂

∂t

∫
VC

~Vxyz .ρ.dV +
∫

SC
~Vxyz .ρ.~Vxyz •d~A (8)

~Vxyz seria a velocidade percebida por um observador situado na SC
do VC.



Volume de Controle Dotado de Aceleração Retilı́nea

Nem todos os VC’s são inerciais. Por exemplo, um foguete, ao
elevar-se do solo deve possuir aceleração. As expressões,

~FR =

(
d~P
dt

)
sist

em que (~P)sist =
∫

msist

~V .dm =
∫

Vsist

~V .ρ.dV

são válidas somente para velocidades medidas em relação a um
sistema de referência inercial, que anteriormente foi designado por
XYZ . Logo ~FR = (d~PXYZ/dt)sist .

Deste modo, como (d~PXYZ/dt)sist 6= (d~Pxyz/dt)sist , para um sistema
dotado de aceleração as Eqs. (7) e/ou (8) não são mais válidas. Na
verdade, para o sistema deve-se escrever:

~FR =

(
d~PXYZ

dt

)
sist

=
d
dt

∫
msist

~VXYZ .dm =
∫

msist

d~VXYZ

dt
·dm =

∫
msist

~aXYZ .dm

(9)



Volume de Controle Dotado de Aceleração Retilı́nea

Como,
~VXYZ = ~Vxyz +~Vrf (10)

onde ~Vrf é a velocidade do referencial do volume de controle
(velocidade do sistema xyz em relação a XYZ ). Assim,

d~VXYZ

dt
=~aXYZ =

d~Vxyz

dt
+

d~Vrf

dt
=~axyz +~arf (11)

Especificamente:

I ~aXYZ ≡ aceleração retilı́nea do sistema relativa ao sistema
inercial de referência XYZ ;

I ~axyz ≡ aceleração retilı́nea do sistema relativa ao sistema
não-inercial de referência xyz;

I ~arf ≡ aceleração retilı́nea do sistema não-inercial de referência
xyz em relação ao sistema inercial XYZ .



Volume de Controle Dotado de Aceleração Retilı́nea

A força resultante que atua sobre o sistema pode ser escrita e
desenvolvida da seguinte maneira:

~FRsist =
∫

msist

~aXYZ .dm =
∫

msist

(~axyz +~arf ) .dm

~FRsist −
∫

msist

~arf .dm =
∫

msist

~axyz .dm (12)

Como,

~axyz =
d~Vxyz

dt
segue-se que:

~FRsist −
∫

msist

~arf .dm =
∫

msist

d~Vxyz

dt
·dm =

d
dt

∫
msist

~Vxyz .dm =

(
d~Pxyz

dt

)
sist
(13)



Volume de Controle Dotado de Aceleração Retilı́nea

Uma vez que dm = ρ.dV , segue-se que:

~FRsist −
∫

msist

~arf .dm =~FRsist −
∫

VC
~arf .ρ.dV (14)

onde a integral no VC na Eq. (14) deve ser entendida como tomada
no instante t0 em que sistema e VC coincidem. Portanto a Eq. (13)
pode ser reescrita como:(

d~Pxyz

dt

)
sist

=~FRsist −
∫

VC
~arf .ρ.dV (15)

Do TTR:(
d~Pxyz

dt

)
sist

=
∂

∂t

∫
VC

~Vxyz .ρ.dV +
∫

SC
~Vxyz .ρ.~Vxyz •d~A (16)



Volume de Controle Dotado de Aceleração Retilı́nea

Substituindo a Eq. (15) na Eq. (16) e recordando que

~FRsist =
(
~FS +~FB

)
sist

resulta:

~FS +~FB−
∫

VC
~arf .ρ.dV =

∂

∂t

∫
VC

~Vxyz .ρ.dV +
∫

SC
~Vxyz .ρ.~Vxyz •d~A

(17)
Valem as mesmas considerações levantadas para VC inercial com
relação a sinais e decomposição vetorial.



Fator de Correção do Fluxo de Quantidade de Movimento

Para escoamentos em dutos, a velocidade axial normalmente não é
uniforme. Neste caso o cálculo do fluxo de quantidade de movimento,∫

SC
~Vxyz .ρ.~Vxyz •d~A = V .ṁ = ρ.A.V

2

é relativamente impreciso e deve ser corrigido por β.ρ.A.V
2
, onde β é

um fator adimensional de correção do fluxo de quantidade de
movimento (β > 1). Este fator leva em consideração a variação de V 2

ao longo da seção do duto.

ρ ·
∫

SC
V 2.dA = β.ṁ.V = β.ρ.A.V

2

β =
1
A
·
∫

A

[
V (r)

V

]2

·dA (18)



Fator de Correção do Fluxo de Quantidade de Movimento

Aplicando o conceito de fator de correção do fluxo de quantidade de
movimento aos perfis de velocidade dos escoamentos laminares e
turbulentos:

Escoamento Laminar:

V (r) = Vc ·
[

1−
( r

R

)2
]
∴ β =

4
3

Escoamento Turbulento:

V (r) = Vc ·
(

1− r
R

)n
∴ β =

(1+n).(2+n)2

4.(1+2.n)

n 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9
β 1,037 1,027 1,020 1,016 1,013

Como os valores de β≈ 1, na prática, para escoamento turbulento,
costuma-se desprezar esta correção.



Função Impulso

Da Eq. (5):
~FS =

∫
A
−p.d~A+

∫
A

τ.d~A

onde ~FR =~FS +~FB.

Usando a conservação da quantidade de movimento para VC inercial:∫
SC
−p.d~A+

∫
SC

τ.d~A+~FB =
∂

∂t

∫
VC

~V .ρ.dV +
∫

SC
~V .ρ.~V •d~A

Note que o termo −
∫

p.d~A pode ser agregado ao termo
∫
~V .ρ.~V •d~A,

resultando em:∫
SC

τ.d~A+~FB =
∂

∂t

∫
VC

~V .ρ.dV +
∫

SC

(
~V +

p

ρ.|~V |

)
.ρ.~V •d~A



Função Impulso

Para escoamentos em regimente permanente em VC’s dotados de
apenas uma entrada e uma saı́da:∫

SC

(
~V +

p

ρ.|~V |

)
.ρ.~V •d~A = (ṁ2.V2 +p2.A2)− (ṁ1.V1 +p1.A1)

Introduzindo o fator β e generalizando, chama-se φ(A, t) à função
impulso, dada por:

φ(A, t) = β.ṁ.V +p.A (19)
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A. L. Pacifico
OBS: Da Eq. Energia => desprezando termos relativos á pressão (pois todo VC está à mesma pressão); desprezando termos os termos relativos à cota
(pois as diferenças de altura são desprezíveis); pode-se escrever:
vazão1*V1^2 = vazão2.V2^2 + vazão3.V3^2 => vazão1*V1^2 = (vazão2 + vazão3).V2^2, uma vez que V2 = V3 por simetria
Assim, como vazão1 =vazão2 + vazão3, segue-se que V1 = V2 = V3.




