Formas integrais das leis fundamentais

O Teorema de Transporte de Reynolds

Prof. Marcos Tadeu Pereira

PME 3222 -2020



Aplicar as Leis Basicas a um Volume de Controle (VC) fixo
no espaco (Euler), ao invés da formulacédo para um Sistema
(Lagrange).

As Leis Basicas (de conservacao) se aplicam diretamente a
sistemas:

1) Conservacao da Massa, ou Eq. da Continuidade

2) 22 Leil de Newton

3) 12 Lei da Termodinamica (conservacao de energia)

4) Quantidade de Movimento (conservacao da QDM)

5) 22 Lei da Termodinamica (variacao da entropia,
irreversibilidade)



Sera desenvolvida uma formulacao geral, universalmente
aplicavel (por meio do Teorema de Transporte de Reynolds)
as 5 leis basicas para aplicacdo em um VC.

Observacoes introdutorias:

1) Um sistema é uma quantidade de matéria de identidade
fixada. Massa nao atravessa a fronteira de um sistema
(Lagrange).

2) Um Volume de Controle (VC) € uma regiao do espaco
escolhida para observacao/estudo. Massa pode
atravessar a Superficie de Controle (SC) do VC. (Euler)



Before After
spraying spraying

Uma lata de spray pode ser analisada de duas formas:
acompanhando o conteudo da lata (Lagrange- sistema fechado:
massa nao varia, ou seja, apos spray a fronteira do sistema inclui
a massa fora da lata) ou monitorando o volume da lata (Euler -
volume de controle: so a lata, antes e depois)



3) Passamos de Lagrange a Euler para uma particula fluida
emuma LC (“;—IZ = Z—’Z + (V.7)N), e vamos fazer a mesma

passagem para uma massa de fluido, na forma integral

4) E necessario passar a formulacéo das leis de conservacéo
validas para um sistema para a formulacao de VC (Volume de
Controle), 0 que é conseguido com o Teorema de Transporte
de Reynolds.

5) Um VC refere-se a uma regiao do espaco onde podem
ocorrer escoamentos para fora e para dentro do VC. A
fronteira de um VC é sua superficie de controle (SC)

6) O tamanho e a forma do VC sao totalmente arbitrarios,
escolhidos de acordo com a conveniéncia. O VC tambéem
pode ser chamado de sistema aberto.



7) Propriedades extensivas e intensivas. As leis basicas,
escritas na forma de taxa de variacao, envolvem derivadas
em relacao ao tempo de alguma propriedade extensiva do

sistema.

Prop. Extensiva (N): depende da extensao, da quantidade
de matéria do sistema. Ex: massa, energia, QDM.

Prop. Intensiva (n letra grega "eta") : por unidade de massa

N
n =—oumelhor: Ngjgr = |

ndm= [, npdv

sist sist

onde ¥ é o0 volume.

seN=m - =1



Hipoteses:

« Campo de escoamento arbitrario V(x,y, z,t) em relacdo a
sistema de coordenadas xyz

« VC fixo no espaco
« Sistema movimenta-se no campo de escoamento (por

definicdo mantendo sempre as mesmas particulas de
fluido)



Sistema e Volume de Controle
propriedade N
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Massa nova entra no VC, regiao |
em At
Massa deixa o VC, regiao lll, em At



Definicao de derivada de propriedade extensiva:

d_N) = lim Nsist)tg+at —Nsist) e, (1)

No instante ty + At: sistema = regiao |l + regiao Il

“ Nsist)tg+at = (Nip + Nippeg+ae = (Nye — Np + Nipp g +ae=

[fVC npd v] to+AE UVI npd V] to+At+ [fVIH npd V]

to+At

(propriedade extensiva N =>Ng;o,= [ npd v)



No instante ¢
Nsist)to = NVC)tO = [fVC 77Pd VL
0

e, substituindo em (1), resulta:

dN) - UVC npd v] to+dt [fVI npd v]t0+At * UVHI npd V] to+AL UVC npd V] to
Sist

At—0 At

e, como o limite da soma & a soma dos limites:

dN g [fVC npd‘v‘]t0+At— [fVC npd‘v‘]to : [fVIII npd‘v‘]tO_Mt
— = lim + lim -
dt /sist At—0 At At—0 At
— dv
lim [IVI P ]t0+At
At—0 At

termo A termo B termo C



termo A .

. Nyc)tg+at— Nvode ON
llm 0 0 VC _—

_ 0
At—0 At 9t ot fVC npd ¥

e representa a taxa de variacao com o tempo da propriedade
N dentro do VC



. Nplen+at
termo B = lim s
At—>0 At

n - normal para fora
em relacao ao VC

&pnrnl—(u'—e clp ) Observar que dA deve ser um vetor para
Wole (ST podermos calcular um volume e uma massa

dm flui para fora do VC—a < ™/, sobre toda a regiao lll

dv= dA.Al. cosa

d Nirlegae= 1A ¥) ¢4 ac = np dA.AE COSA) ¢4 4



termoB

Nitleg+ae = [fg

SC,;; . superficie de controle comum a regiao lll e ao VC

Al : distancia percorrida por uma particula na superficie do
sistema, durante At, ao longo de uma linha de corrente que
existia em ¢,



termo B

~termo b =

. N S, mp.oL. cosa.dA
lim HDto+At _ lim 2SCu

At—0 At At—0 At
Af 74
lim [ npg. cosa.dA. = [ mp.|V|. cosa.dA

pois Jim 5= 7]



/ '-:I??gjaS Y ¢ termo C: — lim Ni)to+at
., C 8 At—0 At
A
~C o n~ - normal para fora em
M l relacao ao VC
dA I -
N
I _ Froa/lenclo
SC &s@na -meofd—‘

dm flui para fora do VC—a>™/, sobre toda a regiao I, ja que a
massa da regiao | flui para dento do VC em toda a regiao |

d Nilegrae=npd ¥) ¢ 1ae = NpAL (mcosa)dA.); 1 ae

(-) porque o volume d+*¢é escalar e positivo



termo C

Nilto+at= [fsc, — np.AL. cosa. dA]

to+At

onde SC; = superficie comum a regiao |l e o VC
Af= distancia percorrida por uma particula na superficie do
sistema durante At, ao longo de uma linha de corrente que
existia em ¢,

[fV npdv] Np)
ler' — —h — . to+At

fsc —np.A[. cosa.dA
lim —

At—0 At

= fsclnp.|l7|. cosa. dA



substituindo as expressoes dos termos A,B e C em 1:

dN d
—_ - +

fsc,,, 77,0-|17|- cosa.dA +fsc, np.|I7|. cosa.dA

Como SC= SC; + SCyyp + SCraterar

onde SC; ,:erq; € Caracterizada pora= "/, ouV =0, i.e.,
auséncia de fluxo

dN d 1V
E)Sist: Efvc npd ¥ + fSC‘ np.lVl. cosa.dA

e, como se sabe que |V|. cosa.dA =V .7 dA, ..

dN 0 —
E)sist: afVC T]pd Y + fSC_ T],[)V .n dA



leorema do Transporte, de Reynolds

dN d

— == d v V. 1idA
ac) T ) ey fev.m

Sist VC SC

Taxa de variagao Taxa de variacao em Taxa resultante do
total de uma relacao ao tempo da efluxo da
propriedade propriedade propriedade
extensiva N extensiva N dentro do extensiva N,
gualguer num volume de controle, através da
sistema no instante que coincide com o superficie de
to sistema no instante controle no

to instante ¢t

a —
%:a—’f+(v.v)N



Esta formula de Reynolds relaciona as taxas de variacao de

uma propriedade extensiva N qualguer de um sistema, e as

variacoes com o tempo desta propriedade N associada ao
volume de controle

é a formula integral, correspondente a formula diferencial
relacionando as derivadas de Lagrange e Euler:

DN
Dt

0 —
=2+ (V.7)N

Obs. V na equacao € medida em relacédo ao VC e -
a taxa de variacao de N deve ser avaliada
por um observador fixo no VC.



Equacéao da continuidade, ou da conservacao da massa

AN 5 .
E)SiSt =af[/cnpdv+fscnpvndl4 ,ecomoN =m —>nN = 1

dm 0

E) :gfpdv+ fpV.ndSzO
Sist VC SC

Taxa de variacao
de massa ho
sistema

= Taxadevariagdo _ Fluxo de massa
de massa no VC através da SC

V.7 - sinal depende de V e de 7

n sempre aponta para fora do VC, na SC




Caso particulares da Equacao da continuidade

dm _ 0 d V.7dS = 0
dt._atjpv+jp'n N
SISt

Ve SC
1) Regime Permanente
9 sé interessa
e _ 17 = _ o fluxo
5 f pd ¥ = 0 e portanto f pV.ndS =0 v
44 SC fronteiras

2) Fluido incompressivel

d 0
afpdepajdVe,seoVC forindeformavel é =0
Ve Ve

- PODEROSO: nao
precisa ser regime

o[ pV.7RdS =0
© fSC’D " permanente



Lei dos NoOs (Kirchoff)
. 9 —
Da continuidade:  — [, pd ¥ + [o . pV.7idS = 0

Onde SC =), S, + 2. Sc + X Sraterat,  onde S; gterq; tem fluxo=0

0 om
pn f pd ¥ = Fr (variacao da massa com o tempo no VC)

VC

aom .
e, ", Fr Zme st

Hipdtese 1 — Regime permanente— aa_T =0e ~ Ym,—)m,=0

Y.m; =0 Leidos Nos

Hipotese 2- Fluido incompressivel (p = constante) — ), Q; =0



