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1. Introducao

A analise de um escoamento, a partir das Equagdes Integrais, é de
grande importancia pratica em problemas em Ciéncias Aplicadas, em
particular, em Engenharia. O exemplo expressa essa importancia.

Exemplo: Deseja-se determinar a vazao volumeétrica através da secao
transversal de um canal retangular de um laboratério de hidraulica,
conforme mostrado na figura 1.

As velocidades sao medidas no laboratério com auxilio de um
micromolinete, cuja equacao de velocidade é dada por:

V =0,4873n + 0,022, sendo: n rot./min da hélice do micromolinete.

Os perfis de velocidade para cada vertical (0,2h, 0,4h, 0,6h, 0,8h) estao
mostrados na figura 2, assim como as respectivas areas de influéncia.

Os resultados de vazao volumétrica estdo apresentados na tabela 1,
onde Q. = 18,7 L/s (vazao volumétrica atraves da secao do canal).



1. Introducao

Figura 1. Medicao de velocidades em canal de laboratorio de hidraulica
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Figura 2.Perfis de velocidades e correspondentes areas de influéncia
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1. Introducao

Tabela 1 Vazao medida no canal do laboratorio

MEDIDAS EM CM

Q Q, Q;
Vazao (m’ls) 0,0060 0,0072 0,0055
Vazéo Total (m’fs) 0,0187
Vazéo Total (I/s) 18,70

« Trata-se, portanto, de um exemplo pratico de calculo de vazao volumeétrica
dada pela seguinte equacgao integral.

Q=|V eidA
* Qu, no caso particular: 4

A

0=3VA4

-

* Aplicagao em Engenharia Civil: O exemplo mostra um método comum de medi¢ao de vazdes
volumétricas em canais ou rios naturais, a partir da determinacao da secdo batimétrica de
interesse e da escolha do medidor de velocidades a ser utilizado.



Figura 3. Vista de jusante para montante do rio Madeira
UHE Santo Anténio ao fundo. Vazdes volumétricas ordem de
50.000 m3/s no periodo de cheias.
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Figura 4. Vista de jusante para montante do modelo reduzido da UHE Santo Antonic
ao fundo. Escala 1:80 — Semelhanca de Froude — Laboratorio de Furnas — RJ.
Ensaio com uso de tracador.
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Figura 5. Vista geral do modelo reduzido da UHE Santo Antdnio.
Escala 1:80 — Semelhanca de Froude — Laboratério de Furnas - RJ
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2. Conceito de Sistema e Volume de Controle

« O conceito de sistema esta associado ao fato de que o corpo
material preserva a sua massa e a sua identidade (mesmas
particulas). A Figura 6 € um exemplo de Sistema (visao de
Lagrange).

« A visdao de Lagrange, muitas vezes, é de dificil aplicagao aos
problemas de mecanica dos fluidos.

« . Afigura 6 € uma representacido esquematica de um corpo material
(sistema) caminhando no espaco tridimensional com preservacao
da massa e das mesmas particulas, em que a posicao instantanea
de cada particula no espaco € definida pelo respectivo vetor
pPOSicao .



2. Conceito de Sistema e Volume de Controle

Figura 6. Representacao esquematica de um corpo material
caminhando no espaco tridimensional (visao de Lagrange — Sistema).
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2. Conceito de Sistema e Volume de Controle

A figura 7 € uma representacao esquematica de um reservatorio de
agua com controle de vazao volumétrica Q através de uma valvula
instalada no fundo do reservatorio.

Define-se na figura o conceito de Volume de Controle (VC) —
Visao de Euler.

Esquematiza-se na Figura 7 um VC, nesse caso indeformavel.

Alimentando-se o reservatorio com a mesma vazao Q de saida pela
valvula, o nivel € mantido constante, mas mesmo assim, a cada
instante, novas particulas compdem o volume do reservatorio, o que
impede o0 uso do conceito de sistema.



2. Conceito de Sistema e Volume de Controle

Figura 7. Representacdo esquematica de um reservatorio de agua com um
controle de vazao volumétrica Q:

a — NA, constante, regime permanente de escoamento;

b — NA, variavel, regime nao permanente.

NA;
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2. Conceito de Sistema e Volume de Controle

 Uma visao pratica de aplicacao do metodo de Euler de medicao de
velocidade em canal retangular de laboratério de hidraulica esta
apresentada na Figura 1.

* Nesta figura € possivel extrapolar os valores da velocidade ao longo
da superficie livre do canal.

« A Figura 8 € uma esquematizacao em planta de um canal
retangular, mostrando que a velocidade superficial no canal poderia
ser determinada com um flutuante de mesma massa especifica da
agua, caminhando com:

V= %i (método de Lagrange)

Onde: As — espaco percorrido pelo flutuante ao longo da superficie
livre;

At — intervalo de tempo decorrido.



2. Conceito de Sistema e Volume de Controle

Figura 8. (a) Medicao de velocidades de uma particula fluida escoando
superficialmente em um canal retangular (método de Lagrange). (b)
medicao de velocidade em uma posicao fixa da secao 2, na SL do

canal (método de Euler).
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3. Conceito de Vazao em Volume, Vazao em
Massa e Vazao em Peso

A figura 9 exprime o conceito matematico de vazao volumétrica (ou
vazao em volume) através de uma superficie de controle elementar
(dA) envolvendo um volume de controle.

Pelo método de Lagrange, o volume do cilindro elementar
desenhado na figura, representa o lugar geométrica ocupado pelas
particulas fluidas, que cruzaram a fronteira da superficie de controle,
no intervalo de tempo dt.

Pelo método de Euler, a vazido volumétrica dQ corresponde ao

volume dV de particulas, que atravessa a area dA, no intervalo de
tempo dt.

Matematicamente a vazao em volume esta definida:



3. Conceito de Vazao em Volume, Vazao em
Massa e Vazao em Peso

Figura 9. Representacao esquematica do conceito de vazao volumétrica através de
uma superficie de controle (SC)




3. Conceito de Vazao em Volume, Vazao em
Massa e Vazao em Peso

Integrando na SC: g

Em termos dimensionais (S| (em m?/s): 0] =

L]

7]

A medicao de vazao em volume seja na pesquisa, como na solucao de
problemas praticos de engenharia é essencial. independentemente de sua
escala (escoamento vascular em ml/min; escoamento em tubulacbes, em

rios e em canais, em m3/s ou L/s, etc).
Vazao em massa (ou vazao massica) (Sl em kg/s):

m= /[, p V. iidA
Vazao em peso (Sl em N/s):

+ G=[, yV.idA



3. Conceito de Vazao em Volume, Vazao em
Massa e Vazao em Peso

Exemplo 1: Determinar a vazao volumétrica em um escoamento em conduto cujo perfil de
velocidades é dado pela expressao, representando um perfil parabdlico de velocidades:

V= um{l - ']E! |7

Solucéo: —
_§_>_._rt_, u(r) (< ‘VT_’ u(y)
(a) (b)
Pela definigdo de vazao volumétrica, tem-se: 0= “7 e iidd
Aplicando-se o perfil de velocidade fornecido e integrando: 0- fu {1 —(Lj2:|dA
A integragao resulta: 0= %ERQ — UnR?

O exemplo 1 caracteriza um escoamento em regime laminar em conduto forcado, cuja
velocidade média € dada pela velocidade maxima dividida por 2.



3. Conceito de Vazao em Volume, Vazao em
Massa e Vazao em Peso

Exercicio Proposto: Determinar a vazao volumeétrica nos
escoamentos correspondentes aos seguintes perfis de
velocidade:

Placas planas paralelas fixas: V=u (1—)/2)7

Canal de Fundo Inclinado: V= V{l—(llj}?



4. Leis Basicas da Fisica Escritas para
Sistemas

As leis ou principios basicas da Fisica, em particular da Mecanica,
sao escritas para sistemas. Tomando por base a Figura 6, que é
uma representacao esquematica de um sistema caminhando no
espaco tridimensional, apresenta-se a seguir essas leis basicas:

Lei da Conservagao da Massa

De acordo com essa lei “a massa de um sistema néo varia no tempo”. A
Figura 6 é uma representacao esquematica de um sistema caminhando no

espaco tridimensional:
dm
hitid -0
dt sistema

m=[dm= | pdv



4. Leis Basicas da Fisica Escritas para
Sistemas

* A Primeira Lei da Termodinamica

 De acordo com essa lei. “a variagcao de energia de um sistema e
dada pelo balanco da variacao de calor trocado entre o sistema

e 0 meio externo e a variacdo de trabalho realizado a favor ou
contra o sistema”.

dE = 60 + oW



4. Leis Basicas da Fisica Escritas para
Sistemas

« Matematicamente

dE =00+ oW
dE

= =Q+W
dt ©

E. = Iedm = Ie pd %
sistema
Mistema vmlemu

 Segunda Lei de Newton

 De acordo com essa lei, também conhecida também como equacao
da quantidade de movimento: “a soma de todas as forcas externas
agindo sobre o sistema é igual a taxa de variagcdo da quantidade
de movimento linear do sistema” . Matematicamente:

~ dP
Z F;xt ) sistema - —)sistema
dt

P.. = [Vdn= [Vpdv



4. Leis Basicas da Fisica Escritas para
Sistemas

Principio da Quantidade de Movimento Angular

De acordo com essa lei, também conhecida como equacao do
momento da quantidade de movimento: “a soma dos momentos das
forcas externas, ou de todos os torques agindo sobre o sistema é
igual a taxa de variacdo de quantidade de movimento angular do
sistema”. Matematicamente, tem-se que:

iy =9 H, = [FAVdm= [FAVpdY
ext / sistema d l_ sistema M gisroma VY sistema

Segunda Lei da Termodinamica

De acordo com essa lei: “sendo uma quantidade de calor 6Q
fransmitida para um sistema a temperatura T, de acordo com a
segunda lei da termodinamica, a variagcao da entropia S do sistema
obedece a sequinte relacdo matematica:

i)  »% o = Jsdm=_[spdv

sistema T



5. Transformacao das Equacoes Escritas para
Sistemas em Equacdes Validas para Volume de
Controle

« Para converter as equacdes escritas para sistema, em equacgoes
escritas para VC, € necessario uma transformacao matematica através
do calculo aplicado a massa individuais (sistema), para uma regiao do
espaco VC, que pode, ser fixa, movel ou deformavel.

Figura 8. (a) Representagdo esquematica de um escoamento através de um
bocal por VC fixo, para a analise das forgas no bocal; (b) de um volume de
controle movendo-se com a velocidade do navio, para a analise das forcas de
arrasto; (c) de um volume de controle deformavel no interior de um cilindro, para a
analise de um transiente de pressoes.

Superficie Superficie

White, 1999



5. Transformacao das Equacoes Escritas para Sistemas
em Equaclbes Validas para Volume de Controle

Genericamente, define-se:
N— propriedade extensiva (escalar ou vetorial);

n— propriedade intensiva (escalar ou vetorial, por unidade de massa
m).

N = |[ndm= [npdv

As propriedade extensiva N e intensiva n devem assumir 0s
respectivos valores da propriedade, de acordo com as equacoes
escritas para sistema:

N=men=1-—> conservacdo da massa,

N =E e n = e — primeira lei da termodinamica;

N=P=mV en=V > segunda lei de Newton;

= H=r AmV e n=7AV — quantidade de movimento angular ;
=S en=s —segunda lei da termodinamica.



5. Transformacao das Equacoes Escritas para Sistemas

em Equacobes Validas para Volume de Controle

Figura 8 (a) representa um escoamento através de um bocal com
volume de controle fixo com entrada através da superficie de controle
na posicao do flange e com saida na superficie de controle na posicao
do bocal; sob o ponto de vista pratica pode-se utilizar nesse problema
a equacao da quantidade de movimento para a determinacdo das
tensdes nos parafusos que conectam o bocal a tubulaco.

Figura 8 (b) representa um volume de controle e sua respectiva
superficie de controle contendo o navio, movimentando-se com
velocidade V constante; sob o ponto de vista pratico seria possivel
calcular a forgca de arrasto sobre o navio, de modo a avaliar a poténcia
dos motores.

Figura 8 (c) representa um volume de controle e sua respectiva
superficie de controle contendo um gas que pode se expandir no
interior de um cilindro deformando a superficie de controle; sob o ponto
de vista pratico pode-se determinar a lei de variacao das pressoes e
velocidades do gas no interior do cilindro.



6. Equacao Geral de Transporte de Reynolds
Considerando Volume de Controle Fixo e Arbitrario

A questao agora € desenvolver uma equacao para volume de controle
fixo e arbitrario, a partir da descricdo de um escoamento visto como um
sistema ( mesmas particulas e massa invariavel).

A figura 9 representa um volume de controle arbitrario, fixo no espaco
com relagdo a um sistema de coordenadas x, y, z. No instante t = {, um
sistema fluido caminhando ao longo das linhas de corrente coincide
com o volume de controle, o que € representado pela area cinza
hachurada (figura 9 a). Apds um intervalo infinitesimal de tempo Af, o
sistema tera se movimentado para um outro local, provavelmente se
deformando, mas mantendo as particulas e a massa, como
representado pelos espacos Il e lll em cinza na figura 9 b. Observa-se
que o volume de controle permaneceu fixo, constituido pelas partes | e
Il da figura 9 b. Portanto, nota-se que o sistema, que estava
inteiramente dentro do volume de controle no instante f, , esta
parcialmente fora do volume de controle no instante ¢, + At.



6. Equacao Geral de Transporte de Reynolds
Considerando Volume de Controle Fixo e Arbitrario

Figura 9. (a) Sistema e volume de controle coincidentes no instante ¢, ;
(b) sistema caminhando através do volume de controle no instante t, +
At
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Fox; McDonald; Pritchard (2012)



6. Equacao Geral de Transporte de Reynolds
Considerando Volume de Controle Fixo e Arbitrario

» O objetivo é relacionar a taxa de variagao de qualquer propriedade
extensiva arbitraria N do sistema com quantidades associadas ao
volume de controle e sendo assim podemos utilizar a definicido de
derivada, dada pela taxa de variagao de Noma-

(L,'\,r) _ 1 ‘ “7\,": ):9-.‘.: - ‘?\7: )::
a1 At

(1)

« Da geometria da figura 9 , tem-se:

.-'\'r_- ) - (“'TVL' T A‘rm ) - (‘Nvec - J\f} _.,7\7‘:? .)" ar (“)

- . -
o e o e

Io=+Aal

‘?\r:):s = J\I.—C):: (“I)



6. Equacao Geral de Transporte de Reynolds

Considerando Volume de Controle Fixo e Arbitrario

Substituindo as equacodes Il a e lll, na equacao |, resulta:

D gy Wee =Ne Vo = Neo),
dt At

Como o limite da soma é igual a soma dos limites, tem-se que:

d\ (“?\’Y-C -)::-_u: B ‘?\’r— ) ( ?\'r'" ) Ar : (I‘?\r! >)::-_x:
—). =lim +lim = —lim
7/ At At = AL
(1) (2) (3)
. “,’\:' —N AN ol
Termo(l). lim( -c):'fx <)o = C‘E == é | npdv
a5t At o ot

Para a avaliacdao do termo (2) é conveniente representar uma sub-regiao
tipica da regiao lll do VC, conforme figura a seguir.



6. Equacao Geral de Transporte de Reynolds
Considerando Volume de Controle Fixo e Arbitrario

Figura 10. Vista ampliada de um sub-regiao da regiao Il do vC

Contorno do sistema
no tempo #y + At

\\‘ '/‘

\Superﬂcie de controle [l

 AFigura 10 representa gielemento de area, de maédulo dA e versor
representativo da drea 7id4 . Genericamente o vetor velocidade que
representa o escoamento forma um angulo @ com V7 . Sendo assim,
podemos definir a sub-regidao (Termo 2) representada na Figura 10, como:

dN ). . =npdv)___ (IV)



6. Equacao Geral de Transporte de Reynolds
Considerando Volume de Controle Fixo e Arbitrario

Considerando o volume do cilindro elementar prismatico da Figura
10:

d7 =Al eiid4 =V eiidAAt (V)

Substituindo (V) em [V):

. Vi
dN ). =npV endAAr)___ v

Integrando a equacao (VI) para toda a regiao lll do VC e passando
ao limite, tem-se para o Termo 2:

(-‘,7\." ) J (d‘\'rm ):s-_u: .l (d‘\'rm .):5—_'.:
lim —&E === = im = =lim= =
N 9 Af

[ npV eiidAAt) o (V1)
lim = A = | npV endA
T AT scm



6. Equacao Geral de Transporte de Reynolds

Considerando Volume de Controle Fixo e Arbitrario

O termo (3) pode ser interpretado analogamente ao termo (2), com a
diferenca de que o termo (2) corresponde a um fluxo de saida do volume
de controle (sinal positivo coincidente com o sentido do versor  jid4

e o termo (3) corresponde a um fluxo de entrada no volume de controle
(sinal contrario ao sentido do versor ):

1A1£r01% = — janOﬁdA (VIII)

Finalmente, substituindo as equacdes resultantes dos termos (1), (2) e (3)
na equacao inicial, resulta:

dN

—). —; filp(i“ + lnplf ® idA + IH,OV e jidA
dt Ot



6. Equacao Geral de Transporte de Reynolds
Considerando Volume de Controle Fixo e Arbitrario

« Combinando-se as integrais de superficie de modo a constituir a
superficie fechada que envolve o volume de controle arbitrario,
resulta a Equacao Geral de Transporte de Reynolds:

dN 0

=), =— |npd— ~ |;sz/ ® 1dA
dt ot

« A Equacado Geral de Transporte de Reynolds acopla a visao de
Lagrange do lado esquerdo da equacao(onde € definido a taxa de
variacao de uma propriedade extensiva do sistema) com a visdo de
Euler do lado direito da equacao (onde é definido a variagcao da
propriedade extensiva no volume de controle dada pelo balanco da
taxa de variacao dessa propriedade no interior do YC com o fluxo
da propriedade de entrada e saida através da superficie de controle
SC).

 Observacdo: O conceito pode ser estendido a um vC movel e
arbitrario.



/. Equacao da Continuidade

* Pela Lei da Conservacao da Massa “a massa de um sistema ndo varia no
tempo”, definindo-se assim a equacao:
dm)

=0

m=[dm = | pd¥v
e Utilizando-se a Equacdo Geral de Transporte de Reynolds pode-se
estabelecer os seguintes valores para as propriedades extensiva e
intensiva:
N =m,

m
n=—=1,
m

e Substituindo esses valores na Equacao Geral de Transporte de Reynolds,
resulta a Equacao da Continuidade na Forma Integral:
1
ﬂ) = — |1pd- + |1pI/ ® idA =
dt ot



/. Equacao da Continuidade

Equacao da Continuidade na Forma Integral:

%) = — |1pa’" - |1pVond4 0
ot
Na condicao de escoamento permanente essa equacao pode ser

simplificada para:
[1pV e7id4=0
Na condicdo de incompressibilidade pode ser simplificada para:

plI/ ®iidA=0

AplicacOes dessa equacao sao de grande importancia pratica em diversas
areas da Engenharia envolvendo a hidrodinamica, a aerodinamica, a
gasdinamica e a hemodinamica. Apresenta-se a seguir alguns exemplos de
aplicacao dessa equacao.



8. Exercicios

« Exemplo 2:

Um reservatorio de grandes dimensdes de agua abastece uma
tubulacao cilindrica de secao circular de raio R. Sabendo-se que na
secao de saida da tubulacao (2) o perfil de velocidade € parabdlico,
representando um escoamento laminar, determinar a velocidade U
na secao de entrada na tubulacdo (1). Resolver o problema
literalmente.




8. Exercicios

Solucao:

1) A primeira etapa de solucao de problemas envolvendo aplicagcbes
das Equacodes Integrais consiste na escolha do volume de controle
VvC. Essa escolha é sempre arbitraria e sera funcao dos dados
fornecidos e das perguntas do problema. Adota-se para a
representagcao esquematica do problema, entrada do vC em (1) e
saida do VC em (2).

2) A segunda etapa de solugao de problemas envolvendo
aplicagdbes das Equacdes Integrais consiste na escolha das
equacoes de interesse. Nesse caso, como 0 interesse € o calculo
de velocidade a equacao basica e a equacao da continuidade:



8. Exercicios

A equacao da continuidade pode ser escrita separando os dois trechos
da superficie de controle onde ha escoamento:

dm) _é tlpd" + |1pV0nd4 0

dt ot
g | pdv + [ pV e iidA+ [ pV eiid4d =0
Ot = 4 4

« 3) Aterceira etapa de solucao consiste na apresentacao das hipoteses
simplificadoras do problema. Nesse caso, o escoamento € laminar,
incompressivel ( escoamento de agua com massa especifica p
constante) e permanente (reservatorio de grandes dimensbes cuja
variacao local no VC, dada pela derivada parcial é zero) resultando a
equacao:

p[V eiidd+p[V eiidd =0



_ max

8. Exercicios

Sendo o perfil, na entrada da tubulagdo, uniforme, dado por U, e na saida da
tubulacdo dado por uma distribuicdo parabodlica (exemplo 1 — Equacdo de Hagen-
Poiseuille), e lembrando que o versor € sempre normal e de dentro para fora da
superficie de controle SC, tem-se:

—pll(ii p|u . —]—l J-'vdi

A integracao do segundo termo dessa equacdo conduz ao resultado do Exemplo 1,
portanto:

. . .U,
—pUrR* + p “;-r: aR* =0 Sendo: U ==

P

O exercicio confirma o resultado do Exemplo 1 em que a velocidade média do
escoamento laminar corresponde a metade da velocidade maxima no
escoamento. Percebe-se que essa velocidade é igual a velocidade uniforme na
entrada do conduto sendo que ocorre o desenvolvimento da camada limite
laminar no trecho inicial do conduto, até o desenvolvimento do perfil parabdlico,
preservando-se a equacao da continuidade.
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« Exemplo 3:

Agua escoa em uma tubulacdo de didmetro D, = 0,50 m passando por um
estreitamento gradual de secao que termina em uma tubulacao de diametro

D,=0,170 m.
Sabendo-se que o regime de escoamento € turbulento na seg¢ao (1), com perfil
de velocidades dado por:

_\1/7
U = Upay (RTT) sendo: u,sy, = 0,122 m/s

Pede-se determinar a velocidade U,, na secao de diametro menor da tubulacao.
« Solucao:

1) Escolha do VC

« 2) Equacao basica: Equacao da Continuidade na Forma Integral

- 3) Hipdteses simplificadoras: Escoamento turbulento, permanente e
incompressivel .
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« Partindo da equacao da continuidade:
@) —%|1pd- (1pV eiidd =0
dt ot - s

» Aplicando ao VC as hipoteses simplificadoras estabelecidas, e em
termos das velocidades médias, tem-se:

—pU A +pU,A =0

A
U,=U,—

2



8. Exercicios

Numericamente: N2

T | 0‘30 T STT

J, = U, =25U,

- 1010/
O calculo de U, é dado pelo perfil turbulento de velocidades:
P ~ 17
. 1 2 (R-r)
U=—|u, J 2mrdr

/ 1 0 '\»_ s

A solugao dessa integracao € possivel por mudancga de variavel, resultando:

0% U = 08 0.122=0.10m/.

0o Ay

TT120 ™ 120

U, =25x0.10=2.5m/s

-

T

Observacgao: Adotou-se nesse problema n=1/7 para o perfil turbulento de velocidade, conduzindo a um valor de
velocidade média proximo da velocidade maxima. No entanto no escoamento turbulento em tubulacbes a solugéo
do perfil ndo é exata e vai depender do numero de Reynolds do escoamento.
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