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PREFACIO

Este livro baseia-se nos cursos de Célculo ministrados aos alunos da Escola Politécnica
da USP, do Instituto de Matemdtica ¢ Estatistica da USP e do Instituto de Ensino de Enge-
nharia Paulista — IEEP.

Os assuntos abordados neste volume sdo os de limite, derivada e integral de fun¢Ges de
uma varidvel real.

O curso € desenvolvido de forma que os conceitos e teoremas apresentados venham, sempre
que possivel, acompanhados de uma motivagdo ou interpretagdo geométrica ou fisica. As de-
monstragdes de alguns teoremas ou foram deixadas para o final da se¢do ou colocadas em apén-
dice. 0 que significa que o leitor poderd, numa primeira leitura, omiti-las, se assim o desejar.

Muitos problemas que ocorrem muito cedo na Fisica requerem, para suas resolugdes, o conhe-
cimento de equagdes diferenctais; por este motivo, ¢ importante que o aluno entre em contato com
clas o mais rdpido possivel. Neste volume, no Cap. 14, estudamos as equagdes diferenciais ordi-
ndrias de 1.* ordem, de varidveis separdveis, e as lineares de 1.* ordem. Deixamos para o inicio
do Vol. 2 o estudo das equagdes diferenciais lineares de 2.” ordem com coeficientes constantes.
Outros tipos de equagdes diferenciais serdo estudados ao longo dos Vols. 2, 3 ¢ 4.

Para atender ao curso de Fisica, talvez haja necessidade de o professor ter que antecipar
o estudo das integrais; se este for o caso, sugerimos deixar o capitulo sobre o estudo das
varia¢Oes das fungdes (Cap. 9) para ser estudado apés o Cap. 14.

Quanto aos exemplos e exercicios, pensamos té-los colocado em nimero suficiente para
a compreensio da matéria. Procuramos dispor os exercicios em ordem crescente de dificul-
dade. Existem exercicios que apresentam certas sutilezas e que requerem, para suas resolu-
¢oes, um maior dominio do assunto; deste modo, néio se aborrega caso ndo consiga resolver
alguns deles: tudo que vocé terd que fazer, nestas horas, € seguir em frente e retornar a eles
quando se sentir mais senhor de si. Coloco-me a disposi¢io para quaisquer esclarccimentos
ou troca de idéias, tanto pessoalmente quanto por carta, aos cuidados da Editora. Ficaria,
ainda, muito feliz em receber sugestdes ou criticas visando a um aprimoramento do texto.

Observamos que o 2.° Teorema Fundamental do Célculo bem como as integrais impré-
prias serdo vistos no Vol. 2.

Na 4.% edigdo, foram incluidos dois capitulos: um, atual Cap. 13 e que antes fazia parte
do Vol. 2. sobre aplicacdes das integrais ao cdlculo de volumes de sélidos de revolugio, de
areas de superficies de revolugdo, de comprimentos de curvas, de dreas ¢ comprimentos de
curvas em coordenadas polares ¢ de centros de massa; e outro, novo (Cap. 17), sobre
Arquimedes, Pascal, Fermat e o cdlculo de dreas. Trés novas sec¢des, sobre integraciio de
fungdes trigonométricas, foram acrescentadas ao Cap. 12. A Se¢ao 12.9 (exercicios do ca-
pitulo) da edi¢do anterior foi eliminada e os exercicios distribuidos pelas se¢des do capi-
tulo. A Segao 1.8 (Principio de Indugio Finita) da edig¢do anterior foi, também, eliminada e
parte dela deslocada para a Sec@o 17.2.

Nesta 5.* edigdo foram feitas uma revisdo meticulosa do texto e corre¢des de algumas
falhas gréficas relacionadas ao texto e as figuras.

Zmo poderfamos deixar de agradecer, pela cuidadosa leitura do manuscrito, s colegas
Elvia Mureb Sallum e Zara Issa Abud. E ainda com satisfacao que agradeco ao colega Nel-
son Achcar pelas sugestdes e comentarios que muito contribuiram para o aprimoramento
das apostilas precursoras deste livro. Finalmente, agradecemos 4 Editora LTC pelo exce-
lente trabalho grifico e pela forma cordial com que sempre nos tratou.

Hamilton Luiz Guidorizzi
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NUMEROS REAIS

O objetivo deste capitulo € a apresentacio das principais propriedades dos nimeros re-
ais. N#o nos preocuparemos aqui com a defini¢io de niimero real, que € deixada para o
Apéndice 6. No que segue, admitiremos a familiaridade do leitor com as propriedades dos
niimeros naturais, inteiros e racionais. Mesmo admitindo tal familiaridade, gostariamos de
falar rapidamente sobre os niimeros racionais. Eo que faremos a seguir.

1.1. Os NUMEROS RACIONAIS

a

Os nimeros racionais sao os nimeros da forma M sendo a € b inteiros e b # 0; o con-

junto dos niimeros racionais € indicado por Q, assim:
Q= m_i € N,I&

onde Z indica o conjunto dos nimeros inteiros:
Z={.,-3-2,-1,0,1,2,3,...}.
Indicamos, ainda, por N o conjunto dos niimeros naturais:
N=1{0123, ..}
Observamos que NN € subconjunto de Z, que, por sua vez, é subconjunto de Q; isto &,

todo nimero natural é também nimero inteiro, e todo inteiro € também nimero racional.

. a ¢ ,. L . N .
Sejam 3 e 2 dois racionais quaisquer. A soma e o produto destes racionais sdo obtidos
da seguinte forma:

_ad + bc

s
d bd

4
b

SO
o~
<

a.,
b
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i A operagio que a cada par de niimeros racionais associa a sua soma denomina-se adi-
¢ao, € a que associa o produto denomina-se multiplicacdo.

. . a . .
O ndmero racional = se diz positvosea-bEN;sea-beNeqg# 0, entdo 4 se diz

. .. b

estritamente positivo. b

Sejam res dois racionais; dizemos que r € estritamente menor que s (ou que s é estrita-
mente maior que r) e escrevemos r < § (respectivamente s > 7) se existe um racional ¢ es-
tritamente positivo talque s = r + ¢, A notagdo r < s (leia:  menor ou igual a s ou simples-
mente r menor que s) € usada para indicar a afirmacio “r < sour = s". A notagio r = s
(leia: r maior ou igual a s ou simplesmente » maior que s) € equivalente a s < r, Observe
que r positivo equivale a » = 0. Se r < 0, dizemos que 7 € negativo.

A quidrupla (Q, +, -, <) satisfaz as seguintes propriedades (, y, z sio racionais quaisquer):

Associativa

AD G+ +z=x+ (@ +2) MDD () z = x (y2)

Comutativa
(AQ) x+y=y+x M2) xy = yx
Existéncia de elemento neutro
(A3) x+0=1x M3)x-1=x (1#0)

Existéncia de oposto
(A4) Paratodo E&.o:& x existe um dnico racional ytalque x + y = 0. Tal y denomina-se
oposto de x e indica-se por —x. Assim, x + (—x) = 0.
Existéncia de inverso
(M4) Para todo racional x # 0 existe um tnico racional y tal que x - y = 1. Tal y denomina-
se inverso de x e indica-se por x Lou M Assim, x-x 1 =1,
x
Distributiva da multiplicagéo em relacdo & adi¢éo

) xy+2)=xy +az

Reflexiva
(01 x

A
e

Anti-simétrica
(02) XSy e ysx = x=y
(leia-se: sex < yey =< x, entio x = youx <yeys=yimplicax = y).
Transitiva
(03) X<y e ysz= xsgz
Quaisquer que sejam os racionais x e ¥y

(04) XSy ou y<=y,

Niimeros Reais 3

Compatibilidade da ordem com a adi¢do

(0A) xsy=>xtzsy+z

(Somando-se a ambos os membros de uma desigualdade um mesmo nitmero, o senti-
do da desigualdade se mantém.)

Compatibilidade da ordem com a multiplicagdo

Aogv X<y e aOMNUHNMV\N.

(Multiplicando-se ambos os membros de uma desigualdade por um mesmo niimero
positivo, o sentido da desigualdade se mantém.)

Observagdo. Seja K um conjunto qualquer com pelo menos dois elementos e suponhamos
que em IS estejam definidas duas operagdes indicadas por + ¢ -; se a terna (I, +, +) satisfizer
as propriedades (A1) a (A4), (M1) a (M4) e (D), diremos que (I, +, -) € um corpo. Se, além
disso, em [K estiver definida uma relagio (<) de modo que a quadrupla (K, +, -, <) satisfaca
todas as 15 propriedades anteriormente listadas, entdo diremos que (I, +, -, <)  um corpo
ordenado. Segue que (Q, +, -, <) é um corpo ordenado; entretanto, (Z, +, +, =) ndo é corpo
ordenado, pois (M4) ndo se verifica.

Os nimeros racionais podem ser representados geometricamente por pontos de uma reta.
Para isto, escolhem-se dois pontos distintos da mesma, um representando o0 0 € o outro o 1.
Tomando-se o segmento de extremidades 0 e 1 como unidade de medida, marcam-se os
representantes dos demais nimeros racionais.

A B

1a—aio

1 2 3 4 K 6

1
H

Se o ponto P for o representante do niimero racional r, diremos que r € a abscissa de P.

.1, . P .
Na figura anterior, — € a abscissa de A; 5 € a abscissa de B.

2
Todo niimero racional r é abscissa de um ponto da reta; entretanto, nem todo ponto da

reta tem abscissa racional. Antes de construir um ponto da reta que nio tem abscissa racio-
nal, vejamos os seguintes exemplos.

EXEMPLO 1. Seja @ um nimero inteiro. Prove: (i) se a for impar, entdo a® também seré
{mpar; (ii) se a for par, entdo a também ser4 par.
Solugdo
(i) Como a é impar, a é da forma a = 2k + 1, k inteiro. Entdo:
at = 2k + 1)? =47+ 4k + 1= 202K + 20) + 1
como 2k% + 2k é inteiro, resulta a* impar.

(i1) Por hipétese, até par; se a fosse impar, por (i), teriamos a
ria a hipGtese. Assim,

? também fmpar, que contra-

a’ par = a par. |
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EXEMPLO 2. A equagio x% = 2 ndo admite solugdo em Q.

Solugao

2
De fato, suponhamos, por absurdo, que exista uma frago irredutivel M tal que mmu =2

entao:

a2

Wmlnwﬂvaunwwwnvamumhnvnmmﬁ

sendo a par, serd da forma a = 2p, p inteiro;

2 —n9p2
a® =2b 2 A2 2 _ 32
nﬂwhwﬂpm 2b* = 2p* = b?,
a
Assim, b é par e, portanto, b também o é; sendo a € b pares, a fracio 5 ¢ redutivel,
contradicdo. |

Vejamos, agora, como construir um ponto da reta que nio tenha abscissa racional.

(P ¢ a interseccdo do eixo x
com a circunferéncia de
centro 0 e raio d.)

-

0 1 7P x

Pelo teorema de Pitdgoras, F=17+1%=2 (veja figura anterior); assim a abscissa de
P deveria ser d que ndo é niimero racional (Exemplo 2).

Admitiremos que todo ponto da reta tem uma abscissa x; se x nio for racional, diremos
que x € irracional. O conjunto formado por todos os niimeros racionais e irracionais € o
conjunto dos niimeros reais que seré indicado por R.

1.2. OS NUMEROS REAIS

Como dissemos na segio anterior, o conjunto dos nimeros reais serd indicado por R. R
contém Q, isto ¢, todo nimero racional é um nimero real. Os nimeros reais que ndo sio
racionais denominam-se irracionais.

Em R estdo definidas duas operagdes, adi¢io (+) e multiplicagio (-) e uma relagio (<<).
A adi¢o associa a cada par (x, y) de mimeros reais um s#nice ndmero real indicado porx +y,
a multiplicag@o, um #nico real indicado por x - y. As operagdes de adi¢do e multiplicagdo
definidas em R, quando restritas a Q, coincidem com as operagées de adigdo e de multipli-
cagio de (; o mesmo acontece com a relacgio (<).

Admitiremos que a quddrupla (R, +, -, <) éum corpo ordenado, isto é, satisfaz todas as
15 propriedades listadas na se¢@o anterior: (A1) a (A4), (M1 Ya(M4), (D), (01) a(04), (OA)
e (OM). Reveja tais propriedades.

Os exemplos que damos a seguir mostram como obter outras propriedades a partir das jd
mencionadas.
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EXEMPLO 1. Quaisquer que sejam os reais x, y, z, w

x=y

(<]
=W

W“v x+zsy+w
(Somando-se membro a membro desigualdades de mesmo sentido, obtém-se outra de mes-
mo sentido.)
Solugdo
Pela (OA)

xsy=xtzsy+z
zSEw=y+tzsy+w

Pela transitiva (O3)

xtz=sy+z

+z=sy+ w.
ytz=sy+w =xTIsy
Portanto,

x v_wﬂvk+mmv\+€. u
Z w ,

o

Como observamos anteriormente, a adi¢io associa a cada par de ntimeros reais um #nico
nimero real; assim, se x = ye z = w, entdo x + z = y + w; em particular, se x = y, entio
x+ 2z =y + zparatodo z, o que significa que, somando a ambos os membros de uma igual-
dade um mesmo nimero, a igualdade se mantém.

EXEMPLO 2. (Lei do cancelamento.) Quaisquer que sejam os reais x, ¥, z
xt+tz=y+tz > x=y
Solugdo
Somando-se —z a ambos os membros da igualdade x + z = y + z, vem:
GFr)+(-9=0+2+ (-2
Pela associativa (A1),

x+z+(—]l=y+[z+ (-]

x+0=y+0

ou seja,
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Assim,

x+me+mUkHw. | |

EXEMPLO 3. Quaisquer que sejam os reais x, y, z, w

Osx=y
€ 0=z TSy,

(Multiplicando-se membro a membro desigualdades de mesmo sentido e de niimeros posi-
tivos, obtém-se desigualdade de mesmo sentido.)

Solucdo

DM\«M%
Osz=sy

X = yz
7= yw

(OM) (03)
e

= X7 < yw. ]

Vamos, agora, fazer uma lista de outras propriedades dos reais que podent ser obtidas
das 15 anteriormente listadas e que nos serio tteis no decorrer do curso,

Quaisquer que sejam os reais x, ¥ 2, w, tem-se:

ayx <y SLxrtz<y+z
B)z>0a 1>,
)z>0 & —7<(.
dsez>0,x<y < xz<yz.
mvmoNAo,aAv\ < xz >y,

(Multiplicando-se ambos os membros de uma desigualdade Por um mesmo niimero negati-
V0, 0 sentido da desigualdade muda.)

D

O0=sx<y
e Y

OMNA:\W = xz < yw.

1 1
NI<x<ye=0< — < —,
y x

h) (Tricotomia.) Uma e somente uma das condigdes abaixo se verifica:
RAwEaﬂeng¥
1) (Anulamento do produto.)
=0 & x=0o0uy=0,

(Um produto ¢ nulo se e somente se um dos fatores for nulo.)
EXEMPLO 4. Suponhax = 0 e y = 0. Prove:
a) x<y = kmA\«,N.
by x<y = x2<y2
gx<y < kuAu\_m.

Nimeros Reais 7

Solugdo

Som.«AzUHmAwm. (Veja item f do Exemplo 3.)
Co=sx<y

Faga vocé. N
ww woM (@, x<y =< zm. Suponhamos, agora 2 < emw se tivéssemos x = y, por (b)
H\o s :
teriamos £ = wm_ contradigdo. Assim, X< ww = x < y. Fica provado, deste modo, que
quaisquer que sejam os reaisx = O ey = 0

x<y & < v\m. -

EXEMPLO 5. Resolva a inequagio
Sx+3<2x+ 7.

Solugdo
Sx+3<2x+7 &5 <2 +4

& 3x <4

= AA
X -

3

Assim T ERIx< WW € o conjunto das solugSes da inequagio dada. ]
’ 3

EXEMPLO 6. Estude o sinal da expressdo x — 3.
Solugdo
x—3>0 © x>3, x—3=0 © x=3 x—-3<0 & x<3.

Assim,x —3 > OQparax > 3;x - 3<Oparax<3ex— 3 =0parax = 3. Estadiscus-
sdo serd representada da seguinte forma:

-0 +
x—3 1 . ]
3
) x+3
EXEMPLO 7. Estude o sinal de —— 3"
Solugdo
- = 0 + + + + +
i
x+3 —3
- - - - 0 + +
L
x—2 1
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Parax < -3, x+ 3 <0ex -2 <0, logo, x+3 > Q.
x—=2
Para =3 <x<2,x+3>0ex~2<0,dai, 20> < 0.
x—2
p =9 _ x+3
ara x ,Xx+3>0ex 2 > 0, logo, > 0.
x—2
x+3
Para x = 3, — = 0; parax = 2, a expressio x+3 ndo esti definida.
x—2 x—2
x+3 + m_u - A +
2 !
(3 = nio existe.)
Concluséo
x+3 -0 <_3
a _ .
2 para x oux>2;
x+3 <0 3«
ara — ;
2 p x<2;
x+3
ximlovmmmkwlm. [
EXEMPLO 8. Resolva a inequacio 2x +A_ <0.
¥ —
Solugao
Inicialmente, estudaremos o sinal de ﬁw
X —
- 0 + o+ 4+
2x+ 1 }
_1
2
- - 0 +
x—4 t
4
2x+1 T _o B k_u._ +
x—4 - F_ n_ﬁ
2
. 1
Assim, T eERI IM <x< &W € o conjunto das solugdes da inequagdo dada. [ ]
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EXEMPLO 9. Resolva a inequagio ml.«._.l|m~ =5,
X
Solucdo
- - +
3x _Wmﬂv 3x _WmQ NVQ#IB.
x+2 x+2 x+2
o ua\_\ma\_oWo.
x+2
o 2o
x+2

Multiplicando por —1 ambos os membros da Gltima desigualdade, resulta:

Na+:Mo.
x+2
— 0 + +
2x + 11 }
u
2
- - 0 +
x+2 $
-2
+ - +
2x + 11 mv w
x+2
o
2

.+»

>wm.5r ﬁ Moﬁ Im MaAlNhomo, Tm% _ IMMH AIN* mogc-
x+2 2 2

junto das solugdes da inequagdo dada.

CUIDADO!

3x -1

= 5 ndo € equivalentea3x — 1 = 5 (x + 2)!!
x+2

A equivaléncia serd verdadeira para x > —2, pois, x > —2 = x + 2 > 0; multipli-
cando, entdo, ambos os membros da desigualdade por x + 2, o sentido se manterd; assim,
parax > -2,

3x—1

— =5 o 3x-1=5kx+2).
x+2
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Por outro lado, para x < -2,

3x—1 .=~

x+2 °-

(25 @ 3x~17< 5(x +2). (Por qué?)

Exercicios 1.2

1. Resolva a inequagio.

A3x+3<x+6
Dx+3<bxr-2

byx —3>3x+1 )2x—125x+3

2. Estude o sinal da expressio.

a)3x—1
)2 — 3x

x—1
* x =2
) 2 — 3x
& x+2
) (2x— D3 -2
Hx(x— D2x + 3)
m x(x? + 3)

p)ax + b,onde ae b sio re

el —3x>0 H2x+1=23x
b3 - x
dy5x + 1

N+ Dix~2)

i 2—-x
3—-x
N x(x = 3)
m) (x— D + 02 - 3x)
0)(2x — )P + 1)
ais dados, com a > 0,

@ ax+ b,ondea<0Oeb s#0 dois reais dados.

3. Resolva a inequacio.

M —
o221 o
x +1
-2
nvx >0
3x +1
mvuxINMo
2 —x
x—Dx+2)>0
H—— <3
2x =3

Dx(2x—DEx+1)>0

n2x— 3+ 1)<0

HiTE oy
3—-x

- Dx+3)<0

Nrx—1 =0

2x —1

x—3

h)

>5

y 22l
J 2 —x

m(2x— 1D x—-3)>0

4. Divida \«u — au por x — ae conclua que aw - :u =(x—a) Qw + ax + nmv.

5. Verifique as identidades.

Q) g = x ~ a)x + a)

Saw —a’= x - nx\«m + §+n~v

oxt—a

2 2

= (- a)x + ax +ax+mwv

Niumeros Reais

4 3 22 3 4
D~ =a— a0’ +ad + &% + ax+a)

- -2 -1
VXalnzuﬁ\avCﬂxl_+E~=|w+a~x; 3 +d" R+t
e

onde # # 0 € um natural.
6. Simplifique.
3
21 x° —8
x py =8
A 2 -4
LI
o 4x% -9 Q) x
Nk+w x—1
1 11
2 X
2 aal_ 2 x—3
1 1ot
9 x5 W x_p
x—35 xX—p
1 1
277 4 4
2 4 —p
" D
x—p x—p
L1
Q+3m|.«m Svk+\_ x
] b )
2 _ 2
B +2 —(x—h)
" (x+hy> —x " (x v»
h
.7. Resolva a inequagio.
@xr—4>0 By —1<0
>4 D> 1
2
2-9 x* =4
- — >0
© x+1 <0 bafl
. 2
g (2x — D% — =<0 h) 3x% = 48

N 2 2 £ )
i) P < xm, onde r > 0 é um real dado. ) x° = r°, onde r > 0 é um real dado

indmi 2 b e ¢ sdo reais dados.
8. Considere o polindmio do 2.° grau ax” + bx + ¢, onde a # 0,

a) Verifique que

2
b A 2
2 - +-20 - , onde A = b” — dac.
ax“ +bxtc=a ﬁx Nau 4a2

11
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b} Conclua de (a) que, se A = 0, as raizes de ax* + bx + ¢ sdo dadas pela férmula

_—bxA

X
2a
, b+ VA b3
¢) Sejam x; = ’N|l e x) = (A = 0) as raizes de ax” + bx + c. Verifique que
a 2a

b
Xt Xy =——e xxp HM.
a a

, o 2 .
9. Considere o polindmio do 2.° grau ax” + bx + c e sejam x; € x, como no item (c¢) do Exercicio.

Verifique que
ax® + bx + ¢ = alx — x)x — xp).

10. Utilizando o Exercicio 9, fatore o polindmio do 2.° grau dado.
avkmlwa.vw Sxmlklm

O -2+ 1 b3t —6x+9
o’ -3 N2?—3x+t
Ox*—25 B3 +x—2
iy 4x> — 9 )23 = 5x

11. Resolva a inequagio.
avamlmx.ron S\«mlmx+oWo
a.vkmerVo af%lvo
X —x-220 P +x—2>0
X —dx+4>0 B3 —x<0
NaxX —4x+1<0 Na?—ax+1=<0

12. Oo:mﬂn‘an 0 polinémio do 2.° grau ax®* + bx +ce suponha A < 0. Utilizando o item (@) do
Exercicio 8, prove:
a) se a > (), entdo 8% + bx + ¢ > ( para todo x.

b) se a < 0, entdo ax® + bx + ¢ < 0 para todo x.

13. Resolva a inequagio.
S\«w+ch Skm+k+~Vo
A +x+1<0 D +5<0
- +5 >0 N+ D +x+1)<0
QX+ 1)=0 B (=00 + 2 +2) <0

b NHino ) x
=0
X2 +1 ! X2+ x+1
14. Prove:
S5x+3

=5 & Sx+3=5ux2+
241 * (x D
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15. A afirmagdo:

2+ x+1l

—_—_—
x=2

¢ falsa ou verdadeira? Justifique.

“para todo x real, x # 2, 3 k2 tx+1>3(x—2)"

1

16. Suponha que P(x) = aix + a:a: ~ '+ ... +a,_x+a,sejaum polindmio de grau »,

com coeficientes inteiros, isto é, ay # 0, i, 43, ..., 4, 50 nimeros inteiros. Seja a um
nimero inteiro. Prove que se « for raiz de P(x), entdo « serd um divisor do termo indepen-

dente a,,.

17. Utilizando o Exercicio 16, determine, caso existam, as raizes inteiras da equagfo.
DX+ +x—4=0 B - +x+14=0 oxt =33 +2+3x=2
H2 - —-1=0 O+ +x—14=0 N+ —4x—12=0
18. Seja P(x) um polindmio de grau n. Prove:
a éraiz de P(x) & P(x) é divisivel por x — a.

(Sugestdo: dividindo-se P (x) por x — a, obtém-se um quociente Q (x) ¢ um resto R, R constante,

alque P(x) =(x — o) Q) + R.

19. Fatore o polindmio dado.
DX+ U —x-2
D+ 32— dax— 12

Hat=3r 4+ +3x-2 X+ 2% -
A + 6+ 1lx+6 p—1

20. Resolva a inequagio.
@r -1>0 B+ 6%+ 1lx +6<0
OF +3 - =1220 dr +2¢—3x<0

21. A afirmagdo:

“quaisquer que sejam os reais xe y, x <y P < v.n:

é {alsa ou verdadeira? Justifique.

22. Prove que quaisquer que sejam os reais xe y, x <y < P < ww.
23. Neste exercicio vocé devera admitir como conhecidas apenas as propriedades (A1) a (A4), (M1)

a (M4), (D), (0O1) a (04), (OA) e (OM). Supondo x, y reais quaisquer, prove:

ayx-0=0.
b) (Regra dos sinais)
(=0 y = —xy;x (—y) = —x3;, (=x) (—=y) = xy.
c) .«N = 0.
dy1>0.

e)x>0 ex >0
) (Anulamento do produto)
nw=0ox=00uy=0.

WVHMHV\.M S xXx=youx =y

SmoxWoov.Wo,amuww e x=y.
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1.3. MODULO DE UM NUMERO REAL
Seja x um nimero real; definimos o médulo (ou valor absoluto) de x por:

_ X se x=0
x| =
—x se x <(.

De acordo com a defini¢io acima, para todo x, | x | = 0, isto é, 0o médulo de um nidmero
real € sempre positivo.

EXEMPLO 1.
a)l5i=35. byl =31=—(=3)=3. n

EXEMPLO 2. Mostre que, para todo x real,

_N_NHMN.
Solug¢do
Sex=0,lxl=xedailx®> =2
Sex<0,lxl=—xedailxl> = (—x)? = £

Assim, para todo x real, | x I = 2.

Lembrando que +a indica a raiz quadrada positiva de a (¢ = 0), segue do exemplo an-
terior que, para todo x real,

]
EXEMPLO 3. Suponha a > 0. Resolva a equagio
txl=a.
Solugao
Comolxl=0ea>0,
Ixl=a e lx? =42
Masix|* = %, assim
Ixl=a ﬁkNHQN Sax-axt+tay=0ox=aoux= —qa.
Portanto,
Ixl=a o x=goux= —q. [
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EXEMPLO 4. Resolva a equacio | 2x + 11=3.

Solucdo
2x+1=3 x=1
Rx+11=3 & ou = ou
2x+1=-3 x=-2
Assim,
i2x+1l=3 S x=loux= -2, ]

Sejam x e y dois nimeros reais quaisquer. Definimos a distdnciade x a y por Ix—yl
Sendo P e Q os pontos do eixo Ox de abscissas x e y, e # 0 segmento de extremidades O e 1,
| x — y | é amedida, com unidade , do segmento PQ.

s P 2
0 1 x y
Delx|=1x—01l, segue que | x | € a distdncia de x a 0.

Seja r > 0; o préximo exemplo nos diz que a distincia de x a 0 € menor que  se, e so-
mente se, x estiver compreendido entre —re r.

EXEMPLO 5. Suponha r > 0. Mostre que
IxI<r&o —-r<x<r.
Solucdo
xl<reo lx?<r? o L<r?
mas,
< Sx—nNrk+nN<0oe —r<x<r.
Portanto,
xI<ro -r<x<r ]
EXEMPLO 6. Resolva a inequagdo | x | < 3.
Solucdo
Pelo Exercicio 3,

[x1<3 & —3<x<3. ]

EXEMPLO 7. Elimine o médulo em
Ix=pl<r{r>0).
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Solugdo
_xlm_AxﬂvIxAkIhA\ﬂhl\AxAﬁ.‘.ﬁ

Assim,

ix—pl<rep-—r<x<p+r

(A distdncia de x a p € estritamente menor
compreendido entrep — re p + r.)

EXEMPLO 8. Mostre que quaisquer que sejam os reais x e y
lxyl=lxtlyl
(O mddulo de um produto é igual ao produto dos médulos dos fatores.)
Solugdo
oy P = (o) =22 = 1xPlyR = Uxilyn?
Comolxyl=0elxilyl=0resulta
Ixyl=txllyl
Antes de passarmos ao préximo exemplo, observamos que, para todo x real,
r<|xle—-x<lxl (Verifique.)
EXEMPLO 9. (Desigualdade triangular.) Quaisquer que sejam os reais x e y
Ix+yl<ixl+iyl
(O médulo de uma soma é menor ou igual a soma dos médulos das parcelas.)
Solucao

Sex+y=0lx+yl=x+y<ixl+lyl
mm.«._.v‘Ao,_\«.Tw_HIQﬂ.fvcHIRI%M_R_.TJ;.

Assim, quaisquer que sejam os reais x e y.
fx+yl<ssixl+iyl
EXEMPLO 10. Elimine o médulo em | x — 1 | + lx+ 21

Solucdo

x+2

que r se, e somente se, x estiver estritamente
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Parax < —2,x — 1 <0Oex + 2 <0, assim
lx—tl+lx+2l=-x-1)—-&x+2)=—2x— 1
Para —2<x<1l,x— 1 <QOex+ 2= 0, assim
lx—=11+1x+2l==-(x—-D+x+2)=3.
Parax= l,x — 1= 0ex + 2 >0, assim
fx—1l+lx+2l=x—-D+x+2)=2x+ 1.
Conclusdo

—2x—1 sex<-=2

lx —1l+Ix+ 21 = 3 se -2 < x <1
2x+1 sex=1 n
Exercicios 1.3
1. Elimine o médulo. )
- | -al,a>0
| =514+1{-=21 byl =5+ 8| <) X
Mw_a_uaAo &)l —al N2al—13al
2. Resolva as equagdes. |
= i2x—11=1
ixl=2 Hlx+11=3 <)
MW_M|N_H|_ el2x+31=0 Nixl=2x+1
3. Resolva as inequacgdes.
a)lxli<sl byl 2zx—11<3
1
o)l3x—11< =2 &GHI:AM
ol —11<1 Plx—31<4
glxl>3 Mix+31>1
DI2x—31>3 Nx—1I<x
Dlx+11<12x—11 mylx—11—lx+21>x
mix—-3i<x+1 Nlx—=21+Ix—-11>1

4. Suponha r > 0. Prove:

IxI>r o x<—roux>r

5. Elimine 0 médulo.

aylx+11+1xlI bhylx—=21—lx+ 11l
)l2x—-11+1x—2I dDlxl+lx—11+1x-21
6. Prove:

Ix+yl=lxl+lyl ©xy=0.

7. Prove:
aylx—yl=zlxt—lyl bylx—yl=lyl—lxl
Alixl—=lyll<lx—yl
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1.4. INTERVALOS

O objetivo desta segdo ¢ destacar certos tipos de subconjuntos de R, os intervalos, que
serdo bastante tteis durante todo o curso.

Sejam a e b dois reais, com @ < b. Um intervalo em R ¢ um subconjunto de R que tem
uma das seguintes formas:

[a,b] = {xERla<x<b}
la,b[ = {x€ Rla<x<b}
Ja,bl = {xERla<x < b}
[a.bl = {xERla<sx<b)
J-®,a[ = {xERIx<a}

I

(—o = menos infinito)

Observagio. — nao é mimero, — & apenas um sfmbolo.

I

I-®al={xERIx=<a)
[a, to[ = (xE Rix=a}
Ja, o[ = {xERIx>a}
1=, +o[ = R.

Os intervalos ja, b[, 1—, af, ]a, +%[ e ]—c, +2<[ s3o denominados intervalos abertos:
[a, b] denomina-se intervalo fechado de extremidades a e b.

EXEMPLO. Expresse o conjunto {x E R | 2x — 3 < x + 1} em notagio de intervalo.
Solucao
2x—3<x+1 & x<4.
Assim,

(XERI2Zr~3<x+ 1} =]—o, 4. .

Exercicios 1.4

1. Expresse cada um dos conjuntos abaixo em notagio de intervalo.
) {xERI4x —3 <6x+2}
ogxeRINax-31<s1)

by xERIIxI<1)
sﬁmx_uxiAww

2. Determine r > 0 de modo que ]4 — 7,4 + A C }2, 5[.
(Lembre-se: A C B < A ¢ subconjunto de B.)

3. Sejam a < b dois reais e p € ]a, b[. Determine r > 0 de modo quelp~r,p+r Cla, bl

4. Expresse o conjunto das solugdes da inequagio dada em notagdo de intervalo.

~1
@D —3+2<0 221,
x+3

OXF +x+1>0 dHxr-9<0
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1.5. PROPRIEDADE DOS INTERVALOS ENCAIXANTES E
PROPRIEDADE DE ARQUIMEDES

A seguir destacaremos duas propriedades fundamentais dos nimeros reais e cujas de-
monstragdes serdo apresentadas no Apéndice 1.

Propriedade dos Intervalos Encaixantes. Seja [ag, byl, (a1, by], [az, bo), ..., [a,, b,], ...
uma segiiéncia de intervalos satisfazendo as condigdes:

Cv _..&Ov WOU_ D ﬁﬁ:. UL )] ﬁQN. @Nu 2J...D Hazq @‘L ...
(ou seja, cada intervalo da seqiiéncia contém o seguinte);
(ii) para todo r > 0, existe um natural » tal que

b, —a,<r

(ou seja, a medida que n cresce o comprimento do intervalo {g,, b,] vai tendendo
4 Zero).

Nestas condigdes, existe um inico real a que pertence a todos os intervalos da se-
qiiéncia, isto €, existe um tnico real « tal que, para todo natural #, a, < a < b,.

Propriedade de Arquimedes. Se x > 0 e y s30 dois reais quaisquer, entdo existe pelo
menos um niimero natural # tal que

nx >y,

EXEMPLO
1

a) Para todo x > 0, existe pelo menos um natural  tal que — < x.
n

b) Para todo real x existe pelo menos um natural » tal que n > x.

Solugdo
1

a) Como x > 0, por Arquimedes, existe um natural » tal que nx > 1 e, portanto, — << x.
n

(Observe:nx > 1=n+0.)

b) Como 1 > 0, por Arquimedes, existe um natural » tal que n > x. ]

1.6. EXISTENCIA DE RAIZES

Inicialmente, observamos que se [ag, bgl, [aq, b{], [as, b5l ..., [a,. b,], ... for uma
seqiiéncia de intervalos satisfazendo as condi¢des da propriedade dos intervalos
encaixantes € se para todo n, a,, > O e b, > 0, entdo a seqiiéncia de intervalos ?w. Fm_,
laf, b21, [a3, 31, ..., [a2, B3], ..., também satisfara aquelas condigdes (verifique).

Antes de apresentar o préximo exemplo, lembramos que por um digito entendemos um
natural pertencente ao conjunto {0, 1, 2, 3, ..., 9}.
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EXEMPLO 1. Mostre que a equagio x% = 2 admite uma dnica raiz positiva a.
Solugdo

Seja A, o maior natural tal que

dai
Ao+ 1*>2 (Ag+1=222>2).
Fagamos, agora, ag = Age by = Ay + 1. Seja A o maior digito tal que

2
To + wﬂ@ <2(A; =4 (142 <2 < (1,5)).

Facamos:
A A +1
ay=Ag+ —eb; = Ay + ——.
1 0 10 1 0 10
Assim,
n_m =2< @m.
(Observe: a; = 1,4e by = 1,5).
Seja A, o maior digito tal que
2
A A
To + ﬂw + 8|NL <2 (A, = 15 (141)% < 2 < (1,42)%).
Facamos:
A A A A +1
ay =Ag+ — + —Seby=Ag+ — + ———.
R T T A R T

(Observe: ay = 1,41 e by = 1,42.)
\.ymm:P
a§ <2< bl
Prosseguindo com este raciocinio, obteremos uma seqliéncia de intervalos [ag, by,
fay, by], ..., [a,, b, satisfazendo as condigbes da propriedade dos intervalos encaixantes
(observe que b, — a,, = 1

"o10n
unico real a tal que, para todo n,

e quando n cresce b, — a,, tende a zero). Assim, existe um

€, portanto,
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Mas o ¢ o tinico real tendo esta propriedade, pois, [a, 531, [a?, b?], ..., [a2, BR], ...
também satisfaz as condi¢bes daquela propriedade. Como, para todo n,

a2 <2< b?

segue-se que o’ = 2. Fica provado, assim, que existe um real « > 0 tal que ot =2 Veja-
mos, agora, a unicidade. Suponhamos que 8 > 0 também satisfaca a equacio; temos

2 -
MNMW HVQNHENHVQHW. ]

Teorema. Sejam a > O um real e n = 2 um natural. Entio existe um tnico real & > 0
tal que & = a.

Demonstragdo. E deixada para o leitor [sugestio: siga o raciocfnio utilizado no exemplo
anterior]. =

Notagdo. Sejam a > O umreal e n 2 1 um natural. O nico real positivo e tal que o = a é

indicado por %a. Dizemos que a é a raiz n-ésima (ou de ordem ) positiva de a.

Sejama > 0e b > 0 dois reais, m = 1 e n = 1 dois naturais € p um inteiro. Admitiremos
a familiaridade do leitor com as seguintes propriedades das rafzes: v

W) %a %b = %ab

@ Yar = ™gmp
®4%a = m™a

@a<b & %a < b,

P

EXEMPLO 2. Seja @ um real qualquer. Mostre que se n for fmpar, » natural, entio existe
um dnico real o’ = 4.

Solucdo

Se a > 0, pelo teorema anterior, existe um tnico e > 0 tal gue o* = 4. Por outro lado,
para todo 8 < 0, 8" < 0 (pois estamos supondo 7 impar). Segue que o « acima ¢ o 1inico
real tal que o' = q.

Se a < 0, existe um dnico real Btal que 8" = —a e dai (—B)" = a (lembre-se que (— B)" =
~B"). Assim, — 8 é o tinico real tal que (—B)" = a.

Notagdo. Se n for impar e a um real qualquer, o tinico « tal que " = a é indicado por ¥/a.m

EXEMPLO 3. Calcule.

a) 3-8 ) 416
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Solugao

a) /-8 = —2[(-2)° = —3§) b) 416 =2

(Lembre-se: 4/16 indica a raiz positiva de ordem 4 de 16.) n

EXEMPLO 4. Verifique que

a—b=a - ¥b)Xa® + Yab + p?).

Solugdo
a=b= Ra)® — Aoy
’ =25 x=Yaey=3p)
= (x-y 6" +x+y)
= (Xa - ¥y Fa® + Yab + Vb?),
Assim:

a=b=a - Vo) Va + Yab + Y2 ), .
Observagao. Veja uma forma interessante de fixar a identidade acima:
@ =6 =@—b)@ +ab+ b
agora, extraia a raiz ciibica de todos os termos desta identidade.
2 = 2 ndo admite solugdo em Q; como 2 é raiz de tal equa-
¢do, resulta que 2 ndo ¢ racional, isto é, +2 6 um nimero irracional.

J4 vimos que a equagdo x

Observe que ¥ =2ter solugdo em R é uma conseqiiéncia da propriedade dos intervalos
encaixantes; como esta equagao nao admite solugio em @, isto significa que o corpo orde-
nado dos racionais néo satisfaz tal propriedade. Esta ¢ a grande falha dos racionais. A gran-
de diferenca entre o corpo ordenado dos reais e o dos racionais & que o primeiro satisfaz a
propriedade dos intervalos encaixantes e o segundo, ndo.

Os dois préximos exemplos mostram-nos que entre dois reais quaisquer sempre existem
pelo menos um racional e pelo menos um irracional.

EXEMPLO 5. Sejam x e y dois reais quaisquer, com x < y. Entfo, existe pelo menos um
irracional ¢ tal que x <<t < y.

Solucdo

x € racional ou irracional; suponhamos inicialmente x irracional. Temos
x<yeoy—x>0.
Por Arquimedes, existe um natural # tal que
1 1

—<y-—x dal x+— <y,
n -n
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1 1
Como WVo, x < x+ —; tomando-se f = x+ — tem-sex <t <y
n n n
w 1 Yy
X+ —
n

com ? irracional (a soma de um racional com um irracional € irracional). Suponhamos, agora, x

. vz ]
racional. Por Arquimedes existe um natural » tal que — <y — x; tomando-se f = x + -
n

tem-se x <<t <y, com ¢ irracional. [

EXEMPLO 6. Sejam x, y dois reais quaisquer com x < y. Entdo existe pelo menos um ra-
cional rcomx < r <y.

Solugdo
1°Caso: 0 <x<y

Por Arquimedes existe um natural X, com & > y; ainda, por Arquimedes, existe um natu-
ral n tal que

k
W <y—xe—<ux
n n
a4 =t
a, 4 ﬁ
0 a, x y k=a,
ik L. .
Sejam a) = W. ap = m az = M_ v G = \I, o ay,=kisejajo maior indice tal
n n n n
k

que g; < x; mmww:nTr | > xecomog; =gt - <x+(@-x)=yresultax<g, <y
tomando-se ¢t = aj + 1, tem-se x < <<y, com ¢ racional.
2°Caso: x <0<y
Basta tomar ¢ = Q.
3.°Caso: x <y <0
1<y<l0el<—y<—x
Pelo 1.° caso, existe um racional s tal que

-y <s< —x.
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Portanto
x < —5 < y

com —s racional.
4.°Caso: x = Oouy=0

Faga voce.

Exercicios 1.6 /

1. Prove que a soma de um racional com um irracional é um irracional,

2. O produto de um racional diferente de zero com um irracional é racional ou irracional? Justi-

fique.
3. Prove que é irracional.

@) N6 b2+ 43
4. x = m\'mll )\W + M\._,N + <\W € racional ou irracional? Justifique.

5. Verifique as identidades ondex>0ey>(,

Ax—y=Wx -y cx +.y)
Drx-y= @&~ 4 AP + 42y 4 4ln? 4+ 453,

6. Determine uma aproximagio por falta, com duas casas decimais exatas, de w\.a .

7. Prove: se para todo r > O.rreal, la -~ b1 < r, entio g = b.

8. Sejam x, y dois reais quaisquer comx > Qe ¥ > 0. Mostre que

<Xty
fxy <
K 2
9. Sejam x, y dois reais quaisquer, com ¢ < x < y. Prove
/\,v. -—x > )ﬁ - +/x.

10. Seja € > 0 um real dado. Prove que quaisquer que sejam os reais positivos x e y,
Ix — yl < &2 Hv_/\llz_‘a_AmA
11. Sejam x, y dois reais quaisquer, com ) < x < ¥. Prove
W-x>3 -5,
12. A afirmagio:

“para todo real x = 0, x = zﬂ ”

€ falsa ou verdadeira? Justifique.

tem-se:
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1.7. POTENCIA COM EXPOENTE RACIONAL

m . .
= — m racional. Definimos
i >Qumreale r =—,n>0,u
Sejam a "

T

al =an =%am.

Tendo em vista a propriedade (2) das raizes, segue que tal defini¢do nfo depende da

ional 7.
particular fragio W n > 0, que tomamos como representante do racional #.
EXEMPLO
1 2 — .
s S i
@23 =32 b) 5 s

. Lo . e
Sejam a > 0 ¢ b > 0 dois reais quaisquer e r, s dois racionais acw_ma:wﬂ Ummn W_Mw%m mm
: intei t as seguintes p: -
énci ntes inteiros e das raizes seguem °
s das poténcias com expoe teiro: : as seg proprieca-
mwwmamw @%m:ﬁmm com expoentes racionais e cujas demonstragdes sdo deix

exercicios:

A: Qa. Qa — .uw+ .w.

@) @y =d"
@ L=as,
a

4) (ab) = d'b".
(5)Sea>1ler<s,entioa <d'.
6)Se0<a<ler<s,entdoa > a’.
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2.1. FUNCOES DE UMA VARIAVEL REAL A VALORES REAIS
Entendemos por uma fungfio fuma terna
(A, B, a—b)

onde A ¢ B sdo dois conjuntos € ¢ — b, uma regra que nos permite associar a cada elemento a de
Aum iinico b de B. O conjunto A € o dominio de fe indica-se por Dy, assim A = Dy. O conjunto
B € o contradominio de f. O tinico b de B associado ao elemento a de A é indicado porf(a) (leia:
fde a); diremos que f (a) € o valor que f assume em a ou que f (a) é o valor que f associa a a.
Uma fungio f de dominio A e contradominio B € usualmente indicada porf: A — B (leia:
fde Aem B).
Uma fingdo de uma varidvel real a valores reais ¢ uma fungio f: A — B, onde A e B sio

subconjuntos de R. Até mengdo em contrério, s6 trataremos com fungdes de uma varidvel

real a valores reais.
Sejaf: A — B uma fungio. O conjunto

Gp= ()1 x € A}

denomina-se grdfico de f; assim, o grafico de fé um subconjunto do conjunto de todos os }
pares ordenados (x, y) de ndmeros reais. Munindo-se o plano de um sistema ortogonal de |
coordenadas cartesianas, o gréfico de f pode entdo ser pensado como o lugar geométrico }

descrito pelo ponto (x, f (x)) quando x percorre o dominio de f.
y v !
fx)yp—-

A

(x, f(xN)
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observacdo. Por simplificagfo, deixaremos muitas vezes de explicitar o dominio e o con-
tradominio de uma fungdo; quando tal ocorrer, ficard implicito que o contradomfnio € Re o
domfnio o “maior” subconjunto de R para o qual faz sentido a regra em questio.

E usual representar uma funcéo f de uma varidvel real a valores reais e com dominio 4,
simplesmente por

v=f(x),x €EA.

Neste caso, diremos que x ¢é a varidvel independente, ¢ y, a varidvel dependente. E usual,
ainda, dizer que y € fungéo de x.

EXEMPLO 1. Seja y = £ (), f(x) = x°. Tem-se:

a) U\H R.

p) O valor que fassume em x € f (x) = x>, Esta funcéo associa a cada real x o nimero real
1= 3 3 3

AfEN =) =-LfO)=0=0fDH=1"=1

d) Grdficode f

Gr={x N1y=x"xER}.

Suponhamos x > 0; observe que, 4 medida que x cresce, y também cresce, pois y = xw.
sendo o crescimento de y mais acentuado que o de x (veja: 2= 8; 3 =27 etc.); quando x se
aproxima de zero, y se aproxima de zero mais rapidamente que x a\wvu = 1/8; C\wvw = 1/27
etc.). Esta andlise da-nos uma idéia da parte do grafico correspondente ax > 0. Parax << 0, € s6
observar que f(—x) = —f (x).

f(x) Y

=

& = Co|e— 0 m ool— o

o= N = e o

EXEMPLO 2. Seja f a fun¢ao dada por f(x) = Vx. Tem-se:

@) D= {xe Rlx=0}

b) f(4)= /4 =2 (o valor que fassume em 4 € 2).

0 >3n<ﬂn ltl.
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€) Grdficode f

A fungdo f¢ dada pela regra x — y, y = /x. Quando x cresce, y também cresce, sendg
o crescimento de y mais lento que ode x (V4 =2, 16 =4, /64 = 8 etc.); quando x se

aproxima de zero, y também se aproxima de Zero, s6 que mais lentamente que x ( zﬁ = .W.w

i1
eﬂw =g etc.).
y
k_/\ﬂ P
ol o |
1|1 -2 __
2 2 L _
11 H !
4| 2 1o ; .
: 4
¥ n
EXEMPLO 3. Considere a fungdo g dada por y = M Tem-se:
X
a)D, = {xERIx#0}.
b) Esta funcéo associa a cada x # 0 o real g(x) = H
X
1
c)glx+h)= , X+ —h
)8 ) x+h
d) Grdficode g
Vamos olhar primeiro para x > 0; 3 medida que x vai aumentando, y = 1 vai se aproxi-
1 1 *
mando de zero (x = 10 )=~ x = = — ¥ i i i
(x ' >y 5,& 100+~ y 100 mmm‘v.minaam@:mxﬁ: se aproxi-
mando de zero, y = — vai se tomando cada vez major (x=—=rs>y= 1
= _ p =2 x = — = 10N
_ x 2 YTErT oY
x = 0 =y = 100 etc.). Vocé ja deve ter uma idéia do que acontece para x < 0,
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»®

o
o

1

[N
I

1
Nl—— N R —

EXEMPLO 4. Dada a funcéo f (x) = —x2 + 2x, simplifique:

fx) — fD) fx+h)~ fx)
q) ——————. b)) —————=,
x—1 h

Solucdo

FO = f) _ (=x2+2x)-1_ —(x—1)?
a) = =
x—1 x—1 x—1
assim

EIIT«IC.&#?

x—1 a
Observe: f(1) = =1 + 2 = 1.

b) Primeiro vamos calcular f (x + 4). Temos
Fatm=—G+n>+2x+h) = —x*—2th—h* + 2x + 2h.

Entio
fG+h) = f(x) _ —x? = 2xh —h% + 2x + 2h — (=x% + 2x)
h h
_ —2xh—h? +2h
h
=-2x—h+2
ou seja,

PACA) bl (CNNP SRR Y
- n
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EXEMPLO 7. (Fungdo linear.) Uma fungdo f: R — R dada por f (x) = ax, a constante,

EXEMPLO 5. (Fungdo constante.) Uma fungdio y = £(x), x € A, dada por f(x) =k k cons- denomina-se fungdo linear; seu grafico ¢ a reta que passa pelos pontos (0, 0) e (1, a):

tante, denomina-se fungdo constante.

a) f (x) = 2 é uma fungio constante; tem-se:

(i) De= R (ii) Grdfico de f 450 y y=ax yi <0
[ 3 p—
Gr={(x.fOIxER} = {(x,2) I x € R}. m
O grifico de f é uma reta paralela ao eixo x passando pelo ponto (0, 2). . - ; -
1 X _"
]
abonn
X Y Y4 ) o
-2 2
~1 2
0 5 2 f
1 2 1 " o } .
2 2 — Se a = 0, o gréfico de f coincide com o eixo x.
X
EXEMPLO 8. Esboce os graficos.
b g:[—1, +[ > Rdadaporg (x) = —1 éuma fungdo constante € seu grifico ¢ 0f0) = 2x. by g () = —2x. ARG =21xl.
Solugdo
g a) O gréfico de f'é a reta que passa pelos pontos (0, 0) e (1, 2).
—1
! Tx
-t f y —
» 2F-
x| y=fx) m o
0 0 1 x
. lsex=0
EXEMPLO 6. Seja f(x) ﬁlﬂ s x<0
Tem-se:
b) Grdfico de f
g b) O grifico de g é a reta que passa pelos pontos (0, 0) e (1, —2).
!

hd

xy=g(x)

AP RN

—
|
~
I
)

y=-2x
Observe que (0, 1) pertence ao grafico de f, mas (0, —1) nfo. [
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¢) Primeiro eliminemos o médulo

_J 2xsex=0
:CﬁvlﬁfwamoaAo

s
y=2xt | \y=_2x n

EXEMPLO 9. (Fungdo afim.) Uma fungio f: R — R dada pory = ax + b, a e b constan-
tes, denomina-se funcdo afim. Seu gréfico é a reta que passa pelo ponto (0, b) e é paralela a
retay = ax. ]
EXEMPLO 10. Esboce o grificode f(x) = Ix — 1} + 2.

Solugdo

Primeiro eliminemos o médulo

_ x—1+2 sex=1 _) xt+1 sex=1
\@vlﬁlﬁawc+m se x <1 \Qvlﬁ[\«+u se x <1,

Agora, vamos desenhar, pontilhadas, as retas y=x+1ley= —x+ 3¢, em seguida, mar-
car, com trago firme, a parte que interessa de cada uma:

// rs7yY=x+1
~ '
3 '
2
1

|

~

parax = 1,f(x) = x + |
parax <1,f(x) = —x + 3

Sempre que uma funcdo for dada por vdrias sentengas, vocé poderd proceder desta forma.

Um outro modo de se obter o gréfico de f é o seguinte: primeiro desenhe pontilhado o
graficode y = | x|; o gréficode y = | x — 1 | obtém-se do anterior trarisladando-o para a
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direita de uma unidade; o grafico de f obtém-se deste ltimo transladando-o para cima de
duas unidades.

i

EXEMPLO 11. (Fungdo polinomial.) Uma fungio f: R — R dada por

-1

f=ap"+ap" "+ 44, x+a,

onde ay # 0, ay, ay, ..., a, sAo nimeros reais fixos, denomina-se Jungdo polinomial de grau
n(n € N).

a) f(x) = x> — 4éuma fungdo polinomial de grau 2 e seu gréfico ¢ a pardbola

x | fix)

2 0 ‘\,N/ -1 1 \\N

-2 0 : | , X
0| -4 | * _

1 -3 S | S |

-1 | -3 i

O gréfico de uma fungéo polinomial de grau 2 é uma pardbola com eixo de simetria
paralelo ao eixo y.
b)g(x)=(x~ Cu ¢ uma fungdo polinomial do grau 3; seu grafico é obtido do gréfico de

y= x, transladando-o uma unidade para a direita.




- - ST v DG WG LY — VUL |

Af() =x*—1¢uma fungio polinomial do grau 4; seu grifico tem o seguinte aspecto:

EXEMPLO 12. (Funcdo racional.) Uma fun¢do racional f ¢ uma fun¢io dada por

%O&H w Mkw onde p e g sdo duas fungdes polinomiais; o dominio de fé o conjunto
q(x

{x€eRigx) #0)}.

x+1 1

a f(x) =

X

X
. p 1 . ¢
segue que o grafico de f ¢ obtido do grifico de Y = —, transladando-o uma unidade para
cima (veja Exemplo 3). *
o |
x| f(x) 2t-
IIIIIIIII I = _
1| 2 N, :
-1 0 -1 1 x*

2
xc+1 ~ . s
b) g(x)=—— & uma fungéo racional com domfnio {x € Rlx # 0}. Observe que
x
1 . . 1 .

8(x) = x + —. Amedida que | x| vai crescendo, — vai se aproximando de zero e o gréfico

X x L
de g vai, entdo, “encostando” na reta ¥ = x (por cima se x > 0; por baixo se x < 0). A me-
. . . . 1
dida que x se aproxima de zero, o gréfico de g vai encostando na curva y=—
X

€ uma funcao racional definida para todo x # 0. Como f(x) =1+ =, °
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1

¢) h(x) = Py ¢ uma fung¢do racional com dominio {x ER | x # — 2}. O gréficode h é
x +
obtido do grificode y = M transladando-o duas unidades para a esquerda.
x
[ [ 34
I
I
x | hix) )
-3 -2 Nt
o ! T “ A {' .
2 1 —1 X
Rt B
-1 1 _
-3 | -1 |
'
I n

EXEMPLO 13. Determine A e B para que wﬂngm (A4, B, x— ) seja fungdo, sendo a regra
x+> y dada implicitamente pela equagio xy” = x — 1.

Solugdo

N”

. \H

Vo ox

x—ley=+

Para se ter fungdo, é preciso que a regra x — y associe a cada x € A urmn tnico y €EB.
Basta, entdo, tomar

x—1

A={xeRI 20l={xERIx<0oux=1)}

B={yERIy=0).
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Temos assim a fungéo f: A — B dada por

ix —1

xccn,\

X

Observaciio. A escolha de A ¢ B acima ndo € a tnica possivel. Quais as outras possibili- |

dades? ]

EXEMPLO 14. O conjunto H = {(x, y) € R?12x + 3y = 1} € gréfico de fungdo? Em caso

afirmativo, descreva tal funcio.
Solugdo

—_ M —
! al ; segue que H € o grifico da funcdo dada por y = E.

U+y=le y=— 2
y y 3 3

Notagdo. O simbolo R? ¢ usado para representar o conjunto de todos os pares ordenados de 1

némeros reais, R* = {(x, »lx y€ER).

Observagio. Sejam H um conjunto de pares ordenados e A = {x € R 13y € R com (x, y)
€ H}. Entfo H ¢ grafico de fungio se, e somente se, para cada x em A, existe um dnico y, }

com (x, y) € H.

/ x x %

E grafico de fungéo Nao € grifico de fungio.

Antes de passarmos ao préximo exemplo, lembramos que a distdncia d entre os pontos
(xg. ¥o) € (x1, y1) € definida por

d=(x = x0)? + (1 — yo)?

Veja

y

Y4 —_——— = ——
Yo ||\m |\v\m HT 177 wmmo teorema mo Pit4goras 5
[ d” = —yp)* + (x; —xp)".
P TN )
_ X X, ™
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Pois bem, a circunferéncia de centro (a, b) e raio r (r > 0) &, por definigéo, o lugar geo-
métrico dos pontos do plano cujas distancias a (a, b) s@o iguais a . Assim, a equagdo da
circunferéncia de raio e centro (a, b) é

(x—al + (G —b=r

EXEMPLO 15. Esboce o grifico da fungio f dada pela regra x —> y, onde + vﬂm =1y=0

Solugdo

P+ =1ey=0 va\u?.b,?:mmo\mawn_mvon

zH/ZIHN, —-l=x=<1
2

Como x* + VN =lex-— ovm +(y— SN = _m, segue-se que x~ + wm = 1é aequacio
da circunferéncia de centro na origem e raio 1; o gréfico de £ € a parte desta circunferéncia
correspondente a y = 0.

-
-~
w

EXEMPLO 16. O conjunto H = {(x, y) € R* 15> + 3> — 2y = 0} & gréfico de fundo? Por
que?
Solugdo
@ +wwl 2y =0t +wml y+1= lox + oy — CNH 1 que € a equagdo da
circunferéncia de centro (0, 1) e raio 1. Temos
—_—

Pt -1P=16ey=1%I—-22.

Assim, para cada x € ]— 1, 1[ existe mais de um y, com (x, y) € H; H nio & grafico de
fungdo.
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Exercicios 2.1

T.

Calcule.

a) f(—1)e Awu sendo f(x) = —x% + 2x

X

b) g (0), g (2)e g(/2) sendo g (x) = 55—

xc ~1

<) flatb - jfa=b sendo f (x) =eab#0

| 2x sex < —|]
D %G&\#IN.T_ mmHVl_

m fx)=Ilx+2I

ab
) :iswials sendof(x) =3x+ 1eab # 0
a
Simplifique S = ) (x # p) sendo dados:
x—p
nvN@vﬂHNnﬁH.— Excﬂvn»uownlw
hv.\w@«vﬂunnvn:m_mzon dyfx)=2x+1ep=2
m:ﬁgnww.:amul_ N f=5ep=2
2 fW=xep=2 B f=xep=—2
) £ = x° e p qualquer D o=~ ep=1
D fR=ep=2 m) f) =+~ 3xep=—2
1 1
n fx)=—ep=3 o) flx)=—5ep=-3
X X
1 1
P f=—ep#0 9 f(x)=—ep#0
X
. Simplifique E (h # 0) sendo £ (x) igual a
a)2x+1 b) 3x — 8 c) —2x + 4
X e) P+ 3 bi) -2 +5
)t =2 By 2 —2x+3 ) —2%+3
D2 +x+l n s my 13+ 2%
n) xm.fxwlk 0) 5 p) .W
X
1
@ 26 - x N 5) i_ﬁw
Dé o dominio e esboce o grafico.
a) f(x) =3x by g(x) = —x
c) hix)=—-x+1 dy f(x)y=2x+1
e} gy =—2x+3 H gw)y=3
1 5
8 flxy=-2 h) wccuwa+w
. 1 , s =2
) 0 =—1x PITORE g

m) h(x)=I1x—11
x2 -1

x—1

0) h(x)=

3

X2 —2x +1
p) gx)=
x—1
lx —11
N gx)y=——
x—1
Considere a fun¢do f(x) = tx — 11+ 1x—21.

—2x+3 se x<1
a) Mostre que f(x)=1{ 1 se I<x<2
2x—3 se x=2
b) Esboce o grifico de f

. Esboce o grifico.

a) f)=Ixl+ix—2]
o y=lxl—1l

. Olhando para o grifico de f, estude o sinal de f (x).

ay fx)=x-3
o) fx)=3x+1
o) fX) =x+3
@ f) =ax+b(@a>0)

. Estude a variagdo do sinal de f (x).

A fW=GE-1)E+2)
) fy=x{1-x

uxl_
e) f(x) Y
x
E\C&ly
Sy —
i) \QVHE
x+1

D ==+ 1)&x-2)

. Determine o dominio.

1

a) f(x)=
x—1
9 g =2
x“+1
& h(x)=q/x+2
_ o fx—1
8= x+1
i) vnw\&mlx
_ [2x—1
(A T
n s=.t -1

Fungoes

Ix |
9 g (x)=—"—
X

12x + 11

DI =50

bygx=Ilx1-1
Hfx)=lx+11—1xl

b) fx)= —2x+ 1
d)y fx)==3x~-2
N fx)=-8x+1
B f(x)=ax+b(a<0)

b f)=x+3)(x+1)
AfW=(x+2)(x-3

HMklu
H f=222
S\QVHMHJL
x~2
3x -1
.v =
D fx) 211
_ 2x-3
™I T2
x
b = —
)y -
X
&wlk.?m
Nex)= w+_
x“ +x
x
h)y y=4
y x+3
D y=4x(2-3x)
Tﬂ\u
=6 —
™y <k+N
0) y= x
Jx—1

39
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p)y =+/4~x? @ y=+5-2x2

Ny={Jx—-1+3~x ,&v”z;r».«ﬂ

) y=+x - 5-2x W y=Jx=x
10. Esboce o grifico.

a) F(x) = 1% , S.,\nxflm A y=x-1

Dy=@-17 O y=k31 Py=Gc-1¥+1

Py=Gri-2  By=-—y Dy=-(x-2°

D y=Ia—1l hy=x , my y=(x+1)°

n)y=—x 0)y=&x-2 p) y=xlxl

2
_ 2 X sex <1 x%2 —1sex<0
Yy =x"IlxI Py= ) =

1 Y Nloﬁlmvmmowi 9y X sex >0
11. Considere a fungdo f dada por f (x) = 2+ dx+ 5,

a) Mostre que f(x) = (x + SN +1

b) Esboce o grifico de f

¢} Qual o menor valor de f (x)? Em que x este menor valor & atingido?
12. Sejaf(x) = ax® + bx + ¢, a # 0.

2
) b A 2
a) Verifiqueque f(x)=alx+—| —— onde A = »* — dqc
2a 4a
b) Mostre que se @ > 0, entdo 0 menor valor de f(x) acontece para x = \h. Qual o0 menor
2a
valor de f (x)?
. b A, . .
¢) Mostre que se a < 0, entdo f I.wa = e € o maior valor assumido por f.
a Qa

d) Interprete (b) e (c) graficamente.

13. Com relagdo a fungio f dada, determine as raizes (caso existam), o maior ou o menor valor e

esboce o grifico.

Q) f()=x*—3x+2
c) f(x) \«NIA\«+#
o) flx) =22 +3

9 f)=—x" + 2

D OF) = —4x +dx — 1

b) f(x) = — 4
dy fFO)=x" + 2 +2

N foo=27 3
B fx)= x> +4
D f@=-x—ax=s

14. Olhando para o grifico, estude a variagdo do sinal de fix).

a%ﬂwl b fRy=x>—5x+6
¢) flx)=x .MTH.TH SRQVH[%Lﬁm.«
& ()= =~ 2x—1 P =x>+6x+09

9 fm=-x*+9 BFf@=x"+2%-6

DI =2 —6x+ 1 D f@ == +2u-3
P
5. D& o dominio € esboce o grifico.
2
o f=2 b y=—2
X x—1
-2 1
)y x+1 d)y=1+ x

e)y=—2+—
x
1
8 .Ik+m
1
i) Y=z
o i
1 vIT«\CN
_ 1
R
Py y= x4
x
r) v_H)\x\tll_
n y=3x
V) .<H<.M|m

.2 1
16. a) Verifique que {1 + x* —lxl=

diferenga z_\ 1+ x2 —ixlse aproxima de zero.
) )
b) Esboce o grificode y = 41 + x?

Ixt+ <_\_|+ x2
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Hoy=-——
X
1
& .«_Halm
. _ 1
N oy= 7z
_ 2
3& k|ﬁ>\1:N
0) w"~+%
.xN
q) wH_HI.W
x
) y=4Jx+2
i) v\n).,._g
0 y=32

. Conclua que 4 medida que | x | cresce a

2
17. Dé o dominio e esboce o grifico de f(x) = ¢k -1.

(Sugestdo: Verifique que & medida que | x | vai crescendo, o gréfico de fvai “encostando”, por baixo,

no graficode y = I x 1)

18. D€ o dominio e esboce o grifico.

= 3
by y=qx°—4
—
e) ¥y=+49- %2
19. Seja f dada por x = y, y = 0, onde x2 + 2 = 4.

a) Determine f (x)

o), v.HzCﬁm -9

Hoy=Jl-x+2)?

b) Esboce o grifico de f

Mom Esboce o gréfico da fungio y = f (x) dada implicitamente pela equagdo.

a) kn.v%mu_,wMo
O =1 +y =4y=0

e) xm+v\~+Nx+A.<Ho§MIM

21. Considere a fungdo f (x) = méx T, MW
X

a) Calcule fQ2),f(—1De Aww

) x—y>=0,y=0
5k~+v\u+mwﬂo.wW|_
+
p 2o e
5

b) Dé o dominio e esboce o grifico

22. Considere a fungdo f (x) = max{n € Z | n < x}. (Funcdo maior inteiro.)
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23.

24,

25.

26.

27.

28.

29,

31.

32.

. A reta r intercepta os eixos coordenados nos pontos A e B. Determine a distancia entre A e B,

a) Calcule \hwvﬂﬁv. \ﬁmu e \,ﬁth b) Esboce o grifico

Calcule a distancia entre os pontos dados.

a) (1,2)e(2,3) by (0, 1)e(1,3) ¢) (-1,2)e(0, 1)
d) 0,2)e(0,3) e} (=2,3)e(l,4) H A 1Dhe2)

Seja d a distancia de (0, 0) a (x, y); expresse d em fungdo de x, sabendo que (x, y) € um ponto
1
do gréficode y = —.
x
Um mével desloca-se (em movimento retilineo) de (0, 0) a (x, 10) com uma velocidade cons-
tante de 1 (m/s); em seguida, de (x, 10) a (30, 10) (em movimento retilineo) com velocidade
constante de 2 (m/s). Expresse o tempo total T (x), gasto no percurso, em fungdo de x. (Supo-
nha que a unidade adotada no sistema de referéncia seja o metro.)

(x, y) € um ponto do plano cuja soma das distancias a (—1, 0) ¢ (1, 0) é igual a 4.
x2 2

. i

a) Verifique que q + q =1

b) Supondo y = 0, expresse y em fungio de x e esboce o grifico da fung¢fio obtida

Sejam F; e F, dois pontos fixos e distintos do plano. O lugar geométrico dos pontos (x, y)
cuja soma das distancias a F; e F, € sempre igual a 2k (2k > distancia de Fy a F,;) denomina- }
se elipse de focos F| e F e semi-eixo maior k.

2 2
a) Verifique que Mlm + MIN =1 € a equag@o da elipse de focos (—¢, 0) e (¢, 0) e semi-eixo
a
maior «, onde @N = au -2
x2 vb
b) Verifique que — + wlm =1 ¢ a equagdo da elipse de focos (0, —c) e (0, ¢) e semi-eixo
a

maior b, onde &=~ nm
¢) Desenhe os lugares geométricos descritos nos itens (a) € (b)

Determine o dominio e esboce o grifico.

——

mvwﬂzﬂlwkm b) \Qvnlzﬁlhxm
n.vwnz\hlkm 3wﬁ\vnz\wiw.«~

Vocé aprendeu em geometria analitica que y — yo = m (x — x;) € a equagdo da reta que passa

—

pelo ponto (xy, ¥g) € que tem coeficiente angular m. Determine a equagio da reta que passa
pelo ponto dado e tem coeficiente angular m dado.
a)(L,L)em=1 h0,Nem=2 (-1, -2)em= -3

1 5

d)(2,~1)e SHIM e)(5,2)em =0 bﬁlw,ovwﬁﬂm

sabendo-se que r passa pelos pontos (1, 2) e (3, 1).

A reta r passa pelo ponto (1, 2) e intercepta os eixos coordenados nos pontos A e B. Expresse
a distancia d, entre A e B, em fungdo do coeficiente angular m. (Suponha m < 0.)

Na fabricagdo de uma caixa, de forma cilindrica, e volume 1 ABJ_ utilizam-se, nas laterais €
no fundo, um material que custa $1.000 o metro quadrado e na tampa um outro que custa
$2.000 o metro quadrado. Expresse o custo C do material utilizado, em fungio do raio r da base.
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33, Expresse a drea A de um tridngulo equildtero em fungio do lado /.

34, Um retdngulo estd inscrito numa circunferéncia de raio r dado. Expresse a drea A do retdngulo
em funcdo de um dos lados do retdngulo.

35. Um cilindro circular reto estd inscrito numa esfera de raio r dado. Expresse o volume V do
cilindro em funggo da altura 4 do cilindro.

73§, Um m6vel € langado verticalmente e sabe-se que no instante 7 sua altura é dada por

- ht)y=4t— Nm_ 0 == 4. (Suponha o tempo medido em segundos e a altura em quildmetros.)

a) Esboce o grifico de A
b) Qual a altura méxima atingida pelo mével? Em que instante esta altura maxima € atingida?

37. Entre os retdngulos de perimetro 2p dado, qual o de 4rea maxima?

38. Divida um segmento de 10 cm de comprimento em duas partes, de modo que a soma dos qua-
drados dos comprimentos seja minima.

u,ws, Um arame de 10 cm de comprimento deve ser cortado em dois pedagos, um dos quais serd

" torcido de modo a formar um quadrado e o outro, a formar uma circunferéncia. De que modo
deverd ser cortado para que a soma das 4reas das regides limitadas pelas figuras obtidas seja
minima?

40. Um arame de 36 cm de comprimento deve ser cortado em dois pedagos, um dos quais
sera torcido de modo a formar um quadrado e o outro, a formar um tridngulo equildtero.
De que modo deverd ser cortado para que a soma das areas das regides limitadas pelas
figuras obtidas seja minima?

41. Coloque na forma (x — a)> + (y — b)> = /2.

Sxm+wwlxlwﬂo
me...v.m.*.walwum

a) \«~+v.mINaHo
¢} N.«u+mv~+ku_

42. Determine a para que as retas dadas sejam paralelas.

|

by

dyy=—xey=3ax +4

a)y=axey=3x—1

0 _2x+1
Y73

e) 2xty=ley=ax+2

(a+hx+ley=x
ey=2ax+1
HDxt+tay=0ey=3x+2

(v. Determine a equagio da reta que passa pelo ponto dado e que seja paralela 4 reta dada.

ayy=2x+3e(1,3)
c)x—y=2e(—1,2)

b) 2x+3y=1e(0,1)
dy x+2y=3e(0,0)

44. Justifique geometricamente: y = mx + n (m # 0) e y = myx + n| sdo perpendiculares se e
somente se mmy = 1.

- Determine a equagfio da reta que passa pelo ponto dado e que seja perpendicular 2 reta
dada.

a) y=xe(l,2)
d) 2x+3y=1e(l, 1)

b) y=3x+2¢(0,0)
e) 3x—2y=0e(0,0

o) y=-3x+1le(-1,1)
P Sx+y=2e0 1
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2.2. FUNCOES TRIGONOMETRICAS: SENO E CO-SENO

Com os elementos de que dispomos até agora, ficaria muito trabalhoso definir e, em se- §
guida, demonstrar as principais propriedades das fungdes seno e co-seno. Observamos, en- §
tretanto, que apenas cinco propriedades sio suficientes para descrever completamente tais

fungdes. O teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstragio serd feita apds estudar-
mos as séries de poténcias resolverd completamente o problema referente a tais fungdes.

Teorema. Existe um tinico par de fun¢des definidas em R, indicadas por sen e cos,
satisfazendo as propriedades:

(1) sen0 =0
2) cos0=1
(3) Quaisquer que sejam os reais a € b

sen (¢ — b) =senacosb —sen b cosa
(4) Quaisquer que sejam os reais a e b

cos{a —b)=cosacosbh + senasenb
(5) Existe r > 0 tal que

sén x

O<senx<x<tgxltgx=
cos x

para0 <x <r.

Vejamos, agora, outras propriedades que decorrem das cinco mencionadas no teorema
acima.
Fazendo em (4) a = b = ¢, obtemos

cos 0 =costcost+ sentsent

ou seja, para todo ¢ real,

(6) cos’t + sen®t =1

Deste modo, para todo £, 0 ponto (cos ¢, sen f) pertence a circunferéncia P v\N =1
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Para efeito de interpretacio geométrica, vocé poderd olhar para o t da mesma forma como
aprendeu no colégio: ¢ é a medida em radianos do arco AP. Lembramos que a medida de um arco
¢ 11d (rd = radiano) se o comprimento do arco for igual ao raio de circunferéncia (1 rd == 57°16").

A préxima propriedade serd demonstrada no Apéndice 2.

(7) Existe um menor nimero positivo a tal que cos @ = 0. Para este @, sena = 1.

O nidmero a acima pode ser usado para definirmos o niimero .

Defini¢o. Definimos o mimero 7 por 7 = 2a, onde a € o niimero a que se refere a
propriedade (7).

LT P P m ,
Assim 5 € 0 menor nimero positivo tal que cos 5 ={. Temos, também, sen W =1.

Seja fuma fungio definida em R. Dizemos que f¢ uma funcdo par se, para todo x,
F(=x)=f(x).
Dizemos, por outro lado, que f € uma fungdo impar se, para todo x,
f(=x) = —f ).
EXEMPLO 1. Mostre que
a) sen é uma fun¢ao fmpar. b) cos € uma funcio par.
Solugdo
a)Fazendoem (3) a = 0 e b = ¢, resulta sen (—¢) = sen 0 cos # — sen £ cos 0 ou seja
sen (—7) = —sent.

b)Fazendoem (4) a = O e b = rresulta cos (—f) = cos 1.

EXEMPLO 2. Mostre que quaisquer que sejam os reais a e b

cos{a + b) =cosacosh —senasenb

sen(a + b) =senacos b + sen b cos a.
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Solucdo

cos (a + b) = cos [a —~ (—b)] = cos a cos (—b) + sen a sen (—b) = cosacosb — sena sen b.
sen (a + b) = sen [a — (—b)] = senacos(—b) — sen{(—b)cosa = senacos b + sen b cos a. m

EXEMPLO 3. Mostre que, para todo x,

cos 2x = cos® x — sen’x e sen 2x = 2 SEn X COoS X.
Solucdo
€08 2x = co0s (x + X) = cOs x COS X — sen x sen x = no%a — mnsma.
sen2x =sen (x + x) = senxcos x + sen x cos x = 2 sen x cos x. n

EXEMPLO 4. Mostre que, para todo x,

oommHHF+Wnom 2x
2 2
e
sen’x = F - r~| cos 2x
2 2
Solucdo
cos 2x = cos’ x — sen’x = cos?x — a- oommb
logo
— 2 2 1 1
cos 2x = 2 cos“x — 1 ou cos HM...MSmMH.
. . 2 | 1
Verifique vocé que sen?x = 3" Y cos 2x. [ ]
EXEMPLO 5. Calcule.
T g
CoS —. b —.
a) 7 ) sen y
¢) cos . d) sen 1.
Solu¢do

Provaremos mais adiante que cos x > Q e sen x > 0 em 10, Wh

T
a) cos?x ==+ — cos 2x; fazendo x HM

1
2

N |

1 T
P 272 — >0, resulta
daf, cos 72 € Como cos 2
4 2
T N2,
— = — (verifique).
b) sen 4 2 ( q
¢) Fazendo x = mNH emcos2x=1—2 mozmx. obtemos

cos = —1.

ﬁ.
&mﬁmuaoxn - emsen Naummosxoomx_am:g
sen 7 = 0.

Interprete geometricamente os resultados deste exemplo.
Deixamos a seu cargo verificar que, para todo x,

sen {(x + 27) = senx

e
cos (x + 27) = cos x

As funcdes sen e cos sdo periddicas com periodo 2.
Os grificos das fungées sen e cos tém os seguintes aspectos:

Fungoes
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EXEMPLO 6. Esboce o grifico da fungdo dada por y =sen

Solucédo

Primeiro vamos estudar o comportamento de y para x =

2

XZ2— o 0<-x<

w

. 2 1
Assim, para x =< sen — > ().
T X

1
Zero, 0 mesmo acontecendo com sen —.
X

1
x

SRES

1

l\.).[ Bl

X

medida que x aumenta,

Para x < —

2
m

1 . .
— vai se aproximando de
X

1

€ s6 observar que sen — & fmpar.

X

(k inteiro)

_2 I T
Observe que para \«IM. v[molemm: WIH.
T
Vejamos, agora, 0 comportamento de sen L para 0 < x < W
X m
mm=MH~ = WHBSL;M = Huiwl
X X 2 dkm +
2 2 2 2
x _ = = - -0
™ St 97 13m
y 1 1 1 1
I
sen — =0 < wnwﬂ = xHJ_I
X X kr
1 1 1 1
x e =0
m 27 3n 4r
y 0 0 0 0

1 1

49
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37 2

sen —=~-1&& —=2kr+— & x =

X X

2 k7w + 3

2
30

¥y -1

2 i .
aria em ]0, =], sen — fica osci
Quando x v 1 - p

lando entre 1 e —1.

q=
AUpF---——-—
=¥

Exercicios 2.2

1. Esboce o grafico.
a) f(x) =sen2x

x
¢) y=cos—

2
e) y = sen mx

]
= —sen
g g L senx
1

sen —
X

i y==x2
. Sejam a e b reais quaisquer. Verifique que
a) senacos b = W—mmu (a + b) + sen (g

b) cosacosbh = .Wmoom (a +b) +cos(a

c)senasen b = WFOm (a — b) —cos(a

by y=2cosx

d) fx)=Ilsenxl
D fx)=xsenx
1

h) y=xsen—
X

D gx)=x+senx

—b)]
—b)]

+ b)]
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2.3. As FUNCOES TANGENTE, CO-TANGENTE, SECANTE E

CO-SECANTE

sen x

A fungio tg dada por tg x =
c

w|Y

Geometricamente, interpretamos tg x como a medida algébrica do segmento AT, onde T:

¢ a intersecdo da reta OP com o eixo das tangentes e AP o arco de medida x rad.
b

T
21
tg x

i

A x

Th--

_~ eixo das
med AP = x rad tangentes

Os tridngulos OMP e 0AT sdo semelhantes. Assim: h = % ou AT _ MP

mMP OM 1 oM

sen x
tgx=
cos X
As fungdes sec (secante), cotg (co-tangente) e cosec (co-secante).sio dadas por
1 cos x 1
secx = , cotg x = € cosec x = .
cos x sen x sen x

O grifico da secante tem o seguinte aspecto:
v

- denomina-se funcdo tangente; seu dominio & o con- ,M
. . X 3 ] _,
Junto de todos os x tais que cos x # 0. O grafico da tangente tem o seguinte aspecto:
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Exercicios 2.3

1. Determine o dominio e esboce o gréfico.

a) f(x) =cotgx b) g (x) = cosec x

2

2. Verifique que sec”x =1 + pmn x para todo x tal que cos x # Q.

x
3. Mostre que, para todo x, com cos 3 # 0, tem-se:

2tg — ~Lﬁmw
b) cos x =
1+1g?2 = 1+ g2

B | [0 | %

2.4. OPERACOES COM FUNCOES

Sejam f e g duas fungdes tais que Dy Dy seja diferente do vazio. Definimos:
a) A fungdo f + g dada por
Fra@=f+gx
denomina-se soma de fe g. O dominiode f + g é Ux N bm. Observe que f + g é uma
notagdo para indicar a funcdo dada pory = f(x) + g (x).
b) A funcio f - g dada por

Fa@=fx-gx
denomina-se produto de fe g. O dominio de f - g é DN D,

¢) A fungdo W dada por
X
1) = @
8 8(x)
denomina-se quociente de fe g. O dominio de W é{xe DN Dylg(x)# 0}

d) A fung@o kf, k constante, dada por
(kf) (x) = kf (x)
¢é o produto de f pela constante k; Dy =Dy
EXEMPLO 1. Sejam f(x)=.7—x € g(x)=+x —2.

a) (f+g = J7T—x+x—2. Odominiodef+ g é[2,7] = DN D,
b) (f+ &) (@) = T~ x - Jx —2. O dominio de fg é (2, 7] = D;N D,,

Lm=22% cep . .
g Jx =2

©)
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Sendo f uma fungdo, definimos a imagem de fpor Imf = { f(x) | x € Dy }.

Definic¢io (de fungdo composta). Sejam fe g duas fungGes tais que Imf C D,,. A fun-
¢do dada por

y=g(f().xE Dy
denomina-se fingao composta de g e f. E usual a notaciio g°fparaindicaracompostade g e f.

Exercicios 2.4

Assim,
geN@=g(f)xED.
Observe que g °© f tem o mesmo dominio que f.
EXEMPLO 2. Sejam fe gdadasporf(x) =2x + le g (x) = x% + 3x. Determine gofefeoq.
Solucdo

€NW=g(@)=FOF+3FWI=@+1)*+3Q+1).x€ R=Ds

(fog) (@) =f(g W) =f(* +31) = 267 + 30 + LxED, = R. -

EXEMPLO 3. Sejam f (x) = e g(x)=+/x. Determine g o fe fo g.
Solucdo

Imf= R, eD, = R, assim Imf C D,. (Notagio: R, ={x€RIx=0})

(g°Hh@=g(fx)=f(x) =+x2 =lxl,xER = Dy
Img =R, eDy= R, logo Img C Dy

(fe) W =f@(N= fFx)=(x)?=x,xER, =D, ]

Definicéo (de igualdade de fungdes). Sejam as fungdesf: A — Re g: A’ — R. Dize-
mos que fé igual a g, e escrevemos f = g, se 0s dominios de fe g forem iguais, A =

A',ese, paratodox € A, f(x) = g (x).

EXEMPLO 4. Sejam f: A — Re g: A — R duas fungdes. Prove que f+ g = g + f.
Solugdo
Divg=A=Dyip
Por outro lado, para todo x em A,
Fro@w=fOtg=¢x0+f(x)=(¢+Hx
Assim,

frtg=g+f

Observe que f(x) + g (x) = g (x) + f{(x), pois f (x) e g (x) sdo nimeros reais e, em R, vale _.,

a propriedade comutativa. "
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EXEMPLO 5. As fungdes fe g dadas por f(x)=+x \Jx—1e g(x) = z__,_am — x sdoiguais?

Solugdo

£# gpois Dy # Dy (Dp= [1, +% [ & Dy = |-, 0] U [1, +), .

1. Dé os dominios e esboce os grificosdef+ ge W
av,w@unanwb«vnkml_ S\o@ﬂ»&%@&“$
x
O f0=le gx)=Jx—1 D Fe6=Te glx)=——
(x —2)

lsex€ -
osm={_1%iga ¢ sw={15Ig%

2. Verifique que Imf C bw e determine a composta z {(x) = g (f (x)).

ag=3x+1lefy=x+2

b) g(x)=+x n\QVHN+x~
_x+1 2
)8R =T0 ef(x) =x" +3
DHgW=—x"+3x+lef(x)=2x—3
2
) WCQHR\N efx)=x+1x#1
_x+1 X
HNEDT e fo=—"
2 g(x)=+x w\.ﬁ\«vnum\x.xﬂ,oozaw_
x+1 2x +1

W &= fln) =

3. Determine o “maior” conjunto A tal que Imf C D,; em seguida, construa a composta

h(x) = g (f(x).
2
x+2

b) g(x)=x—1efiA—R f(x) =
2x +1
x—3
5mARVWWo\”>l%,%AMVHhuI.«m

=02 2
Qgx)=xx" —1TeftA->Rfx)=x" -2

@) §(0= efiA->R f(x)=x+3

D g =T-TefiA>R fx)=

4. Determine f de modo que g (f(x)) = x para todo x € D\. sendo g dada por

HW _x+2
a) gx)=— b) g =—r

Jgw=xx=0 DgW=x"~25x>1
3

e) g{x)=2+—

_2_
P Neglx)=x dx+ 3, x=2




LimiTtE E CONTINUIDADE

3.1. INTRODUCAO

Neste capitulo, vamos introduzir dois dos conceitos delicados do célculo: os conceitos

de continuidade e de limite.

Intuitivamente, uma fungdo continua em um ponto p de seu dominio é uma fungio cujo

grafico ndo apresenta “salto” em p.

g® -:\JW

N\
x‘}

O gréfico de f ndo apresenta “salto” em p: f € continua em p. Observe que 2 medida

que x se aproxima de p, quer pela direita ou pela esquerda, os valores f (x) se aproximam
de f(p); e quanto mais préximo x estiver de p, mais préximo estard f (x) de f (p). O mesmo
ndo acontece com a fungdo g em p: em p o grafico de g apresenta “salto”, g ndo € continug
em p.

Na préxima segio, tornaremos rigoroso o conceito de continuidade aqui introduzido de
forma intuitiva.

EXEMPLO 1. Consideremos as fungdes fe g dadas por

1sex=l1

xau:wguvaw
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=¥
B

Vemos, intuitivamente, que f¢é continua em todo p de seu dominio. Por sua vez, g ndo ¢
continua em p = 1, mas é continua em todo p # 1. .

Intuitivamente, dizer que o limite de f (x), quando x tende a p, € igual a L que, simboli-
camente, se escreve

lim f(x)=1L

xX—=p

significa que quando x tende a p, f (x) tende a L.

vi ¥
f

fx) 1* |||||| ._ f
f@V--- '
[ Lt m ff

\j x p x x X

Quando x tende a p, f(x) Quando x tende a p, f (x) tende

tendeaf(p): lim f(x)= f(p}) aL: lim f(x)=1L

xX=>p x> p

EXEMPLO 2. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule lim (x + 1).

x -1
Solugdo
y
fxy=x+1

x x+ 1 X x+ 1
R 05 | LS
1.5 2.5 0.9 1,9
1,1 2,1 0,99 | 1,99
1,01 2,01 0,999 1,999
1,001| 2,001 4 i

i ] 1 2

i 2 -

lim (x+1)=2
x =1 ]
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y
2 -1
EXEMPLO 3. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule lim ad T
x—>1 X—
Solucdo
lim f(x) = L. festd definida em p, mas L # f(p).
) HN -1 . 3 . xX—=p
Seja f(x)= ~—7 x # 1; fnfo estd definidaem x = 1. L ¢ o valor que f deveria ter em p, para ser continua em p.
Parax # 1
Com toda certeza
- :a\§+w|>3
flo=2— S=xl h0
o ¢ o limite mais importante que ocorre na matematica, e seu valor, quando existe, é indicado
i x2 -1 Im (x4 1)=2 por f'(p) (leia: f linha de p) e é denominado derivada de f em p:
y—>1 x—1 x—1 '
: ~ F(p)= lim flp+h)— fip)
h—0 h ’

Este limite aparece de forma natural quando se procura definir reta tangente ao grifico de

fptm = fip)
A

fnoponto (p, f(p)). O quociente , chamado as vezes de razdo incremen-

Intuitivamente, € razodvel esperar que se festiver definida em p e for continua em p, entdo
tal, nada mais € do que o coeficiente angular da reta s que passa pelos pontos M = (p, f (p))

fim X) = , e reciprocamente. Veremos que isto realmente acontece, isto é, se f estid
J)=1p). erecip 4 f eN=(p+ hf(p + b)) do grifico de y = £ (x)

xX—p
ver definida em p

y
feontihuaem p & lim f(x) =f(p). fo+hf-e—ee 2 f
— e -se)
Veremos, ainda, que se lim f(x) = L e se fnéo for continua em p, entdo L serd aquel l@ -
valor que f deveria ter em M Mmaﬂ ser continua neste ponto. \_v p .__, h 3

Observe que a equaciio da reta s &

y—fp)=m,(x —p)

e

fnao esta definida em p.

lim f(x)= L.

x—=p

onde m, = ST P — f(p)
h
vez mais de M, e a reta s vai tendendo para a posi¢do da reta T de equagio

. Quando h tende a zero, o ponto N vai se aproximando cada

L é o valor que f deveria ter em p para ser conti
nuaem p. 3

y—f@)=1"®&—p.
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A reta T € denominada reta fangente ao grafico de f, no ponto (p, f (p)).

NOTA HISTORICA. Por volta de 1630, Pierre de Fermat (1601-1665) estabeleceu dois |

métodos: um para se determinar o coeficiente angular da reta tangente em um ponto qual-

quer do gréfico de uma fungfo polinomial e o outro para se determinar os candidatos a pontos §

de maximo ou de minimo (locais) de uma tal fungao. Pois bem, a idéia que utilizamos aci-

ma para definir reta tangente é essencialmente a mesma utilizada por Fermat. Por outro lado,

para Fermat os candidatos a pontos de maximo ou de minimo (locais) nada mais eram do
que as raizes da equagdo f '(x) = 0. (Veja Histéria da Matemdtica, p. 255, de Carl Benja-
min Boyer, editoras Edgard Blucher Ltda e Universidade de Sdo Paulo.)

EXEMPLO 4. Seja f (x) = %2 Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule f'(1).
Solucdo

O que queremos aqui € calcular f(p), comp = 1.

F{1+h)—£Q)

f'(1)= lim
h—0 h
Temos
_ 2_.2
2_+wv l:uﬁi@ 1 —2+h (h#0)
1
Segue que ,
= ‘_:Eo 2+h=2 -

EXEMPLO 5. Seja f(x) = x%, Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule f'(x).

Solugdo
) . fxFh) - f(x)
= lim - %)
fin= lim, }
Temos 3
- 2 _,2 4
\Q;\W \En@iﬂ L =2x+h (h + 0) §
Segue que
f'(x)= lim 2x+ h)=2x.
h—0
Ou seja, a derivada, em x, de f (x) = 6 Fex) = 2x. L

Como veremos, um outro modo de expressar f '(p) é através do limite
. X)—
Fipy= tim L@ =F )
xX—p

(Observe: fazendo x — p = h recaimos no limite anterior.)

xX—=p

EXEMPLO 6. Seja f (x) = x°. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule f'(2).

Solugdo
f(x) = f(2)
x—2

£(2)= lim

x—2
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TemoS
fO-f@2) _x3-23
x—2 x—2
embre-se: @° — b = (a — b) (a®+ ab + b2).)
(L

=x242x+4 x+#2.

Assim

f'@)= lim (x2+2x+4)=12.

x—-2

A derivada € um limite. Entdo, para podermos estudar suas propriedades, precisamos
antes estudar as propriedades do limite. E o que faremos a seguir.

Antes de passar 2 préxima se¢o, queremos destacar as fun¢des de uma varidvel real que
vao interessar ao curso, tais fungdes sdo aquelas que tém por dominio um intervalo ou uma
reunido de intervalos. Portanto, de agora em diante, sempre que nos referirmos a uma fun-
¢do de uma varidvel real e nada mencionarmos sobre seu dominio, ficara implicito que o
mesmo ou é um intervalo ou uma reunidio de intervalos.

Exercicios 3.1

1. Esboce o gréfico da fungio dada e, utilizando a idéia intuitiva de fungo continua, determine os
pontos em que a fungio dever4 ser continua.

a) fx)=2 b) fx)y=x+1
2
_ 2 _Jxtsex=sl
c) fxy=x d) f(x) ﬁmmmav_
! IxI=1
o) flxy=472 = Nf@=x2+2
2selxl<1
2. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule
a) lim (x +2) b)Y im 2x+1)
x—1 x—=1
¢) lim (3x +1) d) lim (x? +1)
x>0 x—2
24
e) lim x £ lim ——%
x—=1 x—>2 x+3
¢ lim x B) lim (Vx +x)
x—=2 x—0
. 4x2 -1 - e L . 4x2 —1
3.Esboce o grificode f(x) = ———. Utilizandoa idéia intuitiva de limite, calcule  lim ————
2x ~1 x—=Y% 2x—1

4. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule

. x2 -4 2 +x
a) lim — -

b) lim
x—>2 x—2

x>0 X
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Nx =1 ¥2 —d4x+4 ou de forma equivalente
¢) im ——— d) lim ———
x—>1 x—1 x—>2 x—2
¢) lim x? —1 £) lim @ | para todo € > 0 dado, existe & > 0 (8 dependendo de €), tal que, para todo x
- 1 s€n x
x=>-1 x+1 x>0 € Dy,

p—8<x<p+8=fp)-e<fN)<f()+e

3.2. DEFINICAO DE FUNCAO CONTINUA

Entretanto, a func¢do g ndo satisfaz em p tal propriedade:

Sejam fe g funcdes de grificos

R I ——
+
o
R

ta distinguir tais comportamentos.
Veja as situagdes apresentadas a seguir.
para o € > ( acima, ndo existe & > 0 que torne verdadeira a afirmaciio
¥i y

VxE€EDpp—8<x<p+é>gp)—e<g)<gp +¢€.

Qualquer que seja o 6 > 0 que se tome, quando x percorre o intervalo Jp — 8, p + [, g (x)
ndo permanece entre g (p) — €ee g (p) + €.

A propriedade () distingue os comportamentos de fe de g em p. Adotaremos a proprie-
dade () como defini¢do de funcdo continua em p.

®

P

v ., Definicdo. Sejam fuma funcéo e p um ponto de seu dominio. Definimos:

Para todo € > 0 dado, existe > 0 (8 dependendo de €), tal

feontinua em p << qUe. para todo x € Dy,

] : p—6<x<pt+éd=flp)—e< f(x)< f(p) +e

=Y

A fungio f satisfaz em p a propriedade : Observagio. Sabemos que

fx—pl<deop-—86<x<p+td
para todo € > 0 dado, existe & > 0 (8 dependendo de €), tal que f(x) permanece entre

f@) — eef(p) + equando x percorre o intervalo Jp — §, p + 8[, com x no dominio

de f. ‘

f@ —fP)l<ee=fp)—e<f<fp)+e
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A definicdo anterior pode, entdo, ser reescrita, em notagao de médulo, na seguinte for-

ma:

Para todo € > 0 dado, existe 8 > 0 tal que, para todo x em Dy,

x%;:x%mamﬁﬁ Ix—pl<d=If(x)— f(p)l <e

Dizemos que f ¢ continua em A C Dy se f for continua em todo p € A. Dizemos, m::mmamm,

mente, que f € uma fungdo continua se f for continua em todo p de seu dominio.
EXEMPLO 1. Prove que f (x) = 2x + 1 é continuaem p = 1.
w&:mme

Precisamos provar que, para cada € > 0 dado, conseguiremos um & > 0 (& dependendo;
apenas de €), tal que 1

l—s<x<l+6=fl)-e<fW<f()+e

O € > 0 é dado, queremos achar & > 0. Devemos determinar 6 > 0 de modo que f QV.”

permanega entre f (1) — ee f(1) + eparaxentre 1 — de 1 + 8. Vamos entio resolver a
inequagao

FH—e<fx)<f()+e

Temos
vaImA\.CﬂvA%ASAamﬁw[mANa+pAw+m.

Somando —1 aos membros das desigualdades e dividindo por 2, resulta

f)—e<f<f(l)+ee TWAxA_er.
£

Entdo, dado € > 0 e tomando-se 8 HW (qualquer 8 > 0 com 6 < 3

também momdo_v._w
resulta :

1-86<x<1+8=2f)—e<f)<f(l)+e
Logo, fé continnaem p = 1.

O exemplo acima pode também ser resolvido em notagdo de médulo. Neste caso, preci}
samos provar que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que v

Ix—11<8=lfx) —f)I<e

Temos

ib:i_:Amﬁ_w+TSAmﬂ_NHxN_Amﬂ:T:Am.
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€

Assim, dado € > 0 e tomando-se 8 = 5

Ix—11<8d=2lf)—~fDI<e
Logo, ¢ continuaemp = L.

EXEMPLO 2. A fungdo constante f (x) = k ¢ continua em todo p real.

Solugdo

1fx) —f® | =tk — k| = 0 para todo x e todo p; assim, dado e > 0 e tomando-se um
§> 0 qualquer

Ix—pl<d=1f@®—fE)=lk—kl<e

Logo, f ¢ continua em p, qualquer que seja p. Como fé continua em todo p de seu dominio,
resulta que f (x) = k é uma fungdo continua. »

EXEMPLO 3. A fungdo afim fx)=ax+blaeb constantes) é continua.

Solugdo

Se a = 0, fé constante, logo continua.
Suponhamos, entdo, a # 0. Temos:

CaocI\AE_H_&T*.wI%I@_M_m__ul.u_.

Assim, para todo € > 0 dado

€

_%@VI\@V_Amﬂv_xlv_A v

. €
Tomando-se, entdo, 0 = a

_xlw_AmHv_.valxocv_Am

logo, f ¢ continua em p. Como p foi tomado de modo arbitrario, resuita que f € continua em
todo p real, isto é, f é continua. . 3 ) »

Os dois préximos exemplos poderao facilitar as coisas em muitas ocasides. Antes, porem,
observamos que se p € la, b[, a e b reais, entao existe 6 >0, talqueJp — 8,p + [ Cla, bl;
basta, por exemplo, tomarmos 8 = min {b — p,p — a}.
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Veja
5 3
g 7 ﬁ s=b-p
a p—25 P b=p+3
] : [ .
§=p—a
J p pts L
p—6&=a b

Em qualquer caso, § = min {b — p, p — a} resolve o problema.

EXEMPLO 4. Prove que, se para todo € > 0 dado existir um intervalo aberto I = Ja, b{;
com p € 1, tal que para todo x € Dy

XEI=>fp)—e<fO<fP) +e
entdo f serd continua em p.
Solugdo

Pela hipétese, para todo € > 0 dado existe um intervalo aberto I = Ja, b[, com p € 1, tal qui
® xElabl=fp)—e<fl)<fp)te

Tomando-se 8 = min {b — p,p —a},Jp — 6, p + 8[ C la, b[. Assim,

x€Elp—8,p+ 8 = xEla b.
Segue de (D que
xEp—8&pto=fp)—e<f)<f(p) +e

Logo, f é continua em p. [ |

EXEMPLO 5. Seja r > 0 um real dado. Suponha que, para todo € < r, € > 0, existe umi
intervalo aberto /, com p € I, tal que para todo x € Dy

xEI=fp)—e<fX)<f(p)+e
Prove que f é continua em p.
Solucdo

Precisamos provar (tendo em vista o exemplo anterior) que, para todo € > 0, existe um,
intervalo aberto I, com p € 1, tal que para todo x em D

f
xeEl=fp)—e<fx)<f(p) + e
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Pela hipétese, se € < r, existe tal intervalo.
Suponhamos, entdo, € = r. Seja0 < g <r.
Pela hipdtese, para o €; dado, existe 7 tal que

XEI=fP)—<fx)<f(p)+ €].
Para este mesmo / teremos, também,

XEISfP)—e<f@W)<f) +e€

pois, f(p) — € <f(p) — e, ef(p) + € <f(p) + e (Interprete mamow:..osﬁ.v
Assim:

para f ser continua em p, basta que, para cada € < r, € > 0 (onde r > 0 é fixado a
priori), exista um intervalo aberto 7, com p € [, tal que, para todo x em b\,

xEI=fp)— e<f)<f(p)+ e

EXEMPLO 6. Mostre que f (x) = x> & continua em 1.

Solugao
Precisamos mostrar que dado € > 0, existe um intervalo aberto /, contendo 1, tal que
x€El=f()—e<f)<f()+ e

Vamos resolver a inequagdo f (1) — e < f(x) <f(1) + e.
Temos

\ACImAHQvA\A:._.mﬂV_ImAauAH+mﬂvw_Hlm A&AM\ﬂ.
Tomando-se [ =R1—¢€,31+el, 1 €1,

xEI= f(l)y—e<fx)<f(l)+ e

Logo, f(x) = x° é continua em 1.
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Observagio. Tomando-se 6 = min T,: +e—11— M\ﬂw

1-6<x<1+8=f)—e<f®<f(l)+e ..

Como f(x)=1parax <[ ef(1l)=2, tomando-se € = W (ou0 < e<1),paratodo 8> 0,

—lMA\dA_Hv.\.AHv“H

EXEMPLO 7. Prove que f (x) = x> é continua.

Solugdo
[}
Precisamos provar que f é continua em todo p real (D = R). 1 AN g
Primeiro vamos provar que f € continua em 0. Convém, aqui, usar a defini¢do em nota-! fy=2f 44—
¢io de médulo. Vamos provar, entdo, que dado € > 0 existe 6 > 0 tal que ] fO- 7777
——¢

lx-0l<8= ¥ —0I<e

+
o
bl

Para se ter | x| < ¢, basta que se tenha | x | < Je. Tomando-se & = Je

Ix—01<8= I -0 1<e
. . i i
1 ndo estd entre f (1) ~ — 1 = 5 ; .
Logo, f (x) = x* é continua em 0. ¢ ‘ f > ef()+ 5 Logo, ndo existe § > 0 que torna verdadeira a
Vamos provar, agora, a continuidade de fem todo p # 0. Temos afirmagdo

2 2_ 2

@) - e<fM<f@)Teep —e<x<p te .
f p p Smbx;nmAaA:mﬂi:fWAENVA}_:w“_.
Hum_,mmAnw.mVo, ’
Portanto, a fung@o dada néo € continua em p = 1. Observe que f¢ continua em todo p#* L
N [
O.?ox:b\o exemplo aomﬁom uma propriedade importante (conservagdo do sinal) das
?amwn\m continuas. Tal propriedade conta-nos que se ffor continuaem p e f(p) # 0, entdo
existird um 8 > O tal que f (x) conservard o sinal de f (p) parap — § < x < ptéxeE b\.

tNImAMNA.um+mﬂv<_vnlm A_N_Az\ww+m.

Se p > 0, tomamos I = Wp? — e, p? + €l assim

xm~Hv.umLmAHmAhw+m‘

ww@Ao,SBE:OmNH _Iz,.um +m, |zﬁ»~ — € [, assim

methlmA\«mAﬁm+m4

Logo, f(x) = ¥% é continua em todo p real. (Interprete graficamente.) -
2 sex=1 *
_ se x =
EXEMPLO 8. f(x)= %_ e x <1
g 1 = 17 Justi
é continua em p = 17 Justifique. fcontinua em p ¢.f () > 0, Fcontinua em p & £ (5) <0,
Solugdo existe & > 0 tal que existe § > 0 tal que
¢ Pp—O8<x<p+8=f(x)>0 P—8<x<p+8=fx)<0

Intuitivamente, vemos que f niio é continua em p = 1, pois o grafico apresenta “salto”}
neste ponto. Para provar que f ndo é continua em p = 1, precisamos achar um € > 0 para 64 EXEMPLO 9. Seja f continua em pef(p)>0.Prov is >
qual ndo exista 8 > 0 que torne verdadeira a afirmagéo - /e © que existe 3> O tal que, Vx € D, 7
—d<x<
W ED1 - 8<x<1+8= f() = e<f®W<f(D)+e" P x<ptd=[fx>0.




68 Um Curso de Cdlculo — Vol. 1

Solucdo
Como, por hipétese, fé continua em p, dado € > 0, existird 8 > 0 tal que Vx € U\

@ p—86<x<p+8=fp)—e<fx)<f(p)+e

Como para todo € > 0 existe 8 > 0 tal que (D) ocorre, tomando-se, em wm_.:ncx:
€ = f(p) (por hipétese f(p) > 0), existird um § > 0 tal que, Vx € Dy,

p—8<x<p+8=f)—fP)<fO)<f@)+f®)
e, portanto,
p—8<x<p+dé=flx)>0.

De modo anélogo, prova-se que se ffor continua em p e f (p) < 0, entdo (neste caso bas 2
tomar € = —f (p)) existird 6 > 0 tal que

p—86<x<p+8=fx)<O0.

Exercicios 3.2

L. Prove, pela defini¢do, que a fung¢io dada é continua no ponto dado.

a)f(x)y=4x—3emp=2 by f(x)=x+lemp=2

o) fx)=—3xemp =1 mv;qosuxunawnn

&\O&Hk»mn:uul— Af@) = x emp=4

Of@ = Vxemp=0  Mfw=3Yxemp=1
2. Prove que .Q\CHW ¢ continua em todo p # 0.

B

3. Seja n > 0 um natural. Prove que f (x) = x" ¢ continua.

4. Prove que f(x)=%/x é continua.

x sex=<l]

é continua em 17 Justifique.
se x> 1 a

s rw={;

6. Dé exemplo de uma funggo definida em R e que seja continua em todos os pontos, exceto e
-1,0,1. 1

7. D& exemplo de uma funcdo definida em R e que seja continua em todos os pontos exceto nog
inteiros.

8. Sejafdadapor f(x)= ﬁlw MM M M m Mostre que f ¢ descontinua em todo p real.

9. Determine o conjunto dos pontos em que a fungdo dada € continua.

a) fix) = [x] onde [x] = méx {n € Z | n < x} (Fungdo maior inteiro.)
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b) f(x) =x — [x]

o= 5 2158

x2-1 sexEQ

) f0= —x2+1 sex€EQ

10. D¢ exemplo de uma fung¢ao definida em R e que seja continua apenas em —1, 0,1.

11. Determine L para que a fungfo dada seja continua no ponto dado. Justifique.

x2 -4
a) f(x) = Illa\m se x £ 2 emp =2
L se x =2
2 -x
b) fx) = |x mmx#o@atuo
L se x =0

12. D& o valor (caso exista) que a fun¢@o dada deveria ter no ponto dado para ser continua neste
ponto. Justifique.

x2 -4
a)gx)=——— emp=2
x =2
2 _
) fy="—"  emp=0
X

&)SHE emp=0
x

29
Dr=15"3 5 s

4 sex=13

x sex<l1

=<1
e 8(x) — sex>1 emp=1
X
_l
=222 =2
x—2

13. Sabe-se que f € continua em 2 e que f (2) = 8. Mostre que existe 8 > 0 tal que paratodo x € Dy

2-6<x<2+86=f)>T.
14. Sabe-se que f é continua em 1 e que f(1) = 2. Prove que existe r > 0 tal que para todo x € Dy

ﬂlﬁAxA~+wUWA>RVAWA

15. Seja fuma fungdo definida em R e suponha que existe M > Otal que | f(x) — fF(p) | < MIx —pl
para todo x. Prove que fé continua em p.

16. Suponha que | f(x) — F(1) | < (x — C para todo x. Prove que f é continua em 1.
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17. Suponha que | f(x) | < P para todo x. Prove que f¢é continua em 0.

x sex€EQ

é continua em 0.
x sex€EQ

18. Prove que a fungio f(x) = ﬁl
19. Sejam fe g definidas em R e suponha que existe M > O tal que | f(x) — f(p) | < M| g (x) — g(p) | para
todo x. Prove que se g for continua em p, entdo f também sera continua em p. §

20. Suponha f definida e continua em R e que f (x) = O para todo x racional. Prove que f (x) = 0 {
para todo x real.

21. Sejam fe g continuas em R e tais que f (x) = g (x) para todo x racional. Prove que f(x) = g (x) §
para todo x real.

22. Suponha que fe g sdo continuas em R e que existaa > 0, a # 1, tal que para todo r racional, ;
f=degn= a”. Prove que f(x) = g (x) em R. |

23.Seja f(x)=x+ H Prove
X

D@ —f)1 = ?wu x— 11 parax >0
.N

S_\gx::_mwi»:v&ivw

c)fécontinuaemp = 1
24, Seja f(x) = ** + x. Prove que

DIfE) —f2)1<20lx—2lprad<x=<3
b) f é continua em 2

1
25. Prove que f(x)=x + - é continua em 1.
x

1
26. Prove que f(x) = x + — & continua em todo p > 0.
x

27. Sejam f(x) = X e p # 0.

a) Verifique que | x° = p° 1< 7p*Ix —plparalxI<2lpl
b) Conclua de (a) que f € continua em p

3.3. DEFINICAO DE LIMITE

Sejam fuma fungio e p um ponto do dominio de fou extremidade de um dos inter-;
valos que compdem o dominio de f(veja o final da Se¢do 3.1). Consideremos as situa-
¢es a seguir:
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b)

X

d)

=¥

/ P

Na situagdo (a), f ndo esté definida em p, mas existe L que satisfaz a propriedade:

para todo € > 0 dado, existe 8 > 0 tal que, para todo x € Dy,

p—8<x<p+téx#p=>L-e<fx)<L+te

Na situagiio (b), f esté definida em p, mas ndo é continua em p, entretanto existe L satis-
fazendo (7); observe que neste caso a restri¢do x # p € essencial. Na situagdo (¢), f é conti-
nua em p, assim L = f (p) satisfaz (D). Finalmente, na situac@o (), nao existe L satisfazendo
®emp.

A propriedade () € equivalente a

para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que, para todo x € Ug:

0<lx—pl<d=Ifx)—Li<e

Observeque 0 <lx —pl<d e p—8<x<p+dx+p

Vamos provar a seguir que existe no méximo um nimero L satisfazendo a propriedade
acima. De fato, suponhamos que L, e L, satisfagam, em p, a propriedade acima; entao, para
todo € > 0 dado, existem 8, > 0 e §, > 0 tais que

O0<ix—pl<§ =2if-L)I<e

0<lx—pl<g=2lfn—LI<e;
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tomando-se § = min {8, 6,}

O0<lx—pl<d=Ifx)-Lji<eelfx) —L)|<e
Das hip6teses sobre p e sobre o dominio de £, segue que existe xp € Dy com 0 < lxy—p1<§;
temos:

Ly~ Lyl =1L = fGxg) + fxp) — Ly | < 1Ly — flxg) | + 1 f(xg) — Ly .

Assim, para todo € > 0,

1L, — L <2e
Logo, L; = L,.
De acordo com a defini¢do que daremos a seguir, o #nico nimero L (caso exista) satisfa-

zendo Q) é o limite de f (x), para x tendendo ap: lim f(x)= L.
xX—=p

Definic¢do. Sejam fuma funcio e p um ponto do dominio de fou extremidade de um
dos intervalos que compdem o dominio de f. Dizemos que f tem limite L, em p, se,
para todo € > 0 dado, existir um 8 > 0 tal que, para todo x € Dy,

O<lx~-pl<é=alfx)—Li<e

Tal nimero L, que quando existe é tnico, serd indicado por lim f(x).
X—>p

Assim

Ve>0,386>0 H&acﬁv.&,msaoxmw\

lim \C&Hhﬁ*
O<ix—pi<é=lfx)-LI<e

xX—p

[ix)

fix)

[N SR

lim f(x)=1L lim f(x}=L(L# f(p)
xop x=p
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4
fex)

fp
fx

fndo tem limite

lim f(x)=f(p)
xX=>p emp

Observacdes.

1. Suponhamos f definida em p. Comparando as defini¢Ges de limite e continuidade, re-
sulta

feontihuaemp & lim f(x)= f(p).
xX=p

2. O limite de f em p ndo depende do valor (caso f esteja definida em p) que fassume em p,
mas sim dos valores que fassume nos pontos préximos de p. Quando estivermos interessa-
dos no limite de f'em p, basta olharmos para os valores que f assume num *“pequeno” inter-
valo aberto contendo p; o conceito de limite é um conceito local.

3. Sejam fe g duas fungdes. Se existir r > O tal que f(x) = g (M) parap — r <x<p+r,x #p,

ese lim g(x) existir, entdo lim f(x) também existird e
xop x—>p

lim f(x)= lim g(x). (Por qué?)
x—=p xX—=p

EXEMPLO 1. Calcule lim k (k constante).

xop
Solugdo

O que queremos aqui € lim f(x), onde f ¢ a fungfo constante f (x) = k. Como fé con-
x—>p

tinua em todo p real

lim £= lim f(x)= f(p)=k

xX—=p x—p
isto €,
lim k=%
xX—>p
(O limite de uma constante é a prépria constante.) ]
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Solucdo

Como lim (x — 3) = 0, a propriedade (d) néo se aplica.
x—3

Vx =3 Vx =43 1
= — parax ¥ 3
x—3 Wx —VB)Ex+43) Jx+43 P

segue-se que
lim v =3 lim LN
im ————— = —_—
x->3 x—3 x—3x +43 243
Deixamos a seu cargo verificar, por indugdo finita, que se lim fj(x) = L,

xX—>p

lim f(x)=L,,..., lim f,(x)= L, entdo

xX—p xX—>p

im () +H@ + ... + I =L + Ly + ... + L,

X—=p

lim [f{0LH®...L,(0] =Ll ... L,

x—p

para todo natural n = 2.

: 4-2x+1
EXEMPLO 8. Calcule lim ——— 2.
x—o1 X3 +3x2 +1

Solugdo

Como lim ?A —2x+1]=0e lim _\«u + 3% + 1] = 5 # 0, pela propriedade (d),

xop x—>1
4—2x+1 _0 ”
:Biw|~w|u|no. .
x—=1 x> +3x+1 5

. x3+1
EXEMPLO 9. Calcule lim SRS
x—o>—1x*+4d4x+3

Solugdo
lim (2 + 4x + 3) = 0, logo a propriedade (d) ndo se aplica. Como — 1 é raiz de x” +
x—>—1

ledex? + 4x + 3, estes polindmios sdo divisiveis por x + 1:

SHl=@+ D —x+ Dexr +4x+3=x+ D) (x+3).
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Assim
. ¥+ . ox2-x+1_3
lim ——— = lim —M—— =2,
x—>—-1x“+4x+3 x--1 x+3 2
pserve: lim x~|x+_\uomw Italque Xl xox al
e : - @ = — = T
?h xo-1 x+3 2 T s c+3 08
3 2
+ —
~2<x<0,x# —1;pelacbservacdo 3, lim |x|_H lim EHM ™
xo-1x2+4x+3 x5-1 x+3 2

I 39
EXEMPLO 10. Calcule lim xr A2

o2 x—2
Solugdo
x=2=x) - Q27 = Ax - 32) A +¥2x + Y1)

Assim

Segue

im 222 . ==
x—2 x—2 x>2 M_\.a|u+u)\m.x +M\N w&\N
O préximo exemplo mostra-nos que soma, produto e quociente de funcdes continuas so
continuas.

EXEMPLO 11. Sejam f, g continuas em p e k uma constante. Entdo f + g, kfe f - g séo
f

continuas em p; < também serd continua em p, desde que g (p) # 0.
4

Solucdo

Comofe gsdocontinuasemp, lim f(x)= f(p)e lim g(x)= g(p). Seguedas pro-

xX—=p xX—>p
priedades (a), (b) e (c¢) dos limites que

lim [f()+g]= lim f)+ lim gx)=f@) +gp)

x=p xX—=p xX—op
lim kf(x)=4% lim fx)=kf(p)
xX—>p X—=p

lim f(x)gx) = lim f(x) lim g(x)=f({p)gp)

x> p x—=p xX—>p
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logo. f + g, kfef- g sdo continuas em p.
Sendo g (p) # 0

lim % = 2
x—>p g(x) g(p)

f

logo = é também continua em p. . L 3

8

Deixamos a seu cargo verificar que se f1, f5, ..., f, (n = 2 natural) forem continuas em p,

entiof; + L+ ... + f,efi o f3 ..., f, também o serdo.

EXEMPLO 12. Toda fungdo polinomial é continua.
Solucdo
Sendo f uma fun¢do polinomial, existem » € N e nimeros reais a

o %

F@) =agpd +apx" "+

ot oa, 1 xta,

assim f é soma de fungdes continuas, logo f ¢ continua. | §

1

EXEMPLO 13. f dada por f(x)= 3x6 — = x5 + \2x + /3 & continua, pois se trata de

3

uma fungio polinomial. (Lembre-se: dizer que f¢é uma fungio continua equivale a dizer que
f é continua em todos os pontos de seu dominio.) & j

EXEMPLO 14. Toda fungdo racional € continua.

Solugdo

Sendo f uma funcdo racional, f = £ onde g e h sdo fungdes polinomiais. Assim, fé

h
continua em todo p que néo anula o denominador, isto €, f € continua. n
3x3 +6x +
EXEMPLO 15. f(x)= 32 rbxtl é continua em todo p # +3

x2 -3

Solugdo

fé uma fung@o racional, assim fé continua em todo p de seu dominio, isto €, f¢ continua }
emtodo p # */3. [

EXEMPLO 16. Prove que

lim f(x)=0 & lim |f(x)=0.

xop x—>p

.o, 4, tais que
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Solugdo
. _ vV e>0,38>0 tal que Vx € Dy
k_mvuw\caloﬁTA_TEAWUQQTO_AM
o Ve>0 36>0 tal que Vx € Dy
O0<lx—pl<é=11fx)I—0i<e
< lim If(x)1=0.
xX—>p ]
EXEMPLO 17. Prove que
lim f(x)=Le lim f(p+h) =L
xX—p h—->0
Solugao

Suponhamos lim f(x) = L; assim dado € > 0 existe 6 > 0 tal que
X>p

O0<lx—pl<é=21f(x)-LI<e

daf
0<Ihl<éd=20<l(p+h) —pl<é=2lfp+th -—Li<e
ou seja,
0<lrI<é=aIlfp+th-Li<e
Assim
lim f(p + A)= L.
h—>0
Verifique vocé a reciproca. ]

EXEMPLO 18. (Conservagdo do sinal.) Suponha que lim f(x)= L, com L > 0. Prove
que existe & > 0 tal que, V x € Dy, e

p—o6<x<p +.mi«#ﬁ = f(x)>0.

Solugao
Sendo lim f(x)= L, paratodo € > 0 dado existe § > 0 tal e_m,,qamb\_
xop
p—86<x<p+dx#*p>dL—-€e<f(x)<L+e

Para € = L, existe § > O tal que, Vx € b\.

p—O8<x<pt+éxFp=>L-L<fxy<L+L
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ou seja,

p—o6<x<p+é8x#*p=f>0

Exercicios 3.3

1. Calcule ¢ justifique.

a) lim x2 b) lim (3x + 1)
x—2 x—1
¢) lim (4x +1) d) lim 5
L ) x - 10
e) lim 50 £ lim (—x2 —2x+3)
x—=-9 x> =1
¢ lim /x my tim Yx
x—4 x—-3
2
- -9
i) lim 5 ;) lim =
x> -8 x53 x—3
2 2
|© |©
H lim —= m) lim ——
x—3 x+3 x=-1 x—3
4x? -1 x -1
n) lim ———— o) tim Jr-t
ro 2x —1 xo1 x—1
2
R 9x2 —1 . )\Ml&@
p) lim ———— g) im ——
IH 3x +1 x—3 x—3
X = 3
— 33 I»\M
r) lim E 5) im ﬁ
x—3 klw. x—>2 x—2
2 +3x—1 Ik —1
D tim W lim ——
x=0  xt+2 x> 2% +3 =5

2. Determine L para que a fungio dada seja continua no ponto dado. Justifique.

Sk R
@ f=45-2 =7 em p=2
L se x =2
Jr -3
b) flx)= |||Ix|u se x #3 em p=3
L se x=3
/\Ml)\w se x#5
PO oS L x
=1 Jx+5 410 em p=35
L se x =95
2+ x %1
3. f(x)=19 x+1 e ¢ continua em —1?7E em 0? Por qué?
2 se x =—1

fGx+h) - f(x)

que existe § > 0 tal que
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4. Calcule lim ~————————— sendo fdada por
B0 h
2
a)f()=x By f() =27 +x
o fx) = w DFX) = =2 + 2
e} \C&HM Nf&E)=3x+1
5. Calcule.
3
. x° +1 3442
@) lim — p) m —r X
x—>-1x°—1 x50 323 +x* +x
3 _ .3
o) lim (x% + 3xh) d) fim &R T
h—o0 h—0 h
2 kT —
. x* =9 Afx =3
e) lim S— Hlim X2 (20
=3 x°+9 xX->p X—Pp
47 4l 3 2
N —5x% +8x —
¢) lim ip (p #0) By lim X +8x—4
x—>p X =p x—=2 HA‘MHI@
3 _ I
- x -1 fx —+
D lim ——— P)lim XN
x>l x¥+3x—4 klvq\<__k+.u\é..,—b
3_ 53 4 4
. X -
0 tim £ m) lim ——L
x—>p X—Pp x=p X—p
X = pht i —nf
) lim ——— (4 > 0 natural) 0) lim — %
x—>p X—p Xx—>p x—p
1_1
) lim X 2 @) lim Eo:an \«H»HW
x—>2 x—2 xX-=>p xX—=p X
. gx) —g(p) 1 . +h) —
r) lim Lﬁhozan wC&H'» s) lim Eosam %A.«VHXMI.&»
x—=p X—Pp X h—0 h
6. Prove que existe 8 > 0 tal que
_|mAHAH+mHvN1WAm+kA w+w.
7. Prove que existe & > 0 tal que
S+
I—b<x<ltomo-tacX T3 51
2 X+l 2
8. Sejam fe g definidas em R com g (x) # O para todo x. Suponha que lim S = 0. Prove
x—p g(x)

O<lx—pl<d=I1f)I<ig®)l




82  Um Curso de Cdlculo — Vol. 1 Limite e Continuidade 83

9. Suponha que lim f(x) = L. Prove que existem r > 0, a € S tais que, para todo x € Dy, Suponhamos, agora, que exista um real a tal que Ja, pf C Dy. Definimos

X—>p
O<Ilx—pl<r=a<f®<B lim f(x)=L <

x2P

Ve>0,38>0tal que
p—o6<x<p=If(x)—Ll<e
Interprete graficamente.

O niimero L, quando existe, denomina-se limite lateral a esquerda de f, em p.
10. Suponha que lim f{x) = L. Prove que existem r > 0 e M > 0 tais que, para todo x € Uw. 5
xX—p

O<ix—pl<r=Ifx)lsM.

1. Prove: lim f(x)=L < lim [f(x)=L]=0 Quando x tende a p, pela esquerda, f (x) tende a L:

xX—p xX—=p ¢
lim f(x)=1L
12.Prove: lim f(x)=L & lim |f(x)—LI=0. x> p—
X—=p xop
X
13. Prove: lim bACY, =0 & lim |§PHO,
x=>p X—Pp ,«Iw.u_.HI.B_

E uma conseqiiéncia imediata das defini¢des de limite e de limites laterais que se

14. Suponha que existe r > Otal que f(x) = Opara0 < lx — pl<reque lim f(x)= L Prove lim g(x) = Lese paraalgumr > 0, f(x) = g (x) em ]p, p + r{, entdo

que L = 0. x=p 1xop
lim f(x)= lim g(x) = L. Seocorrerf(x) = g (x)em |p — r, p, entdo
(Sugestdo: Suponha L < 0 e use a conservacao do sinal.) x> p xX—p
lim f(x)= lim g() =L
15. Suponha f continua em R e f (x) = 0 para todo x racional. Prove que f (x) = 0 para todo x. = p x-p

EXEMPLO 1. Calcule lim f(x)e lim f(x), sendo f(x)=

x->1 xo 1

x2 se x<l
2x se x>1.

3.4. LIMITES LATERAIS

Solugdo
Sejam f uma fung¢éo, p um niimero real e suponhamos que existe b tal que ] p, b [ C Dy. | .«:LBT f@= R_HMJ x=2e x:iB_\ fo= «_Wﬂ oL [ ]
Definimos: .

EXEMPLO 2. Calcule =E+ E e lim_ E
lim f(x)=L & x>0t x x50 X
x—p*

Ve>0,38>0tal que
p<x<p+dé=If(x)-Lli<e
Solugdo

O niimero L, quando existe, denomina-se limite lateral a direita de f, em p. Ll | >0
x ﬁ se x

X 1 sex<0.
. I x1 . . fx| .
lim —=lml=1le lim —=lim —1=-1. [ ]
r—=0t X x—0 x>0 X x—0

Teorema. Sejam fuma fungio, p um nimero real e suponhamos que existam a e b

uando x tende a p, pela direita, . . . -
Q * P b f&® tais que Ja, p[ € Ip, bl estejam contidos em b\. Entéo,

tendea L: lim f(x)=1L
x— .u+ . ..
S admite limites laterais & direita e 4 esquerda em p

lim f(x)=L & qe lim f(x)= lim f(x)=L

xr—=p xX>p xX=p
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Demonstragdo. Deixamos para o leitor. '

Observacoes

1.Se lim f(x)e lim f(x) existirem e forem diferentes, entdo lim f(x) ndo existir4. {

x> p* x—p- X—=p

2. Se existirem a ¢ b tais que Ja, p[ e lp, b[ estejam contidos em U\, e se, em p, um dos }

limites laterais ndo existir, entdo lim f(x) ndo existird.
X = _E
3. Se existirem reais r > O e b tais que Jp, b[ C Dre p—rplNDe= ¢, entdo

lim f(x) = lim f(x), desde que o limite lateral 4 direita exista. Se ocorrer
X p x—p*

b, pl C an p.pt N U& = ¢, entio lim f(x) = lim f(x), desde que o limite

xX—op x—op
lateral & esquerda exista.

x| . A
EXEMPLO 3. lim —— existe? Por qué?
x>0 x
Solugdo
I x1 . . x| .
lim — = lim 1=1 ¢ lim = Jim —1=—1
x—-0t X x—0 x>0 X x—0
. x| . . Ixl . ;
Como lim ——# lim , segue que lim —— ndo existe. '
x -0 X x -0° x>0 X

Exercicios 3.4

1. Calcule, caso exista. Se ndo existir, justifique.

Ix — fx— 11
a) lim ——— _: by lim — _
x=-1 x— R U
. flx) — f _Jx+Tlse x=1
nva_wad P onde f(x) = 3r  so x<l
— Clx—11
d) lim ~x ) lim ——— _
x—0 x>l X
o J) = fO) C[x+1sex=1
\v‘«rws_ x—1 onde f(x) = 2x se x <1
2
—-2x+1 Jx — 11
x> 2" x— x—>3 x -
I (¢ B L)) x? se x<1
lim L2 ond =
&xum_wu x =1 onde f(x) 2x —1se x>1

x se x=2

Lo 8(x) —8(2) —d 42
plim T MRS e
-g2
I} lim E sendo g a fungdo do item (;)
x =27 x—2
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x)— g2
m) hm E onde g ¢ a fungdo do item (§)
x—2" x -2
2. A afirmagdo

« lim f(x)= lim f(x) = f continua em p”
x-op x—p

é falsa ou verdadeira? Justifique.

x2 —3x+2

3. Dadaafungdo f(x) = , verifiqueque lim f(x) = lim f(x). Pergunta-se:

x =1 x-1F x—o 1
fé continua em 17 Por qué?
4. Dé exemplo de uma funcio definida em R, que ndo seja continua em 2, mas que

lim f(x)= lim f(x).

x—2" x—27

5. Suponha que exista r > O tal que f(x) = Oparap < x <p + r.Proveque lim f(x) = Odesde
que o limite exista. x=p

6. Sejam f uma funcdo definida num intervalo aberto [ ¢ p € I. Suponha que f (x) < f (p) para

todo x € I. Prove que lim S = fp) = 0 desde que o limite exista.
xX—>p X —p
(Sugestdo: estude os sinais de  lim PG i) e de lim f@ = 1P
x—=p* xX=p x—=p x—p

3.5. LIMITE DE FUNCAO COMPOSTA

Sejam fe g duas fungdes tais que Imf C D, onde Imf € a imagem de f, ou seja,
Imf={fx)IxE bﬁ.. Nosso objetivo é estudar o limite

lim g(f(x)).

x> p

Supondo que lim f(x)= a é razodvel esperar que
X—=p

0) lim g (f(x))= lim g(x)

X—->p U—a

desde que lim g(u) exista (observe: u = f(x); u — a para x — p). Veremos que (1) se
U—=da

verifica se g for continua em a ou se g néio estiver definida em a. Veremos, ainda, que se g

estiver definida em a, mas ndo for continuaema ( lim g(u) # g (a)) (D) se verificara desde
u—a

que ocorra f (x) # a para x proximo de p. Os casos que interessario ao curso sdo aque-

les em que g ou ¢ continua em @ ou nido estd definida em a. O quadro que apresenta-

“uom a seguir mostra como iremos trabalhar com o limite de fungio composta no calcu-

o de limites.
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. Yx+2-1
lim F(x)=7? EXEMPLO 3. Caleule lim ~————.

X—=>p

; ~ c p « ao
Suponhamos que existam fungdes g (1) e u = f(x), onde g ou € continua em a ou néo Solug

esta definida em g, tais que Fagamos # = M\Hh assim x = 5 — 2.
F(x)y=g(uyondeu = f(x),x € U& lim f(x)=a (u— aparax— p)

xop

Yx+2-1_ u—1

cu=3x+2, x#—1.

eque lim g(u) exista. Entdo x+1 w—1
u->a
lim F(x)= lim g(u). fim X271 w-l
xop Uu—a x—-—1 x+1 u—1 kulw
. u—1
= lim

Vamos antecipar alguns exemplos e deixar para o final da se¢éo a demonstragio da va-] uol =D @ +u+1

lidade de Q). 1

W | =

2 _
EXEMPLO 1. Calcule lim |5+ Assim,

x-1 .N|_.

u)‘x+NIHHH

Solucédo lim —. [ ]
x—--1 x+1 3
,.HN -1 - HN -1 . _ ~ s 2 __ r2
/\| =+Ju ondeu=-——, x> —-1,x# 1. EXEMPLO 4. Se lim f(x)= L, entdo lim [f(x)} = L~
x—1 x—1 xX—p xX—=p
2 _ Solugéo
lim a|_ =2eg(u)= “u é continua em 2.
¥o1 x =1 Como h () = u” é continua (veja Exemplo 7-3.2)
Assim,
_ lim [f(x))? = lim #2 =12 .
=~2. 1 xop u— L
b EXEMPLO 5. Suponha g (x) # 0, para todo x € @m, L#0e lim g(x)= L Prove que
. 3=xH*-16 xop
EXEMPLO 2. Calcule lim —————.
x -1 x> —1 lim 1 _ F
Solugdo x-p g(x) L
Facamos u = 3 — x°; assim Solugdo
— 334 — 4 _ 1 1
G=x)" 16 _u Hm.aoaznwlam,x%_‘ — = ondeu=g(x),xED,
B 2—u g(x) u

1
Para x — 1, u — 2. Entéo: Como h(u) = — é continua em todo u # 0 (veja Exercicio 2-3.2), segue-se que
u

@3-t -6 ut-16 1 _ . 11
lim 3 = lim lim —— = lim —=—,
x—1 x> =1 u—-2 2—u x—p gx) u-Lu L
e =D+ 2+ 4)
= lim — Observaciio. Se lim g (x) = L, L # 0, pela conservagio do sinal, existe r > 0 tal que
-2 2—u ] x5 p
=— lim (u+ 2)(u? + 4)=-32. »;

w?v%cvﬁch_xIM_AsHmUw.

u—-2
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Como o conceito de limite é um conceito local, segue-se que a hipétese g (x) # 0 q
aparece no Exemplo S € dispensédvel. Assim, 3

. . 1 1
Im g(x)=LL#0 = lim —.
xXop x—p gx) L

Vamos, agora, demonstrar (T) no caso em que g é continua em a.

Teorema 1. Sejam fe g duas fungdes tais que Imf C D,.Se lim f(x)=aegcon- -
tinua em a, entio, =P
lim g(f(x)= lim g(u).

X—->p u-a

Demonstracdo

Sendo g continua em a, lim g (u) = g (). Precisamos provar que, para todo € > v
dado, existe & > 0 tal que u—oa

O0<lx—pl<dg@-—-e<gf)<g@ +e
Como g € continua em a, dado € > 0, existe 8, > 0 tal que

®@ a—8 <u<a+§ = gla)— e<g(u) <gla+ e

Como lim f(x) = a, para o 8, > 0 acima existe § > 0 tal que
xX—=p

® O0<Ix—pl<é=a—-§ <f(x)<a+§.

De (2) e @) segue-se que
O0<lx—pl<d= g@—€e<gfx)N<g(a+e

Observagdo. O teorema acima conta-nos que, se g for continua em ae lim f(x) = a3

xX—=p
entdo lim g (f(x)) = g(a) = g( lim f(x)), o que nos mostra que os simbolos lim eg
x—>p x>p x—>p )
podem ser permutados em lim g (f (x)):
X—=p
lim g(f(x)) = g( lim f(x)).
xX-op X=>p

O préximo exemplo nos diz que composta de fungdes continuas é continua.

EXEMPLO 6. Sejam f ¢ g tais que Imf C D,. Se f for continua em p e g continua em f Qv,w

entdo a composta 4 (x) = g (f(x)) serd continua em p.
Solugdo

lim g(f(x)} =g (lim f(x) =g @)

xX—-p xX—p

logo, i (x) = g (f (x)) é continua em p. LE
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Teorema 2. Sejam f ¢ g duas fungdes tais que Imf C D, lim f(x) =ae
xX—op
lim g (#) = L. Nestas condigdes, se existir um r > 0 tal que f (x) # a para
u—a

0<lx—pi<rrentdio lim g (f(x))existirde
xX—op
lim g(f(x)= lim g(u).
xX-op u—a
Demonstragdo

Como lim g (u) = L, dado € > 0, existe §; > 0 tal que

xX—=a
® 0<lu—al<é =>lgw—Li<e
Como :E.Q\CQ = a, para o 6; > 0 acima existe 8, > 0 tal que
X -
o) 0<lx—pl<d =I1f(x)—al <8

Tomando-se 8 = min {§,, r}, segue de (2 e da hipétese
® 0<lx=pl<d=20<Ifix)—al<é.
De ® e @ resulta
O0<Ilx—pl<d=lgfx) ~Li<e
Assim,

lim g(f(x)) =L= lim g (u). |

X p u—a

Observacdo. Se g nao estiver definida em a, segue-se da hipétese Imf C D, que fx)#a
paratodo x € Dy Assim, neste caso, a condigdo “existe » > 0 tal que f (x) # a para
0 <lx — pl <r”édispensdvel. Entretanto, se g estiver definida em a, mas nio for continua
em g, tal condi¢io € indispensdvel como mostra o préximo exemplo.

+ #1
EXEMPLO 7. Sejam f e g definidas em R € dadas por f(x) = 1 e g(#) = ﬁm ! MM WH 1

Temos

lim f(x)=1e lim g (u) = 2.

xX—p u—1
Como g (f(x)) = 3 para todo x, segue que

lim g (f(x) # lim g (u).

x—p u—1

Este fato ocorre em virtude de ndo estar satisfeita a condigdo “existe r > 0 tal que f(x) #
lparaQ <lx —pt<r. u
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Exercicios 3.5

1. Calcule
34 )\H~+ulm
@ tim 3L b) lim Y=
xo-1{ x+1 P xe =1
) x+7 -2 . 3x+5 -2
¢) lim N d) lim ——————
x—=1 x—1 x=1 x- =1
. . . fx)
2. Seja f definida R. Suponha que lim = 1. Calcule
x>0 X
2
@ tim L82 by tim L
x>0 X x>0 X
2 -1 7
o tim L2 2D 4y tim L2
x—1 x—1 =0 3x
fx)— f(p)

3. Sejafdefinida em R ¢ seja p um real dado. Suponha que  lim
xX—=p xX—=p

flp+ 1) — fp) fp +3h) — f(p)

a) lim b) lim
h—0 h h—0 h

¢ Tim flp+h)— flp—h) d) lim flp—h)— f(p)
-0 h h—0 h

= L. Calcule :

3.6. TEOREMA DO CONFRONTO

Teorema (do confronto). Sejam \ g, h trés fungGes e suponthamos que exista r > 0
tal que

fO=gX=h
para 0 < lx — pl <r. Nestas condigdes, se

lim f(x)=L= lim A(x)
X—>p xXop
entao
lim g(x)=L.

Xop

Demonstragdo. (Veja Segdo 3.9.)
EXEMPLO 1. Seja f uma fungéo e suponha que para todo x

L)< %2
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a) Calcule, caso exista, Hm f(x).
x>0

p) £ é continua em 07 Por qué?

Solucdo
) If (x) | Mkm & I\«N = f(x) MRN.
Como :Eo ~-x=0= :Eo 2 segue do teorema do confronto que
x— x =
lim f(x)=0.
x>0

b) Segue de (@) que f'serd continua em 0 se £(0) = 0. Pela hipédtese, | f(x) | < 2 para todo
x, logo, | f(0) | = O e, portanto, £ (0) = 0. Assim,

lim f(x) =0 = f(0),

x—-0

ou seja, f € continua em 0. ™

O préximo exemplo nos diz que se f tiver limite 0 em p e se g for limitada, entdo o pro-
duto f - g terd limite 0 em p.

EXEMPL.O 2, Sejam fe g duas fungdes com mesmo dominio A tais que lim f(x) = Oe
x-op
I g (x) | = M para todo x em A, onde M > 0 € um niimero real fixo. Prove que

lim fx)g(x)=0.
xX—>p
Solucao
@ egm@I=1f@llgxIsMIfx)l
para todo x em A. Daf, para todoxem A

“Mif)I<fx)gx)=MIf(x)l
De lim f(x) =Osegueque lim MIf(x)|=0e lim —MIf(x)] = 0.Pelo teorema

X=>p xX—>p xX-op
do confronto
lim f(x) g(x)=0. ]
xX—-p

EXEMPLO 3. 2 _J] 1 sexEQ
O 3. Calcule x:M:o X~ g (x)onde g(x) Alﬂ % &0

Solugao

Edo X = 0; como :EQ g (x) ndo existe (verifique) ndo podemos aplicar a propriedade
X = x—

relativa a limite de um produto de fun¢des. Entretanto, como g € limitada, (I g (x) | < 1 para

todox)e lim X = 0, pelo exemplo anterior
x>0
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Exercicios 3.6

Jimitada

lim ¥* /g (x)} = 0.

x—0

0 -

m
x“ =1
. Seja fuma fungo definida em R tal que para todo x # 1, -+ flx) < IIIH
¥ —
cule lim f(x) e justifique.
x=1

. Seja f definida em R e tal que, para todo x, | f(x) — 31 =< 21x — 1. Calcule lim f(x)

x—1
justifique.
4 . g(x)
. Suponha que, paratodox,} g (x) | < x". Calcule lim .
x—>0 X
i . r .
. a) Verifique que lim sen — ndo existe.
x>0 X
. . 1 .
b) Calcule, caso exista, lim x sen —. (Justifique.)
x—>0 X
- f(0
. Calcule, caso exista, lim E onde f é dada por
x—=0 x—0
2 1 X sen 1 sex#0
a) f(x) = X mnzﬂ sex #0 b) f(x) = L
0 sex=0 0 se x =90

Sejam fe g duas fungdes definidas em R e tais que, para todo x, [g (0)]* + [f(0]* = 4. Cale
e justifique.

a) lim x3 g(x) b) lim f(x) Yx2 -9
x—0 x—=3
. Seja fdefinida em R e suponha que existe M > O tal que, paratodo x, |f (x) —f (P} <M lx
P 2.
a) Mostre que f € continua em p.

b) Calcule, caso exista, lim E
xX—op X—p

. Sejam g, b, c reais fixos e suponha que, paratodo x, la + bx + Q.m_ < |x _u. Provequea =5 =4
c=0.

. Prove: lim f(x)=L = hm [f(x)I=1ILI.

x—o>p x> p

(Sugestdo: verifique que | 1 f (x) | — | LI < | f(x) — L|e aplique o teorema do confronto.) §
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10. A afirmagdo

“Hm If(x)I=ILt = lim f(x)=L"
xX—p x—op
¢ falsa ou verdadeira? Por qué?

11. Dé exemplo de uma fungdo ftal que lim | f(x)| existe, mas lim f(x) ndo exista.
X—=>p X p

k h
12. Prove: lim Euc < lim EAC) =0,
h—>0 h h=0 lhl

3.7. CONTINUIDADE DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Lembrando que sen (~x) = —sen x, segue da propriedade (5) da Se¢o 2.2, que existe r >0
tal que, para todo x, com | x | <7,

0] Isenxi=<ixl.

(Interprete geometricamente esta desigualdade.)
Vamos, agora, utilizar () para mostrar que

®@ Isenx —senpl=<|x—p]

paralx — p 1 < 2r. Temos

Isenx —senpl =12 mgaMﬁ oOmxwu_Hm_mnstu:ncm\«._m..c_.
De _nOm\«w}Mr segue
® !senx —senpl =<2 Isen xw.f.
De (D segue que, paralx — p| < 2r.
@ Isen L= 222
2 2

De B e @) resulta
Isenx —senpl<six—pl

paralx — pi<<2r.
Fica a seu cargo mostrar que

® lcosx —cospl=<lx—pl

paralx — p| < 2r.
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Teorema. As funcdes sen e cos sdo continuas.

Demonstracdo
Seja p um real qualquer. Por (2),
Isenx —senpl<lx—pl

paralx — p [ <2r.Como lim (x — p) =0, segue, do teorema do confronto, que
xop

lim (sen x —sen p)=0,
Xop

ou seja,

lim sen x =sen p.
xX—op

Logo, sen x é continua em p. Como p foi tomado de modo arbitrario, resulta que sen x é}
continua em todo p real, isto €, sen x é uma funcfo continua. Fica a seu cargo a demonstra-}
¢do da continuidade da fun¢éo cos.

Deixamos a seu cargo provar, como exercicio, que as fungdes tg, sec, cotg € cosec s3]
também, continuas. 1

3.8. O LIMITE FUNDAMENTAL lim 5S¢0 X

x—-0 X

Pela propriedade (5) da Segédo 2.2 (veja justificagdo geométrica ao final da se¢io) mimﬁm

r >0 tal que
O<senx<x<tgx
para 0 < x < r. Dividindo por sen x

\«AH

s€n x COs x

1<

¢, portanto, para 0 <x <r,

sen x

cos x < <1.

Por outro lado,

—r<x<0=20<x<r=cos(~x)<

sen (—x) <1

X
sen (—x) _ senx

Como cos (—x) = cos xe ————= ,
—x x

sen x
X

—r<x<0=cosx< <1.
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Assim, para todo x, como 0 < lx | <r,

s€n x
X

cos x < < 1.

Como lim cosx = 1= lim I, pelo teorema do confronto,
x—0 x—0

. sen x
lim =1
x>0 X

Observe que, para médulo de x suficientemente pequeno, SN Y = 1oux=senx. Inter-
X
prete geometricamente.
. sen 5x
EXEMPLO 1. Calcule lim ———.
x>0 X
Solugdo
T 5x _ lim 5.0 5x _ lim 536 _ 5,
x—-0 X x>0 M.M u->0 u
u
ou seja,
lim sen Sx =5 .
x>0 X
EXEMPLO 2. Calcule lim -2
x—0 X
Solugdo
. 1l—cosx . l1—cos?x 1 . senx 1 1
lim ———= lim 3 : =lm —————=_,
xo0  x2 x—0 X l+cosx x-0 x I+cosx 2
pois, lim EHHn lim _ ! =
Txo0 x2 x50 1l+cosx 2

Justificacdo geométrica du propriedade (5) da Segéo 2.2:
drea AOAP = mmM X ¢ drea AOAT = pm% (Veja figura na pdgina seguinte.)

Por uma regra de trés simples calculamos a drea « do setor circular OAP:
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27rrad — drea 7

mX X 1
===
27 2
xrad — area «
. . X -1 Q
Portanto, area do setor circular OAP = 3
Assim, para 0 < x < W (x é a medida em rad do arco AP),
senx _x tg x
2 2 2
ou
sen x < x <tgux.
Exercicios 3.8
1. Calcule.
, tg x . X
a) lim — b) lim
-0 X x—0 sen x
3
) lim =22% 4y lim —2%
x—0 X x=a X — T
2 2
x 3
e) lim f) lim —————
x-»0 Sen x x— 0 tg x sen x
tg 3x 1—cos x
g) lim L2 k) lim ———
x>0 sen 4x x>0 X
o 1—sen x o 1
i lim ——— j) lim x sen —
X = s 2x—m x—0 x
2
2 2
t - sen —
Iy lim ﬁ¢ p#0 my lim SR P
x—p X5 —p xX>p X=p
2, N 1
. sen (x Mu sen M . X+ sen x
n) lim . 0) lim 3
x—0 X x>0 X° —sen x
. x—tgx . sen mx
p) lim g) lim

x—0 x+tgx

2. a) Prove que existe r > 0 tal que

cosx — 1<

para) <ixl<r.

X —sen x

b) Calcule lim 5

x>0 X

sen x

X

-1<0
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3. Calcule.
. senx—senp o
o) lim ————F b) lim COS X — oS p
x2p x=r xop x—p
tgx —t sec x — s
o lim S~ _EP d) lim ==X %CP
x—p X —p x> p xX—p

3.9. PROPRIEDADES OPERATORIAS. DEMONSTRACAO DO
TEOREMA DO CONFRONTO

Teorema. Se k for uma constante, lim f(x)= L e lim g(x)= L,, entio
xX=>p X—=>p

a) lim [f(x)+gx)) =L+ L = lim f(x)+ lim gx).

H'v»ﬁy Rlvﬁ \ﬂlv“
by hm kf(x) = kL =k lim f(x).
xX->p xX->p
¢) lim f(x)g(x)=LL; = lim f(x) lim g(x).
X—>p X—>>p X=>p
d) lim S Hhammaon,:of # 0.

x—-p gx) L

Demonstrag¢do

a)lf(+gx)—(L+LPI<If(x) — LI+1g(x) — L, . Dahipétese, dado € > 0, existe
6> 0 tal que

[fx)—LI<<
0<Ix—pl<s = 2
lgC) = Iyl < -

O0<lx=—plI<éd=Ii[f+gWI-L+L)I<e
b)Se k = 0, kf (x) = 0 para todo x € Dy, logo

lim k() =0=k lim fx).

r—p xX—=p

Se k # 0, dado € > 0, existe 5 > 0 tal que

oA_a;EAmU_x@TEA_an_
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dai
O0<lx—pl<é&=lkf(x) —kLI<e.

Af@e®= 4 [(fF® + g ) — (f(x) — g ()] (verifique).

SN

lim [F() + g = [ lim (F() + g I = (L + L,)? (veja Exemplo 4-3.5) |

x> p x> p 3

. - 2_ ¢ _ 2_ g 132 ~
Jim, U0 =8O = Lim ¢~ g0 = €= EXTENSOES DO CONCEITO
Dai
- i fwp @ L@ L R @, DE LIMITE
LS Lt _L
Sx_w:u wglx_w:nib &(x) L L L

Demonstracdo. (Veja Exemplo 5 da Secido 3.5.)
4.1. LIMITES NO INFINITO

Demonstragdo (do Teorema do Confronto).

. . Nosso objetivo, nesta se¢do, é dar um significado para os simbolos
Como, por hipétese, lim f(x) =L = lim £ (x), dado € > 0, existem 8, >0e8,> Otai

x> p x->p lim f(x)=L
que x>+
0<ix—pl<8 =L—e<f(x)<L+e (leia: limite de f (x), para x tendendo a mais infinito, é igual a L) e
lim f(x)=L
€ = —%

O<lx—pl<®H=>L-e<hm<L+e Defini¢do 1. Seja f uma fungio e suponhamos que exista a tal que Ja, +f C Dy.

Definimos
Tomando-se 8 = min {8, 85, r} vem:
Ve>0,36>0,comd > q,tal que

O0<lx—pl<éaL—-e<fOsgsh)<L+e lim f(x)=L o

¥ t® x>8=>L-e< f(x)<L+e
logo
0<Ix—pl<d=>L—-e<gx@<L +e,
ou seja,
lim g(x)=L.
xX=>p

‘ ; Oomimmcm.w&»\c:&?nmmoom:vo::ma:om@goimﬁmngnzm_\oﬁ&ﬂ Dy.
‘ Definimos




100 Um Curso de Cdlculo — Vol. 1

Y e>0,38>0,com—6<agq,tal que

lim f(x)=L

x——®

x<—-8=>L—-e<f(x)<L+e

. 1 .
EXEMPLO 1. Caicule lim — e justifique.
x—+% X
Solucdo
1 . 1
Quanto major o valor de x, mais proximo de zero estard —: lim —=0.
X x—>+» X
Justificacdo
1
Dado € > 0 e tomando-se 6 = —
€
x> 86=20< 1 < €
X
e, portanto,
HVmHvolmAWAo+m.
X
. 1
Logo, lim —=0.
x—=+% X

0+¢€

O-¢€

Deixamos para o leitor as demonstragdes dos seguintes teoremas:

Teorema 1. Sejam f e g duas fungdes tais que InfC D, e lim f(x)=a

x =+

a) Se g for continua em g, entdo

lim g(f(x))= lim g().

x> +» u->a

b) Se g ndo estiver definidaema e se lim g(u) existir, entdo

w—a

lim g(f(x))= lim g(u).

X +» u—a
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Teorema 2. Seja k uma constante e suponhamos que lim  f(x) =L
X —+x
e lim g(x)=L;. Entdo
x—>+=
a) lim [f+gx]=L+L,.
x> +®
b) lim Af(x)=4k lim f(x)=kL.
x>+ x>+
c) lim f(x)gwx)=1LL;.
X -t
d) lim ACI N ha desdeque L; # 0.
xo+w g(x) L

Observamos que os teoremas acima continuam validos se substituirmos “x — +%” por
3 —o0?
X —> .

. 1
EXEMPLO 2. Calcule lim - onde n > (0 é um niimero natural dado.
xX—+w X

Solucdo

n
lim Fn lim mhw = lim u" =

x—+x x" x—>+xe\X u—>0
5, 4
EXEMPLO 3. Calcule lim ~ % 1
x 4w 2x° + x 41
Solugdo

Vamos colocar em evidéncia a mais alta poténcia de x que ocorre no numerador e proceder
da mesma forma no denominador. Deste modo, irdo aparecer no denominador e numerador

. 1 o .
expressdes do tipo — que tendem a zero para x — +%, o que poderd facilitar o célculo do
X
limite.
11 1 1
5
|1+ —~+ = -+
. .«w.T.N&lTM . x HMH— ) HnT.HlTHu 1
lim S5 = lim = lim —= .
1o+ 2x2 +x+1 x5+w 5 1 1 X o 4% 1 1 2
N2+t 2+ +— -
x x x X
Exercicios 4.1
1. Calcule.
. I 1
a) lim — b) lim -
x—>+% x X=>—%x X
. 1 3 1
¢) lim _m+|+|mw d lim [2-——]
X —=—» X x X —+x X
2x +1
e) lim i H lim E

x40 x+3
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i ) lim x2 —2x+3 B tim Sx4 —2x+1 4.2. LIMITES INFINITOS
] 1 T a— S S
: & x—o—% 342 +x+1 x> +x 4x* +3x+2
N 2¢3 +1 Definicéio 1. Suponhamos que exista a tal que Ja, +o[ C Dy Definimos
) lim ——— 5 lim

x> 4w x2 +3x+1 xo>—= xt +2x+3

2 x

Ve>0,38>0,com 8> q,tal que
(@ lm f(x)=+x &

. m = 1 oC
@awﬁoo/‘m...k Eu\«wa_woow&w+w Xt x>86= f(x)>e
> >
21 Ao ) . Ve>0,38>0, com b > q, tal que
n  lim ~——— 0) lim ——— ) lim f(x)= &
x—o>+e 3x+2 X =+ z\xm+.«+H x> +® x>6= f(x)<-—e
) oam YEx yotm
P . T 213 D e Jx Definicdo 2. Sejam f uma fungéo, p um nimero real e suponhamos que exista b tal
- que ]p, bf C D;. Definimos
M lim [x—x? +1] $) lim [Jx+1 —x+3]
¥t ¥ =+ Ve>0,36>0, comp+ 8<b,tal que
E.:+ f(x)=+> &
i X p
2. Sejam fe g definidas em [a, + @[ e aisque lim L2 =0, lim g(x)=0eg () %0 p<x<pté=fn>e
x>+ g(x) X +® 4 ¥
J.,. para todo x = a. Calcule, caso exista, lim  f(x).

X+

. 2 +3x-1
3. a)Calcule Jim T3
x> +x 2x° —6x +1

b) Mostre que existe r > 0 tal que

" |

1 2 4+3x -1 3
HVva'A.w|A|
4 2x’ —6x+1 4

Deixamos a seu cargo definir :B+ fx)=—o, lim f(x)=-+0, lim f(x) = —x,

+3 i-op X —x x——o
i x . . . .
4. a) Calcule :E. 5 .o im_ f(x)=+=, lim_ fQ)=—c, lim f(x)=+xe lim f(x)= -,
, x—>+» x7 +2x—1 1op xop x=3p x> p
b) Mostre que existe r > 0 tal que 1
EXEMPLO 1. Calcule lim — e justifique.
x>0t x
x+3 1
xZr=20 7——m— < —,

B H+2x-1 2 Solugao

j 5. Sejam fe g definidas em [a, +[ ¢ tais que f(x) > 0 e g (x) > 0 para todo x = a. Suponha que 1 1 1 1
. fW) : . x|l = = — — —0
lim = L, L > 0. Prove que existe r > 0, r > g, tal que para todox > r 2 10 100 1000
x—+x g{x)
1
T8 < fl)<— g x
2 2
‘N
Concluadai quese lim g(x)=0, entdo lim f(x)=0.
x>+ x> +» 1
lim — =+
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Justificagdo Y

Dado € > 0 e tomando-se 6 = w
€

1
0<x<é=>—>c¢
x
Logo,
. 1
lim — =+
x—=0t x

EXEMPLO 2. Calcule lim x e justifique.

X =+
Solugdo
Dado € > 0 e tomando-se 6 = €

x>86=>x> e

Logo,
lim x = +toc.
X =+
Teorema
lim f(x)=+® lm [f(x)+gx)]=+x
X —+w x>t
a) =
lim g(x)=+x lim f(x)g(x)=+=
x = +oo x5+
lim f(x)=L, L real, lim f(x)gx)=+> selL>0
x = +x X = +>
b) = 9
lim g(x)=-+x lim f(x)g(x)=—» selL<0
x — tw x = +»
lim f(x)=—x
x> +x
c) = lim fx)gx)=—=
lim g (x)=+= X >+
X =+
liim f(x)= L, Lreal,
x> tx
d) = lim [f()+gx]=+x
lim g(x)=+x X -t
x—+>
lim f(x)=L, Lreal,
xX—+x
€) = lim [f()+gx)]=—=
lim g(x)=—-= X +®
X — +x
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Lim f(x)=—0% lim [f(x)+g(x)]=—
x> +x X +x
N =
lim g(x)=—0o% lim f(x)g(x)=+x
x>+ X = t+>
lim f(x)=L, Lreal, lim f(x)g(x)=—-° seL>0
x—t+t» X =t
g =
lim g(x)=-—= lim fx)g(x)=+x seL<O.
x—+® x— +w

Demonstracdo. Para as demonstragdes de (a) e (b), veja os Exemplos 13 € 14. As demons-
tragdes dos demais itens ficam a cargo do leitor. n

Observamos que o teorema anterior continua valido se substituirmos “x — +” por
“y — —” ou por “x — p*” ou por “x — p~” ou por “x — p”.

Observacdo. O teorema anterior sugere-nos como operar com os simbolos +o e —o:
oo+ (+0) = 400, 00 + (=) = =00, L+ (+) = +wse L >0, L - (+3) = —c
se L<O0,L-(—%)=—xseL>0,L-(—%)=+x0se L<O,L+ (+%) = +xse L €ER,
L+(—x)=—xse LER, 490 (+2) = +o, (—x) - (—%) = +xg +0o  (—%) = —o0,

Indeterminagdes
oo — (+), —20 = (—0), 00, 2 0 1% 00
© 0
EXEMPLO 3. Calcule lim x2.
X —+»
Solugdo
lim x2= lim x-x=+.
x— +® x = +ee u

EXEMPLO 4. Calcule lim G\«N = 5x+2).

X —+x
Solu¢do
lim (3x —5x+2)= lim HMTIMJTﬁ =403 = 4o,
x>+ x— +o® x  x?
»
3 —
EXEMPLO 5. Calcule  lim 12X L
xo+% 2x2 + x+1
Solucao
3 1 3 1
HuT+‘IJg A
:.E {gw = lim RM Hw = lim HEH:TOOF“ATS
x>+x2x2 + x+1 x$+8kN_HM+F+FMH_ x>+ N+W+%m 2 .
X X X X u
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O préximo exemplo conta-nos que, se f(x) tende a zero parax — >u+ esef(x) > 0, entdo HMESE\O 9. Sejam fe g duas fungdes tais que =5+ f=LL+#0, :B+ g =0

1 x>p x—=p
7o tende a + para x — ﬁ+. ¢ que existe 7 > 0 tal que g (x) # 0 parap < x < p + r. Prove que, nestas condigdes, ou
lim o +oou lim f@ _ g ou lim S ) ndo existe.
EXEMPLO 6. Suponha que =B+ f(x) = 0 e que existe r > 0 tal que f(x) > O para ipt 8 (x) xopt g (x) x—=pt g (x)
xX—=p g
p<x<p+r Prove que Solugdo
lim = 4o £ .
xo pt [ () Basta provar que =E+ ndo pode ser finito. Se tal limite fosse finito, teriamos
x=pt g x)
Solugdo
. . im f@= tm L& =0
. Pela hipétese, dado € > 0, existe 6 > 0, com & << r, tal que xopt xopt g0
p<x<ptom0<f(x)< 1 que é uma contradicao. [
€
dai 2 +3
EXEMPLO 10. Calcule lim >~
1 2
EA\«A.U.TMU\.AVV@ xo2t x*—4
x
Logo Solucdo
lim —L = 4o lim (+39)=10e lim (-4)=0
xopt f(X) x—2 x—2

Pelo exemplo anterior, o limite proposto ou é +9, ou — ou nao existe. Vejamos o que
realmente acontece. Inicialmente, vamos separar o fator que € responsavel pelo anulamento
do denominador.

EXEMPLOQO 7. Calcule lim 1 .
x>t x—1

Solugdo x2 + 3x 1 x?+3x

x2—-4 x-2 x+2

x—1>0parax>1le lim (x—1)=0,logo

x— 1t
2 4+
1 Como lim F = +oe lim E = M. resulta
lim = 400, x=2F x—2 xo2t x+2 2
xo1F x—1
Interprete graficamente. ] x2 4 3x ) 1 2 +3x 5
1 R T e N T I
EXEMPLO 8. Calcule lim .
xo1m x—1 u
x3 -1

Solucdo EXEMPLO 11. Calcule lim ————.
xo1t x2—2x+1
x = _AowaRA_ox_M:wr (x —1)=0, logo Solugiio

Como 1 é raiz do numerador e denominador vamos, primeiro, simplificar.

x3 -1 G-DE2+x+) 22t x+l

2 —2x+1 (x—1)2 x—1

Interprete graficamente.
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Entao:

lim I S B lim —
x—1t x2=2x+1 x5t x—1

P Hx ) =43 = o

wl.w M+
EXEMPLO 12. Calcule  lim H|l~x|_
X = —® 2x- +1
Solugdo
3 3 3 1
3 11— =+ — - = i
; 3_ 3.2 4 aﬁ L I=—+-3
lim = wa L lim X _\« = lim x X _x P B
x—o>—w 2x°+1 x> -m 2 ﬁw+..|u x> —x 24 2
.xN RN | |

EXEMPLO 13. Suponha que lim f(x) = +xe lim g(x) = +o. Prove

X —+x x—+%
a) lim () +gkx) =+
X = o
b) lim f(x)gx) = +=
X —+x
Solugédo

a) Segue da hipétese que dado € > 0 existem &, > O e &, > 0, tais que

x> =fx> W
e
x>6=>gw> W
Tomando-se § = max{8;, 5,}
€ €
x>8=f)+gx)> 5 + 5 =€
Logo, lim [f(x)+g)]= +oo

X —+x
b) Segue da hipétese que, dado € > 0, existe 8 > 0 tal que
x> 8= f()>Aeex>0=g(x)> e

dai
x>0=f(x)g(x)> €

ou m&.w.
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lim f(x)g(x) = +o=.

x—+x

EXEMPLO 14. Suponha que

x> +x

o lim f®gW)=+xsel>0.
x—+*

p) lim f(0)g&) = —osel <0

x>+

Solucdo

lim f(x)=L,Lreal,e

Hm g (x) = +oc. Prove
x—+x

a) Segue da hipdtese que, dado € > 0, existem §; > O e 8, > 0 tais que

L

2e

x> =f)> —ex>8H=2gH)> —.

2

Tomando-se & = max {8, 8,}

L

x>6=fx)gx) > e

b lim —f()=—L>0.Peloitema), lim

x— +oo X =t
existe 6 > 0 tal que

— f(x) g (x) = +2¢. Entdo, dado € > 0,

x>80=—fx)gx)>e

Logo,

x>0 fgx<-—e

Exercicios 4.2

1. Calcule.
@) lim (*—3x+2)
x>+
o lim (X +2x+1)
X —> =
sy —6x+1
e) lim ————
x>+o  6x3 +2
. 553 +7x -3
.Wv lim 4]
xo+x x7 —2x+3
. . x*—2x+3
H  lim ————
x—v—ow 3xt 4+ 7x -1
x+1

) lim 5
x—=+x x° —2

B) lim (5 —4x +x° —x)
x—+x
& lim (£ —-2x+3)
X —+w
3 _
p lim S5x A.Imx‘.._

xo>+® 6x% +x+3

2x +
B tm 23
x—>-cc x+1

. . S—x
) lim —
x—-x 3+2x
2+ x

m) Hm 2

x—>+e 3+ x
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x—+%
3, Calcule.

A+
a) lim ———
x—o+e x+3

¢) lim [2x —+/x% +3]

x— +=

e) lim (x—/x% +3)
x =t

—
E:B A¢\«+<.«\<_a|:

x—=+x
- 4. Calcule.
5
a) lim
x—>3t 3-x
) 4
¢y lim ——
1T 2x—1
X =
2
. 2x +1
¢) lim
x—0T X
)y lim 3
i
8 x =0t x?2 - x
R 3x +1
) him 3
1+ 4x< —1
X~
2
R 2x +3
5 lim 5
o1t x -1
. 2x +1
ny lim -
H«Ivlj. x“ +x
)i 3x=5
im ——
P =1t %2 +3x—4
, 3x2 -4
r)  lim -3

xo-1t 1—-x

tim | L

x—=pt g (x)

ndo existe.

e lim [f(x)—gx]#0.

x — +oe

. f )
e lim
x—>+o g (x)

* 1.

6. D& exemplo de fungbes f e g tais que

7. D& exemplo de fungdes fe g tais que

. r- ‘
2.Proveque lim %x =+, onden > 0¢um natural.

‘l
. x+jx+3
by lim ————

x>+ 2x—1

d lim  (x— 303 +2)
x -+

H lim (x —4fx +3)

x> +x
B lim (x—32+3x3)
X = +x
. 4
b) lim
x—3 x—3
. 1
dy lim —
x>0 X
. x—3
H  lim 3
x=-0" X
3
k) lim 3
x—=0" X7 T X
) lim 2x +3
j 1
xo 1= x2—1
. x? —3x
m) lim 3
x—3t x°—6x+9
. 2x + 1
o) lim 5
x>0t x° +x
) i x2 —4
im
1 x—2t x? —dx+4
)i sen x
s im
x>0t 23 —x2

5. D& exemplo de fungdes f e g tais que :E+ fx)=LL#0, lim g(x)=0 mas

vaﬁ._n

lim f(x)=+%, lim g(x)=+

x— 4o

lim f@x) =+, lJim g(x)= -+

X +®
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8. Sejaf(x} = ax® + bx® + cx + d,ondea > 0, b, ¢, d sdo reais dados. Prove que existem nimeros
reais x; € x tais que f(x1) < 0ef(xy) > 0.

9. Sejamfe g duas fungdes definidas em Ja, +of tais que  lim f® = +oce g (x) > 0 para
xo+o g(x)

todo x > a. Prove que existe r > 0 tal que para todo x > r, f(x) > g (x).

2o A

4.3. SEQU

Uma segiiéncia ou sucessdo de mimeros reais é uma fungio n — a,,, a valores reais, cujo
dominio é um subconjunto de N. As seqiiéncias que vio interessar ao curso s3o aquelas cujo
dominio contém um subconjunto do tipo {n € N = ¢} onde ¢ € um natural fixo; s6 con-
sideraremos tais seqiiéncias.

A notacao a,, (Ieia: a indice n) € usada para indicar o valor que a seqiiéncia assume no

NCIA E LLIMITE DE SEQUENCIA

natural n. Diremos que a,, é o termo geral da seqiiéncia.
EXEMPLO 1. Seja a seqiiéncia de termo geral a,, = 2". Temos

ag=2"a; =24 a,=2% ...

EXEMPLO 2. Seja a seqiiéncia de termo geral s, = 1 + 2 + 3 + ... + n. Temos
s = ﬂghNH~+Muhw”H+M+w0ﬂ0.

Sejam m < n dois naturais. O simbolo

(leia: somatéria de a,, para k variando de m até n) é usado para indicar a soma dos termos

na.a_i.f_.ai.?wq:;h:“
n
Y2 g =a,ta,+..+a,
k=m
a
EXEMPLO 3.
5
hv MQ»“QN.TQM:TQP.TDW.
k=2
5
s»anHN+Nm+%+%+%.
=1
n
) LI B S S S .
k=0k+1 04+1 1+1 241 n+1
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EXEMPLO 4. Seja a seqiiéncia de termo geral s, = . Temos

k

I ™M=
—
x|

il
—

o
K-
il
~
I M=

—_

i
—
+

%]
n
Il
b
Il v

Il
+

+

—_
L e P
W |-

w
w
1

Il M

>
—

n

EXEMPLO 5. Considere a seqiiéncia de termo geral s, = 3, t*, t # Oet # 1. Verifique qué

k=0
1 — 1
T
Solucdo
@ =l tt+ P+ T e
Muitiplicando ambos os membros por £, vem
@ ts,=t+P+FP+ I+ L

Subtraindo membro a membro (1) e (2), obtemos

s, (1—-p=1-7%1

logo
1—7 +1
'M«ﬁu =
1—1¢
Observe que s,, € a soma dos termos da progressdo geométrica 1, 7, va £, B

Defini¢do. Consideremos uma seqiiéncia de termo geral , e seja ¢ um niimero real.

Definimos

Para todo € > 0, existe um natural ng tal que
(1) lim- a,=a&
n—> e n>ny=>a—€<a,<ate
Para todo € > 0, existe um natural ng tal que
(ii)) lim a,=+>x&
n—+ow

n>ny = a, >¢€
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Para todo € > 0, existe um natural #g tal que
(i) lim @,=-*x&
n— -+ n>ng = a, <-—e

Se lim a, = a, diremos que a seqiiéncia de termo geral a,, converge para a ou, sim-

n— +w
plesmente, qUe a, converge para a ¢ escrevemos a, — a. Se lim a, = +o, diremos que
n—tow
a, diverge para + e escrevemos a, — +«.S¢ lim a, = —o, diremos que a,, diverge
n-—+x
para —%%.

Observamos que as defini¢Oes acima sdo exatamente as mesmas que demos quando tra-
tamos com limite de uma fungéo f (x), para x — +oc; deste modo, tudo aquilo que dissemos

sobre os limites da forma “ lim f(x)” aplica-se aqui.
X -3t

EXEMPLO 6. Calcule lim 213

note n+1

Solugdo

. 2n+3 . 2+
lim —= lim
n—o+e n+1 =l+8—+

S = |w
I
™)

EXEMPLO 7. Suponha que existe um natural r; tal que a,, = b, para todo n = n;. Prove

quese lim b, = + entdo lim g, = +o.
n—+x n— -+

Solucdo

Como lim b, = +, dado € > 0 existe um natural 7, tal que
n—+ow

n>n,=b,>e€
Tomando-se ny = méx{n;, n,} resulta
n>ng=a, = b, >e¢

logo

lim a, = +«,
n—+x

EXEMPLO 8. Suponha a > 1. Mostre que

lim 4" = +ow.
n—+owe
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Solugdo

a =1+ h, h > 0. Pela féormula do bindmio de Newton

n o n n n n
(1+ h) L;Li@i +:.+€w

A+n'=1+|"|hparan=1,
1)7P
ou seja,
a"= 1+ nhparan = 1.

" Comoh>0, lim (1+ nk)= +;logo

n— +o

lim &"=+0 (@>1) al

n—+

EXEMPLO 9. Supondo 0 < b < 1, calcule lim b".

n—+x
Solugdo
Inicialmente, observamos que se lim s, = +, entdo lim 1. 0 (verifique).
n— +ow n—+o
1
De 0 < b < 1, segue que % > 1; entdo
. n . —
lim "= lim —— =0
n—>+oe n—+x h 1 u:
b
H_. n . 3.
pois, lim ﬁlu = +co (Exemplo 8). . j
n— t+x b :

. 27 +1
EXEMPLO 10. Calcule lim ———.
n—+o 3" +2

Solugdo

n n 1+ -—
fim 2 tlo i mu 2" _g
n—o+e 3" +2  no+4w

2\ . 1 2
voﬁ:B hlw Hocmxonﬁ_oov,:ElHOm:BIIHo.

n—>+oc\ 3 n— 4w 20 n—y+x 37
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g k
EXEMPLO 11. Calcule lim 3 Tw .
n—+wp=0\2

MQ&&%Q!Q

1 n+1
no Y 1, (1Y 1Y Tmmu .
»Mo -] =1+ -+ |y +..+ || = —=4— (veja Exemplo 5).

H :+H
noBo :u‘w ﬁwu Hoqnom_._:m
n— -+

notop=0\ 2 n—+o wlh HIW
2 2
A igualdade
n 1 k
Im Y |—| =2
n—o+w =0\ 2
¢ usualmente escrita na forma
1 | 1
l+=—+—=+...+—+..=2.
2 22 2" .
Exercicios 4.3
1. Calcule.
2n—3
a) lim —— i 2
no+w n+ 1 by lim (n"+3)
+1 2
¢) lim n d) iim _n+2
n—+x n n—+o 2n3 +n—1
. -1 n
e) lim ) +2 A lim W.T W
n—+ow n no+x| n 5
o lim 1T woim § (1)
n—o+w 2+ 370 vzbﬁxwmoﬁMu
n
H lm I Fonde0<r<1
n—=+% =0
2. Supondo 0 < g < 1, mostre que
n
im ¥ o= 2
no+xop=1 I—a
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+ t + y

3. Calcule lim 1+—+—+..+

. 0 T 27 3T n-1T T
n—+x 2 3 n = okl 22 >
n n n n
1 1 1 1
Sugestdo: — + + ot > — k=0. T . cal 27 24T
(Sugestdo * ok A1 -1~ 5 para ) No instante M»saooamam serd —, noinstante —, serd a etc. Supondo » suficientemen-
n n n
4. Sejaf(x) = x, x € [0, 1]. Considere a seqiiéncia de termo geral . . T 2T al T
te grande, 0 €spago percorrido entre os instantes — ¢ — serd aproximadamente — « — (por
1)1 23 1 3V 1 n—1Y1 1 noon non
S,=fl=|=+r ==+ f|=]| =+ s —+ = , 2T 2T . 2uar T
njn n/n n/n n n n qué?); entre os Instantes — e — o espago percorrido serd aproximadamente - — etc.
3 n n n n
a) Calcule S5. Observe que, geometricamente, S pode ser interpretado como a soma das dreas §
T —_
dos retangulos hachurados. a) Calcule  lim _Hml. I + 2ar T +...+ n=Dal T
. . n—+x n n n n n n
¥ b) Interprete cinematicamente e geometricamente o limite acima.
14——— —— = 8. Suponha que a seqiiéncia de termo geral a,, n natural, seja crescente (isto €, quaisquer que se-
fhes ¢ jam 0s naturais n € m, n < m = a, < a,) e que exista M real tal que a, < M para todo natural
T, et n.Proveque lim @, existeeque lim a, = sup {a, | n € N}. (Veja Segiio Al.4.)
L fotreave. n— +x n—+0
_ ﬁmmuwm MWMMW 9. Considere a seqiiéncia de termo geral
prah ok e L, I
Bt St Q:\—+N[N+WM,+...+|M.
0 s * §
! z 1 a) Prove que a,, € crescente.
3 3 b) Prove que para todo natural n = 1
b) Calcule lim S, . (Pensando geometricamente, qual o valor esperado para o limite?) 1+ 1 + P + o+ F <2
n—>+oo 22 32 7,2 '
,on . 11 1y ) ,
5. Caleule lim = Y k2, ¢) Proveque lim |1+ — + — +...+ — | existee que é menor que 2. (Compare com
n—+0o n’ =1 n—+» 2 3 n
o Exercicio 3.)
S N 2,42, 2 2_ 1 e , . 1 1 1 1
(Sugestdo: Verifique que 1° +2°+ 3+ ...+ n”"= —n(n+ 1)(2n + 1). Veja Secio 17.2)) 4 (Sugestdo para (b): Verifique que 5 + +...+ < -—))
) 6 ; ﬂwxy «Nk + SM ﬂN: +1 _ HpN on
6. Sejaf(x) = x°, x € [0, 1]. Considere as seqiiéncias
1 1)1 2\ 1 n-1Y1 - .
DS AU Rh bl B b e SR bl 4.4. LIMITE DE FUNCAO E SEQUENCIAS
e : = . .
Seja fuma fungdo tal que lim f(x) = L e a, uma seqiiéncia que converge a p, com
MM\WW+&WW+ +f n—1 W+RA:_I xX—=p
n n)n nn 2 In n ay, € Dy e a,, # p para todo natural . E natural esperar que
Calcule lim f(a,) = L.
n—+x
ay lim S, b) lim s,
n—+o n—+» De fato, sendo lim f(x) = L, dado € > 0, existe 8 > 0 tal que
. C - hs £ xX—>p
(Interprete geometricamente tais limites.) (Sugestdo: Utilize o Exercicio 5.)
prete g 8 0] O0<lx—-pl<8=Ifx)—Li<e

7. Uma particula desloca-se sobre o eixo Ox com aceleragio constante @, @ > 0. Suponha que no
instante ¢ = 0 a velocidade seja zero. A velocidade no instante 7 é, entdo, dada por v (f) = at.

T
Divida o intervalo de tempo [0, 7] em # intervalos de amplitudes iguais a —:

n

Como a,, — p, para 0 8 > 0 acima existe um natural n, tal que

n>ny=la,—pl<$é
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€ como a,, # p, para todo n,

@ n>ny=0<la,—-pl<é.
De®e®
n>nyg=1f(a,) —Lli<e
logo
lim f(a,) =L
n—+tw

Em particular, se f for continua em p e se a,, convergir a p, com a, € b& para todo :,

entio lim f(a,) = f(p).

n—+x
Do que vimos acima resulta que se existirem duas seqgiiéncias a,eb,, coma, # peb, #p

para todo n, que convergemapese lim f(a,) # lim fb,), entdo lim f(x)na ;
n—+x n—+x xX->p g

existird. Freqiientemente, usa-se este processo para mostrar a nio-existéncia de limite d
uma fungio num ponto, 1

EXEMPLO. Seja f (x) = ﬁv MM “ M w

Prove que para todo real p, lim f(x) ndo existe.
xX—=>p

Solugao
Para todo natural n # 0, existem a,, ¢ b,,, a, racional e b,, irracional, tais que

1
wAa:Aﬁ+|mﬁAw=Aﬁ+ W
n n

Segue, pelo teorema do confronto, que

lim a,=pe lm b,=p.
n—+» n—+x

Como lim f(a,) =1,poisf(a,) = 1paratodon #0,e lim fb,)=0,poisf(b,)=0 3

n—+tx n—+o

paratodo n # 0, resulta que lim f(x) ndio existe. (F
xX>p E

Exercicios 4.4

L. Sejaf(x) = ﬁlm MM M M M

a) Calcule lim f(x).
x=0

b) Mostre que, para todop # 0, lim f(x) ndo existe.
x-3p
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2. Sejaasegiiéncia de termo geral a,,, com ¢, > 0 para todo natural n. Sabe-seque  lim  a,=a,

n
n—+x

1
1+a,

areal,equea, = para todo n. Calcule a.

3. Sejamfuma funcdo, p um nimero real e suponha que wimﬁma duas seqiiéncias a,, e b, conver-
gindo a p, com a,, ¢ b, pertencentes a Dy para todo n, tais que

im fG@)=Le lm f(b,)=L.

n—+x n—+ow

Podemos, entio, afirmar que lim f(x) = L? Por qué?
xXop

P
4. Sabe-sequeaseqiiéncia a; = V2, ay =+J2 N2, az =242 NeW ...,éconvergente. Cal-

cule lim ¢«
n—+w

5. Sabe-se que a seqiiéncia V2, 2442, z\w +42+ NCI- convergente. Calcule seu

li-mite.

n"

. 1 . .
6. Proveque lim sen — nfo existe.

x—0 x

4.5. O NUMERO ¢

Nosso objetivo, nesta segéo, é provar que a seqiiéncia de termo geral

H:
nauﬁ_+ﬂu

¢ convergente. Definiremos, entdo, o nidmero e como sendo o limite de tal segiiéncia.

n
lim ﬁ_l_.ww =g

n— +oc n

Para provar a convergéncia de tal seqiiéncia, € suficiente provar que ela € crescente e que
existe M > 0 tal que a,, << M para todo n = 1 (veja Apéndice 1).

H n
w:E&B.ﬁBOmvB/\a@ﬁ T + lu AunméS&O:W?@@EOm
:

1Y ny 1 ny 1 ny 1 n P
(o) =+ (D)= G) o+ )+ O
nn—1) 1 ;«:IC«:IQ.H n! 1

S+ IR . SppL R

S =y e 3 ol

~+_ :A_+_+F+W+ +F€o_,mcmd
n) 2T v
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1 1 1
Como2'<(n+ 1)! para todo n = 1 (verifique), resulta que §|+_|v.. = NI: para todo:
n = 1, dai :
n
1
(ER) SRS S N
n 2 22 23 o
e como
LN I S
2 22 2n
resulta

n
T.Tﬁv < 3paratodon = 1.

n
Vamos provar, agora, que tal seqiiéncia é crescente. Sejam # € m naturais = 1 tais qu
n < m. Temos

n _ - — '
ﬁiwu {41z 1 nn=D@e=2) 1 oA 1
n n? 2! n3 3 A" at
e
m _ — — 1
T+Pu 4o L mnmhm =2 L, o1
m m? 2! m3 3 m™  mt
De n < m resulta
i L
n m
HIWA_IW
n m
_l:l_AHI:I_
n m
e dai
nn—1) m(im— 1)
n2 < m2
:?IC\M:lNVA SASI_MSINV etc.
n m
Observe: 5§|:“Ms|3nﬁ.s»_.sxwuﬁTPuhTWu.
m m m m m m

Segue que

(2] <(2)

se n < m. Assim, a seqiiéncia € crescente.

TEOREMAS DO ANULAMENTO,
p0 VALOR INTERMEDIARIO E DE
WEIERSTRASS

Os teoremas do anulamento (ou de Bolzano), do valor intermedidrio e de Weierstrass
sio fundamentais para o desenvolvimento do curso. Neste capitulo, apresentaremos seus enun-
ciados e faremos algumas aplicacdes; as demonstragdes sdo deixadas para o Apéndice 2.

Teorema (do anulamento ou de Bolzano). Se f for continua no intervalo fechado {a, »]
esef(a) ef(b) tiverem sinais contrarios, entdo existird pelo menos um ¢ em [a, b] tal que

flo=0

P m——————

=y

EXEMPLO 1. Mostre que a equagdo X — 4x + 8 = 0 admite pelo menos uma raiz real.
Solucao

Consideremos a fungio f(x) = X —dx + 8; temos f(0) = 8,f(—3) = —7 efé continua
em [—3, 0] (os nimeros 0 e ~3 foram determinados por inspe¢io), segue do teorema do
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apulamento que existe pelo menos um ¢ em {—3, 0] tal que f(c) = 0, isto €, a equagyf

x> — 4x + 8 = 0 admite pelo menos uma raiz real entre —3 e 0.

Teorema (do valor intermedidrio). Se ffor continua em {q, b] e se yfor um real com-
preendido entre f (a) e f (b), entdo existird pelo menos um ¢ em [q, b} tal que f(c) = . -

Y b-—-

'y
akb---
oherm———
=y

Observe que o teorema do anulamento € um caso particular do teorema do valor inter
medidrio. ]

Teorema (de Weierstrass). Se f for continua em {q, 5], entdio existirdo x; € x, em
[a, b] tais que f(x;) < f (x) =< f(x,) para todo x em [a, b].

\
: X
fix) ././.\ :

o pmm—-
=Y

O teorema de Weierstrass nos conta que, se f for continua em [a, b], entdo existirdio x;

X, em [a, b] tais que f (x)) é o valor minimo de fem [a, b] e f (x,) 0 valor mdximo de fem [, b]
Ou de outra forma: se f for continua em [g, b], entdo f assumird em [a, b] valor maximo
valor minimo. Chamamos sua atengdo para o fato de a hip6tese de f ser continua no interva-
|

lo fechado [a, b] ser indispensével; por exemplo, f(x)=—,x € ]0, 1], é continua em 0, 1}

. 2. X
mas nao assume, neste intervalo, valor maximo.

EXEMPLO 2. Prove que o conjunto

A= HN+W WMRMN
x|2
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admite Maximo e minimo.
Solugdo

L, 1
\T«v =x2 + o~ é continuaem ﬁM 2 % segue, do teorema de Weierstrass, que existem
1 . p .. 1
x, €% €M ﬁw. 2 | tais que f (x;) € o valor minimo de fem ﬁm. wg € f(x,) o valor mdximo

de fneste intervalo. Assim

max o2 4 L1
X)) =MiXx {x* + —|—=x <2
flx T3
¢
f(x1) = min x2 +F WM&MM
xi2
Veremos, mais adiante, como determinar x; e x,. n
Exercicios

1. Sejaf(x) = Cx+ L Justifique a afirmago: ftem pelo menos uma raiz no intervalo [— 1, 0].

3

2. Prove que a equag@o x” — 4x + 2 = () admite trés raizes reais distintas.

3. Seja a a menor raiz positiva da equagido x> = 4x + 2 = 0. Determine intervalos de amplitudes

11 e 1 ue contenham «
273 %1 A
- 1
4. Prove que a equagio x3 — _J = (} admite a0 menos uma raiz real.
+x
5. Prove que cada um dos conjuntos abaixo admite méximo e mfnimo.
2
X X4+ x
A= —[2=sx=2 A= ——|-1=sx<
) ) 77 r=l
. x4+ x
6.Sejaf:[—1, 1] — Rdadapor f(x)="——.
1+ x2

a) Prove que f(1) € o valor maximo de f.
b) Prove que existe x; € ]1—1, 0 tal que f(x;) € o valor minimo de f,

s

- @) Prove que todo polinémio do grau 3 admite pelo menos uma raiz real.
b) Prove gue todo polindmio de grau impar admite pelo menos uma raiz real.

<o

-Seja f: [a, b] — R uma fungdo contfnua e suponha que fnio seja constante em [, b). Prove
que existem nimeros reais m e M, com m < M, tais que Imf = [m, M.

(Observagdo: Imagem de f = Imf = { f(x) | x € [a, b]}.)

9. Sejaf: I — R continua, onde / € um intervalo qualquer. Prove que a imagem de f ¢ um interva-
lo.

10. Suponha que £: [0, 11— R seja continua, f(0) = 1 e que f (x) € racional para todo x em [0, 1].
Prove que f(x) = 1, para todo x em [0, 1].
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I1. Sejaf: [0, 1] — R continua ¢ tal que, para todo x em [0, 1], 0 < f(x) < 1. Prove que exig
em [0, 1] tal que f(c) = c.

12. Seja f continua em [a, b} e tal que f (a) < f (). Suponha que quaisquer que sejam s e g
[a, bl, s # ¢ = f(s) # f(£). Prove que f & estritamente crescente em [a, b].
(Observagio: f estritamente crescente em {a, b} < V s, em[a bl, s <1 = f(s) <f(@) ,

13. Suponha f contfnua no intervalo / e que f admita neste intervalo uma dnica raiz a. Suponhy
ainda, que existe xg em 1, com xg >a, tal que f(xg) > 0. Prove que, para todo x em , com x >; ’

>0
14. Considere a fungio f dada por

Fx)=2x% = yx? +3x.

a) Verifique que f¢ continua em [0, +f.

b) Mostre que 1 € a nica raiz de fem 10, +%[, que f(2) > O e que \ﬁwu < 0.
¢) Conclua que f(x) > 0 em ]I, +=[ e que f(x) < Oem 0, 1[.

sinais de f (xg), f (x() e f (x,). Justifique.

FuNCcOES EXPONENCIAL E
LocGARriTMICA

6.1. POTENCIA COM EXPOENTE REAL

m
! —
Na Secdo 1.7 definimos poténcia com expoente racional, a # = %am , e estudamos suas

principais propriedades. Nesta se¢o, vamos definir poréncia com expoente rea.
Observamos, inicialmente, que, se fe g sdo duas fungdes definidas e continuas em R tais
quef(r) = g (r) para todo racional r, entdo f(x) = g (x) para todo real x, isto &, se duas fun¢des
continuas em R coincidem nos racionais, entdo elas sio iguais (veja Exercicio 21, Se¢do 3.2).
Seja, agora, a > O e a # 1 um real qualquer. Se existirem fungdes fe g definidas e con-
tinuas em R e tais que para todo racional r

fn=degn=d

entdo f (x) = g (x) para todo x real. Isto significa que podera existir no maximo uma funcéo
definida e continua em R e que coincide com &’ em todo racional r. O préximo teorema,
cuja demonstragio é deixada para o Apéndice 3, garante-nos a existéncia de uma tal fungdo.

Teorema. Sejaa > 0 e a # 1 um real qualquer. Existe uma nica fungio f, defini-
da e continua em R, tal que f(r) = 4’ para todo racional .

Damos, agora, a seguinte

Definigdo. Sejam a > 0, @ # 1, e f como no teorema anterior. Definimos a poténcia
de base a e expoente real x por

a = f).

A fungdo f, definida em R, e dada por f (x) = @', a > O e a # 1, denomina-se fungdo
exponencial de base a.
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Sejam a > 0, b > 0, x e y reais quaisquer; provaremos no Apéndice 2 as seguintes proprie
dades:

Md'd =a" T

@) (@Y = a”.

(3) (ab)* = a'b

@ Sea>lex<yentioa <da.

(5)Se0<a<lex<y,entdoad >da.

1
i
2
2
1
x
4

A propriedade (4) conta-nos que a fungdo exponencial f (x) = a*,a>1,é estritamente cres-
cente em R. A (5) conta-nos que f(x) = &, 0 < a < 1, é estritamente decrescente em R.
O grafico de f(x) = a" tem o seguinte aspecto:

)

b
i

1

{

I

1

1

1

1

1

1

1

1

AL
2

A fungio exponencial de base e (e = 2,718 281), f (x) = &*, desempenharé um papel
pastante importante em todo o nosso curso. Como e > 1, o gréfico de f (x) = ¢* tem o se-
guinte aspecto

vi
X x

EXEMPLO 1. Avalie 22, NV AL
Solucdo l\\

Como f(x) = 2% é continua em x = 2 x .

a= 2 =2%= 2V2,
De 7 = 1,4142 segue 2V2 = 244142 = 5 665, EXEMPLO 3. Suponha ¢ > 1. Verifique que
Como 14142 < 42, resulta que 2*1%? ¢ uma aproximagiio por falta de 22, - 9 lim a¥ =+, B lim 4 =0,
PR Yoy —o

EXEMPLO 2. Esboce o grifico de

1y Solugdo
a)f(x) =2" bfn= ﬁMw .
a) Ja vimos (Exemplo 8 da Seg¢do 4.3) que
Solucédo
lim a" =+oo.
a| x | 2¥ ¥ noE
ol 1 4 Assim, dado € > 0 existe um natural ng tal que
I
|” w n=ny=d">e
B w M 2 Como a* é crescente (a > 1), resulta
a

RV:oU%Vm

logo

O, ———

lim a* =+,
x — +x
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B) lim a* = lim a*= Lm Sejam a > 0, a # 1, e B> 0 dois reais quaisquer. O tnico ndmero real vy tal que
X —>—x u— t> u—+x a

a’=p8

Exercicios 6.1

denomina-se logaritmo de B na base a e indica-se por 'y = log,, . Assim

1. Calcule.
y=log,Bea’=p
a) lim 3% b) lim 5%
x>+ x o~ Observe: 1og, B somente estd definido para 8> 0,a > 0ea # 1.
¢ lim e~ d) lim (0,13)*
X = —® x> +oo EXEMPLO 1. Calcule.
— X
e) lim [2% — 3%] H  lim W|N
¥ > 4o x =42 1—3% a)log 4 @v_omww c)logs 1
g lim 27% B lim 2% + 277 z 2 o5
x =+ X —> + .w&:mmc
D lim 27X o lim [2¥ + 277
x> x o Qx=log 42" =4ox=2Logo
. Esboce o grifico. log, 4 = 2.
1 1
ay f0=3" b gx) = (0,12)° px=log, — 2=~ ox=—1.Logo
O fm=e". dgy=1+e " 2 2
e) fx)=—e " Negw=1-e" loa, L =
P fa=e +e i) g (x)=e *senx 0% 5 =1
Df)=e Dew=e” ¢)logs 1= 0, pois 5% = 1. .

Observagdo importante

6.2. LOGARITMO a’ =B y=log, B

assim

Teorema. Sejama > 0,a # 1, ¢ B > 0 dois reais quaisquer. Entfo existe um Gnico }

v real tal que 2% B = 8

0 logaritmo de B na base a € o expoente que se deve atribuir a base a para reproduzir p.

O logaritmo na base e € indicado por In, assim, In = log,. Temos entdo

Demonstragdo
y=lnxe =x

Suponhamos, primeiro, @ > 1. Como lim a* =+®e lim a* = 0, segue qu§ Da observag@o acima, segue que, para todo x > 0

X = +x x> —%

existem reais u e v, com # << v, tais que

at<p<da

Sejama > 0,a # 1,b>0,b # 1,a > 0e B> 0 reais quaisquer. Sdo validas as seguin-

Como f(x) = a" é continua no intervalo fechado {u, v], segue do teorema do valor intesd .
: tes propriedades:

medidrio que existe yem [u, v] tal que

f(y)=Boua?=B. (Dlog, @ B = log, a + log, B.

Qlog, o= log,, .
A unicidade de y segue do fato de f ser estritamente crescente.

a
O caso 0 < a < 1 deixamos a seu cargo. B)log, — = log, a — log, B.

B
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4) (Mud, de b =
(4) (Mudanga de base) Sb&Lo, +caf,
I
log, a = LIS y
logy a x log x
(5)Sea > lea< B, entiolog, a <log, B.
(6) Se 0 < a < lea< B, entiolog, a >log, B. 1 0
2 -1
Vamos demonstrar (1), e as demais ficam a seu cargo. w 1
4 | -2 1 2
Demonstraciao de (1). 1 2 T 4
(5] 2 | | T -
kn_omnaﬁpnaw —1f-——- !
1
1

Y=log,Be=B=a

Assim, a B = aa" ; pela propriedade (1) das poténcias com expoentes reais, daf =&+

segue que
af= ATV oux+v= log, o 3. EXEMPLO 3. Suponha a > 1. Caleule e justifique.
Portanto, a) Wam.s log, x. by Hm log x.
* x>0t a
log, a + log, B = log, a B. Solucdo
Sejaa > 0,a # 1. A fungdo f dada por f (x) = log,, x, x > 0, denomina-se fun¢do Ncwm x _ ¢ o &
ritmica de base a. 5 L et
A propriedade (5) conta-nos que se a > 1, a fungdo logaritmica f (x) = log, x, x > 0.4 log, * _ 12 3 >t

estritamente crescente. Da propriedade (6) segue quese 0 <a <1,a fungio logaritmicy

f(x) = log, x, x >0, € estritamente decrescente. Se o limite existir, dever4 ser igual a +c;

lim log,x = +co,
x = +x

EXEMPLO 2. Esboce o grafico
Justificagdo (por e e &)

a) f (x) = log, x. byf(x) = _omh X.

2
- Dado € > 0, precisamos encont >
Solucao Hoambao.mmw S ontrar § > 0 tal que x > 8 = log,, x > €.

a)Dominiodef = {x € Rlx > 0}. waUxVamU_cm«i«Vm.

y

y

®

_omn x

log, x

0
-1
1
-2
2

Lo Sl S g

0
m
I
o
>

Portanto,
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lim log,x = +w(a>1)

x = +x
b) Vamos mostrar que
lim log,x= —% (vejao grifico anterior).
x>0t
De fato,
. . 1 .
lim log,x= lim log, — = lim —log,u= —
x—= 0t u—+x u u—>+x

pois, lim log,u = tx.
u—+x

Deixamos a seu cargo a prova de que f (x) = log, x € continua.

Exercicios 6.2

1. Calcule.
a) logyp 100 b) logq 16
©) logy 2 2
mw ) Togg 3
¢) _Om:u 1 .\v _OWM AIMv
&) log,1(@>0ea#1) h) logs 243
2. Determine o dominio.
@) f(x) =logy (x + 1) Bg()=InG*—1)
¢y g =% d) f(x) = logz | x1
x+1
e) f(x)=1In ] Hegx)=log,3
¥ —
3. Ache o domfnio e esboce o gréfico.
a) f(x) =logzx bygx)=Inx
) flx)=log) x DHg=lnEx-1)
3
e) f(x) =In(—x) PDegx)=Inixl
g) f®=1nxl A gx)y=I1nlxll
4. Calcule.
a) lim logyx by lm logy x
x>+ x—- 0t 3
¢) lim Inx dy lim In ad
x— 0% X +x® x+1
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2 _
o lim [In@2c+1)—In(x+3) Holim w1
x—>+> x—1 x—1
lim In2-In(3"+1
2) Lo [xIn n ( )l
H X
3. OLMITE lim |1+ =
6.3 X > tx X
H n
J4 provamos que a seqgiiéncia de termo geral a, = T + lu converge para o nimero e
n
(veja 4.5), isto &,
n
lim T + Wu =e
n— +o n
Vamos provar, agora, que
X
lim ﬁ_ + Wu =e.
X = +ow X
Sejam n > 0 um natural qualquer e x > 0 um real qualquer.
:MxA:+HHV|_‘\V\WV ! =1+ WWH... HV_+ L
n x n+l n X n+1

dai

_:+_ Hx i n
:MHA:;.HUTlTlu Vh~+|v > |1+
n X n+1

ou seja,

n x n+1
) :MHA:.THHT.TWW :+HVT+FQ >[1+ 1 ntl
n

n X nt+1 n+2
Jim IV bl i RS
noBo§¢+sT+Mu " = M. _+:+H .M+Nﬂm»wom=aam@acn
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. X
m§236r§%€25k€wﬁ:wuuﬁ
Solugéo

Fazendox = —(t + 1), > 0, vem

x —t—1
T+$ PR nmim
X 1+7¢ t

Parax — —o0, f —» +, agsim

x> —x X =+
EXEMPLO 2. Verifique que

I
a) lim (1+h)k =¢

Solugdo

a) Fazendo h = F th— 0f=x o +0) vem

X
n_\ 1 X
im (+hr)*% = lim T + |u
hoot X = 4% x
b) Faca vocé.
Segue do Exemplo 2 que
1
lim (1+h)k =e,
h—0
. et —1
EXEMPLO 3. Mostre que lim —— =1,
h—0 h
Solugdo
mﬁwzaoznmrl louh=In(l + u) vem
-1 u 1
h In(I+u) 1

In(1+wu

X 12
lim @;*wu = lim m_+wu Lt

b) lim (1+ )k =e.
h— 0" h—0"

(h— 0 = u— 0); assim
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h— 1 1
tim $—L = fim —=—=1. n
K0 h u—0 -~ Ine
In{1+wu)u
Exercicios 6.3
1. Calcule.
x 1 x+2
2 . 1
i — p) lim T.T w
anﬂé ﬁ_+xu valv+8 x
X 2 x+1
H H —
-— d) lim h_... u
ﬁvkw:wvuo ﬁ_._r N««u X - +% X
X
o lim |12 fH lim (1 + 20
x =+ x+1 x>0
1 —UNM
i x lim {1+ —
8 w_“ﬁo (2 k) x— o h x
2.Sejaa > 0, a # 1. Mostre que
a' -1
lim ——— =1Ina.
h—0 h
3. Calcule.
2
2x . NN |H
li e —1 b) lim
nvaﬁ_o x x>0 x

o lim 5 -1

x>0 X

4 lim 3 -1
=0t 2




DERIVADAS

7.1. INTRODUCAO

Sejam f uma fungdo e p um ponto de seu dominio. Limites do tipo

e L= ()

x—=p x—p

ocorrem de modo natural tanto na geometria como na fisica.

Consideremos, por exemplo, o problema de definir reza tangente a0 grafico de fno pon-

to(p,f AEV.. mS%EﬂﬁE@ tal reta deve passar pelo ponto (p, f (p)); assim a reta tangente
fica determinada se dissermos qual deve ser seu coeficiente angular. Consideremos, entio,
areta s, que passa pelos pontos (p, f (p)) e (x, f (x)).

Coeficiente angular de s, = E
xX—p

Quando x tende a p, o coeficiente angular de sy tende af' (p), onde

x> p xX—p
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Observe que f'(p) (leia: f linha de p) € apenas uma notag4o para indicar o valor do limite
acima. Assim, a medida que x vai se aproximando de p, a reta s, vai tendendo para a posicdo

dareta T de equagao

® y—f@)=f"(p)x—p)

E natural, ento, definir a refa tangente em (p, f (p)) como sendo a reta de equagio (D).

Suponhamos, agora, que s = f(7) seja a equagio hordria do movimento de uma particula
vinculada a uma reta orientada na qual se escolheu uma origem. Isto significa dizer que a
fungéo f fornece a cada instante a abscissa ocupada pela particula nareta. A velocidade média
da particula entre os instantes y ¢ t € definida pelo quociente

f - fl)
t— 1y
A velocidade (instantanea) da particula no instante 1, € definida como sendo o limite

11y =1y

Esses exemplos sdo suficientes para levar-nos a estudar de modo puramente abstrato as

propriedades do limite lim E
x-op X—p

7.2. DERIVADA DE UMA FUNCAO

Defini¢fio. Sejam f uma fungao e p um ponto de seu dominio. O limite
TR AC il AV2)
x=p xX—p

quando existe e € finito, denomina-se derivada de fem p e indica-se por f' (p) (leia:
f linha de p). Assim

xX—=p X—p

Se f admite derivada em p, entdo diremos que f € derivdvel ou diferencidvel em p.
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Dizemos que f é derivdvel ou diferencidvel em A C Dy se ffor derivdvel em cada p € A]
Diremos, simplesmente, que f € uma fungo derivdvel ou diferencidvel se ffor derivvel ey
cada ponto de seu dominio. :

Observacao. Segue das propriedades dos limites que

lim SO ZFD oy St 7))
xoP x=p h—0 h
Assim
For= tim LOZID o gy i SCEDLD)
xll: =P h—0 h

Conforme vimos na introdugao, a reta de equagio

y=f@=f'®&-p

é, por definigdo, a reta tangente ao grifico de fno ponto (p, f (p)). Assim, a derivada de f3
em p, € o coeficiente angular da reta tangente ao grdfico de f no ponto de abscissap.

EXEMPLO 1. Seja f (x) = x°. Calcule.

a)f'(1)
b)f'(x)
) f'(=3).
Solugdo
— 2 _
f = tim LTI _ g ol fim =2
x—1 x -1 ol x—1 x—1
Assim
Fray=2.
(A derivada de f(x) = x*, em p = 1, é igual 2 2.)
b)f'(x) = lim PACRE0 bt AN C e ) bk h? - x?
ho0 h R0 h '
Como

(x+hY? —x* _ 2xh + W2
h h

=2x+h, h#0

segue que

f'x)= lim (2x + h) = 2x.
h—>0
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Portanto,
xoouamn::g = 2x.

Observe que f'(x) = 2x é uma férmula que nos fornece a derivada de flx)= xmv em todo
x real.
¢) Segue de (b) que
f'(=3)=2(-3)= —6. .

EXEMPLO 2. Sejaf(x) = x%. Determine a equagio da reta tangente ao grafico de fno ponto

&) (1LF (D). by (~1.f(~1)).
Solugdo
a) A equacdo da reta tangente em (1, f(1)) é
® y=fW=f"Mx-1
fHy=1>=1
f'(p)=2p (Exemplo 1, item b) = f'(1) =2
4
y=2-1
N A UTAL
) 1 ;:
=-2x-1

substituindo em (1) vem
y—1=2x—-Douy=2x—1.

Assim y = 2x — 1 € a equagfo da reta tangente ao grafico de f(x) = am. no ponto (1, £ (1)).
b) A equagio da reta tangente em (— 1, f(—1)) é

y=fED =D - (1)

ou
y=f(=D=Ff(=Dx+1)
fh=(-12=1

fipy=2p=f(-1)=-2
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substituindo estes valores na equagéo vem

y—1l=-2(x+1Douy= -2x—1

que € a equagio da reta tangente pedida.

derivada de uma constante € zero.)

Solugao

f'(x)= lim
h—0

Como f (x) = k para todo x, resulta f (x + k) = k para todo x e todo A, assim

k—k
= lim
= h—>0 h

EXEMPLO 4. Seja f (x) = x. Prove que f'(x) =

fxt+h— f)
. .

——= lim 0=0.

h—>0

1, para todo x.

Solucdo
.&Ak.vi m .NwAR‘T\.DlH.Akv = lim x+h—x -1
h—>0 h h—>0 h
Assim:
f=x=f'(x)=
EXEMPLO 5. Sejaf(x) = Jx. Caleule £'(2).
Solugdo
)= tim TQOTIO X2
x—2 x—2 x—>2 x—2
Assim:
.\.ANv| im = )\..x«||.<\m = = lim |‘|W.|”. 1
»IVNT\\«IA,NVT‘Q +<Nv x> 2 Ax +42 242
isto é,

f(2)=

Nﬁ
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EXEMPLO 6. Seja

x2 sen L sex#0
X
fxy=
0 se x =0.
Calcule, caso exista, f'(0).
Solugdo
— f(0
[0 FO _f0 1
x—0 X ¥
Assim,
0 _limitada
. \.Aﬂv]\: O \ “— N
r@=tim T S L
X -0 x—-0 x—=0 / .x‘\\
Logo, f'(0) existe e f'(0) = 0. .

EXEMPLO 7. Mostre que f (x) = | x | ndo é derivdavel em p = 0.

Solucdo

)= O _lxl _[ 1sex>0

x—0 X —lse x<0
dai
i S@-FO e fW - fO)
x—ot x—0 x>0 x—0
- fO) o

logo, a_Hmc I — nio existe, ou seja, fnio € derivavel em 0. Como f'(0) ndo existe,

0 mn\;.._oo de f (x) = | x | ndo admite reta tangente em (0, £ (0)).

Sejam f uma fungdo e (p, f (»)) um ponto de seu grafico. Seja s, a reta que passa pelos
pontos (p, f(p)) e (x, f(x)). Se f'(p) existir, entdo o grifico de f admitird reta tangente T em
Q,. f(P)); neste caso, a medida que x se aproxima de p, quer pela direita, quer pela esquerda
(s6 pela direita, se f ndo estiver definida a esquerda de p; s6 pela esquerda, se fnéo estiver
definida 2 direita de p), a reta s, tenderd para a posi¢do da reta T.

y
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Por outro lado, se, a medida que x tender a p pela direita, s, se m_unoxmBmH da posigioy
uma reta T e se 2 medida que x se aproximar de p pela nwn:oam s, se aproximar da posj
de uma outra reta ﬂma T, # T}, entdo o grafico de f ndo admitird reta tangente em (p, f (p)
ou seja, f'(p) ndo existird. g

fnéo é derivivel em p.
O gréfico de f apresenta “bico” em

®.f @)

Quando xtende ap, evidentemente E (x) tende a zero. O Exemplo 8 nos diz mais: nos diz
que quando x tende a p o erro E (x) tende a zero mais rapidamente que x — p, isto €,

tim £&)
x—>pX—p

=0 n
O préximo exemplo destaca uma propriedade importante da reta tangente.

Fica para o leitor verificar que, entre todas as retas que passam por (p, f (p)), a reta tan-
gente em (p, f(p)) é aunica que aproxima f (x) de modo que o erro tenda a zero mais rapi-

damente que x — p. (Sugestdo: Suponha que E (x) seja o erro que se comete na aproximagio
de f pela reta passando por (p, f (p)), com coeficiente angular m # f'(p), e calcule o limite

acima.)

EXEMPLO 8. Suponha f derivével em p e seja p (x), x € Dye x # p, dada por

J@O=f@)+f'P)x—p)+px)&—p).

Mostre que
Exercicios 7.2
lim p(x)=0 1. Sejaf(x) = x> + L. Calcule
xX—>p
Solugdo af' M o of'x
2. Sejaf(x) = 2x. Pensando geometricamente, qual o valor que vocé espera para f'(p)? Calcule
x) — - f' x — f'®)
=IO S WGP L,
R 3. Sejaf(x) = 3x + 2. Calcule
Daf af'@ KO of®
4. Calcule f' (p), pela definigao, sendo dados
im po= tim | RZI@ i
X3 p x=p x—p Af)=x"+xep=1 byf(x)=+x ep=4
1
Afx)=5x—3ep=-3 dyfx) = - ep=1
De lim E = f'(p), segue _ 1
x=p xX—p e)fx)=~xep=3 bxconlmwwnw
X
. pfm=2-ep=1  mfw=3Yrep=2
lim p(x)=0
x—p

5. Determine a equagfo da reta tangente em (p, f (p)) sendo dados

Observagio. Se definirmos p (p) = 0, a igualdade que aparece no Exemplo 8 serd vili

em x = p e a fungfo p (x) tornar-se-4 continua em p. AfW=xep=2 b f(x) = 1 ep=2
mmnmEOw no exemplo anterior E (x) = p (x) (x — p). Entéo, E (x) serd o erro que se noEn. ; x
te na aproximagcio de f pela reta tangente em (p, f (). ] AOf=+Vxep=9 Hf@ =2 —xep=1
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6. Calcule /' (x), pela defini¢go.

A fx) =%+ x Bf(x) =3x - 1
Af@=x df () = W

&) f (x) = 5x NF =10
9w =~ Wi = Ww

7. De exemplo (por meio de um grifico) de uma fungdo f, definida e derivavel em R, tal nzn_.‘

fray=0

8. D& exemplo (por meio de um gréfico) de uma fungio f, definida e derivavel em R, tal qu A
f' (x) > 0 para todo x.

9. D& exemplo (por meio de um grafico) de uma funcéo f, definida e derivavel em R, tal n:o.‘m.

fO)<s1 ().

10. Dé exemplo (por meio de um grafico) de uma fungfo f, definida e continua em R, tal que}
f' (1) ndo exista.

11. D& exemplo (por meio de um gréifico) de uma fungéo f, definida e derivavel em R, tal qu
f'(x) >0parax<lef (x)<Oparax>l.

12. D& exemplo (por meio de um gréfico) de uma fungéo £, definida e derivivel em R, tal qu
[ ) >0parax <0,f (x) <Opara0 <x<2ef’ (x)>0parax>2.

13. D& exemplo (por meio de um gréfico) de uma fungio £, definida e derivdvel em R, tal E_a.m

foy=0ef (=0
14. Mostre que a fungio

(x) = 2x+1se x <1
.wé Ik+AwnHWH

ndo € derivavel em p = 1. Esboce o gréfico de g.

2 +2sex<l

13 Seja g () = 2x+1 se x=1

a) Mostre que g é derivivel em p = 1 e calcule g’ (1).
b) Esboce o grifico de g.

2 se x =0

16. Seja f(x) = AHN +2se x<0

a) Esboce o gréfico de f.
b) f é derivavel em p = 0? Em caso afirmativo, calcule f' (0).

x+1se x<1

17. Scja g(x) = ﬁ$x +3se x=1

a) Esboce o gréfico de g.
b) g € derivavel em p = 1? Por qué?
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18. Construa uma fungdo f: R — R que seja continua em R e que seja derivvel em todos os pon-
tos, excetoem —1,0¢ 1.

19. Construa uma fungio f: R — R que seja continua em R e derivével em todos os pontos, exce-
to nos numeros inteiros.

7.3. DERIVADAS DE x" € %x
B

Teorema. Seja n # 0 um natural. Sio vilidas as férmulas de derivagio:

Df) == =" _
Df)=x "= =—nx " Lx#0.

1 i
= 1 -
oOf=xn=f(x)=—xn _,o:awaomoxmonmna#omo:mondEHQWNv.
n

Demonstracdo
) (x + By — x"
"x) = lim ————,
AJ'® >0 h

Fazendo x + 2 =t ( — x quando & — 0) vem

N:rkz

f'(x) = lim =1lim [ 14+ =25+ 3,2 4 4+ 5771,
t—>x —x t—>x

n parcelas

Assim,

Froy=x""1 4= 25 4 xn 7342 4 4 xn]

n parcelas
ou seja
@ =m""h
B S|
n T n_ wn
B)f'(x) = lim KCT A (N C 0 it i 1 .
h=0 h h—0 h (x + )yt x"
+ Ry — "
Por(@, lim EER Tt Como tim —— = L
h—0 h B0 (x + h)"x" x2n
: - 1 S
ffy=-m"" 1. = n—1
Portanto,
f@O=x"=f(0=—-m""1
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1
o) f(x) = RM =%x. Temos

o onfx+h—4x o % —wx
f'= lim Y—— "= = lim L
h—0 h tox t—x

Fazendo ¥ =%t e v=%x (t—>x= u— v) resulta

u—v 1 1
"x) = lim ——— = lim = .
F'® u—sv U =Vt sy ut -y gyl
u—v
Assim, para x # 0 e x no dominio de f,
ps 1
£ = =
ou seja
1
Foy= Lo
n
EXEMPLO 1. Seja f (x) = x*. Calcule.
, 1
a) f'(x) b) f Amv‘
Solucdo
p— A. 14 p— Av - ﬁ M
aAfx)=x =2f(x) =4x , OU seja,
flx) = ax’.

g 3
b) Como f'(x) = Axu‘ segue f’ ﬁwu =4 hWU , OU seja,

EXEMPLO 2. Seja f (x) = x°.

a) Calcule f'(x).
b) Determine a equacéo da reta tangente ao grifico de f no ponto de abscissa 1.

Solucdo

a) Como f (x) = \«u_ segue f'(x) = ¥
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nA equagio da reta tangente no ponto de abscissa 1 é
y—f=fMx-0n
fy= P=1

fin=32=f1)=3

Assim,y — 1 =3 (x — 1) ouy = 3x — 2 é a equago da reta tangente no ponto (1, £ (1)).

[ ]
EXEMPLO 3. Calcule f'(x) sendo
W=x" B = -
&v.\. : . Hm .
Solugio
) f() = x 3 =f'(x) = —3xy 3712 —3 4 assim, f'(x) = —3x74
1 - . _
DI = —5 =x Sassimf ()= =S¢ ouseja,f () =~ .
x
EXEMPLO 4. Seja f (x) = +/x. Calcule
a)f'(x) b f'(3).
Solugdo
1 |
Af=Vx = x2=f'x)= —x2 =—x 2
2 2
1 -1 1 1
Como 3 x 2= EYSTE = W segue que f'(x) = N
B Def'(x) = 1 resulta f'(3) = F
2x 23 "

EXEMPLO 5. Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f(x) = 3/x no ponto de
abscissa 8.

Solucao
A equagao da reta tangente no ponto de abscissa 8 é

y=f@ =@ x~8
f®=38 =2

2

’ 1 - 1 i

ffxy==x 3=——_ "(R) = ——
x) 3 ) =18 D
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1 4 : nstragdo
Assim,y — 2 = ,_\_M (x—8ouy= T X+ 3 ¢ a equag@o da reta tangente a0 gréficg Dem
— : x+h _ ,x h _ h_
de f(x) = 3x no ponto (8, 2). o f@ = lim £ "€ — Jim e* .m‘ﬂumx pois, lim e 1 _ 0
' %ou% h h—0 h R0 h
0 3-6.3).
Exercicios 7.3 (Exemp
: 5
1. Seja f(x) = x~. Calcule . In(x+h) —Inx . 1 h
faf( peg' = lim $H:E NF |+ —
@) f'x) B f'(0) Of' 2 , =0 h=0 X
2. Calcule g'(x) sendo g dada por w=7
ayg () =" B =x" L ) LI
L ) =lim In(l1+u)x = lim —In(l+ u)x =—
c)g(xy=— dgx)y=x >0 u—>0 X X
x
1 1 L
e)g ()= = Hgx) = a|u pois, ::.M_o (1+ ) = e (Exemplo 2-6.3).
xX)=x Ngx)=x
8 g ®) ) 8 ~ €y = ¢t
3. Determine a equago da reta tangente ao grafico de f(x) = — no ponto de abscissa 2. Esboce og 1
graficos de f e da reta tangente. x (Inx) = =, x>0
x
1
4. Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f(x) = —5 Do ponto de abscissa 1. Esbocgd u
os graficos de fe da reta tangente. * Exercicios 7.4
— ! : . x . z — X .
5. Seja f(x) = %, Calcule. 1. Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f (x) = ¢ no ponto de abscissa 0.
, , , 2. Determine a equagao da reta tangente ao grifico de f(x) = In x no ponto de abscissa 1. Esboce
a) f'x) b)f'(1) o f'(—32) os graficos de f e da reta tangente.
6. Calcule g'(x), sendo g dada por 3. Sejaf(x) = a*, onde a > O e a # 1 é um real dado. Mostre que f’ (x) = ¢* In a.
wgw=1x byg = x 4. Caleule f' (x).
= 8% =% .
gt =Yx dyg(xy = Ux Df e =2 =S
7. Determine a equacio da reta tangente ao gréfico de f (x) = x no ponto de abscissa 1 Esbocé s Afxy =" DHfx) =é"
_ os graficos de fe da reta tangente. .
1 ) ; 5. Seja g (x) = log, x, onde @ > 0 e a # 1 & constante. Mostre que g'(x}) = ——.
8. Seja r a reta tangente ao gréfico de f(x) = — no ponto de abscissa p. Verifique que r intercepta 3 xIna
X

0 eixo x no ponto de abscissa 2p. 6. Calcule g'(x)

9. Determine a reta que é tangente ao grafico de f(x) = e pararela dretay = 4x + 2. a) g (x) =logyx b) g (x) = loggx

¢)gx)=log x dHgx)=Inx

7.4. DERIVADASDE ¢* e In x

71.5. DERIVADAS DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Teorema. Sio vilidas as férmulas de derivacgio

af)=e=f(x)=¢"
i

Vgx)=lhx=g8'(x)= —, x>0
x

Teorema. Sio vilidas as férmulas de derivagio.

a) sen’x = cos x.
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b) cos'x = —senx.
c) tg'x = sec? x.

d) sec’x = sec xtgx.

e) cotg'x = —cosec? x.
5 cosec’x = —cosec x cotg x.
Demonstragdo
2 sen h cos |wk th
, . sen (x + k) — s 5
a)sen'yx = lim ( ) nx _ lim 2 2
h—>0 h h—0 h
sen
. ns5 2x+h
= lim A cos = COS X.
ho0o 7 2
2
—2 sen h sen 2xth
. cos (x + h) — cos S o
bycos’'x = lim ( ) T = lim 2 2
h—=0 h ho0 h
se L
R Sen 2 2x+ h
= lim T sen = —sen x
h—>0 n 2
2
. tg (x + h) —
) tg'x= lim E.
h—>0 h
Fazendo t = x +  (t— x quando /& — 0)
sen?  sen x
. tgt—tgx .
tg’x = lim g gx _ lim 508 t cosx
t—x t—x t—>x t—x
. Sen { COoS x — $€n x Cos ¢ 1
= lim .
1o x I —x COS f COS x
. sen f cos x — sen x cos . -
Como lim Lo lim E =1le
t—x I —x t—=>x I —x
. 1 1
Hm = = sec? x, resulta

f—>x COSICOSX  cos®x

tg'x = sec? x.

(d), (e) e (f) ficam a seu cargo.
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icios 7.5
L. Sejaf(x) = senx. Calcule.

a
Of'@ b ?u

2. Determine a equacio da reta tangente ao gréfico de f (x) = sen x no ponto de abscissa 0.
3. Sejaf (x) = cos x. Calcule.

af'x bfO

r(s) e

4. Calcule f'(x) sendo
afxy=tgx b f(x)=secx

5. Determine a equagio da reta tangente ao grafico de f (x) = tg x no ponto de abscissa 0.

6. Seja f (x) = cotg x. Calcule.

ks
af'® bf ﬁMu

7. Seja g (x) = cosec x. Calcule.

v -Av v \h v
a x) b
g g

7.6. DERIVABILIDADE E CONTINUIDADE

A funcdo f (x) =} x | ndo € derivdvel em p = 0 (Exemplo 7-7.2); entretanto, esta fungao
écontinua em p = 0, o que nos mostra que uma fungdo pode ser continua em um ponto sem
ser derivdvel neste ponto.

far=1xl £y = x|¢é continua em 0,
...... mas ndo é derivdvel em 0.

=

Deste modo, continuidade ndo implica derivabilidade.
Entretanto, derivabilidade implica continuidade, como mostra o seguinte teorema.
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Teorema. Se f for derivavel em p, entdo f serd continua em p. Solu¢ao

3 ::ﬁ fx)y = MMBH fx) =1=f(1), logo, fé continua em 1.
x—1

Demonstracdo p) Como fé continua em 1, fpoderd ser derivavel ou nio em 1. Temos

Pela hipétese, f€ derivdvel em p, logo lim S0 = fp) existe e € igual a f'(p). p x2 -1
x=p xX—p — sex <1
A ¢ cont isto & i - fo-fm _ | *1
cisamos provar que f € continua em p, isto é, que lim f(x) = f(p). Temos —
xX—>p x —
.y _SfO-fp 0 sex>1.
fo-fo= Y= p x—p)x#*p, Assim,
daf im LOTID oo gy SOSO =
’ x a1t x—1 ¥ o1 x—1 x> 1
; . X) — . , — . ) ]
lim [f(x)—f()]= lim fWO=f) lim x=p)=f'(p)-0=0 Jogo, lim PAC AU néo existe, ou seja, f ndo € derivdvel em 1.
xX—>p xX—=p X = p X—>p ,nlv_ x—1
; y
ou seja,
lim [f(x) — f(p)] = 0 f € continua em 1, mas ndo é derivdvel
x-5p f neste ponto; o grafico de fapresenta um
N, , “bico” no ponto (1, £(1)).
e, portanto, ! !
1 |
i -1 1 * L
lim f(x) = f(p).

x-op

Observacéo. Segue do teorema que, se f ndo for continua em p, entdo f ndo poderd ,.”,.”

2 <
derivdvel em p. EXEMPLO 3. Seja f (x) = ﬁ sex =l

2x—1 sex>1

a) fé derivavel em 1?

2 sex=<l J
é cont 1?
EXEMPLO 1. A fungfo f(x) = € derivdvel em p = 1? Por qué? )€ continua em
2 se x>1 Solugdo
Solugdo
2 _
a __ sex <1
fndo € continuaem 1, pois  lim f(x) = 2 é diferente de lim f(x) = 1. Como fn§ a) fo-fmy _|*
x—1* x—1" -
. . L7 " x—1
€ continua em 1, segue que f ndo € derivdvel em 1. 2 sex>1.
22 se x=1 lim fO)—fO) = lim SO —-fD =19
EXEMPLO 2. Sejaf(x) = x—1t r—1 x =17 x—1
1 se x>1

a) fé continua em 1? Logo, f¢ derivdvelem 1 e f'(1) = 2.

b) /€ diferencidvel em 17 .. b) Como féderivavel em 1, segue que f¢ continua em 1. a
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Exercicios 7.6

x+1 se x<2
1. Sejaf(x) = .
1 se x = 2

a) f € continua em 2? Por qué?
b) f € derivével em 2? Por qué?

x2 se x=0

2. Sejaf(x) =

25 x>0

—X
- @) féderivavel em 0? Justifique.
b) f € continua em 07 Justifique.

—x+3se x<3
3. Sejaf(x)=

x—-3se x=3

a) f € derivavel em 3? Justifique.
b) f € continua em 37 Justifique.

7.7. REGRAS DE DERIVACAO

Teorema 1. Sejam fe g derivéveis em p e seja k uma constante. Entiio as fungdesd
f+ g kfef- gsioderivaveis em p e tém-se :

DL+ 8)'(p) = f'(p) + g'(p).
D2) (k' (p) = k' (p).
Fcuuv '@ =f'® @)+ fp) '

Demonstracao

Ol F+g)(p) = lim LD+ eD~[f(p)+gp)]

xX—=p X —p
— im |~ fp) 4+ &)~ g(p)
xX->p X —p X—p
=f') +¢'(p).

(Em palavras: a derivada de uma soma é igual & soma das derivadas das parcelas.)

K& _KW _, £ = f(p)

lim
xX—p x>p x—=p

D' () = kf'(p).

D2) (k)'(p) = lim

X=p

= kf'(p), ou seja,

(Em

da cons

awv - W%QV = lim

f(x) g(x) = f(p) g(p)

alavras: a derivada do produto de uma constante por uma fun¢do é igual ao produto
4 tante pela derivada da funcao.)

xX—>p X —p
— im T8~ f(p) g0+ f(p) g(x) = f(p) g(p)
xX—p xX—p
- ) ~ 8(p)
- im | IR S 20 + f(p)- gx) —g(p
x> p X —p xX—=p
=fPyg® +fp &P
Observe que, pelo fato de g ser derivdvel em p, g serd continua em p, e, assim,
lim g (x) = g ().
* - Nu -~ , . N - o .
(Em palavras: a derivada do produto de duas fungdes € igual a derivada da primeira mul-
tiplicada pela segunda mais a primeira multiplicada pela derivada da segunda.) [

Teorema 2. (Regra do quociente). Se fe g forem derivaveis em p e se g (p) # 0,

entio H serd derivdvelem p e

g

H\ _f0sp) = f(pe)
0Y g ) [8(p)]?

(Em palavras: a derivada de um quociente é igual & derivada do numerador Si:,_c:w
cado pelo denominador menos o numerador multiplicado pela derivada do denomi-
nador, sobre 0 quadrado do denominador.)

Demonstragdo
S _fp)
o= tim 2B @) _ o F@e@) - fPe® 1
P A o X p 2 8(p)
Somando e subtraindo f(p) g(p) ao numerador resulta
o= tim [ IO g0 @] 1
g) 7" ko FREEAUEA e P 8(x) g(p)
€, portanto,
/ _ D= i) ) .
c) @ e(PP
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OH[f) +g W] =fx)+g'®)
D2) [&f () ]" = kf'(x).
D) [f)g@] =f () g +fx)g'X.

o (L0 2 L0800 F@ g0
8 (8]

Observacio. A notagio [ f(x) ' é usada com freqiiéncia para indicar a derivada de f (x) em

EXEMPLO 1. Seja f (x) = 4x° + x°. Calcule.
a) f'(x). b f(1).
Solucéao

o't = (4 + 21 PV ady + oy
Pela (D2), (4x°) = 4 - () = 4- 3> = 12¢%.

Segue
Fi) = @) + (D) = 126 + 2x,

ou seja,
) = 1263 + 2x.

b) Como f'(x) = 1207 + 2x, segue f'(1) = 14.
EXEMPLO 2. Calcule g'(x) onde g (x) = 5x* + 4.

Solugdo
g'() = [5x* + 41 = 5 + @y

J4 vimos que a derivada de uma constante € zero, assim, (4)' = 0. Como G&J.
resulta

g'x) = 20%°.
EXEMPLO 3. Calcule f'(x) onde f (x) = lem
Solucgdo
Pela regra do quociente
2e+3] _ Qx+3y(? +c\§+mxm+:ﬁ

FO=170 2+ 12
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Como
Qe+3)y =2 e (F+1) =2
resulta
, 2x24+1) - (2x +3) 2x
) =
f'@ T
ou
Fioo = —2x2 —6x+2
(x2 +1)2 .
EXEMPLO 4. Seja f(x) = wa + 1) €*. Calcule f'(x).
Solucdo
Pela regra do produto
Fe =062+ 1) &+ 3P+ 1) (.
Como
G2+ 1) =6xe(e’) =&
resulta
i) =6x e + (3 + 1) &,
ou seja,
Fie) =G +6x+ 1) € .
EXEMPLO 5. Seja 1 (x) = %MM . Caleule #'(x).
x
Solugdo
Pela regra do quociente
B = (sen x) (x +1) —sen x (x + 1Y _ (cosx)(x+1)—sen x
(x + 1)? (x+1)? '
Assim,
.:Abﬂ@+$oomkimnzx .

(x+1)?
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EXEMPLO 6. Sejaf(x) = X +Inx Calcule f'(x). percicios 7.7
Solugao 1. Calcule f'(x).
2 3,2
oo 3 Y L a2 1 afx)y=3x"+5 Hfx)=x" +x +1
ff=& +Inx) =x) +{dnx)’ =3x +M_ axguuxmlmxn+k— O =3x+ Jx
. Oft) =5+3x"2 Nfw =2¥x
ou seja, . 4 5
=3+ — W)= —+ >
5 1 ofx) =3 . ) fx) St
£ =32 + —. s .
x pfoy =S+t nfw = x + Jx
EXEMPLO?7. m&.mibu\mw .....\E: = 2, fungdes derivaveis em p. Prove, por indugéo mas,.m DF) = 2x + 1, Pw mF= 65 + Ux
que f; +f; + ... + f, € derivavel em p ¢ que 3 x x

nfx) = mxa + Su + Gﬂm + k, onde b, ¢ e k sdo constantes.

fi+th+ .+ O=f®+ . +f 0. ﬂ

3+ —. Determinea equagdo da reta tangente ao gréfico de g no ponto (1, g (1)).
x

Solucdo 2. Sejag () =x

1) Para n = 2 é verdadeira (D1).
ii) Seja k = 2. De

) 2, 1
3. Sejaf(x) =x"+ —.
x
a) Determine o ponto do grifico de fem que a reta tangente, neste ponto, seja paralela ao eixo

Athr  ththia =lATAT AT i+

segue que se a afirmacao for verdadeira para n = k também o serd paran = k + 1.

X.
b) Esboce o grifico de f.

4. Sejaf(x) = o+ wxu + 1.

EXEMPLO 8. Calcule a derivada 4) Estude o sinal de f'(x).
1 | b)Calcule lim f(x) e lim f(x).
_ 5 4 2 — x>+ X ——®
Afx) =3+ 3 *tx+2. byg)=x"+ 2 tx. ¢) Utilizando as informag@es acima, faga um esbogo do grafico de f.
Soluca 5. Mesmo exercicio que o anterior, considerando a fungéo f (x) = o+ — sk
olucdo
., 6. Sejaf(x) = x> + 3x.
1 ! 1 ! 4 E . ~ o .
ey = 5.2 .4 — Sy 14 ' " — 4, 4 3 a) Determine a equagio da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa 0.
a) f'(x) _wa + w.« +x+ NH_ Bx)' + ﬁwa p + X)) + @)Y =15+ 3 x? + 1. b) Estude o sinal de £ (x).
¢) Esboce o grifico de f.
Assim, 7. Calcule F'(x) onde F (x) é igual a
4 2 _
=154+ 233 +1 @) —=> b L
: 3 X241 x+1
” ' ‘ o 3x2 + 3 & Vx
1 1 2 1
sw.Squlmfﬂu@Nval& +xy =2 - S, x =3 r+d
X X x* 2+x o — 3
€)5x + Hx + —
ou seja, x =1 x> +2
o o Jxrx py 2
"(x) = 2x — — + . x2 +3
g e Jx
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10.

1

—

i2.

. Sejag(x) =
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x
241

a) Determine os pontos do gréfico de g em que as retas tangentes, nestes pontos, sejam py

lelas ao eixo x.
b) Estude o sinal de g'(x).

¢)Calcule lim g®xe lim g(x).

X~ +oc X —>—%

d) Utilizando as informaces acima, faga um esbogo do grifico de g.

. Calcule f'(x) onde f (x) € igual a

a) uxw + 5cosx

¢)xsenx
x+1
e)
tg x
) sec x
g) ———
3x + 2
i) vx secx
I} x cotg x

n) {«m +3xtgx

x+1

p)—
X sen x

r Qw + +/x ) cosec x

Sejafx) = %% sen x + cos x. Calcule:

a)f'(x)
o) f'(3a)

. Sejaf(x) =senx + cosx, 0 < x<2m

a) Estude o sinal de f'(x).
b) Faga um esbogo do gréfico de f.

Calcule f'(x).
ayf(xy = HN &

c)f(x) = & cos x
e)f(x) =X lnx+ 2

Of)=4+52Inx

. In x
Nflxy=——

X

cos x
x2 +1
d) < tgx

3
H

sen x + COS x

b)

h)cos x + @m + 1) senx

j)3cosx + S5secx

m) 4 secx + cotgx

¥ +1
0) ——
sec x
x
q) —
cosec X
x + sen x
§) ————
X — coS X
S.:ow
) f'(x%)

bfx)=3x+5Inx

1+ e*
DI =
+1
PFE = ——
xlnx
N.N
\m - —_— -
) f () 241
X
NFEY = —
x+1
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13. Sejam f, g ¢  fungdes deriviveis. Verifique que

fOg@WEXN] =f@g@h)+fX) WA +f(x)g X)X

14. Calcule F'(x) sendo F (x) igual a
b) x% (cos x) (1 + In x)
d(l+ Jx)etgx

a)x & cosx

<) ¢" sen x cos x

'1.8. FUNCAO DERIVADA E DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR

Sejam fuma fungdo e A o conjunto dos x para os quais f’(x) existe. A fungdof’: A —> R
dada por x — f'(x), denomina-se funcdo derivada ou, simplesmente, derivada de f; dire-
mos, ainda, que f' € a derivada de 1.” ordem de f. A derivada de 1.* ordem de f ¢ também
indicada por f W,

A derivada de f” denomina-se derivada de 2.% ordem de fe & indicada por " ou por £,
assim, f” = (f")’. De modo analogo, define-se as derivadas de ordens superiores a 2 de f.

EXEMPLO 1. Sejaf(x) = 3x° — 6x + 1. Determine £/, /" ¢ f"".

Solugdo

£/ =97 — 6,

para todo x; assim Dy = R.
f'x) = 18x,

para todo x; Dgr = R,

f"(x) =18, para todo x; Dpn = R. -
x? se x=<1

EXEMPLO 2. Seja f(x) =
I sex>1

Esboce os grificos de fe f'.
Solucdo

x%, dai f' () = 2x.
1,daif’ (x) = 0.

Para x < 1, f(x)
Parax > 1, f(x)

i

Em 1 devemos aplicar a definigéio (se vocé j4 desenhou o gréfico de £, deve estar preven-
do que f'(1) ndo existe).

Dm@xA_
f—fay x—1 x+1 sex<1
x—1 1-1 e x> 1 0 sex>1
dai o
im \,Qlecvnoﬁ lim valxcvum.
xo1t x—1 x>0 x—1
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Logo, fndo é derivdvel em 1, isto €, f (1) ndo existe. Portanto

2x se x <1
fl) = ; Dp=R—{1}.
0 se x>1
y y A
! :
N T | “
m | L
1 i O -
-1 1 x 1 x
Exercicios 7.8
1. Determinef’, f"e f".
4 1
a)f(x)=4x + 2x byf(x) = —
X
&Sn@wnhw Df() =32 —6x + 1
X
x2 +3x se x<1
) f(x)=xlx| Nfx=

S5x—1 se x>1
2. Esboce os grificos de f, f' e f".

x2+3x se x<1

@) f(x)=x"lx! P f(x) =
5x—1 se x>1

3. Determine a derivada de ordem n.

a)flxy=e" b)f(x) = senx
) f(x) =cosx df(x)y=Inx

7.9. NOTACOES PARA A DERIVADA

Freqiientemente, usamos expressoes do tipoy = f(x), s = f(¢), u = f(v) etc. para indicy
uma funcfio. Em y = f(x), y é a varidvel dependente e x a varidvel independente; em s = f(

s é a varidvel dependente e t a varidvel independente.
dy

Se a fungdo vem dada por y = f(x), a notagio, devida a Leibniz, — (leia: derivada dog

%I&

em relacdo a x) é usada para indicar a derivada de fem x: —= = f'(x). De acordo comy

defini¢@o de derivada dx
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D py= m LETAD W
dx Ax >0 Ax

Observe que o simbolo Ax (leia: delta x) desempenha aqui o mesmo papel que 0 4 em

St -

Jim P . Fazendo Ay = f(x + Ax) — f(x) resulta
ro0
dy Ay
-— = lim —.
dx Ax—>0 Ax
¥y
flx+ ax)
fx)
]
x
< dy ; . .
A notagdo Trlx = % € usada para indicar a derivada de y = f(x) em
e b - g
X HO. R\HR”.&O ,\.A.NOV
Usaremos, ainda, a nota¢do LA ara indicar a fungfo derivad = @ !
s » R«u ungio deriva m%wl\@v”wﬂ“\ .

" Aderivada de y = f(x), em x, serd entdo indicada por af @) f'(x) = LA (x).
dx

dx

~ d
Se a fungdo f for dada por s = f(r), as notagdes Mw e m (#) serdo usadas para indicar £’ (¥).
Pela defini¢do de derivada
ds . A
Z = tim =, onde As =f@t+A)—-f@®.

EXEMPLO 1. Seja y = 5x° + x°. Calcule a derivada.

Solucio
d d
- 62+ = 523+ D =152 + 2x.
Assim,
dy 2
— = 15x" + 2x.
7 X
Observe que o simbol 2 apli 3+ %% indi i 3442 a
que o simbolo 7c aplicado a 5x” + x” indica a derivada de 5x” + x”, em relagiio

4. Da mesma forma, a notagZio me + HM% indica a derivada de 5x> + \«NV em relagdo a x.
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2
EXEMPLO 2. Calcule W sendo s = % EXEMPLO 5. Sejax = 1" sen 1. Caleule.
Solugdo Wm b) ﬁ
9 U dilt=m
ds _d st _ [ S5t G LG Vit 1 Gl V) i
a a2+t 241 2 + 1)? ’ Solugdo
jé Rxn‘mmwo:DHm;m.:.Tmoowm
ou seja, O " u (
ds  5—512 .
M - QN + CN ’ Assim,
dx
' — =¢t{(2sent -+ tcost).
. . d St 5t o . 5t dt
Aqui asnotagdes — | w——|€ | 57 indicam a derivada de - emrel
dr \ 12 +1 2 +1 12 +1 & 2
b) dlt=7 '

EXEMPLO 3. Sejay = u*. Calcule & pela defini¢do.

du
Solugdo
Facamos f (1) = . Assim,

dy o Sk AW - f@)
a0 Au

dy
Assim, y = ut = D=
du

EXEMPLO 4. Calcule.

d 2
— — 5x].
a) i [x x]
c) W ?m — Suj.
Solucdo
a) N Tm — 5x] = Qm —5x) =2x—5.
dx
d _ .
b) — [cos 1} = (cos )’ = —sent.
dt

) 4P~ suy = P - 5wy = 2u— 5.
du

d 2

d) T [utgul = (wtgu) =tgu + usec u
/3

£ muito comum a notagdo y = y (x) para indicar uma fung@o; observe que nesta notagio
a letra y estd sendo usada para indicar a fungio e a0 mesmo tempo a varidvel dependente.

EXEMPLO 6. Sejam # = u (x) e v = v (x) fun¢des derivdveis num mesmo conjunto A.
Segue das regras de derivagdo que para todo x em A, tem-se

lim = .
A —0 Au nva=+<Hv@Hh?+in@+&<
dx dx dx dx
dy d du dv
b = = - = — = -+ it
)y = uy Ir &xc:c &x< :&a
du,_ dv
u dy d [u & Yax
y=—-—=-—-—=—|—|=“=———emtodox EA,comv (x) # 0. ]
v dx dx Lv v

b) W [cos 1].
dt EXEMPLO 7. Sejay = wondeu=u (x) é uma fungio derivavel. Verifique que

3%?@5.

b =2u m.k
dx dx
Solucio
eH:.:U&Hh? SH@:+:@
dx  dx dx dx
Assim,
Ay, du .
dx dx
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dy

dy
onde du

2 2
,onde y = (x° + 3x)".
i y={( )

EXEMPLO 8. Calcule

Solugdo Solugdo

167
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deve ser calculada em u = g (x).

2 .
Facamos u = x° + 3x. Assim, dy _ lim Flg(x+ Ax) — f(g(x))
dx  Ax-0 Ax
wuzm, onde u = x* + 3x. 7
= lim flgx+Ax) — fg(x))  glx+ Ax)—g(x)
Pelo exemplo anterior, o0 glx+ Ax)— g(x) Ax '
d du
MV\ =2u e Temos
du d lim SCHAO e o Ax_du
Ooaowﬂm_aw+wx_uwx+u.mnm:oa=n Ax — 0 Ax Ar—0 Ax  dx

Fazendo Au = g (x + Ax) — g (x) resulta

Dy (x% + 3x) 2x + 3).
dx — i S@GE A~ fletx) o Fut Aw) - fw)
I Ax 50 glx + Ax) — g(x) Au—0 Au
servacao. Vimos, no Exemplo 7, que sendo y = u” com # = u (x) derivével, Hnm:_w w0 Au du
&g, 9 4
ax dx d d onde &]M deve ser calculada em u = g (x). Assim
Por outro lado, y = w = @l ?mw = 2u. Assim,
du du
Lo lim Ay lim kﬁ&[wmm n
® dy _ dy du dx  Au—0 Au Ax—0 Ax  du dx
dx du dx p d
Observacéo. De Q|w = f'(u) e &‘: = g'(x) temos, também,
U x
onde M'w deve ser calculado em u = u (x). Provaremos mais adiante que esta regra (1), co
u
cida como regra da cadeia, ¢ valida sempre que y = y (1) e u = u (x) forem derivaveis. dy — ' — 5
. . f) g0, u=gx,
A seguir, provaremos (1) num caso particular. dx
EXEMPLO 9. (Regra da cadeia: um caso particular). Sejamy = f(u) e u = g (x) funces] ou seja,
P ; L tnio de £ " \ ‘ .
MW%MMMMMW e MN_M que, para todo x no dominio de g, g (x) perten¢a ao dominio de f. Supon : [Fg N = f'(g () g’ ().
Au=g(x+Ax)—gx)#0 ) _d%y d (dy ) o )
. : g Sejay = f(x). A notacdo —— = - | 5 | serd usada para indicar a derivada de segun-
para todo x e x + Ax no dominio de g, com Ax # 0. Nestas condiges, a composta y = f(g va.,. AM dx \dx
€ derivdvel e vale a regra da cadeia 3 da ordem de f, em x, isto &, m = f"(x). A derivada de 3.* ordem serd, também, indicada
X

d?y
x?

dy _dy du

dx du dx

d

dx

Ly _

por 703

, e assim por diante.
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EXEMPLO 10. Seja y = 3x° — 6x + 2. Calcule

d?y d?y
_— b)) —=
a) o )

Solugdo
3@1 hﬁalma+2 26
dx dx

y _ d
dx?  dx

[9x* — 6] = 18x.

Assim,

2
b) 4y = 0, que € o valor da derivada segunda em x = 0.
dx?lx=0

fique que

a) u&@ =3+ £ \.&Ix
dr dt
2. 2
B I e B p A
&N & &-

Solucdo

a) Observe que x € uma fungdo derivdvel de 7. Pela regra do produto,

& _ 4 |!L 3 dx
Z %Ai _H va+w

dt dt
ou seja,
&w mN x + Nw dx
dt dr’
b) Temos:
2. 2
&|N = 153&+ 4 T@gloﬁ+mﬁ ax + 372 @+mq&[w,
dt dt dt dt dr dt dt

Exercicios 7.9
1.

L

Lad
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o seja,

d?y dx d?x
ilmvi.@x‘...x . ]
dr? dt dr?
Calcule a derivada.
3 o3
ayy=5¢ +6x—1 S.nuw:.+ﬂ
t
ox= —— d)y=tcost
t+1
uw+ 1
o)y = HNx= Nwmn
In u
3
x7 +1
gs=¢tgt By=
sen x
— ) 3 2
_.ZHME Sec u Nx=—+—=5
t t
’ 2 3
Dx=e cost SV:HM«,+|A
v
4 1
=:\H|ﬂwu 0) E=—12
3 2
1 2 a b
p) E=— mv*“, mconstante q) U= 3 T g 4¢ b constantes
2 X x
Ru
Seja y = . Calcule.
x + »ﬁ
d dy
a) 4 b) &
dx dx|x =
dy dx
. Sejay = A x, onde x= x (¢) ¢ uma fungdo derivdvel. Calcule —| ) mcvozmo M ) =2
1t 11t
ex=3parar=1(isto é, x (1) = 3).
: s 3 . o e dy
Considere a fungdio y = xt”, onde x = x (f) é uma fungdo derivavel. Calcule M sabendo
tt=
dx
n_cmm’ Iummznammvn:mmﬁom“xn—wﬁﬁuuv.
t
. ~ ? dy
. Considere a fungio y = , onde ¢ = ¢ (x) € uma fun¢do derivdvel. Calcule —
x+1 dx|x =1
dr
sabendo que Mxr =4 equet=2parax = l. (Observe que 7 estd sendo olhado como
x=1

fungdo de x.)
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1 dy
. Seja y = ~—. Verifique que x — + 2y = 0.
ja y 2 que q ix 3
Sej 2 k constante. Verifique que dy 2 0
. Sejay = —, kc 5 i —_— - =0
s 2 +k ameq dx =

. Calcule a derivada segunda.

Szuaw+lew b)yx=tsent
1
&v.nxao.fl dy=tlnz
Hm
! e’
e}x =¢ cost Ny=—
x
2
. 2 . dcy dy
. Sejay = x° — 3x. Verifique que x -—=
jay que q 2 dr
1 d3y dy
Seja y = —. Verifique que x2 —% =6 .
jay . que q P I
. . d?x
Seja x = cos ¢. Verifique que +x=0.
dr?
a2 d
Sejay = " cos x. Verifique que W 22y 2y =90.
dx dx
. b d’y dy
Seja y = te'. Verifique que -5 - 2—+y=0.
dr dt

Suponha que y = y () seja derivdvel até a 2. ordem. Verifique que

al » &g dy | 2 dy
ST A= =@ ) =400+ .
dr Tw ") dr ¢ dr dr?

Sejay = .«N. onde x = x (f) é uma func¢io derivdvel até a 2.* ordem. Verifique g;
2., 2 Q—N 1

a|w = hﬁu +o S5

dt dt dt

Suponha que x = x () seja derivavel até a 2.* ordem. Verifique que

d d?
@) 2 TN mwunm~!w+ﬂmlx

a N a dt dr?

d{ dx) (dxy  d%x
R E e B B I

dt dt dt dr
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7.10. REGRA DA CADEIA PARA DERIVACAO DE FUNCAO
COMPOSTA

Sejam y = f (x) e x = g (1) duas fungdes derivdveis, com Img C Dy Nosso objetivo, a
geguir, € provar que a composta h (1) = f(g (1)) é derivavel € que vale a regra da cadeia

o R =5 (Mg’ tED,

Antes de passarmos a demonstragao de (), vejamos como fica a regra da cadeia na nota-
¢io de Leibniz. Temos

dy ., de _
i f(x)e » g ().

Sendo a composta dada por y = f(g (1)), segue de (D) que

dy _ ., ,
A fgmg o
d
MW = f'(x) g'(1), onde x = g (9.
Assim,
dy _dydx
dt  dx dt
dy
onde = deve ser calculado em x = g (#).

Suponhamos y = f(x) derivavel em p, x = g () derivével em #, comp = g (tp),eImg C b\,.
Seja i (1) = f(g (). Vamos provar que

h'(tg) = f'(g (fp)) 8" (1)
Para isto, consideremos a fungio T dada por

T =f®)+f'E)x-p.

M e —

=Y
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Observe que o grifico de T é a reta tangente ao gréafico de f, em (p, f (p)). Temos
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fx) =T+ E ) dy _ dy du
o dx du dx
® fO-—f@=f@®&x—-—p)+EX,xEDg onde mN deve ser calculada em u = g (x).

dn

onde E (x) é o erro que se comete ao aproximar f (x) por T (x). Conforme vimos no Exemyp “.AH HNESELO 1. Calcule a derivada.

8 da Segio 72, E(x) = p () (x — phx € Dy onde lim p(x) =0 = p(0) Fazendo em 3 oy =& by — sen 2.
x = g{Hep = g (fy) e, em seguida, dividindo ambos os membros por t — g, (f # fy), obtemg
. Solugdo
fe®) ~ f8li)) =f' (g tp) s~ gw) mﬁmsv. a)y = ¢", onde u = 3x. Pela regra da cadeia
t— 1o t— 1y t— 1o
Temos &'v = 1@ @
dx du dx
. ' t)y— ! - !
tim £(g (tg) £L =8 = o 1) 870 b o du
11, t—1ty Como — = ¢ ¢ — = 3, resulta
du dx
Por outro lado, de E (x) = p(x) (x — p) segue E (g (1) = p (g (0) (g (1) — g (tp))- Tem . p
D 3ou W= 33
m p(g(®) = lim p(x)=0 dx dx
11 x=p 2
b)y = sen x, onde x = ¢°. Pela regra da cadeia
Dai
E(g(n) 1) — g( &_b&
lim —& — i Rw::.Euo.wd&no dt  dx dr
toy 1 =1 t—1
. dy dx
Portanto 2 Como &H =cosxe - = 2¢, resulta
, . h(r) — h{t . 1)) — ¢ ' '
g = fim MOZRCO o FEOV = GO o ) B
11y t— Iy 14 t— 1 dt
. ou seja
7.11. APLICACOES DA REGRA DA CADEIA
Pelo que vimos na se¢do anterior, sendo y = f(u) e u = g (x) derivédveis, com Img C Dy Q'v = 2t cos 1.
entdo a derivada da composta y = f(g (x)) € dada por dr
. P c .,ody
dy _ Fle () g'® Poderfamos, também, ter obtido m|w aplicando diretamente a férmula
& ’ ' ’ M
o Vg )N =1'(g ) g' (). Veja:
“N / ' ’ & d ’
% = f'w) g'(x), onde u = g (x) MW = [sen } = sen’ £ va‘ = 2t cos 1. [ ]
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EXEMPLO 2. Calcule f'(x), sendo

z

S EMPLO 5. Suponha g derivdvel. <olm@=o_ ue

Of(x) =G + 1) b)f (x) = cos 3x. ) [FD) = 0 g

Solugdo

g(x)
c) [cos g (x)]" = —g'(x) sen g (x).
d) [sen g ()]" = g'(x) cos g (x).

a) f(x) = u’, onde u = 3x* + 1. Temos

flx) = W ('] W =3’ W =332 + 1)% (6w),

ou seja,

1) = 18x 3% + DA

dy _dydu_ d . de
’ ! ! dx du dx du dx
b) f'(x) = [cos 3x]’ = cos’ 3x - (3x)) = —3sen 3x.
4 Assim,
EXEMPLO 3. Caleule %, sendoy = In (% + 3). P
dx —=e g u=gW,
3 dx
Solucdo ,w
2 ou seja,
y=Inuu=x"+3. , )
_”ww C&_ = o8 C&% ).
WHW:H:;MHWNB By=Inuu=gx
. : dy _d du 1 g'(x)
ou seja, L &= =
! dx &:H H&x :wAv g(x)
dy _ 2%
dx  x2+3 (c) e (d) ficam a seu cargo. ]
3 EXEMPLO 6. Seja y = x? ¢**. Calcule a derivada.
EXEMPLO 4. Sejaf: R — R uma func¢io derivavel e seja g (x) = f(cos x). Calcule wA ; ay=xe aiculc a dervada
supondo f _ﬁWu =4, Solucdo
_ : Pela regra do produto,
Solugao :
. g 4 dy _ 2, 3x . 2, 3k,
Pela regra da cadeia . o X e +x"(e).
g'(x) = f'(cos x) (cos x)’
Como Qm% =2xe quv_ = Bx) = 3¢ resulta
ou seja,
, d
g'(x) = —sen x f'(cos x). % = 2> + 35,
Entao U seja,
m V31 dy 3x
N=1=—— —|=-23 == + 3x].
wmwu 5 xmwu V3 =2+ 3] u
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EXEMPLO 7. Sejay = xe™ . Verifique que

2,
i A AN
&N dx
Solugdo
& e T b x@ = -2 ¥
dx
d?y —2x,! 207 _ -2x -2 —2x
e =[e 7] —[2xe 7] = —2e — [2e — 4xe ]
- = —4¢ ¥ 4 4xe”
Entdo
2
Ly +4 =2 dy + 4y = [—de 2 + dxe P + 4 [e™> — 2xe 2] + dxe” *
dx? dx
= —de Tt dxe™F + fe” % — 8xe 2+ dxe H =0
&_M
EXEMPLO 8. Calcule |& sendo y = cos 5x.
bs
Solugdo
.&N = —5sen Sx.
dx
2,
m|w = —5[sen 5x]' = —25 cos 5x.
dx
dy
EXEMPLO 9. Calcule
dx’
x+1 ¢
- ) b) y= u._x + w
a y a1 ) ¥y =+
Solugdo
Dy=utu= 2L
Y ’ x2+1
3 '
dy 3 du x+1 x+1
— =4y’ — =4
dx dx 241 2+1
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Como
x+1 ) _ x*+i-(x+D2x  -x?—2x+1
X%+ 1 (x2 +1)? (x2 +1)?
resulta
3
dy _ x+1Y) —x2-2x+1
2=y
dx x2 +1 (x2 +1)?
1
b) gnxu.ozamxuxw + 3.
2 2
dy 1 —Zdu 1 -
2=y 3 —==(x2+3) 3(x2+3).
34 T 3wy ey
Assim,
dy 2x
T T n
dx 33 (x2 +3)2
EXEMPLO 10. Seja g derivdvel e n # 0 inteiro. Verifique que
a) (g )T =ng@y' ! m oc
siaijulagz g'(x) (n=2).
Solucdo
aAy=u",u=gx.
Q _ h modu a1,
o dn () o 8'(®),
ou seja,
d -
Lngo) g
dx
b) Fica a seu cargo. m

MNESWHO 11. Seja f: R — R uma fungdo derivdvel até a 2.* ordem e seja g dada por
g = NQ ). Calcule g” (2), supondo f'(4) = 2ef" (4) = 3.
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Solugdo
g’ = 16N D =206,
g = [2xf' (D) = @) f/&D + 2 [ D)
Como [f'(D)] = £/(x) (x*)' = f'(x?) 2x, resulta
g"(x) = 2£'(:) + 47 f100).
Entao,
g'Q2) = 2f'(4) + 16 f"(4)

ou seja,
g"(2) = 52,

EXEMPLO 12. A fungio diferencidvel y = f(x) é tal que, para todo x € Dy

xf(x) + senf(x) =4,
Mostre que

—f(x)

fin = x + cos f(x)

para todo x € b& com x + cos f(x) # 0.

Solucdo

fxf(x) +senf(x)) = 4'.

[xf ()] + [senf ()] = 0.

f@+xf (x)+[cosf)]-f x)=0
dai
') [x + cos f(x)] = —f(x),
ou seja,
iy = )
Fe) x + cos f(x)

em todo x € Decomx + cosf(x) # 0.

que que

Solugdo

ou s€ja,

&mw
dr?

Como

resulta

|nhmm m\m_nhamvm+ 3x2 Nm&u.
dt dt dt
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& = h T«ﬁ m
dt dx dt
@ =3x2 m
dt dt

dr dr \ dt

—5 =6x — — + 3x° —
dr? dr dt dr?
ou seja,
d? dx \? d?
[W =6x m[u +3x2 [w »
dr dt dt
Exercicios 7.11
1. Determine a derivada.
a)y = sen 4x b)y = cos 5x
ofx)= e d) f(x) = cos 8x
e)y=sent Ng®O =@+ 1)

Wv.& — Qw@_.:‘

i)y = (senx + cos avu

x =1

I =:
) 1=

mx=In@*+31+9)

p)y = sen (cos x)

D fx) = cos (F + 3)
Ny =1tg3x

) f(x) = cos &

Dy=Sx+1

my=e "

) f(x) = e8F

Pe =+
@t

) y=qx+e

u)y = sec 3x

2. Sejaf: R — R derivavel e seja g () H\Cm + 1). Supondo f'(2) = 5, calcule g '(1).

3. Sejaf: R — R derivivel e seja g dada por g (x) = \QNJ. Supondo f'(1) = 2, calcule g'(0).
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4, Derive. . d?
10. Sejay = &, Verifique que W —4y=0.
ayy = ye¥ byy = ¢ cos 2x dx
Ay=e¢ Fsenx dy= e Ysendt
2x v d%y dy
2 ol — et 11. Sejay = xe~. Verifique que —5- —4— + 4y = (.
Af@ =€ * + @+ 1) Ney=—r dx®  dx
et +et
cos 5x . —x 2.3 2,
oy=_— mfx=( "+ 7y 12. Determine a de modo que y = ™ verifique a equagio m|m —4y=0.
al 2 — dx
Dy=re ¥ Deg@=e"" In(+ x)
- . 3 — - 2
I}y = (sen 3x + cos 2x) m) y=qfe’ +eF 13. Determine a de modo que y = ¢ verifique a equacdo d w - w.@ +2y=0.
2 {2 x dx dx
ny=Inx+ /x°+1) 0) y=+x" +e° ax s
py=xlh(2x+1) @y =/[n o+ P 14. MM.MCN =e ", onde @ é uma raiz da equagio A” + aA + b = 0, com ae b constantes. Verifique
)y = In (sec x + tg x) s)y = cosx®
. 2t 2
) cos X te d*y dy
Hfx)=—7— w fy=——7"—— +a—+by=0.
IO T In (3¢ + 1) a2 a7
5. Caicule a derivada segunda. 15. Seja g uma fungdo derivdvel. Verifique que
a)y = sen 5t byy = cos 4t , ,
B , s @) [igg () = sec’ g (x) - g'(x)
¢) X = sen wt, w constante dyy=e . b)[secg ()] =secg O..vmﬁm 2 () g' ()
Oy= e Hy=—— ¢) [eotg g (1)) = —cosec” g (x) - g'(x)
¥ .m 1 d) [cosec g (x)]' = —cosec g (x) cotg g (x) * g'(x)
X
9y=Ine+1) h) y= =1 16. Derive.
N e =2x L x
Hy=e e N y=e "cosl @y=tgdx b)y = sec 4x
X 3x+1 €)y = cotg x d)yy = sec (tg x)
hy=—5— m)y=-—y—— _ 3 te 12
x2 +1 x° + x e)y =secx Py= 8*
ny= sen .u.« o)y = Rt w:, = cosec 2x hy= ‘«|m tg 4x
¥ i)y = In (sec 3x + tg 3x) Dy =e “secx’
4x +5 = 2)3 =52
p) ¥ = sen (cos x) q) \CSH\;IFIN | I}y = (x" + cotg x) m)y = x"tg 2x
2 -
1 2 17. Sejay = cos wr, @ constante. Verifique que
r)y=xeX ) ys—5—"—
) Y X2+ x+1 2
5 Ty + EMu\ =0
swsuz__-+m Skuk&k+m dr? ’
. -t ™
6. Seja g : R — R uma fungdo diferencidvel e seja f dada por f (x) = x g (x?). Verifique que 18. Sejay = e " cos 2t. Verifique que
Fl@ =g+ 28 g'6), dy o dy
£ 2 isy=o0
7. Seja g : R — R uma fungio diferencidvel e seja fdada por f(x) = x g (x?). Calcule f'(1) supon- dr? dt
dog(l)y=4eg'(l)=2. 1
. x .
8. Seja g : R —> R diferencidvel tal que g (1) = 2 e g'(1) = 3. Calcule £(0), sendo f dada por 19. Seja y = - Verifique que
F =S g Bx+ 1)
9. Seja f: R — R derivavel até a 2.” ordem e seja g dada por g (x) H&QNJA Verifique que -2 a.mv. LAy
dx? dx’

g7 = 47 (™) + €7 ™)
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Seja y = f(x) derivavel até a 2.* ordem. Verifique que 29. Sejaf:1=", r[ — R uma fungao derivavel. Prove

) Se f for uma fungio fmpar, entdo f ' serd par.

, , N
[M«l TN M~|vu =2x w + x2 m b) Se f for fungéo par, entdo f ' serd impar.
X
30. Sejag :R— R uma fungéo diferencidvel tal que g(2) = 2 e g'(2) = 2. Calcule H'(2), sendo
H dada por H (x) = g (g (g (x})).

—

Seja y = z_hm + 1. Verifique que

Eﬁ a2y
dx w&w ’

Seja y = y (x) definida no intervalo aberto / e tal que, para todo x em I,

7.12. DERIVADA DE f (x)f

Sejam fe g duas fungdes derivaveis num mesmo conjunto A, com f(x) > O paratodo x € A.
Consideremos a fungéo definida em A e dada por

d
|2Hk~ +ww.
dx

y= ,\,AHVW A.Nv‘

Aplicando In aos dois membros obtemos
Verifique que, para todo x em I,

2 Iny=gx)Inf(x)

LHNH+N.«N%+N%. .
2

dx e, assim,

Seja y = f (x) uma fungdo derivdvel num intervalo aberto 7, com 1 € 1. Suponha f(1) = 1 o

= B Winflx)
N — 3 ¥ s
que, paratodo xem 7, f'(x) = x + [f(x)]".

a) Mostre que f "(x) existe para todo x em 1. ou seja,

b) Calcule f(1).

i
¢) Determine a equagio da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa 1. f?® ) = g8 X Inf (),

Sejay = y (r) derivdvel até a 2.* ordem. Verifique que Entéio
2 2 '
2 2)-2 (2}« Ly [fs@] = e8I gy In £O0Y
dr dr dr dr
¢, portanto,

1

Seja y = , onde x = x (f) é uma func¢io definida e derivivel em R. Verifique que,

%2 +1
para todo rrecl. [£@)80] = £ [gx) In f )]
dy 9 dx
— =22 =,
dt K dr .
EXEMPLO 1. Calcule a derivada.
4
Seja y = —, onde x = x () é uma fun¢io derivdvel num intervalo aberto . Suponha que, para 3
Ja y . )] % p que, p nvw“»&. @vv\”wx.
dx dly g2
todorem/, x (f) # 0 e — = B, B constante. Verifique que |W = hm Solugdo
dt dt x

Seja fuma fungio diferencidvel e suponha que, para todox € D ‘mam + xsenf(x) = 2. Mostre .; = Snx
que, p ' [4 .

Imx + sen f(x)

o = mi:x@—ak% =x"(nx+ 1),
x cos f(x)

que f'(x) = , paratodo x € U\. com x cos f (x} # 0.
. ou seja,
A funcdo diferencidvel y = f(x) é tal que, para todo x € b\, o ponto (x, f (x)) é solugdo da ;

equagio xy° + 2xy” + x = 4. Sabe-se que £ (1) = 1. Calculé f'(1). () =x (1 +1nx).
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b) X = X In u.
3% ="M (xIn3y.

i

Como In 3 € constante, (x In 3) = x ' In 3 = In 3. Assim,
(39 =3"In3.
EXEMPLO 2. Sejaa > 0, a # 1, constante. Mostre que, para todo x,
@ =d"Ina.
Solucdo
o = Fna

@) =™ (xInay.

Como (xIna)’ = x’ In a = In q, resulta
a=dlna.
EXEMPLO 3. Seja o uma constante real qualquer. Mostre que, para todo x > 0,
a—1

&Y =ax

Solugdo
XX = o Inx

=% = e* ¥ (@ In x)".
Sendo o constante (@ Inx)’ = a(Inx)' = m. Assim,
X

a _
@ =x* = =g xe1
X

EXEMPLO 4. Calcule a derivada.

a)f(x) = x2 b)y =8+ log, x.

Solucdo

af ()= 2 271 x>0
b) Pela férmula de mudanga de base,
1

logyx = —— Inx.
8257 12

Entio,
1

(8" +logyx) =88+ ——.
2
xIn2
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Exercicios 7.12
1. Calcule a derivada.

2
@) f(x) =5+ loggx By y=2" 4+ 3%

g @=3""" +log, o + 1) & y=@x+ 1
O f ) = 2" f g =3+ cosx)”
X X2+ 1
Wv%"k sen x kv y=x
Dy=(01+ i)', i constante H y=10°— 10~
Dy =@+ sennf®H m) y=ln(1+2)
1y o
ny=|1+— 0) y=x
X

X

py=x"+a P y=U+x¢

2. Sejam fe g derivdveis em A, com f (x) > 0 em A. Verifique que, para todo x em A,
@D = FEW ') In fx) + g(x) F0EX 1 fr(x),

O] ©)

Observe: () é a derivada de f (x)° ™), supondo f constante; () ¢ a derivada de F* Y supondo g
constante.

3. Utilizando o resultado obtido no Exercicio 2, calcule a derivada.

by y=(1+ mkvxw
) y=(e+ ¥
Ny=E+1)7

ayy=(x+2)y
o)y = (4 + sen 3%
e) y=03+ ﬁ.vxw

7.13. DERIVACAO DE FUNCAO DADA IMPLICITAMENTE

Consideremos uma equagio nas varidveis x e y. Dizemos que uma fungio y = fx)é
dada implicitamente por tal equago se, para todo x no dominio de f, o ponto (x, f(x)) for
solugdo da equagdo.

EXEMPLO 1. Seja a equagiio 2+ yV=1A fungdo y = z,:||. x2 édada implicitamente
pela equagio, pois, para todo x em [—1, 1],

Pt (J1-x2)2 =1,

\‘
Observe que a fungiio y = —1- x2 &, também, dada implicitamente por tal equagio.

]
EXEMPLO 2. Determine uma fungdo que seja dada implicitamente pela equacdo

%JJQl_HQ

Solucao

—x*x2+4

vﬂw+5.l_uoﬁwn 5
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A funcio
—x+qx? m
y=———7——x€R

¢ dada implicitamente pela equacéo. E claro que

2
—X = +4
y=——S—— xR

¢ outra fungdo dada implicitamente por tal equagdo.

EXEMPLO 3. Mostre que existe uma tnica fungéo y = f (x), definida em R, e dada in

- plicitamente pela equagao v\w + y = x. Calcule f(0), f(10) e £ (—2).
Solucdo

A fungio g (y) = .<u + y é estritamente crescente em R (verifique), continua, ¢

lim C,u +y)=+oe lim O_m + y) = — . Segue do teorema do valor intermediarg

y—>+x

que para cada x real existe a0 menos um nimero y tal que

y— -

® y3+y=nx

Como g é estritamente crescente, tal y € o tnico niimero real satisfazendo @. A fun
f, definida em R, e que a cada x associa f (x), onde f (x) € o tinico real tal que

[FOP +f(0 =1,

¢ a dinica funcdo definida em R e dada implicitamente pela equagéo.

Calculo de f(0)
LFOT + £(0) = 0 £(0) [(F(O)* + 1] = 0;
assim,
f(0)=0.
Cdlculo de £(10)

(10 + £(10) = 10;

deste modo, f (10) € raiz da equagdo \<u +y = 10. Como y = 2 ¢ a tinica raiz, nnm___.w__‘

f(10) =2,
Calculo de f(—2)
f(—2) é atinica raiz da equagio vu + y = —2. Assim,

-1 = -1
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LO 4. Sejay = f(x), x € R, a fungéo dada implicitamente pela equagao y* + y = x.
Suponha que fseja derivavel.

1

3fOP+1
b Determine a equagao da reta tangente ao grifico de f no ponto (10, f (10)).

a) Mostre n:n.\ "(x) =

. Solugdo

g)Comoy = f(x) é dada implicitamente pela equacdo wu + y = x, segue que, para todo x,

[FOOP +f0) =x

1

w [(FGN? + ()] = W x).

Assim,
3PS+ =1
e, vonwnﬁo'

1

FO = 3FmE+1

wouaon\maom, também, ter chegado a este resultado trabalhando diretamente com a equa-

¢ioy +y=ux
d 3 d
ol + y]=
&C ¥l %E
ou
d dy
— [ i+—==1
&Q ] ir
Como h:ﬁuh:ﬁ..@nmem@ vem
dx dy dx dx’
uwwﬁ @H_
dx  dx
€, portanto,
dy 1

dx 32 +1
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b) A equagio da reta tangente ao grifico de fem (10, £(10)) é:
y —f10) =f'(10) (x — 10)

f(10) =2 (veja exemplo anterior)

T U S
S0 3[FAMP? +1 137

Substituindo na equag@o acima, obtemos

B EXEMPLO 5. A fungiio y = f(x), y > 0, é dada implicitamente pela equacdo X+ wm

a) Determine f (x).

m b) Mostre que x + y MW = 0, para todo x no dominio de f.
¢) Calcule @
dx
Solugdo

avum+wmnhﬂvv~n + )\_Alxm.
OoBov.VoQRm::m&@vH 4hiamu|NAkAm.

IR

b) Para todo x no dominio de f

_ d o2, 2,4
— [x* + yv°]=—1[4]
W &H L ] &H |
OoBo.mNi?N Hh@ﬁ@“ww@.ﬁua
dx dy dx dx
N«+N<@H X
dx
ou seja,
dy
xty—=0
; Y ix
; dy dy X .
Dex + y — = 0 obtemos — = — —. Assim,
c)Dex w&x o 5
—x 5

(]
dx

v.WNHWC«l_ovo:wH|H+|.
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Consideremos a equagdo sen y = x. No intervalo TW Wg a fungdio sen y € estrita-
i i . L. T T
mente crescente e continua. Assim, para cadax € [—1, 1] existe um #inico y € ﬁtm MH—
al que sen y = x. Pois bem, a fungio y = y (x) definida implicitamente por esta equagao e
queacadax €[~ 1, 1] associay € ﬁl Wq Wg ¢ denominada fung¢do arco-seno e é indicada
T o
= arcsen x. Assim, paray € | ——, — |,
pory paray ﬁ 7 H_

seny = x <y = arcsen x.

Observe que o dominio da fung8o arcsen € o intervalo {—1, 1] € a imagem o intervalo

ﬁll, >t Zom&xmﬁomxman_ov<m50mom_oc_mnmgma,\mgm%vHEnmozam:ﬁvo:ao
que tal derivada exista. (Veremos mais adiante que y = arcsen x ¢ de fato derivdvel em

-1.10)

EXEMPLO 6. Supondo que y = arcsen x seja derivdvel em ]—1, 1[, calcule w
Solucdo
T T
y = arcsenx <> seny = x ﬁ||Mv_Miu
2 2
Temos
d d
— [sen y] = —[«x
o [sen y] B«ﬁ 1
dai
dy
cosy) — =1
(cos y) e
dy 1 m m 2 2 T
€, portanto, ~~ = ,——<y<—.Decos”y+sen“y=1leyE€ |——, —|, segue
dx cosy 2 2 )

Assim,

(arcsen x) = , —l<x<l1

!
)\_IRN
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T 3
2o a fungdo tg y € estri

Consideremos, agora, a equagdo tg y = x. No intervalo Q

tamente crescente e continua. Alémdisto, lim tgy= +we lim _tgy = — <. Seg
kin
- _
y N y—

[NIE]

que para cada x € R existe um iinico y &€ ; EXE) ﬁ talquetgy = x. A ?:mmov y cn
definida implicitamente por esta equagdo e que a cada x € R associa y € grm Wﬁ &

+ 3

denominada fun¢do arco-tangente e é indicada por y = arctg x. Assim, paray € H_ IW W _H _..

‘ tgy =x &y = arctg x. ul

No préximo mxo:_m._o vamos calcular a derivada de y = arctg x supondo que tal n_nn<ma»
exista. (Veremos mais adiante que y = arctg x € derivdvel em R.)

EXEMPLO 7. Supondo y = arctg x derivdvel em R, calcule M@
X
Solugdo
™ T
y=arctgx & tgy = x AIIA%A|W
2 2
Temos
d d
—_— ﬁ = - -
. [te ¥] - ¥
dai
2.\ dy
sec - =
(sec”y) ar
e, portanto, G _ + Lembrando que sec? y=1+ ﬁm yetgy = x,resulta
dx secy
dy 1
dx 1+ x?
Assim
(arctg x) ' = 1 [ |
8 1+ x?
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mxmgm.ro 8. Calcule a derivada W

0y= o b) y = 3arcsen x

Solucdo

a) Vocé aprendeu na se¢do anterior como derivar tal fungdo. Vejamos, agora, um outro pro-
cesso para derivd-la.

V\Hxauﬂv?zu\«u_:a (x> 0)

o que significa que y = x* & dada implicitamente por In y = x° In x. Temos

W:: Eu%m% In x]

dai : m
! 1
o3 mx+ a3~
y X
ou seja, 7
%~memhwga+kw_. |
Portanto,
dv
Y = 5 352 Inx + 221,
dx

b) y = }jarcsen x ﬁv\w = arcsen x. Assim, a fungdo y = /arcsen x ¢ dada implicitamen-

te por vm = arcsen x. Temos

d d
MMC HIMMTEMQ x]
dal
dy 1
3y L=
Y dx  f1— x2
. , 1
ou seja, y'=

wu,\ﬁmanmg x)? - <__m.-/| xm ‘ -

Exercicios 7.13
1. Suponha que y = f(x) seja uma fungéo derivdvel e dada implicitamente pela equagao

.,Qm+v_+RHH.

—1—[f(01

Mostre que f'(x) = TR

em todo x € Decom 2x f(x) + 1 # 0.
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9.

10.

. Verifique que ygr +xgv = 2 € a equagdo da reta tangente & curva xy = 1 no ponto (xg, ¥o), Xp > 03

. Suponha que y = f(x) seja uma fungio derivavel dada implicitamente pela equagéo v\u + Nxvm +3

Um Curso de Cdlculo — Vol. 1
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2
Determine uma fungdo y = f(x) que seja dada implicitamente pela equagdo xy™ + y + x = § L.
’ : mente, vamos olhar para dx como um acréscimo em x e, em seguida, procuraremos uma in-

X . dy : tacd0 para o acréscimo dy.
. A fungdo y = f(x) é dada implicitamente pela equag@io xy + 3 = 2x. Mostreque x — =2 — terpretas » . "
¢ A S p pela equagdo xy quex = ; Sabemos que f'(x) € o coeficiente angular da reta tangente 7, no ponto (x, f (x)), e que
Calcule — .
delx=2 mw = f'(x). Se olharmos, entéo, para dy como o acréscimo na ordenada da reta tangente
Lo dy
dy o C A
. Expresse wa em termos de x e de y, onde y = f(x) é uma fungdo diferencidvel dada implicj T, corresp ondente ao acréscimo dx em x, teremos dx f(x).
n ;
tamente pela equagdo ya P
Qtﬂwml =4 vvv.w‘?xmank.fh dy =f'(x) =tg
Oox +2y=3 dy +y=x dx &
X +47 =3 pry+y =x Jotdo) fqmmmeeeeof T
WV.HN.T%N.TM.Y.HO \avkmv.w+\3\_”w ou Ay _
. g ; 2
Dxed +xy = \vw+_sﬁw+zvuh dy = f'(0) dx y=fx) Lt _ llllnu&
[) Sy + cosy =xy m)2y +seny =x Y 1
e o Iodx |
. A fungio y = f(x), y > 0, € dada implicitamente por X+ A\,\.m = 2. Determine a equagfio x ¥+ dx X
reta tangente ao gréfico de f; no ponto de abscissa 1. Observe que ’
ER Ay =fx +dv) ~ f(x)
 Determine a equagZo da reta tangente 2 elipse 2 + B L, no ponto {xg, o), yp # 0. ; ¢ o acréscimo que a fungdo sofre quando se passa de x a x + dx. O acréscimo dy pode entio

ser olhado como um valor aproximado para Ay; evidentemente, o erro “Ay — dy” que se
comete na aproximagao de Ay por dy serd tanto menor quanto menor for dx.

Fixado x, podemos olhar para a fun¢do linear que a cada dx € R, associa dy € R, onde
dy=f ‘%Mv %_x. Tal fungio denomina-se diferencial de f em x, ou, simplesmente, diferencial
dey = f(x).

EXEMPLO 1. Sejay = x%. Relacione Ay com dy.

Conclua que (xg, yp) € o ponto médio do segmento AB, onde A e B sdo as intersegdes da ref
tangente, em (xg, ¥g), COM 0§ eixos coordenados.

x = 4. Suponha, ainda, que 1 € Dy,

a) Calcule f(1).

b) Determine a equagdo da reta tangente ao grifico de fno ponto de abscissa 1. Solucdo

22 dy 2
A reta tangente acurva x3 + y3 =1, no ponto (xp, ¥y). Xg > 0 e yp > 0, intercepta os cixog i &) = 2x
X ey nos pontos A e B, respectivamente. Mostre que a distdncia de A e B ndo depende de (xp 3 . . . 2.
o Assim, a diferencial de y = x“ é dada por
A N 2 _ : : dy = 2x dx
reta tangente 2 curvaxy — x~ = 1 no ponto (xg, yg). X > 0, intercepta o eixo y no ponto B ) .

Mostre que a drea do tridngulo de vértices (0, 0), (xq, ¥g) € B ndo depende de (xg, yp)- Por outro lado

e _ 2 2
A fungdo y = f(x) é dada implicitamente pela equagdo wzm + 2xy — x> = 3. Sabe-se que, para Ay = (x +dy X

todox € D\.%C@ > 0 e que fadmite uma reta tangente 7 paralela a reta Sy — x = 2. Determine;
T.

dy

7.14. INTERPRETACAO DE Ic COMO UM QUOCIENTE., ctdxpfr——— f ——
DIFERENCIAL /4 Jar-a
d _ H&E
Até aqui, MW tem sido visto como uma simples notagio para a derivada de y = f(x)- oA
que faremos a seguir € interpretar L) como um quociente entre dois acréscimos. anm»_., ] \ X  x+dx x

dx
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ou seja,
Ay = 2x dx + Q&Qm

e, portanto, Ay — dy = Q&Qm - Observe que, quanto menor for dx, mais proximo estars dy
Ay.

EXEMPLO 2. Seja A = . Calcule a diferencial de A = A (7). Interprete.

Solugdo

& =A'(r) =27,
dr

A diferencial de A = m? é dada por
dA = 2mr dr.

Interpretacéo

A = m? éaférmula que nos fornece a drea de um circulo em fungiio do raio r; dA = 2774

¢ entio um valor aproximado para o acréscimo AA na 4rea A correspondente ao acréscim
dremr.

r+dr

A
J

Observe que AA ¢ a drea daregifio hachurada e que dA = 277 dr é a drea de um reténgulo]
de comprimento 277 (277 € 0 comprimento da circunferéncia de raio r) e altura dr. Vamos§

calcular o erro que se comete na aproximacao

® AA = 277 dr.
Temos

AA =7 (r + dn? — % = 2mr dr + (dr)?
daf

AA — dA = 7 (dr)®.

Deste modo, o erro que se comete na aproximagio (T) é igual a  (dr)?, que € a drea d&
um circulo de raio dr.
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mxmzm.ro 3. Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para o acréscimo Ay

quea fungdo y = x% sofre quando se passadex = 1 a | + dx = 1,001. Calcule o erro.

lucdo
Solug ) y

<

A diferencial de y = x°, em x, é:

dy=2xcdx.  (1+dx0)?p——-

:H&HM%

T

|

|
1=

Emx =1 12

dy = 2dx.

Como dx = 0,001, resulta que 1+ dx

\
A
*

dy = 0,002
¢ um valor aproximado para o acréscimo
Ay = (1,001)* — 1%

O erro que se comete na aproximagdo Ay = dy é igual a oboooﬁvl_m. Observe que
1+ dy = 1,002 € um valor aproximado para G,OOCN, com erro igual a 10 . [ |

EXEMPLO 4. Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para {1,01. Avalie
o erro.

Solugao

Consideremos a fungio y = /x.
Primeiro vamos calcular dy para

by = 1y
i
|
1

x=1ledx=0,01. |
Temos: 1 1+dx x
dy = 1 dx
TR
Emx =1,
dy = 1 dx
y ;&
Portanto, dy = 0.01 _ 0,005 paradx = 0,01. Assim, I + dy = 1,005 é um valor aproxima-
2

do (por excesso) de +/1,01. Como 1,004 é um valor aproximado por falta (( roobw < 1,01)
segue que

1,01 = 1,005

com erro, em médulo, inferior a 0,001. u
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Exercicios 7.14 Pela definigio de derivada,

1. Calcule a diferencial. . v(t + At) — v(D)
a()= lm ————=.

Ar—0 Ar

l

S.«.H\«u by y -2
x 3
x+1

¢}y = vt + A — v(p)

€ a aceleragdo média entre os instantes ¢ e 7 + Ar.
At

O quociente
2. Sejad =, 1>0.

EXEMPLO 1. Uma particula move-se sobre o eixo x de modo que no instante 7 a posigo

xédadaporx = Nw* 1 = 0, onde x é dado em metros e t em segundos.

a) Calcule a diferencial.
b) Interprete geometricamente o erro que se comete na aproximagdo de AA por dA. (Olhe p % ) . h . _ o =2
A = % como a férmula para o célculo da drea do quadrado de lado 1.) g) Determine as posi¢des ocupadas pela particula nos instantes t = 0,7 = l e = 2.

b) Qual a velocidade no instante £?

4 ¢) Qual a aceleragfo no instante #?
3. SgjaV = 3 7, r > Q. d) Esboce o gréfico da fungo de posigio.
a} Calcule a diferencial. - Solugdio

b) Interprete geometricamente dV. (Lembre-se que V¢ o volume da esfera de raio re que 4
€ a drea da superficie esférica de raio r.)

a)| ¢ x
o 2 0
4. Sejay = x“ + 3x. w X o ] Nw
a) Calcule a diferencial. 2 4 , “| 0 i - 1 ' ' f2 N
b) Calcule o erro que se comete na aproximacao de Ay por dy. Interprete graficamente. 3 _ 9 -
A A dr _ A velocidad instante t € v () = 2f (m/s)
7.15. VELOCIDADE E ACELERACA0. TAXA DE VARIACAO by 5 = 2 A velocidade no ins o
m:.woq:mw._& que uma Eﬁ_\m:_m. se desloca mo_uno. 0 €ixo x com fungdo de posigio x = \ ® 0 mglmw — dv _ 2. A aceleragio no instante £ é
Isto significa dizer que a funcio f fornece a cada instante a posicéo ocupada pela partic dr? dt

nareta. A velocidade média da particula entre os instantes 7 e r + Az é definida pelo guoci
fa+A)—fn)
Ar
instantes 7 e t + Ar. A velocidade da particula no instante ¢ é definida como sendo a derivai
da (caso exista) de fem ¢, isto &:

a () = 2 (m/s%)
ente

» onde Ax = f(t + A7) — f(1) é o deslocamento da particula entre o
A aceleracfio € constante e igual a 2.

d) <k
I&xu\
<S|M 7.

Assim, pela defini¢o de derivada,

-
I3

[ R S ...

S+ A - f@)

n
v() = lim

At =0 At

EXEMPLO 2. Uma particula move-se sobre o eixo x de modo que no instante ¢ a posigdo

i xédadaporx = cos 3¢, t = 0. Suponha x dado em metros e ¢ em segundos.
A aceleragdo no instante ¢ é definida como sendo a derivada em ¢ da fungiov =

@) Determine as posi¢des ocupadas pela particula nos instantes t = 0, ¢ =

KPS
2 6’ 3’
EAD“ &“E

dt  di?

T 27
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b) Qual a velocidade no instante #?
¢) Qual a acelerag@o no instante ¢?
d) Esboce o grifico da fungdo de posigiio.

Solucdo
a) ¢ x
Y] 1
n/6 0 -1 0 1
nf3| -1 Vs N -
/2 0 \r —— .
Nﬁ\w 1 t = W t= m t=0

A particula executa um movimento de “vaivém” entre as posi¢des —1 e 1.

«

b) w = —3sen3touv(f) = —3 sen 3t (m/s).

2
<) me = ~9cos 3roua (i) = ~9 cos 3t (m/s°).

.. d%x
—9, isto &, 5 = —9x.
dt

3 X

EXEMPLO 3. Um ponto move-se ao longo do grificode y = x% + 1 de tal modo que asua 3
abscissa x varia a uma velocidade constante de 3 (cm/s). Qual &, quando x = 4 (cm), a ve- 4

locidade da ordenada y?

Solugdo

Fagamos, por um momento, x = g (¢) e seja #y 0 instante em que x = 4, isto &, g (fy) = 4. §

. . . . . d
O que se quer entdo € a velocidade da abscissa y no instante fy, Ou seja, Mvv p i ;
t =iy
2

Como y = x” + 1, pela regra da cadeia,
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Como mlw =3, m = 6x. Como x = 4 para t = 1, resulta
dy _
&lm t=1t, =24 Aoﬁﬂ\mu.

Deste modo, para x = 4, a velocidade da ordenada y serd 24 (cm/s).
fx+Ax) — f(x)
) Ax

entre x e x T Ax. A derivada de f, em x, € também denominada taxa de variacdo de f, em x.

d L -
Referir-nos-emos a 2 como a taxa de variagdo de y em relagdo a x.

dx
Seja Ay = f(x + Ax) — f(x); para Ax suficientemente pequeno

Seja a fungdo y = f(x). A razéo € a taxa média de variacéo de f

Ay =f'(x) Ax.

Assim, para Ax suficientemente pequeno, a variagéo Ay em y é aproximadamente f' (x)
vezes a varia¢do Ax em x. .

EXEMPLO 4. O raio r de uma esfera est4 variando, com o tempo, a uma taxa constante de
5 (m/s). Com que taxa estard variando o volume da esfera no instante em que r = 2 (m)?

Solugdo
. . av 4 3
Seja tp 0 instante em que r = 2. Queremos calcular R Sabemos que V = Wq_.x .
Pela regra da cadeia 0
av _av dr
dt dr dt’
Como g2 e 9 = 5, resulta
dr dt
Y 2om?,
dt
dv 3 .
Parat = 1y, r = 2; logo, &I (=1 = 807 (m~/s). No instante em que r = 2, 0 volume
t|E= 1y
estard variando a uma taxa de 807 an\mv ]

EXEMPLO 5. Um ponto P move-se sobre a elipse 4% + ww = 1. Sabe-se que as coordena-
das x (£) e y(#) de P sdo fungdes definidas e derivaveis num intervalo /. Verifique que
dy _ _4x dx

dt y dt

emtodot € [,comy (r) # 0.
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Solugdo Exercicios 7.15

1. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com fungio de posi¢io x = 3 + 2¢ — Nm, t=0.

a) Qual a velocidade no instante 1?
b) Qual a aceleragio no instante ¢?
¢) Estude a variago do sinal de v (7).

d 2
Como % 4x7) = d) Esboce o grafico da fungéo de posigio.

Bl
&
&
&
&
&
S
S

2. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com fungfio de posiciox = — ¢t + 1, 1= 0.

resulta . ] .
a) Determine a velocidade no instante ¢.

b) Qual a aceleragdo no instante ¢?
¢) Esboce o gréfico da fungdo de posigio.

3. A posicdo de uma particula que se desloca ao longo do eixo x depende do tempo de acordo

¢, portanto, com a equagdo x = -2+ 3 =0,

a) Estude o sinal de v (%).
b) Estude o sinal de a (z).

¢) Calcule  lim Alm + wsmy
t—+x

d) Esboce o gréfico da funcio x = -2+ uﬁm, t=0

d a?
4 Sejax=f(N,1>0,talquef(0) =1, = >0e =2

2
deve ser o grafico de f? Por qué? dt dt

emtodot €71, comy(t) # 0.

EXEMPLO 6. A funcio x = f(¢), t € 1, é derivével até a 2.* ordem no intervalo aberto [
seu grifico tem o seguinte aspecto

> 0 para t = 0. Como vocé acha que

5. Afungdo x = f (1), 1 € I, € derivavel até a 2.* ordem no intervalo aberto / e seu grifico tem o
seguinte aspecto

t

t

O que € mais razodvel esperar que ocorra: /(1) < O em I ou f"(¢) = 0 em I?

Solucdo
O que é mais razodvel esperar que ocorra: f*(f) < 0 ou f*() > 0 em /? Por qué?
Vamos pensar cinematicamente. A medida que o tempo aumenta, a particula, em in- §

. . . . Il 4 H M &R
tervalos de tempos iguais, percorre espagos cada vez maiores, o que significa que a velo- 6. Sejax = f(1), 1= 0, tal que f(0) = 1 e f(1) = 2. Suponha, ainda, que — > 0 para ¢ = 0;
cidade estd aumentando, logo, € razodvel esperar que a aceleragdo seja positiva em , ou seja, a2 d2x dt
ffH=0eml . 2 <OparaQ<t<le T > O parat > 1. Como vocé acha que deve ser o grafico de f?
¢ t
Por qué?

7. Sejaf() = £ + 3.

a) Estude o sinal de f'(z).
b) Estude o sinal de f"(2).

o) Caleule lim (P +3e lim @ + 3.
t—+x t——

~¥

d) Utilizando as informacdes acima, esboce o grafico de f.
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10.

11.

12

13.

14.

15.

. A posi¢do de uma particula que se desloca ao longo do eixo x varia com o tempo segundo uv
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t

Sejaf(t)y = ——.
jaf(n 7

a) Estude o sinal de £'(¢).
b) Estude o sinal de f"(z).
t t
n.u Calcule lim ql e lim |N| .
t+x “+4 ro4w (544

d) Utilizando as informagdes acima, esboce o grifico de b

equagio x = <ﬂo (1-e

a) Qual a velocidade no instante #?

b) Com argumentos fisicos, justifique a afirmagio: “a funglo ¢ estritamente crescente”.

¢) Qual a acelerac¢do no instante 1? E

d) Com argumentos fisicos, justifique a afirmagdo: “o gréfico da fungdo tem a concavidade
voltada para baixo”.

\_:V. ¢ 2 0, onde vy e k sdo constantes estritamente positivas.

¢)Calcule lim ~O (] — ¢ K

to 4 k
/) Esboce o grafico da fungio.

)

A equagio do movimento de uma particula que se desloca ao longo do eixo xé x = ¢’ sen 1, 4
t=0.

a) Determine a velocidade e a aceleragio no instante 1.
b)Calcule lim e ‘sent.
t— 4w
¢) Esboce o grifico da fungio.
d) Interprete tal movimento.

Um ponto P move-se sobre a pardbola y = 3% — 2x. Suponha que as coordenadas x () e y (7)

dx

de P sido derivéveis e que n_l # 0. Pergunta-se: em que ponto da pardbola a velocidade da
t

ordenada y de P € o triplo da velocidade da abscissa x de P?

1

Um ponto P move-se ao longo do grifico de y = de tal modo que a sua abscissa x

2
x-+1
varia a uma velocidade constante de 5 (m/s). Qual a velocidade de yno instante em que x = 10 m?
d
Um ponto desloca-se sobre a hipérbole xy = 4 de tal modo que a velocidade de y é A|w =B
t
&N 2
B constante. Mostre que a aceleraciio da abscissa x é &IM = mﬂ x3.
t
Um ponto move-se ao Jongo da elipse 2+ @N = 1. A abscissa x estd variando a uma veloci-
dade W = sen 4¢. Mostre que
dt )
) dy X sen 4t b) &mw sen? 4t + _m\QN cos 4¢
q) = =22 7 Rl A
dr 4y di? 16y3
. s 2 2 dx
Um ponto move-se sobre a semicircunferéncia x° + y* = 5, ¥ = 0. Suponha M| > 0. Deter-
t

mine o ponto da curva em que a velocidade de y seja o dobro da de x.
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16. Uma escada de 8 m estd encostada em uma parede. Se a extremidade inferior da escada
for afastada do pé da parede a uma velocidade constante de 2 (m/s), com que velocida-
de a extremidade superior estard descendo no instante em que a inferior estiver a 3 m da parede?

17. Suponha que os comprimentos dos segmentos AB e 0B sejam, respectivamente, 5 cm e 3 cm.
1 _ .
Suponha, ainda, que 8 esteja variando a uma taxa constante de M rad/s. Determine a velocida-
[
de de A, quando 8 = M rad.

4

[ A

0 (x, 0)

18. Enche-se um reservatdrio, cuja forma € a de um cone circular reto, de 4gua a uma taxa de 0,1
m?¥s. O vértice estd a 15 m do topo ¢ o raio do topo é de 10 m. Com que velocidade o nivel &
da dgua estd subindo no instante em que 2 = 5 m.

19. O ponto P = (x, y) estd fixo & roda de raio 1 m, que rola, sem escorregamento, sobre o eixo x.
O éngulo 6 estd variando a uma taxa constante de 1 rad/s. Expresse as velocidades da abscissa
e da ordenada de P em funcéo de 6.

X

20. Um ponto P move-se sobre a pardbola v_m =x,x> 0ey>0. A abscissa x estd variando com
uma aceleragio que, em cada instante, é o dobro do quadrado da velocidade da ordenada y.
Mostre que a ordenada estd variando com aceleragio nula.

21. Dois pontos P e Q deslocam-se, respectivamente, nos eixos x e y de modo que a soma das
distancias de P a R ¢ de R a Q mantém-se constante e igual a e durante 0 movimento, onde
R = (0, k) € um ponto fixo. (Veja figura.)
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& 3
Relacione a velocidade ol mmmnoim,\a_oaamao @ anw‘

dt dr

7.16. PROBLEMAS ENVOLVENDO RETA TANGENTE E RETA
NORMAL AO GRAFICO DE UMA FUNCAO

Seja f'uma fungdo derivavel em p. Jd vimos que, por definigfio, f'(p) é o coeficiente an-

gular da reta tangente ao gréfico de fno ponto de abscissa p e que

y=—f@)=5fp)x—p

€ a equacio da reta tangente em (p, f (p)).
A reta que passa por (p, f (), e que é perpendicular  reta tangente acima, denomina-se

reta normal ao grafico de fem (p, f(p)). Se f'(p) # 0, a equagiio da reta normal no ponto de
abscissa p serd

1
f(p

y—f@=- (x = p).

Lembrete. Voc€ aprendeu na geometria analitica que, se y = mx + ney = myx + my sdo
retas perpendiculares, entdo os seus coeficientes angulares satisfazem a relacio
1

mmy = ~—loum; =——.
m

Assim, como f’(p) € o coeficiente angular da reta tangente em (p, f (p)), a reta normal,

~_ , desde que f'(p) # 0. Se f'(p) = 0, a equagio
fp)

neste ponto, terd coeficiente angular —
da reta normal em (p, £ (p)) serd x = p.

f@F---

reta normal 7

< ~ /

1
!
P

"
>
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mNESE._O 1. Sejaf(x) = x> — x. Determine as equagdes das retas tangente e normal no

to de abscissa 0.

vo: ’
Solugdo
Reta tangente no ponto de abscissa 0: y=x 7
y—f0)=f0)x—0) -
1 X
f©) =0 \
fly=2x—1= f(0)=-1 y=—x
Substituindo na equagdo acima vem
y—0=—-1x—-0)ouy=—x
Assim, ¥y = —x € a equagdo da reta tangente ao grifico de f no ponto de abscissa 0.
Reta normal no ponto de abscissa 0
fO = ——— = 0)
v — = —— - 0).
4 Q)
Como f(0) =0ef'(0) = —1, resulta
y=x
que € a equagio da reta normal no ponto de abscissa 0. |

EXEMPLO 2. Sejaf(x) = 2x + 1. Determine a equagio da reta tangente ao grifico de fno
ponto de abscissa 3.

Solugao
A equagdo da reta tangente em (3, £(3)) é:

y=fA=f &3

T“@n.\
fm=2= f'G)=2

Assim,y — 7 =2 (x — 3) ouy = 2x + 1, é a equacdo da reta tangente em (3, f (3)).
Observe que a reta tangente ao grafico de fem (3, f(3)) coincide com o gréafico de f'!!

Observagiio. A nossa definigio de reta tangente ndo exige que a reta tangente “toque” a
curva num tinico ponto. [ ]

) s _ .3
EXEMPLO 3. r é uma reta que passa por (1, —1) e é tangente ao gréfico de f(x) = x~ — x.
Determine r.
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Solugao

Supondo que r seja tangente ao gréfico de fem (p, f(p)), a equagiio de r serd

y=f@ = x-p)

fy=p-p
f(p=3p" -1
3
e, portanto,y — p” + p = @mm ~ 1) (x — p). O problema, agora, consiste em achar p. Co
rpassa por (1, —1) (observe: x = 1 =y = —1)
3
—1=p+p=0p" -1 -p)
ou
- wﬁm - mww =0
. 3
e, assim,p =Qoup = 3 Portanto, a equagio de r serd
Y 3 3 3
YLO=f O G@=0ouy-f[3|=r 2] [x-2
! 2 f 2 2
ou seja,
y=-—xouy= mwxl 27
4 4

Pelo ponto (1, —1) passam duas retas que sio tangentes ao grifico de f.

e

EXEMPLO 4. Determine a equacio da reta tangente ao grafico de f(x) = X+ 3xe para-
lelaaretay = 2x + 3.

Solucdo

Supondo que a reta procurada seja tangente ao grifico de fno ponto de abscissa p, sua °

equacio sers

Y=oy =f@)x-p.

Ir
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pela condigdo de paralelismo, devemos ter

ff)y=20u2p+3=2

1
¢, portanto, p = — > A equagio da reta pedida serd entdo
| 1 i
—fl—=|=Ff"1—-=||x+=
Aty A 2
ou
y + 3 =2|x+ 1
’ 4 2
ou m&.m_
1
=2x— —. [
Y 4

Exercicios 7.16

1. Determine as equag0es das retas tangente e normal ao gréafico da fun¢io dada, no ponto dado.

a)fx) = K- 3x, no ponto de abscissa O
b)Y f(x) = &ﬂ no ponto de abscissa 8
1
c)gx) = —5"» 110 ponto de abscissa |
x

1
d) g (x) = x + —, no ponto de abscissa 1
P

2. Seja f(x) = x%. Determine a equagdo da reta que € tangente ao grfico de f e paralela a reta
1
y= —x+3.
2

3. Sabe-se que r € uma reta tangente ao grafico de f(x) = X+ 3xe paralela aretay = 6x — 1.
Determine r.

4. Omﬁdﬁ.mﬁ a equacdo da reta que é perpendicular i reta 2y + x = 3 e tangente ao grafico de
fx)=x"—3x.

5. Sabe-se que r é uma reta perpendicular a reta 3x + y = 3 e tangente ao grafico de f (x) = .
Determine r.

6. A reta s passa pelo ponto (3, 0} e é normal ao grafico de f (x) = & no ponto (a, b).

a) Determine (a, b). b) Determine a equagio de s.

7. Sabe-se que r é uma reta que passa pela origem e que € tangente ao gréificodef (x) = 2+ 2% -,
Determine r.
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8. Determine todos 0s pontos (a, b) sobre a curva y = a4+ 26 — 207 + 8x + 12 tais quea _.ns.,,
tangente em (a, b) seja paralelaareta 8x — y + 7= 0.

9. Determine todos os pontos (a, b) sobre o grifico da fungdo dada por y = 48 + 3%~ 4x - ~
tais que a reta tangente em (a, b) seja paralela ao eixo x.

10. Sabe-se que » € uma reta que passa pelo ponto (0, 2) e que é tangente ao graficode f(x) =
Determine r.

4 3
1. Determine a equagdo de uma reta, ndo vertical, que passa pelo ponto ?4 iu € que seja nor- 3
mal a0 grafico de y = x°. 3 .

12. Determine ﬁoaowom pontos (a, b) de ZN tais que por (a, b) passem duas retas tangentes ao gr4-
mnoam%?vua.

+ 13 m&&:b e B 0s pontos em que o gréfico de f(x) = X - ox, areal, ::an?m 0 eixo x. DQQ.. 5
mine « para que as retas tangentes ao grafico de £, em A e em B, sejam perpendiculares.

14. Determine § para que y = Bx — 2 seja tangente ao grafico de f(x) = X —4x,

1
I5. Sabe-se que r € uma reta tangente aos gréficos de f(x) = _— edeg(x)= M + 2 Determine r,

7.17. EXERCICIOS DO CAPITULO

1. Calcule, pela definigo, a derivada da fungio dada, no ponto dado.

afxy= ——emp=2 bgx)= 2x+1emp=0
x+1
cy=senmxemp =1 dfx) = ma emp =10
x3/2 wosuuq sex#0
_ x e —
e)g(x)= emp=0 fHgx)= x> +xemp=1
0 sex=19

%:.Hoaamnamno Ez”<:+;<ﬂ emp =1

)y =x"emp = 1 (Sugestdo. Veja Exemplo 3-6.3.)

2. Calcule a derivada

@)y = 1+x byy =1InGx + 1+ 9x2)
2
o)y =x 5% d)y = (2 + senx)*
R
+
&)y =1In /HE HNx= e sen 3t
—sen x
2 _ 2
t x= +1
)s=t¢ln —-- Ny = %
# 241 ) Jx+1
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£ . - xtg3x
Dv\” le_.mw .\vv\AHV M +4
il —
1+ tg — PSEC N X
py=h—— 2 me =
1—tg —
£3
n)y = et 0)y = Wﬁwx+_:8ma

’ 2

3
JI—x + <: +x y1- x? 24 +33x) 2 - 3x)2

i el 5

23 — -3 _ cos v'x
Ry s} f(x) =
s 23 427 A "y 1+ senx
1
ny= e {cos 3x — sen 3x) )y = 5 oo.mm Sx + Insen Sx
3. Expresse & em termos de x e de y, onde y = y (x) € uma fungdo derivavel, dada

dx
implicitamente pela equagio dada.
e +xy=x
dyxcosy+ycosx =2

a) v.w +senxy =1
x -
)y +x=y

4. Sejay = f (x) definida e derivdvel num intervalo contendo 1 ¢ suponha que f seja
dada implicitamente pela equagio wm + »,mw = 130. Determine as equagdes das retas

tangente e normal ao grifico de f, no ponto de abscissa 1.

5. UQQEEm uma reta que seja paralela a x + y = 1 e que seja tangente a curva

X +G+vw 3.

. s 1 2 . o
6. Determine uma reta que scja tangente a elipse ¥+ 2y~ = 9 e que intercepta o e1X0

9
¥ no ponto de ordenada 1
3 vV
} X
7. Mostre que a reta X+ X =2¢ tangente d curva | — | + [=— | =2no ponto
X0 Yo X0 Yo

(xg» Yo)-

. N 3 3_
8. Determine uma reta paralelaax + y = 1 e tangente acurvay” + xy +x~ = Oemum
ponto (xg, yg), com xg < 0 ey < 0.

9. Os lados x € y de um retAngulo estdo variando a taxas constantes de 0,2 m/s e 0,1 m/s,
respectivamente. A que taxa estard variando a area do retdngulo no instante em que
x=1mey=2m?

10. A altura 4 e o raio r da base de um cone circular reto estdo variando a taxas constantes
de 0,1 m/s e 0,3 m/s, respectivamente. A que taxa estard variando o volume do cone
no instanteemque £ = 0,5mer = 0,2 m?
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11. O volume Ve o raio r da base de um cone circular reto estio variando a taxas con
. dh
tantes de 0,1 7 m>/s e 0,2 m/s, respectivamente. Expresse — em termos de r e

dt
onde A € a altura do cone.

12. Num determinado instante, as arestas de um paralelepipedo medem a, b, ¢ (m) e, nesg
instante, estdo variando com velocidades Vg» Vp € V. (M/s), respectivamente. Mog
tre que neste instante o volume do paralelepipedo estard variando a uma taxa d
v, bc + avye + abv, de\mv.

13. O raio r e a altura 4 de um cilindro circular reto estio variando de modo a man '.H_
constante o volume V. Num determinado instante 2 = 3cme r = 1 cm e, neste instantg
a altura est4 variando a uma taxa de 0,2 cmy/s. A que taxa estara variando o raio neste
tante?

14. Uma piscina tem 10 m de largura, 20 m de comprimento, 1 m de profundidade nas
extremidades e 3 m no meio, de modo que o fundo seja formado por dois planos in3
clinados. Despeja-se d4gua na piscina a uma taxa de 0,3 m°>/min. Seja 4 a altura
dgua em relagio a parte mais profunda. Com que velocidade # estara variando no
tante em que 4 = 1 m?

20m

Im

BNV

T

15. Num determinado instante § = Bl estd variando, neste instante, a uma taxa de 0,013

radianos por segundo (veja figura). A que taxa estar variando o angulo « neste ins-
tante?

2m

- L. . T da
16. Com relagdo ao exercicio anterior, supondo 7 < a < 7, expresse m em termos
t ;

49

de e —.

dt
17. Considere as fungdes dadas por y = ax’ e y= —x? + 1. Determine a para que oS 3

grficos se interceptem ortogonalmente. (Os gréficos se interceptam ortogonalmente 4
em (xg, ¥o) se as retas tangentes dos grificos, neste ponto, forem perpendiculares.) J
18. Determine a para que as circunferéncias x°

+y=letx—a)’+ y2= 1 se intercep- §
tem ortogonalmente.

19. Mostre que, para todo «, as curvas y = ax?

ex’ + 2y =1se interceptam ortogonal- §
mente. E

20.

21.

22.

23.

24

25.

26.

217.

28.

211
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Suponha f: R — R derivavel e considere a fungdo dada por y = X2 f o+ 1.

dy )

a) Verifique que <> = 2/ (2 + 1) + 2 /(7 + 1)
dy
b) Expresse —

s "2
I \«HHGEB_.SQ%\AN:\A )

Seja ¢ a funcdo dada por ¢ (x) = x> + 1. Calcule.

a) ¢'(¢(x)) b) (¢ (b (x)))'
Calcule ¢ '(¢ (x)) sendo ¢ dada por

1
a) ¢ (x) = senx S&O@HM
) =InGE+1) d)d(x) = e

Para cada ¢ do exercicio anterior, calcule (¢ (¢ (x)))'.

Dé exemplos de fungdes ¢ que satisfazem a condigio ¢’ (¢ (x)) = (¢ (P (x)))', para
todo x no dominio de ¢.

Considere uma particula que se desloca sobre o eixo x com fungao de posicdo x = cos 3t.

a) Verifique que a aceleraco é proporcional & posi¢do.
b) Calcule a acelerac@o no instante em que a particula se encontra na posi¢io x =

N |-

Considere uma particula que se desloca sobre o eixo x com fungéo de posigido
1

20+1°

a) Verifique que a aceleragfio é proporcional ao cubo da posi¢io. B
b) Qual a aceleragdo no instante em que a particula se encontra na posi¢io x = 3/7 7

x =

Sejaf: R — R derivdvel até a 2.* ordem e seja & dada por & (r) = f(cos 3¢).

a) Expresse h"(r) em termos de #, f'(cos 3¢) e de f”(cos 31).

1 (1

b) Calcule #” Hu admitindo que f’ hlu =4def’ ﬁlw =3.

. 9 2 2
Suponha que y = y () seja uma fungfio derivavel tal que para todo ¢ no seu dominio
dy _ 2
a0

d%y
a) Expresse ey em termos de 7 e de y.
i1
d?y _

b) Calcule —= supondo que y (1) = 1.

42 1=1
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29. Seja y = y (x) definida e derivdvel num intervalo J e tal que, para todo x em I,

@“ =x+seny.
dx
Expresse Y em termos de x ¢ de 4
a) Expresse a3 em termos de x e de y.
3,
b) Calcule WMW ‘=0 admitindo que y (0) = m

30. Sejaf: R — R derivdvel até a2.” ordem e tal que, para todo x,

F )+ 45 =o0.

Mostre que, para todo x,

< [f'(x)sen 2x — 2 cos 2xf(x)] = 0.
dx

31. Sejam £: R — R derivével até a 2.* ordem e / dada por & (x) = £ (f (x)). Verifique .,

que, para todo x, h"(x) = f(f (x)) (F'(x))? ) f(x).
32. Cousidere o polindmio
P@) =49+ Ap (x = xp) + 4 (x — xp)? + Az (x — xp)°

onde A, AL A,, A3 € X s30 niimeros reais fixos. Mostre que

P )= Pg) + P/(xy) (x — xg) + .ﬂ%@ (x—x* + i smﬁ_év (= xp).

33. Considere 0 polinémio P (x) = ap+ax+ emxw
fixos. Seja xy um real dado.

+ n%% onde ap, 4y, ay € az sao reais
a) Mostre que existem constantes Ag, A, A € A3 tais que

PO =Ag+ A =) + Ay (x — x) + A (v — x)°.
(Sugestdo: Faga x = &= xg) + Xg.)

b) Conclua que

O PO=Pl+P (xp)(x—xp) + .ﬂ%olv @ -x?+ L uﬁ_év (= xp)°.

(Dizemos que 3) é o desenvolvimento de Taylor do polinémio P (x) em poténcias de
X = xg.)

34. Determine o desenvolvimento de Taylor de P (x) = »° + 2x + 3, em poténcias de
(x—1).
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35. Generalize o resultado do Exercicio 33.

2 A s
36. Determine o desenvolvimento de Taylor de P (x) = =37 +x+1lem poténcias de
a)x—2 b)yx+ 1
37. Sejam P (x) e Q (x) polindmios tais que P (g} = 0, Q (xp) = 0 e Q'(xg) # 0. Mostre
que

lim £ Pq)
x> x Ox) DAHCV

(Sugestdo: Desenvolva P (x) e Q (x) em poténcias de x — X e simplifique.)

38. Sejam P (x) e Q (x) polindmios tais que P (xp) = P’ (xg) = 0, Q (xg) = Q'(xy) = 0
P(x) _ P"(xp)

i lim m . Generalize.
e Q" (xg) # 0. Mostre que 0 07
39. Utilizando os Exercicios 37 e 38, calcule.
100 - 3 _ XN —x+1
X +x—-2 lim X ,
4) .a__wv:y |x@c - X b) x_Mv:_ x10 —9x2 4 8y
5 f-2x3 4251
. X +3x+4 . X
nv a_wvnw_xmo.rwk«+m &belmu_ x8 —6x0 +8x5 — 354

40. Sejam fe g derivdveis em p e tais que f(p) = g (p) = 0. Supondo g "(p) # 0, mostre
que

S _ f'p)

lim S22 =L M7
stumcc g'(p)

41. Utilizando o Exercicio 40, calcule.

N&Iﬂ.\w
. In(x+1) . e
Iim ————=" b) lim -
%) xwlvoxw+mm:\« \«IVW 2sen x +sen 6x — 2
Yx+1 x+3x2 + sen 3x
c) lim H‘m 4} lim - $|
x—-1 sen mx x>0 In(x*+x+1)
2
e +x—1 . sen (sen mx)
e) lim N lim ————

x>0 et + x5 —1 k$pmlz\klm\_km

42. Seja f definida em R e derivdvel em p. Suponha f’(p) > 0. Prove que existe r > 0 tal
que

f@>fp) em Ipp+rl
FO<f@ em Ip-rpl
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(Sugestdo: Lembre-se da defini¢do de derivada e utilize a conservagao do sinal.)
43. Seja f definida e derivédvel em R e sejam « e b rafzes consecutivas de f. Mostre que
f@ - ') <

44, Suponha f derivével no intervalo /. Prove que se f for estritamente crescente em ~
entdo f’' (x) = 0em .

45. Suponha f derivavel em [a, b] e tal que f'(a) - f'(h) < 0. Prove que existe p em Ja, E
tal que f(x) < f(p) para todo xem [a, b] ou f(x) = f(p) para todo x em [a, b]. F"oﬁaos
geometricamente.

. Suponha f derivavel em [ a, b ] tal que f'(@) - f'(b) > O e f(a) = f(b). Prove que
existem x;, x, € la, b[ tais que, para todo x em [a, D], f(x) < f(x) < f(x,). Interprete §
geometricamente.

47. Sejaf: R — R uma fung@o tal que quaisquer que sejam x e ¢

lf) —fl=

lx— ¢
Calcule f'(x).

48. Sejam fe g definidas em R, com g continua em 0, e tais que, para todo x, f(x) = x g(x).

Mostre que f € derivdvel em 0.
49. Suponha f definida em R, derivdvel em 0 e f(0) = 0. Prove que existe g definida em 3
R, continua em 0, tal que f (x) = x g(x) para todo x. :

FUNCOES INVERSAS

8.1. FUNCAO INVERSA

Dizemos que uma funcéo f € injetora se, quaisquer que sejam s e ¢ no seu domdinio,
sFEI=f()#f@).

Observamos que se f for estritamente crescente ou estritamente decrescente, entdo f serd
injetora.

Suponhamos, agora, que f seja injetora e que B = Im f. Assim, para cada x € B existe um
linicoy € U\S_ quef(y) = x.

Dy

Podemos, entdo, considerar a fun¢io g, definida em B, e dada por

g =y f=x

Tal fungdo g denomina-se fungdo inversa de f.

Observe que a fungdo inversay = g (x) é dada implicitamente pela equagdo f(y) = x.

Se ffor uma fun¢fo que admite fungio inversa, entdo diremos que fé uma funcdo inver-
sivel. Observe que se f for uma fungdo inversivel, com inversa g, entio g também ser4 in-
versivel, e sua inversa serd f.

EXEMPLO 1. A fungio f(x) = ¥ ,x = 0, € estritamente crescente em [ 0, + [, logo, f é
inversivel. A sua inversa é a m::mmo g, definidaem [0, +o [ = Im f; e dada por

g =yefO)==x
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Para expressar y em fung@o de x procedemos assim:
%Qvuxﬁ,«_mnxﬁv\uzﬁ«. y,xeRyY).

A inversa de f(x) = xm. x =0, ¢éatfuncio g (x) = Nx,x=0.

Os graficos de fe de g sdo simétricos em relagdo aretay = x. ]
Observaciio. Suponhamos que f admita inversa g. Temos
(ab)EGob=flaea=gb)ob.a)EG,
ou seja,
(a,b) € Gy (b, a) € G,
Quando (a, b) descreve o gréfico de £, (b, a) descreve o gréfico de g. Como (4, b) e (b, a)

sdo simétricos em relagio a reta y = x, resulta que os gréficos de fe de g sdo simétricos em
relagdo aretay = x.

EXEMPLO 2. A fungio f (x) = €', x € R, ¢ estritamente crescente, logo inversivel. Sua
inversa € a fungo g (x) = In x, x > 0, pois

Inx=yee =x (xeyreais, comx > 0).
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EXEMPLO 3. (Fungdo arco-seno). A fungdo f(x) = senx, x € _H\W WH_ ¢ estritamente
crescente, portanto inversivel, e sua imagem € o intervalo fechado [—1, 1]. A inversa de f¢é

a fungdo g (x) = arc sen x (leia: arco-seno x), x € [—1, 1], dada por

arcsenx = y&seny = x

comx&E[—1,lley€E ﬁ\m q@.

22
y
y P I
Ly =x 2
7/
1F-=--- 7~ =
/. ’ |
hd b
2 . -
T S .
_ 2 y
! 4 y, + arc se
SO \_\ nx
s 7|
\\ s : m
L T T 2
Grificode f(x) =senx, x €| ——, — |
2 2
]
~ _ T oo, .
EXEMPLO 4. (Funcdo arco-tangente). A fungio f(x) = tgx,x € H— iy ﬁ é estritamente
crescente, portanto inversivel, e sua imagem é R. Sua inversa é a fungio g (x) = arctg x, x € R,

dada por

arctgx =yotgy=ux

ondexERey €& @\WV

Y]
| —




-
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) arc sen (sen x), onde x = 2k7m + X, kinteiroe X € | ——

y
Yi
I \\e 2 7
\\\\\ it S N
7 s arctg x
/4 | !
- d [ 1
2 12 _ -
I x T X
| |
/ | !
s | s
| -y 4 -
, _ , -
v A, | 2
, _ n m
fx)=tgxx mgl|~ ) ﬁ
Exercicios 8.1
1. Calcule.
1 V3
a) arc sen 1 b) arc sen M ¢) arc sen IM.I
d)arctg 1 eyarctg (—1) farctg N3
1 . Y
g) arc sen -5 h) arc sen (— 1) pHarctg (—~3)
3 V3 V3
) arc sen | —— harctg — m)arctg | ——
B 5 g 3
2. Verifique que
a) ¢os (arc sen x) = e: —x2 b) sec (arc tg x) = z: + x2
3. Calcule.
! X
a) cos | arc sen — b) cos | arc sen —
2 2
3
¢) cos | arc sen Ilzmh d) sec (arctg 1)
m aw m
e) arc sen (sen x), onde BEY Sxs > ) arc tg (tg x), onde Y <x<
2 .
g) arc sen | sen |m| (Cuidado!) h) arc sen (sen 3m)
S5
) arc sen | sen q

m T
272
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4. Seja fuma fungdo inversivel com inversa g. Mostre que
a)f (g (X)) = x para todo x € D, b) g (f (x)) = x para todo x € Dy
5. Prove que a fung@o f (x) = arcsenx, x € { ~ 1, 1 ], é continua. (Veja Exercicio 12.)
6. Prove que a fungdo f (x) = arc tg x, x € R, é continua. (Veja Exercicio 12.)
7. Seja f dada por f (x) = .

a) Mostre que f € inversivel e determine sua inversa g
b) Esboce os gréficos de fe de g

L

(=]

. Qual a fun¢do inversa de f (x) =

=

a+~¢

Nel

. Qual a fungdo inversa de f(x) = .
¥ -

k'NIx

e
10. Sejaf(x) = ———.

2

a) Mostre que f € inversivel e determine sua inversa g
b) Esboce os grificos de fe de g

11. Sejaf{(x) = x + ¢*. Mostre que f ¢ inversivel e esboce os grificos de fe de sua inversa.

12. Seja fuma fungfo cujo dominio e imagem sao intervalos. Prove que se f for estritamente cres-

cente (ou estritamente decrescente), entdo f serd continua.

13. Sejaf(x) = x + e seja g sua inversa.

a) Prove que o dominio e a imagem de g s3o intervalos.
b) Prove que g € estritamente crescente.
¢) Prove que g € continua. (Sugestdo: Utilize o Exercicio 12.)

14. Prove que, se f for definida, continua e injetora no intervalo /, entdo f serd estritamente cres-

cente ou estritamente decrescente.

8.2. DERIVADA DE FUNCAO INVERSA

Seja fuma fungdo inversivel, com inversa g; assim,

f(g (x)) = x para todo x € D,

Segue que para todo x € D,

[flg ) =X
[flgGN) =1L
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Se supusermos fe g diferencidveis, podemos aplicar a regra da cadeia ao 1.° membro g
equagdo acima:

flg)eg'x=1

ou

g = para todo x € D,

1
)

que € a formula que nos permite calcular a derivada de g conhecendo-se a derivada de f,

Observacio. Observe atentamente as notagdes

fleelf(gx)N] :

f' (g (x)) € o valor que a derivada de fassume em g (x), enquanto [ f(g (x))]’ = f’(g (x)) w\co..”w
O préximo teorema conta-nos que, se f for inversivel e derivdvel e se sua inversa g for;
continua, entdo g serd derivdvel em todo p de seu dominio em que f'(g (p)) # 0.

Teorema. Seja f uma funcio inversivel, com fungdo inversa g. Se f for derivédvel
em g = g (p), comf’ (g) # 0, e se g for continua em p, entdo g serd derivdvel em p.

Demonstracdo

x—p Flg) — fg(py  FEOGY~ Flglp))’
g(x) — g(p)

gx)—g(p) _ 8(x)—2(p) 1

X F p.

Fazendo u = g (x), pela continuidade de g em p, u — ¢ para x — p. Entdo,

g gl _ 1
HHMHAE X —p :__IVH._AQ \.IASV - ,\AQV ’
u—4q
Como lim E = f'(g) = f'(g (p)), resulta
u—q u—q
, g0 —g(p) 1
N R T

1

Portanto, g € derivavelempe g'(p) = ————.
fgp)
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@NESHVPO 1. (Derivada do arco-seno). A funcfio arc sen € continua e é a inversa de

\Sn mozki«m _HIW mg Hoa_om

1 _ 1
f'(arc sen x)  cos (arc sen x)

arc sen’x =
@

poisf' = cosem ﬁim,ﬁu—, De
22

[cos (arc sen \«:N + [sen (arc sen xzm =1
S
x

segue

[ cos (arc sen x) _N =1- xw

e, portanto, cos (arc sen x) = N x2

»

ST
S

, UMa Vez que arc sen x € *H - g Substituindo

em (D) resulta

1
arcsen’x = ———, -1 <x<1.

/: - km

Outro processo para se obter a derivada de y = arc sen x. Esta fungdo, como sabemos, €
T T ~
dada implicitamente pela equacdo sen y = x, ) sys R Temos, entio,
d d
— [sen y}=—[x].
a0

dy
Dai, [cos y] = =1 e, portanto,
[cos y] I p

dy_ 1T T

dx cosy 2 2
ou seja

b1 _j<x<

dx 1- x2

(Veja Exemplo 6 da Segdo 7.13.) n
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Vejamos como fica a férmula de derivagio de fungdo inversa na notagfo de Leibniz, §§
¥ = g (x) ainversa da fungio dada por x = f(y) (observe que sendo g ainversa de f, temy
y = g (x) & x = f(y). Entdo,

dy 1 1
S =gx) = =
dx f'g(x) dx
dy
ou
dy 1
dx  dx
dy
onde @ w = f'(y) | deve ser calculado em y = g (x).
dy \ dy

Como exemplo, calculemos a derivada de arc tg na notacdo de Leibniz:

T T
y=arctgxox=tgy,comxERe —— < y < —.

2 2
Entdo,
y__ 1 1 _ 1
dc  9X  sec?y 1+tg2y 142
dy

EXEMPLO 2. Determine a derivada.

a)y = arc sen %
b) f(x) = x arc tg 3x.

Solugdo
a) b arc sen’ x° - QN% = ux_H -2x
dx V1= ()
ou seja,

d 2 2x
— [arcsenx’ ] = ——
dx z_,ﬂﬁ

Poderiamos, também, ter calculado WW da seguinte forma:

2

y = arc sen u onde u = x

Exercicios 8.2

dy d du
— = — [arcsenu ] —
dx du dx
ou ¢ja;
. dy _ 2x
dx 11— x*

p) Como f (x) = x arc tg 3x vem:
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S (x)=1"-arctg 3x + x|arc tg 3x]".

3
Mas, [arc tg 3x]" = arc tg’ (3x) - Bx)' =

Assim,

S {x) = arc tg 3x +

assim

14+9x2°

1+ (3x)?°

3x

Observacdo. A derivada de arc tg 3x poderia, também, ter sido calculada da seguinte for-
ma:

di
Mﬂ [arc tg 3x] = W [arc tg u] M: onde u = 3x;
d 1 3
= = -3 = .
[arc tg 3x] o {arc tg 3x] (52 [+ 9.2

1. Determine a derivada.
a)y =xarctgx
¢) g (x) = arc sen X

e)y = 3arctg 2x + 3)

gy= X are sen 2x

iy = \«N mE‘on 2x

Dy=e¢ ¥+ In(are tg x)

b) f (x) = arc sen 3x
d)y = arc ﬂmkm

Py=arcsene’

sen 3x
h)y=
arc tg 4x
, X arc tg x
Dy=—-7—
cos 2x
e ¥ arctg e’
m) f(x) = ——"—

tg x
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Vejamos como fica a férmula de derivagdo de fungio inversa na notacdo de Leibniz. Seja
¥ = g (x) ainversa da fun¢do dada por x = f(y) (observe que sendo g a inversa de f, temog: 4

¥y =g (x) & x = f(y)). Entio,

& g'(x)= L _L
dx fl(g(x)
dy
ou
onde &5 [ 4x _ F(») | deve ser calculado em y = g (x).
dy \ dy

Como exemplo, calculemos a derivada de arc tg na notacdo de Leibniz:

y=actgxxr=tgy,comxERe IWAV_AW.
Entio,
@I 1 _ 1 1 _ 1
dx  dx sec? y I+tg2y 1+ x2°
dy

EXEMPLO 2. Determine a derivada.

a) y = arc sen x*

b)f(x) = xarc tg 3x.

Solugdo
a) m.N = arc sen’ x° - Qw% = H}H — - 2X
dx J1— Akwvu
ou seja,
|&I [ arc moskmu = ‘l[wx
Q.H 2~ — H# .
. . dy .
Poderiamos, também, ter calculado Ma. da seguinte forma:

y = arc sen u onde u = x°

Fungées Inversas

d 1
b_ 4 {arcsenu ] - ]:ni_] - 2x
dx du dx V1= u?
ou s€j4,
dy 2x

dx zﬁ.i [
b) Como f (x) = x arc tg 3x vem:
f'(x) =1 -arctg 3x + x [arc tg 3x]'.

3

Mas, [arc tg 3x]’ = arctg’ (3x) - (3x)' = gvru

Assim,

3x

f'x) = arctg3x + 7o

Observacfio. A derivada de arc tg 3x poderia, também, ter sido calculada da seguinte for-

223

ma:
d d du _
— [arc tg 3x] = — [arctg u] —, onde u = 3x;
- farc tg 3x] ™ larc tg o
assim
, d tg 3x] = | 3= 3
[arc tg 3x]" = ™ [arc tg 3x [+ .2 0.2
Exercicios 8.2
1. Determine a derivada.
a)y=xarctgx b) f (x) = arc sen 3x
2
¢) g (x) = arc sen % dyy=arctgx
e)y =3arctg (2x + 3) Dy =arcsene’
3x h) sen 3x
= g y=——
g)y = e arc sen 2x R
x arc tg x
. 2 tg 2x PO
Hy=x e Ny cos 2x
3 . e tarctge”
Dy=e >+ In (arc tg x) m) \C&H;ﬁma
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1
1+ e8x)"

2.Sejaf(x) = x + ¢" e seja g ainversa de f. Mostre que g é derivavel e que g’ (x) =
(Sugestdo: Veja Exercicio 13-8.1.)

3. Sejaf (x) = x + €" e seja g a fungiio inversa de f. Calcule g' (1) e g "(1).

4. Sejaf(x) =x + Inx, x> 0.

g(x)
1+ g(x)

¢)Calcule g (1), g' (D eg” (1)

a) Mostre que f admite fungdo inversa g, que g € derivdvel e que g'(x) =

b) Esboce os grificos de fede g

5. 8ejaf(x) =x+ x.

~a) Mostre que f admite fungao inversa g
b) Expresse g’ (x) em termos de g (x)
¢) Calcule g’ (0)

6. (Fungdo arco-co-seno). A fungdo f(x) = cos x, 0 < x < 77, é inversivel e sua inversa € a fungio
g(x)=arccosx, ~l<x<l.

a) Calcule arc cos’ x
b) Esboce o grafico de g

- q s - - 2z ~
7. (Fungdo arco-secante). A fungiio f(x) = sec x, 0 < x < — & inversivel e sua inversa € a funcdo

g (x) = arc sec x, x = 1. Calcule arc sec’ x. 2
8. Verifique que.
d [ ] 5
SlxE‘nHm.«II_:CerrgHmaoﬂ X
dx | 2 8
d [x3 2 +2 —
b) — R'mnOma:h+.M111]<;I.«m = x2 arc sen x
dx | 3 9
c) h Ta + 1) arc tg zﬂ - z.ﬂ_ = arc tg )\H
dx
-
d 1 2—x 1
d)y — | —— arc sen — (| = 7
de | 2 x N2 xx% +4x—4
—_—
d | 27x% +6x—1 1-3 1
) — N Tor T Immnomomﬁ \«u = 5 mm——
dx X 6x x2 <,_Nqau +6x—1
d 2 [2(3 - 1
H—| -z arctg | EAnbIN J —
dx | V3 V3 =2) | x\sx—6-x2
d 1 I . 2 3 —
g —|—x Gxu —2)44 - 9x2 + = arc sen ‘ku_ = x2 z_K — 952
dx 136 27 2

ESTUDO DA VARIACAO DAS
FUNCOES

9.1. TEOREMA DO VALOR MEDIO (TVM)

O objetivo desta se¢dio € apresentar o enunciado de um dos teoremas mais importantes
do cdlculo: o feorema do valor médio (TVM). A demonstrago é deixada para o Cap. 15.

Teorema do valor médio (TVM). Se ffor continua em [a, b] ¢ derivavel em Ja, [,
entdo existird pelo menos um ¢ em Ja, b tal que

® f) — fla)

b2 =f'(c) ou f(b)=fla)=f"(c) (b - a).

Geometricamente, este teorema conta-nos que se s é uma reta passando pelos pontos
(a, f(a)) e (b, f (b)), entdo existird pelo menos um ponto (c, f(¢)), coma < ¢ < b, tal que
® - f@

a reta tangente ao grafico de f, neste ponto, é paralela a reta s. Como f

fb) - fl@
b—a

b—a
coeficiente angularde se f'(¢) o de 7, = f'(c).

y

) -

fl@ L

e —— - ——
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Vejamos, agora, uma interpreta¢do cinemaética para 0 TVM. Suponhamos que x = f(z)
seja a fungdo de posi¢do do movimento de uma particula sobre o eixo Ox. Assim,

f) - fla)
b—a
conta-nos que se f for continua em [a, ] ¢ derivdvel em Ja, 5[, entdo tal velocidade média

serd igual a velocidade (instantinea) da particula em algum instante ¢ entre a ¢ b.
As situagdes que apresentamos a seguir mostram-nos que as hipéteses “f continua em
[a, b) e fderivdvel em Ja, b[” sdo indispensaveis.

serd a velocidade média entre os instantes t = a e t = b. Pois bem, o TVM

f

f@)=f®)

o
-]
[~ S

Jfndo € continua em [a, b]; ndo
existe ¢ verificando (7).

fnido é derivdvel em p; ndo
existe ¢ verificando (.

Antes de passarmos a proxima segdo vamos relembrar as seguintes defini¢des. Sejam
fuma fungdo e A um subconjunto do dominio de f. Dizemos que f € estritamente crescen-
te (estritamente decrescente) em A se, quaisquer que sejam s € fem A,

s<t=f(s) <f(@® f ) > f).

Por outro lado, dizemos que fé crescente (decrescente) em A se, quaisquer que sejam s e
temA,

s<t=f@E)<f@O (fs) = f0)

9.2. INTERVALOS DE CRESCIMENTO E DE DECRESCIMENTO

Como conseqiiéncia do TVM temos o seguinte teorema.

Teorema. Seja f continua no intervalo I.

a) Se f' (x) > 0 para todo x interior a /, entdo f serd estritamente crescente em /.
b) Se f (x) < 0 para todo x interior a I, entdo f serd estritamente decrescente em 1.

Demonstracdo

a) Precisamos provar que quaisquer que sejam s e tem , s < t = f(s) < f (7). Sejam,
entdo, setfem/, coms <t

DY
=l e
-~
~
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Da hipétese, segue que f€ continua em [s, 7] e derivdvel em Js, #[; pelo TVM existe
¥ € Is, A tal que

F@O=fE)=f(x)—s.
Def'(x) > 0,pois x estd no interior de /, ¢ de r — 5 > 0 segue
F@O—f©>0 ou fs)<f(@.
Portanto,
Vs, tELs<t=f(s) <f().

b) Fica como exercicio. -
(Observagdo: x interior a ! significa que x € 7, mas x nfo € extremidade de 1.)

EXEMPLO 1. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento de

fx) = x* — 2% + x + 2. Esboce o gréfico.
Solucao
e =3%—4x+1
wamIAH+HHcﬂHH_o:xH W
Entdo,

f'(x)>0 em ]—o0, W [eem]l], +oof

f(x)<0 em Hw, 1[.

{variagdo do
N sinal de ')

vl T

Como f € continua, segue do teorema anterior que
) . 1
f € estritamente crescente em ]—x, WH eem [, +=[

. . 1
f € estritamente decrescente em HM, 1].
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W= o+

Antes de esbogar o grafico de f vamos calcular os limites de fparax — +®ex — —,

2 1 2
lim [ -2 +x+2]= lm x T||+|N+|L = +oo
x> += X = +® X X X
lim [ —-2%+x+2]=—=
x> —®
Grdfico de f v4
x | f&) 5
-1 | -2 L
0 2 P
1 2 ! m
L s S |E .
3 27 ' 11 x
t 3
t
]
[}
——r— 2
n
x% - x . .
EXEMPLO 2. Sejaf(x) = |1L|_ R Estude f com relacfo a crescimento e decrescimento.
Esboce o gréfico. *
Solucdo
Lo 3xT+2x—1
P &= ey

Como (1 + mamvm > 0 para todo x, o sinal de f' é o mesmo que o do numerador.

wxm+wx\~uoﬂvanlwo—;nw

+ - + (variagdo do
sinal de ')

W= +

/S N/

W=
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) . 1
[ € estritamente crescente em ]—«, —1] e em ﬁl, +8—H

3
f € estritamente decrescente em _HI 1, Wg
Temos
1
2 _ 1-—
lim ——> = lim x 1
x40 14322 ao4x 14003
2
x
. x2—x 1
lim =—,
x—— 1+ 3x? 3
Grdficode f "
x | f@) .
||||| 2
—1 W lllllll - -h--—————===
W IM lm -mlun 1 x
0 0
1 0

EXEMPLO 3. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento de
2
fx) = m«| Esboce o grafico.
xc—1

Solugao
Di={xeRIx#x1} =R - {-1,1}.
, . —2x
f' ) o ek
Entdo,
f'(x)>0 em]—,—1[eem ]—-1,0[
F'(x)<0 em]0,1[ e em ]1, +oo[.
f A, S =
-1 0 1
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Segue que

f é estritamente crescente em ]—%, —1[ e em ]—1, 0]
f é estritamente decrescente em [0, 1[ € em ]I, +o¢[.

” ” n N\
-1 0 1

Cuidado: fnao é estritamente crescente em |—x, 011!

Temos
- 2
. . 1
lim i.mx|»H lim I_Hm
xo+x x° —1 xlv+8_\|
RN
2
lim ——=1.

a
x—o—x x<—1

Os limites laterais de fem 1 e —1 fornecem-nos informagdes sobre o comportamento de
fnas proximidades de 1 e —1. Vamos entfio calcul4-los.

2 2
. 1

lim |mx = lim - n+8.WH+8
=1 x -1 xo1rx—1 x+1 2
. x2 1
lim 4‘“]8.'”|8
x—=1 xc—1 2

2 2 1
lim I.Nx = lim L H+8hl\uH]8
x—=»-1Frx*—1 xos-1rx+1 x-—1 2

3
=
S
Il
|
8
|
| =
SNe—
Il
+
8

xo>—1- x2—1 2
¥
! i
Grdficode f “ “
I
i
RS I
X S IIIITluhnllllhlllTll.ll
0 0 I 1 i ! 1
. I -
2 4 -2 L_ 12 x
3 | I ‘
|
| 4 _ _
3 | "
| !
|
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EXEMPLO 4. wm:uo:rm\: (x) > 0 em ]a, b e que existe ¢ em ]a, b tal que f' (c) = 0.
Prove que f € estritamente decrescente em Ja, ¢[ e estritamente crescente em Jc, 5[.

Solucdo
f' é estritamente crescente em |a, b[, pois, f” (x) > 0 em la, b[. Assim,

F ) <f'c)=0 emla,c[
T‘C& > f'(¢)=0 em]c, bl.

Segue que

\mmmaﬁﬁzgﬁn_mnaomom:antwm,qH
f é estritamente crescente em ]c, b[.

+ + + + + + m

r

r B \._\\ = ¢ @ =0 |
[+

\ / |

f ; :
[

EXEMPLO 5. Prove que g (x) = 8x% + 300 + 24x + 10 admite uma tinica raiz real a,
com —3 <ag<—2.

Solucdo
Vamos estudar g com relag@o a crescimento e decrescimento.

g (x) = 2427 + 60x + 24

24x° + 60x + 24 =0 x= —20ux = |w

I
L= T

I
NI o
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1 1

2

9 . .
Como g hllu = > > 0, g estritamente decrescente em ﬁlmw Ilw e estritamente .

2

1
crescente em ﬁll, +8ﬁ, segue que g (x) > 0 para todo x = —2. Por outro lado, como

2
lim g (x) = —oce g estritamente crescente em ] —, —2], resulta que g admite uma uni-
x = -0
ca raiz neste intervalo. Tendo em vista que g (—3) = —8 e g (—2) > 0, segue que a Unica

raiz estd contida no intervalo [—3, —2].

Ly

9/2

=

EXEMPLO 6.

@) Mostre que, para todo x = 0, ¢* > x.

2
b) Mostre que, para todo x = 0, ¢* > w
NH
¢)Concluade () que lim — =+x,
x—=>+x X

Solugao
a) Consideremos a funciio £ (x) = ¢* — x. Temos
f(O =1
Se provarmos que f € estritamente crescente em [0, +oo[, seguird que, para x = 0,
f—x=21>0 ou ¢ >x
Comof' (x) =& — 1,parax >0
frx>0

e, portanto, f € estritamente crescente em [0, +c[.
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2
b)Sejag (x) = ¢ — Hmi Temos
g = —x

Pelo item (@) g’ (x) > 0 para todo x = 0. Assim, g (x) € estritamente crescente em {0, +o[;
como g (0) = 1, segue que para todo x = 0

2 2

x x
&— >0 ou &> —.

2 2

¢) Pelo item (b), para todo x > 0

e* X
>
X 2
. x
Como lim = =+, resulta
xo+x 2
. e*
lim — = +oe,
x> +e X
Para x — +%, €" tende a +% mais rapidamente que x. [

Vamos mostrar, a seguir, que, para x— +©, " tende a + mais rapidamente que qual-
quer poténcia de x.
Seja a > 0 um real dado. Observamos que

]
x £y
. ea . T . e
lim —= lim —— = lim — =+,
ro+e X x> +w X u—+x ou
o=
04
Temos, agora,
M o
X
e ea
lim — = lim |[—| = lim u®=+e
x— 4w x% x4 | X U
Assim,
Qk
Iim — =+ (a>0)

Para x — +, " tende a +« mais rapidamente que qualquer poténcia de x.
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EXEMPLO 7. Suponha g derivdvel no intervalo aberto I = |p, g[,com g’ (x) > Oem 1 eta]
que lim g (x) = 0. Nestas condigdes, prove que, para todo x em /, tem-se g (x) > 0.
x—p*

Solugdo

Consideremos a fun¢io G, definida em [p, ¢[ e dada por

_[gx)sex €]lp gl
QO&\AO wnkHﬁ.

Como g € derivdvel no intervalo aberto 7, g € continua neste intervalo. Logo, G €, também,
continua em /. Por outro lado

lim G(x)= m5+ g(x)=0=G(0)

x—=>p xop

ou seja, G é continuaem p = 0. Logo, G € continuaem [p, g[. Parax €L G '(x) = g’ (x) > 0.

De G (p) = 0, segue G (x) > 0 para todo x € I, ou seja, g (x) > O paratodox € I ]
Na Secéo 9.4, vamos estabelecer as regras de L’ Hospital, que sdo ferramentas poderosas
. - . . . . 0
e que se aplicam ao célculo de limites que apresentam indeterminacdes dos tipos 0 e —.
o

Para demonstrar tais regras, vamos precisar dos dois exemplos que apresentaremos a se-
guir.

EXEMPLO 8. Sejam f'e g duas fungdes derivaveis no intervalo aberto I = 1 p, g [, com g’ (x) >0
em /, e tais que

lim f(x)=0e Ilim g(x)=0.
x—>p* x—p'

f'(x)
g'(x)

Suponha, ainda, que existam constantes « e 8 tais que, paratodox € I, a <

<B.

Nestas condi¢Bes, mostre que, para todo x em /, tem-se, também,

f{x)
g(x)

a <

<B.

Solugédo
Pelo exemplo anterior, temos, para todo x € I, g (x) > 0. Por outro lado, para todoxem 1,

f'(x)
g'(x)

a <

<B=ag' )<f H<Bg' (X

Segue que, para todo x em /,

® ag' () —f (<0
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) Bg' (xX)—f" x>0
De lim [ag(x)—f(x)]=0, lim [Bgx)~f)]1=0,edeDe@ segue

x—=>p X p
ag() —f@) <0 e Bg—fx)>0
para todo x em /. Logo, para todo x em [,

fx)
g(x)

a <

< B. ]

EXEMPLO 9. Sejam f e g derivdveis no intervalo aberto I = Im, p[,com g'(x) > O em [,
¢ tais que

lim f(x)=-+xe lim g(x)=+=.
X p- x->p

') _ 5.
g'(x)
Nestas condigdes, mostre que existem constantes M, N e s, com s € Im, p[, tais que, para
todo x € Js, p[,

Suponha, ainda, que existam constantes « € 3 tais que, para todoxem /, a <

M qed@ gy N

g(x) g(x) g(x)

Solugdo
De lim g (x) = +o segue que existe s € Jm, p[ tal que, para todo x € s, p[, tem-se

xX—=p
g (x) > 0. Por outro lado, para todo x € [, tem-se

ag' ) —f'x)<0

Bg'x)—f(x)>0.
Segue que, para todo x € s, pf, tem-se

agx)—f)<ag(s) —f(s)

Beg(x)—f(x)>Bg(s) —f(s)

Fazendo M = f(s) — a g (s), N = f(s) — B g (s) e lembrando que g (x) > O em ], resulta,
para todo x € Is, pl,
M fx) N

—ta< <P+ —--. u
g(x) g(x) g(x)
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Exercicios 9.2

1. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento e esboce o gréfico (calcule para

isto todos os limites necessarios).
Af @) =x -3+ 1

aAfx)y=x+ 1
X

Dfx) =¥ — &

3_ .2
) f ) = x x“ +1
X
pPgxy=xé
X
Nfw =
X
1
nfwm =%
X

B =x + 2% +x+ |

1
&%HRN+ -
X

PO =32 — 5

NM
hyx =
) 1+ 2
, 52
NDy=e¢e*
1
m)g(t) = et
mxw+n§
O f ) = .
1+x

DFO = —x*+4r — 4+ 2
kw\k+_
2(x—-1)

5)gx) =

Wg)=x—¢€

- 2 . P . . .
2. Prove que a equagio x* = 3x% + 6 = 0 admite uma iinica raiz real. Determine um intervalo de

amplitude 1 que contenha tal raiz.

3. Prove que a equagio PrP—sx+1=0 admite trés raizes reais distintas. Localize tais raizes.

4. Determine a, para que a equagiio

Hm+wxwlwa+mﬂo

admita uma tinica raiz real.

5. Calcule.
X
e
x>+ x

1
¢) lim xex

x—0t
. In x
e) lim ——
xX—=>+w X

3
5 lim -

x>+ et
1
d) lim xex
x-0"

m.v\

H lim

x>+« In x

6. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento e esboce o grifico (para isto, cal-

cule todos os limites necessarios).

X
@) f(x) = MIN

bYyf(x)=xInx
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g = —— dgx) =5 x>0
21n=x

7. Seja

0 se x=0.

a) Calcule f' (0), pela defini¢do
b) Determine f '
¢) Esboce o gréfico, calculando, para isto, todos os limites necessarios

8. Sejan = 2 um natural dado. Prove que x" — 1 2 n (x — 1) para todo x = 1.

(Sugestdo: Verifique que f (x) = [¥" — 1] — n (x — 1) é estritamente crescente em [1, +2[.)

9. Prove que, para todo x > 0, tem-se

2

X
aye>x+1 wav_+k+q

10. Mostre que, para todo x > 0, tem-se

x2 x3
ajcosx>1— — bysenx>x~- —
2 3

11. Mostre que, para todo x > 0, tem-se

%3 3
aysenx<x— — + —
3! 5

%3 x5

b0 <senx — xIM < —

(Sugestdo: Utilize o item (b) do Exercicio 10 e o item (a) acima.)

12. a) Mostre que, para todo x > 0,

P x> x!

x—— + — - — <senx
3! 5! 7!

b) Mostre que, para todo x # 0,

sen x —

Generalize tal resultado.

13. Suponha que f tenha derivada continua no intervalo 7 e que f ' nunca se anula em /. Prove que

f¢é estritamente crescente em [ ou estritamente decrescente em /.
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14. Sejaf(x) = 2x — \x2 +3, xER.

a) Verifique que f' ¢ continua em R
b) Verifique que /' (x) # Oem R
¢) Tendo em vista que f' (0) > 0, conclua que f € estritamente crescente

(Sugestdo: Veja Exercicio 13.)

rre

15. Seja fuma fungio tal que f
quef’’(c) = f'(¢) = 0. Prove que f € estritamente crescente em Ja, .

16. Supenha f derivdvel no intervalo aberto . Prove que, se f for estritamente crescente em 7, en-

tdo f (x) = 0 para todo x em /.

17. Suponha f derivivel no intervalo 7. A afirmagio: “fé estritamente crescente em / se, e somente

. se,f'(x)>0emI"” éfalsa ou verdadeira? Justifique.

18. Suponha f derivavel no intervalo /. Prove: f crescente em I & f' (x) = O em I

(Lembrete: fse diz crescente em 7 se quaisquer que sejam se tem 7, s < t = £ (s) < f (£).)

19. Sejam f, g duas fungdes deriviveis em Ja, b, tais que ' (x) < g’ (x) Vxem ]a, b[. Supo-
nha que exista c em Ja, b[, com f(¢) = g (c). Prove que f(x) < g (x) parax > ce f(x) > g (x)

parax < c.

(x) > 0 para todo x em ]a, b[. Suponha que existe ¢ em Ja, b[ ta}

9.3. CONCAVIDADE E PONTOS DE INFLEXAO

Seja f derivével no intervalo aberto / ¢ seja p um ponto de /. A reta tangente em (p, f ®)

a0 graficode fé
Yy=f@=f @Pyx—p) ou y=Ff@E)+f @ x—p).

Deste modo, a reta tangente em (p, f (p)) é o gréfico da fungdo T dada por

T =f@)+f" @ &x-p).

Defini¢édo 1. Dizemos que ftem a concavidade para cima no intervalo aberto I se
f)>T

quaisquer que sejam x e p em /, com x # p.

Yh A |

:-J!

®F-=—=\-=
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Definiciio 2. Dizemos que ftem a concavidade para baixo no intervalo aberto / se
F) <T(x)

quaisquer que sejam x e p em /, com x # p.

Definigéio 3. Sejam fuma fungdo e p € Dy, com f continua em p. Dizemos que p €
ponto de inflexdo de f se existirem nimeros reais ¢ € b, com p € la, b C b\. tal que
ftenha concavidades de nomes contrdrios em Ja, p[ e em Jp, bl.

y
yi /
\, —
| 1
R s | 1 1
A “ !
/7 ) 3 o X
p € ponto de inflexdo de f p € ponto de inflexao de f
(ponto de inflexdo obliquo) (ponto de inflexdo horizontal)

Teorema. Seja fuma fungio que admite derivada até a 2.* ordem no intervalo aberto 1.

a) Sef" (x) > 0 em [, entdo f terd a concavidade para cima em .
b) Se f" (x) < 0em I, entdo fterd a concavidade para baixo em /.

Demonstracdo

a) Seja p um real qualquer em /. Precisamos provar que, para todo x em [, x # p,
fx>TM®
onde T (x) =f(p) +f' (p) (x = p).

Consideremos a fungfio g (x) = f(x) — T (x), x € I; vamos provar que g (x) > 0 para todo
xeml, x # p.

Temos Y
f(x)
T (x)
TE =f'(x) -~ T'(x)
T'(x)= f'(p) ]
\ X
dai

g'=f"-f ®,xeL
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Como f" (x) > 0 em I, segue que f’ € estritamente crescente em /. Entdo,

g'(x)>0 parax>p
g'(x) <0 parax < p.

Segue que g € estritamente decrescente em {x € /1 x < p} e estritamente crescente em
{x&€lIlx>p}. Como g (p) = 0, resultado

g >0
paratodoxem/, x # p.

b) Fica a seu cargo. n

NN

EXEMPLO 1. Sejaf(x) = e 2 . Estude fcom relagio & concavidade e determine os pon-
tos de inflexdo.

Solugdo

ffx)y=—xe 2.

x2?

fr@=-1e 2.

HN
Como e 2 > 0 paratodo x, o sinal de f " (x) é 0 mesmo que o de 2 -1

r . ' (variagio do
-1 1 sinal de f ")
f v nh v (Concavidade
-1 1 de f)

.\:C&VonBHIS,I:noBFJrSH
FU'(x)<0 em]-1,1[

entdo,

xHanoo:nmSmmaamenwﬂmnBHIS,I:amEE.+8~
f tem a concavidade para baixo em ]—1, 1[

Pontos de inflexdo: —1¢ 1. [

x2

EXEMPLO 2. Esboce o graficode f(x) = ¢ 2 .
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Solucdo
.«N
ff@=—xe 2 5 T -
0
f \ ' /
0
\.«N
- - +
fro=6"-1e 2 . .
-1 1
\ U N ) V]
-1 1
Pontos de inflexdo: —1 e 1.
_x2 a2
lim ¢ 2 =0 ¢ lim e 2 =0
x—+x X~ —oe

-
.
—~
Ra?

=

S - -

EXEMPLO 3. Seja f derivdvel até a 3.* ordem no intervalo aberto [ e seja p € I. Suponha
quef” (p) =0,f" (p) # O e que f" seja continua em p. Prove que p € ponto de inflexo.

Solucdo

Para fixar o raciocinio, suponhamos f "’ (p) > 0. Comof '’ é continua em p, pela conser-
vago do sinal, existe » > 0 (que pode ser tomado de modo que ] p — r, p + r [ esteja con-
tido em 1) tal que:

f"@>0emlp-r,p+rl

Segue que f "’ € estritamente crescente em ] p — r, p + r [. Entdo,

T:AE =0

f" estritamente crescente em ]p — r, p + r[
implica

%R:CQAO em lp—r, p[
f'(x)>0 em ]p, p+r[
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logo, p € ponto de inflexao.

.\.:m

(f" @) =0}

EXEMPLO 4. Seja f derivave] até a 2.* ordem no intervalo aberto / e seja PEL Suponha
" continua em p. Prove que f ' (p) = 0 € condicdo necessdria (mas ndo suficiente) para p
ser ponto de inflexio de f.

Solugdo

Se f" (p) # 0, pela conservacdo do sinal, existe r > 0 tal que f ‘u\ (x) .83 O mesmo mm.nw_
quef” (pyem1lp — r,p + r[, logo p ndo poderd ser ponto de :me\wo. Fica provado, assim,
que, se p for ponto de inflexdo, deveremos ter necessariamente f A 03: = 0. Para <nnmn.ma
que a condi¢iio nfo é suficiente, basta olhar para a fun¢do f(x) = x" : f"' (0) = 0, mas O ndo
€ ponto de inflexdo. [ ]

Exercicios 9.3
1. Estude a fungdo dada com relagdo a concavidade e pontos de inflexdo.
3 2
& f(x) =x — 3% — Ox BYF) =26 — x> —dx + 1
I

Of(x) = x 2% Dxw=r+
2

X
gy=e *—e & New) = 2,
gy= % nf=1-¢~
DFG) = ___M N =2 =28 + 2

3

X

Dgln=3x?-x3 mY= T

1

zu\AkamM o)fixy=xlnx

N

()

wn

oo

11.
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Esboce o gréfico de cada uma das funcdes do exercicio anterior.

. Sejaf(x) = ax’ + b’ + cx + d. a # 0. Prove que f admite um tnico ponto de inflexo.

Se p for ponto de inflexdo de fe se f' (p) = 0, entdo diremos que p € ponto de inflexdo
horizontal de f. Cite uma condigdo suficiente para que p seja ponto de inflexdo horizontal

de f.

. Se p for ponto de inflexdo de fe se f' (p) # 0, entdo diremos que p € ponto de inflexdo obliquo

de f. Cite uma condigio suficiente para que p seja ponto de inflexio obliquo de f.

. Sejam fuma fungio derivavel até a 5.* ordem no intervalo aberto 7 e p € 1. Suponha f S con-

tinua em p. Prove que

"o =" e =P =0e @ #0
€ uma condi¢do suficiente para p ser ponto de inflexdo de . Generalize tal resultado.
Seja fderivdvel até a 2.* ordem em R e tal que, paratodox, xf" (x) + f' (x) = 4.

a) Mostre que £ é continua em todo x # 0
b)Mostre que f nao admite ponto de inflexio horizontal

Sejaf(x) =20 + b + ex® — 2 + 1.

a) Que condigdes b ¢ ¢ devem satisfazer para que 1 seja ponto de inflexdo de £? Justifique.
b)Existem b e ¢ que tornam 1 ponto de inflexio horizontal? Em caso afirmativo, determi-
ne-os.

. Suponha que f” (x) >0em ] a, +=[e que existe xj > a tal que f’ (xg) > 0. Prove que

lim  f(x) = +oc.
X = +%

Seja f definida e derivével no intervalo aberto 7, com 1 € 1, tal que

f/(x) = x>+ F2(x) para todo x em I
f)=1

a) Mostre que, para todo x em 7, f ' (x) existe e que ' é continua em /
b) Mostre que existe r > 0 tal que f ' (x) > Oef"(x)>0em ]l —r, 1+ [
¢)Esboce o gréficodey = f(x), x €]l — 7, 1 + A

Seja f definida e derivavel no intervalo ]—r, r[ ( > 0). Suponha que

Fl=x2 + F%(x) para todo x em I=r 7l
fO)=0

@) Mostre que 0 é ponto de inflexdo horizontal
b) Mostre que f’ (x) > QO parax # 0
¢) Estude f com relacdio 4 concavidade

2

d) Mostre que f (x) > law@m?cAkAx
q a

€) Faga um esbogo do grifico de f
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9.4. REGRAS DE L’HOSPITAL

As regras de L’ Hospital, que vamos enunciar a seguir e cujas demonstragdes sdo deixa-
das para o final da se¢do, aplicam-se a cdlculos de limites que apresentam indeterminagdes
. 0 o
dos tipos — e —.
0 ]

12 REGRA DE L’HOSPITAL. Sejam fe g deriviaveisem }p — r,p[eem
lpp+r{(r>0),comg’(x) # Opara0 <|x — p| < r. Nestas condi¢Oes, se

lim f(x)=0, lim g(x)=0

X—op x—=p
ese lim E existir (finito ou infinito), entdo lim SACY existird e
x—>p g'x) xop gx)
lim L& = L

xop g(x)  xop gx)

Observamos que a 1.* regra de L"Hospital continua vélida se substituirmos “x — p” por
nn.x.lvﬁn—.q- OC@OH. mrk.lvv c: @OH-».Hl HSJ.-.

-

2.2 REGRA DE L’HOSPITAL. Sejam fe g deriviveisem ] m, p [,com g’ (x) ¥ Oem
] m, p [. Nestas condi¢des, se

lim f(x) = +o», :EJ gx) =+

x—>p- xX—>p
ese lim E existir (finito ou infinito) entdo lim f existird e
x-p g'(x) x> p- g(x)
fim L& = gy L&

xop g xop gl

; Al s « - +
Observamos que a 2.* regra continua vélida se substituirmos “x— p~ ”por“x — p" ”on
por “x —> p” ou por “x — ", A regra permanece valida se substituirmos um dos simbolos

+20, ou ambos, por —o.

EXEMPLO 1. Calcule

. xS —6x3+8x -3
a) lim 7
x—1 x*T =1
X
b lim
x>+ X

¢) lim xlnx.
x— 0
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Solugdo
jim am|3w+$|unﬁ£ Temos
avalv— .x..b|~ 0 :
L (X —6x3+8x~3) . 5x*—18x2+8 -5
lim 7 - = lim i I
x-o1 x* =1 x—>1 4x 4

Pela 1.* regra de L’Hospital

(F—-6x>+8x—3y 5

lim 7 = lim 7 —-—
x—1 x*—1 x—>1 (x* =1y 4
ou seja,
x5 —6x3 +8x—3 5
lim =——
x—o1 xt—1 4

b) lim Ruﬁm@.

Pela 2.° regra de L’Hospital,

. er . e*y .
lim —= Ilim ( N = lim e*f =+,
ro+% X x—o+o (X) X =+
Assim,
X
. e
lim — = +oo,
x =t X
. . . o ) 0
¢) lim xlnx=[0-(—)]que é uma indeterminacdo que podera ser colocada na forma 3
x -0
] 2 . . . . o ) ..
ou —. E mais interessante aqui passd-la para a forma —, que nos permitira eliminar o In x.

o0 [¢2]

. . In x —o
lim xInx= lim T =|—=t
x>0 x—>0t 1 ©

x
' 1
In x . (Inx) x

= lim (—x)=0

x— 0"

1
2
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Ou seja,
lim xlnx=0. n
x>0
. , . . o L 0 o
Como vimos, as regras de L Hospital aplicam-se 2s indeterminag¢&es da forma 9 e —,
<o

Os préximos exemplos mostram como as outras formas de indeterminagéo (0 - o0, cc—o0, OO‘

e 1*) podem ser reduzidas a estas. (Observamos que 0%, «%e 1% sd0 indeterminagdes do
tipo 0 - o0, Veja: 07 = 0100 = 0 (7%), 0 = Olnoe . 0-e gy j2lnl _ -0,

EXEMPLO 2. Calcule
2 11
a) 4im x2ex b) lim | —5—
x>0 x=0" L x sen x
. 1 1
¢y lim | ——
x—>0{ x senx
Solucdo
1
a) lm xZex =[0-]
x =0
L x? 0
Fazendo x2 ex = 7> somos levados a uma indeterminagfo da forma o Entdo
e x
1
1 2
. . X . 2x
lim xZex = lim = Iim T
x—0* x>0t -2 x>0t 1 ml_\a
e x 2

X

e o dltimo limite é igual a

2x3

lim i
x=20 ——
e X
Bonito! Em vez de simplificar, complicou!! Vamos, entdo, mudar a nossa estratégia. Faga-
1 1 1
mos a mudancga de varidvel u = —. (Veja: e x estd pedindo a mudanga de varidvel u = —.)

X X
Temos, entio

1 u
. 2 . e =<
lim x<ex = lim |uuﬁ|g
x— 0 u->to U

Pela 2.% regra de L’Hospital,

w—+e 2u
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desde que o tltimo limite exista. Ainda, pela 2.” regra de L’Hospital,

n.:
lim —= lim e% =+,
u— -+ U u—tx
. et . eY .
Segue que lim —— = +x e, portanto, lim —5 =+, Assim,
u—+oo 2u U—+o U
1
lim x2 ex = 4o,
x—> 0
O ’
(Observagdo. Se lim G ﬁ!g ou ﬁwu_, lim E = ﬁmg ou h“m“_ e
x->p gx) 0 ® | xop g'(x) 0 00
. frxy .
lim ~———— existir (finito ou infinito), entdo
x=p g7(x)
tim £ o gy O

x—p (X))  x-p g7 (x)

Verifique e generalize.)

b) lim - = [ ¢ — ]. Temos
x—- 0 X sen x
1 1 1 x2
|N —_ = lq 1~- A
X sen x  x sen x
. 1
lim — =t
x>0t X
e
2
. x . 2x
lim = lim =0.
x— 0" sen x x—0f cosx
Segue que
. 1 x2
lim — 11— =40:] =40
x>0 x sen x
ou seja,
1 1
lim -~ =+,
x-0t L x sen x
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(Observacio. Se lim f(x) =+, lim g(x)=+xe lim f ) # 1, proceda como
x—p xX>p xX—=p %C&
acima no cilculo de lim (g (x) — f(x)).)
X—=>p
. 1 1
¢) lim | —— = [ % — ], Temos
x>0\ X senx
lim r 1 = lim 227 % = ﬁmg Pela 1.” regra de L’Hospital,
x-0Lx senx x—0 xsenx 0
. sen x — Xx . cos x —1 0
lim ———— = lm —M = | —
x>0 xsenx x—0 sen x + x cos x 0
— lim —sen x -0
x>0 COS x +COs X — x sen X
Portanto,
. 1 1
lim | —— = [}

X
EXEMPLO 3. Calcule lim & |e— h 1+ 1 u

x> +x
Solugdo

X
lim & mlh~+wu = [ - 0 ). Temos

X — +oo X

X X
(1+1) -(1+3] iAIJT
De X x x
-
X

X 2 X
T;_-Fu ET_+I_;U+N.|H = m_.TWw FT+WUI L edal’
X x 14 = x x x+1
x

regra de L Hospital resulta
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S G L CETS

lim ————— = lim — =
x—+x x

olo

e~ x>+ €

Para facilitar as coisas, observamos:

x In T + 1 u S

. 1 _ ~ . X x+1

como lim | 1+ — | =e,bastaentdocalcular lim - = )
x o +oe X x>+ e *

Este tltimo limite é igual a

b
_xr 1
144 +D?
im —X% =
X+ —e ¥
. e* o
= lim ——s = ﬁ|g (Confira!)
xo+o x{(x+1) ke
2_ 2 1)?
De(x + 1) " =x ﬁ_+|u segue
X
. e* . e*
lim 3 = lim P EE——
+o x (x +oo
X - xuh_,rWu
x
X
= lim ! m.mlun_ﬁ+8vﬂ+8
X - oo 1 X
(1+3)
X
N.N
pois, como jd sabemos, lim  —5 =+, (Ou por L'Hospital:
x> +® X
X X X X
lim m|un lim mn = lim S = lim £ = + 00), Portanto,
x40 X x o+ 3x x—>+o bx x—+% 6
H X
lim ¢&* mlﬁ~+|u = +o [ ]
x =+ X
EXEMPLO 4. Calcule
— X
a) lim x* b) lim T+|~g
x— 0 x>t X
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Solugdo

@) lim x* =[0°%.
x—>0

¥=M% ¢ lim xInx=0(EXEMPLO 1)
x>0
Entéo }
lim x= lim &M =¢0=1
x— 0" -0

x> +w Hw

b lim T+Pg = [17].

~

PR x2 x> +oo I
X
O dltimo limite € igual a

2

. X +x . 2x

lim 1 = lim - = 0
x—o+e _ 1 x—=+w x°+1

)

Logo,
. 1 71* HFT.#PNU
lim _H_+|Ng = lim e =/ =1,
X +x X X =+

(Observagdo. Um outro modo para calcular este limite é:

2 W 1 1

. 1\ . 1Y I_=ﬁ~+l.~f

lim T+|ww = lim ﬁ_+|mu = lim e* X
x>+ X x — +oo X x>+

1 i

im — =0 ¢ lim m_+|lmhu =e) ®m
x> +® X X — +w X
EXEMPLO 5. Calcule

3V L

a) lim T+|u b) lim (x+ 1~

X o 4o X x—=+x
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Solucdo

g lim T+mw = [17].
X

x> +*

3 EﬁH+Wu 0
lim k_:ﬁ_+lun lim X H_HIH_
x =+ X X 4% W 0
x
O tltimo limite € igual a
(=)
=
lim H+m\k~ X - lim ww —3
x— += __ klv+8_+|
2
X x
Assim
.3
X ET.*.lu
lim h_+ww = lim mx x) =g
X = +oo X x> +x

(Este limite poderia, também, ter sido calculado da seguinte forma: fazendo a mudanga de
3
X u
varidvel |m. = |_. resulta lim T+ Mw = lim T + Fu = mm.v

X u X+ X x =t U

1
B) lLim (x+DHinr = [0

x— +o

L L TSP

AH+C_=\« H&_sx .

lim — -Inx+1)= Ilim = 1. Assim

r—+% Inx x =+ In x

1 ~=§+:Hﬁ8g . X

I nGx+D

lim (x+DIPF = lim e ¥ =¢ ]
x>+ x =+
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x+1
1

EXEMPLO 6. Calcule lim P — .
x>+ { Inx

Solugao

1 x+1
lim | — = [0™]
x—>+4= { Inx

que ndo é indeterminago. Veja

1 ! inshkw

— = e Inx
In x
e -
. 1
lim (x+1Dln| — [ =+ (—0) = —o0,
x>+ In x
Assim
1 Y Cl,:;hku
lim | — = lm e Inx /=, n
x—o+o \ Inx x— 4w

Vimos anteriormente (Exemplo 8 da Sec¢éo 7.2) que se f for derivdvel em p entdio

i L@@+ (P = P

xX—p X —p

0

ou seja, o erro E (x) = f(x) — T (x), onde T'(x) = f(p) + f' (p) (x — p), tende a zero mais
rapidamente do que x — p, quando x tende a p, o que significa

fRO=fE+fO@E-—p+ ex)(x—p

E (x)

com lim ¢(x)= 0. Assim, T (x) é um valor aproximado para f (x) € 0 erro que se comete
xX—>p

nesta aproximagao tende a zero mais rapidamente do que x — p, quando x tende a p. A se-
guir, estamos interessados em determinar a de modo que

Py () =f®) +'(p) (x = p) + a s~ p)
seja um valor aproximado para f (x) com erro tendendo a zero mais rapidamente que

x - EN. quando x tende a p.

EXEMPLO 7. Suponha f derivavel no intervalo 1 p — r,p + r [, r > 0,e que a derivada de
2% ordem de f exista em p. Mostre que se

lim L@@+ ()= p)+atx—p)] _
x>p (x — p)?

0
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"

ntio a =
© 2

Solugdo

Vamos, entdo, calcular o limite

im L L)+ f(p)(x — p) + alx — p)*] uﬁmg
xXop C«IEN 0

Pela 1.% regra de L'Hospital, tal limite € igual a

F@) = Lf(p) +2atx = p)] _

lim
x> p 2x—p)
N O L N T
L [ LOL |- - 20
pois,f” (p) = lim S @- 7w Segue da hipétese que a = I n
x—=>p xX—p 2
Observacao. Seja
P =f@+f @ -p+ LB - p?

Do que vimos acima resulta

fx)=Py(x) + o) (x ~ p)?

E(x)

com lim ¢(x)= 0. Ouseja, o polinbmio P, (x) é um valor aproximado de f (x) com erro
x-p

EXy)=px) x— EM tendendo a zero mais rapidamente do que (x — vvuu quando x tende

a p. O polindmio P, (x) é denominado polinémio de Taylor de ordem 2 de f em x = p.

EXEMPLO 8. Suponha fderivavel até a 2. ordem no intervalo ] p — r,p + r[,r >0, e que
a derivada de 3.* ordem de f exista em p. Mostre que se

FO-1f+ F = p+ LB (e p2 + a(x— pp?]

lim uN =0
xop (x—p)

entdo, a = E
3t
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Solugdo

Pela 1. regra de L’Hospital, o limite acima é igual a

lim £ @O P + [ (p)x = p) + 3ax — p)?] HTL
0

x=p 3(x = p)?
= fim LD L")+ 6a(x — p)]
xX—>p 6(x — p)
= fim LI e,
e e R A
Da hipétese, segue
Y .

3

O polinémio
Py =F@) +f () (x —p) + \f%iv x—p)? + xlwglv x - p)’

denomina-se polindmio de Taylor de ordem 3 de f em x = p- Segue, do que vimos acima,
que P3 (x) € um valor aproximado de f (x) com erro E (x) = f(x) — P3(x) tendendo a zero

mais rapidamente do que (x — Em » para x tendendo a p. Generalize. O polinémio de Taylor
de uma fungio é uma das ferramentas poderosas do calculo numérico. No Cap. 15, voltare-
mos ao polindmio de Taylor.

Para encerrar a se¢4o, vamos provar as regras de L’Hospital. Para provar tais regras, vamos
substituir a hipétese g’ (x) # 0 em Ip.p+ r[,nalregra, e g'(x) # 0em )m, pl,na2?
regra, por g’ (x) > 0 nestes intervalos. (Este fato ndo restringe em nada as nossas regras,
pois o teorema de Darboux (veja Exercicio 8 da Segdo 9.7) nos diz exatamente o seguinte:
&' (x) # O no intervalo aberto I = g’ (x) mantém o mesmo sinal neste intervalo.)

Demonstragdo da 1.% regra de L’Hospital

Suponhamos

im L) er
xopt g'(x)

Segue que, dado € > 0 existe § > 0, § < r, tal que, parap <x <p + §, tem-se

f'(x)
g'(x)

L—e<

<L+ e
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Do Exemplo 8 da Se¢fo 9.2, segue que, parap < x < p + §, tem-se, também,

L—e<d® of ¢
8(x)
Logo,
im L g .
x—pt g(x)

Fica para o aluno provar, como exercicio, a 1.* regra nos casos:

im L0 v ou i Lo
xopt g'(x) x-pt g'(x)
De modo andlogo, demonstra-se que
im L9 -y L

xop g(x)  x->p g'(%)
Demonstracdo da 2.° regra de L’ Hospital
Suponhamos

lim L&)

~Y = LER.
x—p g'(x)

Pela defini¢do de limite, dado € > 0 existe 8, > 0, com p — 8; > m, tal que, para
p— 6 <x<p,

Do Exemplo 9 da Secdo 9.2, segue que exisiem constantes M, Ne s, com s € ] p — sLpl,
tal que, paras <x < p,

® Mo SO N e
g(x) 2 gx) g 2
Por outro lado, de
lim FHo e lim N =0
x-p- g(x) x> p~ g(x)

existe 8 > 0, comp — 8 > s, tal que

N
|MAI§[ e <

€
2 g gxy 2
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parap — & <x < p. Daf e de (D resulta, parap — 8 < x < p,

L—e< f <L+ e
g(x)
Ou seja,
im L& - .
x> p gx)
Fica para o aluno provar, como exercicio, a 2.° regrano caso  lim S +oo, De
x=p §'(x)
modo anélogo, demonstra-se que
lim JACI lim )

xopt gx) xopt gl

Observacio. As regras de L’Hospital contam-nos que, se lim ACI. ﬁwQ ou
xop gx) 0

. 0 . !

lim TACY = ﬁ.lH_ e se lim E existir, entdo lim f® também existird e
x—>p g(x) o x>p g'(x) x=p gx)

lim TACI Hm ! ~C&. Entretanto, lim IAC, poderd existir, sem que lim S x)
x—p g(x) x-p g'(x) x—>p gx) x->p g'(x)
exista (veja Exercicio 4).

Exercicios 9.4

1. Calcule
. 4x3 + x2 +3 100 2 45—
a) lim — b) lim ad X -1
x—-1 x° +1 x=1 %10 —
] 1 mux
¢) lim xeX d) lim —-
x— 0T x o+ x2
. In x .
e) lim Ix fH Hm senxlnx
x> +® e x>0t

1

g) lim (1 —-cosx)lnx h)  lim AHN + Ca

x>0t X =+
1 1
i) lim _H|+::¢ H lim (1 —cos x)*
xo0tLx x>0
. tg 3x — sen 3
D lim B3 _senx my lim X
x>0 sen” x x—=01—cosx
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) lim e o) lim [x—3x3—x)
X - +x x—+x
1
me\H x X
) lim ——— ¢) lim PR
? =17 x—1 xto | x2 +1
1
. . 2
7y lim {cos 3x]5m* ) lim x'%€X
x>0t x—0F

2. Sejam fe g derivdveis até a 2.* ordem em lp, b[, com g ” (x) # 0 em ]p, b[. Suponha que

lim fx)= lim f'(x)=0 e fim gx= 1lim g'(x)=0
x—opt x—pt x—pt x—pt
ou
lim f(x)= lim f'(x)=*x ¢ lim g@x)= lim g'(x) = *x
x—-pt x—pT x—pt x-pt
Prove que, se  lim E existir (finito ou infinito) entdo  lim f& existird e
a$~c+ w\Qv xlvv+ g(x)
lim S = ljim E Generalize tal resultado.
xopt gx)  x-pt g7
3. Calcule
4 3 ) 2 3
—-2x7 +2x—1 +
@) lim " T B lim T
x—1 xc —2x+1 xr—0t  sen’ x
2x
3 -t
o lim @ lim T EX
x—+x X x>0 X
. 2 1 _ . . . PN ¢
4. Sejamf(x) = x"sen — e g{(x) = x. Verifiqueque lim f(x)= lim g(x)=0, lim =0
X x>0 x>0 x>0 hﬁkv
eque lim MG, ndo existe. H4 alguma contradi¢@io com a 1.* regra de L’Hospital?
x>0 g'(x)

9.5. GRAFICOS

Para o esbogo do grifico de uma funcio f, sugerimos o roteiro:

a) explicitar o dominio;
b) determinar os intervalos de crescimento e de decrescimento;
¢) estudar a concavidade e destacar os pontos de inflexdo;
d) calcular os limites laterais de f, em p, nos casos:
Hpe Dy, mas p ¢ extremo de um dos intervalos que compdem Dy.
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=
)
£)

G)pe Dy, mas f néo € continua em p.
e) Calcular os limites para x — +x e x — ~oo,
/) determinar ou localizar as rafzes de f.

\

——

0 | 2

27

|

EXEMPLO 1. Esboce o grafico de f (x) = P —x L _1 WW .
3 - L
Solucdo 1 16 rw W 1 :
3 27
a)Dp=R. 0 1
b) Intervalos de crescimento e de decrescimento. [ ]
" 41
x=1 EXEMPLO 2. Esboce o gréfico de f(x) = —
S=3 -1 3 -2%—-1=0&1{ ou Solugdo
1
*=-3 4 D;=R - {0).
b) Intervalos de crescimento e de decrescimento.
2 + . - ) + ) 1
|.w ~ Para calcular £ (x) é conveniente escrever fna forma f(x) = x~ + =
3
! ' " 22+ )2 — 1)
-3 ! %‘Qvnwai@hlu ou %G&Hr{
¢) Concavidade e pontos de inflexdo. N ~ .
f — TR
U =6x-2 0
p - . N\ SN S/
i ! t “ ¢
H -1 0 1
f A v
1
3 . . Lo x2—1 Nomivv@
Observacao. O sinal de f’ (x) é o mesmo que o de P ja que 2 .
Ponto de inflexao: 1 v
3 + - +
: x? —1 t “
d) Como f¢é continua em R, precisamos, apenas, calcular os limites para x — +o e x — —00, 1 !
- - + 4+
lim [¥~x-x+1]= lim RWT|MJF+FT+8 x ;
x> +x x—+x X HM \du 0
lim Tﬂw\km!x.f:nloo. x? 1 _ N +
X — —% T T U
x -1 ] 1
e) As raizes de fsdo: ~1 e 1 (1 é raiz dupla).
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¢) Concavidade e pontos de inflexdo.

f R =2+6x"*

\,: + . +
0
f U " V]
0
Nao h4 ponto de inflexdo.
d) Limites laterais de f em 0.
. 1 .
lim :~+ INHM lim T%+F~Hﬂ+8
x— 0% X x =0~ x

¢) Limites para x — +% ¢ x — —o,

lim TN+FLH+8H lim Tf-L

X =

X =+ X

D fréo admite raiz, '

x| fx)
-1 2
1| 2

Observe que, quando x tende a +» ou —x, o gréfico de f vai “encostando” por cima no

grificode y = x2. a

EXEMPLO 3, Esboce o grafico de f (x) = ﬁ.
e
Solucio

D= {xERIx# £1}.
b) Intervalos de crescimento e de decrescimento.

—4x2 —10x — 4
a a Ihaml_oalhnoﬂ ou

= = H
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¢) Concavidade e pontos de inflexdo.

(=8x—10) (x2 = 1)2 — (—4x2 —10x — 4) 2 (x2 - 1) 2x
(x2—1*

f =

(x2 — 1) [8x3 + 30x2 + 24x + 10]
(x? =1

=

Vimos, no Exemplo 5-9.2, que g (x) = 8x° + 3062 + 24x + 10 admite uma dnica raiz
real a, com —3 <a < —2,e que

g(x)<<Oparax <geg(x)>0parax>a.
2

Combinando o sinal de g (x) com o de x~ — 1, resulta
. -t -4
f } } }
a ~1 1
n U n v
f } } t
a -1 1

Ponto de inflexdo: a é o tinico ponto de inflexio.

d) Limites lateraisem —1 ¢ 1.

. 4x+5 . | 4x + 5
lim ——— = lim T = 4
rs1t x2 -1 50+ x—1 x+1
. 4x+5
lim ——— = -
xo1m x-—1
+ 1
xo-1t x2 -1 -1 x+1 x—1 2
lim ﬁu.voo
x—=-1" x°—1
+ _ 4x+5
o lim X5 _0- fim =
x4 x2—1 x—o—x x—1
5

/) A dnica raiz de fé — e
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=

f)

| I
O = v

|

_

=Y

Seja fuma funcdo. Se existirumaretay = mx + ntalque lim [f(x) — (mx +n)]1=0,
X +x

entio diremos que y = mx + n é uma assinfota para f, se m = 0, teremos uma assinfota
horizontal, e se m # 0, uma assintota obliqua.

f
~—

lim [f(x)~n]=0 . \A
x> +%

vy = n é uma assintota assintota obliqua
horizontat

><
=Y

‘e
It
=
N
f\
PR R

O que dissemos para x — +o¢ vale para x — —,

X s oA s Iy ¢ %
Se f for da forma f (x) = P M W“ com p e g polindmios, f admitira assintota se “grau de
q(x
p — grau de g” for menor ou igual a 1. Se “grau de p — grau de ¢” for 1 ou 0, para determinar
a assintota basta “extrair os inteiros”. Se “grau de p — grau de ¢” for estritamente menor que
zero, ou seja, se grau de g for estritamente maior que grau de p, entdo y = 0 € uma assintota.

x3

EXEMPLO 4. Determine a assintota e esboce o grifico de f(x) = |NH|_
X
Solucédo

£ é uma fungio racional e a diferenga entre o grau do numerador e do denominador € 1,
logo, f admite assintota. Temos

x3

x2+1

X
x2+1

=x —
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. X . X
Como lim - = 0= lim 5
x—>+» X +1 X—>—-% X +1

de f vai encostando na assintota y = x. Temos, agora,

, quando x tende a +oc ou —, o grafico

QVNNNHH R.
b) Intervalos de crescimento e de decrescimento.

x4+ 3x2

frx= g

é continuaem R e f' (x) > 0, para x # 0, logo, f ¢ estritamente crescente em R.
g

¢) Concavidade e pontos de inflexdo.

b —2x(x%2—3)
@ |QN T
pe + -+ -

-J3 0 V3
.s. V) n U N

-J3 0 3

3 3
d lim —F — =+4% e lim — = -,

x4 x2+1

¢) 0 é anica raiz de f.
Hy = x é assintota.

5
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Observaciio. Como f’ (0) = 0, y = 0 é a reta tangente ao grafico de fem (0, 0).

Muitas vezes, por inspec¢do, € possivel prever a existéncia ou ndo de assintota. Um bom
indicador para a existéncia de assintota obliqua € o seguinte: se para x suficientemente grande,
f(x) = mx, para algum m, entdo serd razodvel esperar a existéncia de assintota. Por exem-
plo, para x suficientemente grande, temos:

- | 1 1

Entdo, é razodvel esperar que tais funcdes admitam assintotas.

Observe:

lim [f(x)—mx—n]l=0n= Ilim [f(x)— mx]
X — +ow X -3 t+®>

Para determinar assintota, procedemos assim: primeiro determinamos m (caso exista) para
que

im [f(x)—mx] (ou lim [f(x) — mx])

X =+ X —®

seja finito; em seguida, tomamos para » o valor deste limite.

Observamos que se  lim [ f(x) — mx] for finito, entdo

x = +x
. x) —mx
im SO omx g
x — +oe X
ou seja,
. X
m= lim S0 .
xX—=+x X
(Cuidado. lim [ ) oderé ser finito sem que lim [ f(x) — mx] o seja. Verifi-
p q )
x—>+o X x—+x
que.) De modo andlogo, se lim [ f(x) — mx] for finito, deveremos ter obrigatoria-
x> —%
. x . . . .
mente m = lim f) . A seguir, sugerimos um processo para se determinar assintota.

X ——x X
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Primeiro determine m, caso exista, através do limite

m= lim L%
X —+x X

Em seguida, calcule

n= lm [f(x)— mx].
X =+

Se » for finito, y = mx + n serd assintota (para x — +). Proceda de modo andlogo
parax — —o%,

Observacio.Se lim f(x) = *oese lim f'(x)existe, pela2.” regra de L'Hospital
x =+ X >+

fim LY = im0, (nterprete.)

x—>+e X X —=+x

EXEMPLO 5. Determine as assintotas de

f) = yx2+1.

Solucdo
Temos
- r|+H 4;+PN se x>0
fo _ TN TR x
x * L
—11+—= se x<0
Va2
Segue que
1
lim fx) lim H+|~HH
x—>+x X X >t X
e
1
fim Lo gim - 1+ L =1
x>-% X x— -\ X
Assim, m = 1, parax — +, e m = —1 parax — —x. Vamos, agora, deteminar n. Para
X — +oo,

n=lim [f(x)— mx]
x = +x
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n= lim [Jx®+1-x]
x> +x

Assim, para x — +x, y = x € assintota. Para x — —o°, temos

n= lim :aw+_+i

X -~
. 1
= lim [yu?+1-u]l= lim =0
>+ u—+x <=N+_+:
Logo, para x — —, y = —x € assintota.

by |

=

EXEMPLO 6. Determine as assintotas e esboce o grafico de f(x) = )‘m.xw +x+1.

Solugdo
Temos
___M.._...W+% Nw+|ﬂn+hM se x>0
fG) _ S R _ Vioox o x
x X 1
Iz1+h+l_m| se x <0
X X
Daf
- lim ACI lim 1+W+PHN
x—>+x X aiv+8/ X RN
e
f(x)
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Assim, parax — +o, m = 2, e, parax — —%,m = —2. Vamos, agora, determinar n. Para
£ —>» +%, temos

n= lim [f(x)—mx]= Lm (4x2+x+1—-2x)
X > tx X =+

Parax > 0,

IT
J4x2 + x+1-2x xt1
z_?r«m+kl: + 2x

1+ L

- X
[ L1, 1 .
4+ —4+ = +2

< X RM

1 .
. Logo, parax — +o, y = 2x + M ¢é assintota. Para x — —x,

n= lim T§+ML

x> -

= lim T?N —u+l1 |~L

Segue que n =

B

u— -+

. | = .
Assim, parax — —%,y = —2x — 7 ¢ assintota. Temos, entfio, as assintotas

y=2x+ W@ﬁwxl +)

1
y= —2x — 7 (para x — —®).

Temos, agora,”
a) Dy = R, pois, 4 +x+1> 0 para todo x.

b) Intervalos de crescimento e de decrescimento

8x +1

X)) —————
re 2 4x2 + x+1
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|
| =

| =+

¢) Concavidade e pontos de inflexdo

15
4(4x%2 +x+ 1) J4x2 + x +1

£ =

f"" (x) > 0 para todo x, logo, concavidade para cima em R.

. T . 2 .
dy lim 4x2 +x+1=+%= lim ~4x2 4+ x+1.
N N
X — teo X = —x

=
EXEMPLO 7. Determine as assintotas e esboce o grifico de f (x) = mww - x2,
Solucdo
Temos
O Y
= =31-—
(x) x Voox
Segue que
TG T LI
x—>+x X X —+x 2_, X
e

x—=>—®» X xo-ow \
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Assim, m = 1. Vamos, agora, determinar .

1 w_,__,H\WIH
.WAHVIE\«H&&__IHIMHJIW
x
Parax — +%,
Ny —
n= lim [f(x)—mx]= lim E%L.
x>+ u— 0 u 0
Pela 1.* regra de L Hospital,
L -2
A=W 3D
n= lim = -1
u—0F 1 3
Para x —» —,
—
1—u -1
pe= fim MLT#Z1_ 1
w— 0" u 3

Logo, y = x — — é assintota parax — +% e para x — —,

W | =

Temos, agora,

b) Intervalos de crescimento e de decrescimento

2
&‘Qvnt,aﬂmok#c
w.ﬂ,_,,mkw|HMvu
+ - + o+

r ! + +

0 2 1
3

AN AN
f }

o +
[SITN
-
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¢) Concavidade e pontos de inflexdo

-2
£ =
93/(x? — x2)2 (x— 1)
P + + -
0 1
f v ] n
; 0 1

Ponto de inflexdo: 1 € o tnico ponto de inflexio.

—— ] ~
d tim Y —x? = lim xYt-— = 4o
x —> +oe x—+x% z X
lim M\_ku —x? = o,
X — -

¢)Em0e 1 a fungio é continua mas nfo é derivavel. Vamos entio estudar o comportamen-
to do grafico de f nos pontos de abscissas 0 e 1.

(0,1(0)

Seja s, a reta secante ao grafico de fpassando pelos pontos (0, £ (0)) e (x, f(x)). O coefi-
ciente angular de s, é

_ 3[ 3 _ .2
FOZJO _NE 7 _ L T s

x—0 x Hﬂ
im LSO L f@-fO)
x -0 x—0 x—0" x—0

(Lf(1)

O coeficiente msmEmH da reta secante s,, que passa pelos pontos (1, (1)) e (x, fxpné

fe—fO -2 g

Py -1 o

,x#* 1.
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im SOO oy, @D,
x—1 x—1 11 x—1
No ponto (1, f(1)) o gréfico de fadmite uma reta tangente vertical.
Grdfico de f
vl
213 .
i :
)
Interprete graficamente os limites
lim f{x)— f(0) e lLm fx)— \Sv. .
x—0* x—0 x—0" x—0
Exercicios 9.5
Esboce o grafico.
Lf) =2 — 3%+ 3x 2. f =2 -2 +1
= x? - 4.y=—
Sy= ot a YT T
N -—
5. y= 2 6. g()=xe %
x+1
- 2
T f@=u+1+e" 8 fx)=e*
4 2 -
9. y=2 -3 Lo S.ibuw_fla
4 2
3 3
X X
1 y= —— 12 y= ——
? x2+4 Y x2 -1
3
G.v_Hx HM+H ;.V.melmuu
15 fy =x" - 2° 16. y = A/x2 +2x+5
2
x—1 x
= 18. f(x) = ——
7.y 2 fx) 2.,
2 2
x“—x+1 4x + 3x
19, y= 2272 20. y=
> x? g 1+ x2
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9.6. MAXIMOS E MINIMOS

Defini¢iio 1. Sejam fuma funcdo, A C Dee p € A. Dizemos que f(p) € o valor mdxi-
mo de fem A ou que p um ponto de mdximo de fem A se f (x) < f (p) para todo x em

A. Se f(x) = f (p) para todo x em A, dizemos entdo que f (p) é 0 valor minimo de fem
A ou que p é um ponto de minimo de fem A.

f(py) valor mdximo de fem A
[ (py) valor minimo de fem A

Definicio 2. Sejam fuma fun¢ioe p € Dy. Dizemos que f (p) € o valor mdximo glo-
bal de fou que p € um ponto de mdximo global de f se, para todo x em D f() < f(p).

Se, para todo x em Dy, f(x) = f(p), diremos entdo que f (p) é o valor minimo global de
fou que p é um ponto de minimo global de f.

Defini¢iio 3. Sejam fuma funcioe p € Dy;. Dizemos que p € ponto de mdximo local
de f'se existir » > 0 tal que

f=f@

paratodoxem ]p — r,p + r [ N Dy Por outro lado, dizemos que p € ponto de minimo
local de f se existir r > 0 tal que

f&=fp)
paratodoxem fp Iﬁh+23b\.

B

P1» P3 € ps sa0 pontos de méximo local; f (pg) € o valor maximo global de f
D2: P4 € pg 8o pontos de minimo local; f (py) € o valor minimo global de f
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Uma boa maneira de se determinar os pontos de maximo e de minimo de uma fungio
féestudd-la com relagdo a crescimento e decrescimento. Sejam a < ¢ < b; se f for cres-
cente em la, ¢) e decrescente em [c, b|, entdo ¢ serd um ponto de mdximo local de f; se f
for decrescente em la, ¢] e crescente em [c, bl entdo ¢ serd um ponto de minimo local

de f.
EXEMPLO 1. Seja f (x) = x> — 3x° + 3.

a) Estude f com rela¢do a maximos e minimos.
b) Determine os valores maximo e minimo de fem [—2, 3]. Em que pontos estes valores
sfio atingidos?

Solucdo

@) | i) =3%—6x 0 2

ponto de maximo local: 0
ponto de minimo local: 2

Como lim Qm -3+ 3y=+w e lim an -3+ 3) = —o=, segue que f ndo
X—+x X — —oo

assume nem valor mdximo global, nem valor minimo global.

b)

) A N/
-17
3
-1
3

WO R

f(=2) = —17 & o valor minimo de f
em [—2, 3].

f(0) =£(3) = 3 é o valor mdximo de f
em [—2, 3].




274  Um Curso de Cdlculo — Vol. 1

EXEMPLO 2. Determine dois nimeros positivos cuja soma seja 4 e tal que a soma do cubo

do menor com o quadrado do maior seja minima.
Solucdo
Indiquemos por x o nimero menor (0 =< x =< 2); assim o maior é 4 — x. Seja
SW=F+@-nl0<x<2
Devemos determinar x que torna minimo o valor de S. Temos

S (x) =32 + 2 — 8

W.HN.TNH[W”OAHV ou

S)
wie 4
(S

o
Wik
N

. 4 L.
Assim, x = w torna minimo o valor de S.

Conclusdo. Os mimeros procurados sio — e

W[
w0

EXEMPLO 3. Pede-

se construir um cilindro circular reto de 4rea total S dada e cujo volu-
me seja maximo.

Solugéo
Precisamos determinar # (raio da base) e & (altura).

Temos

4rea da base = 7772
area lateral = 2k

Assim,

S =2m? + 2arh
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§—2m? M
dai,h= ————, 0<r< Ny
Podemos, entdo, exprimir o volume V em fungéo de r.

2 <
a2 3727 e |2 (S é constante)
ViD= 2ar 0<r \2m

ot

Devemos determinar r que torna ¥V maximo.

2 [ S

Vi =2 -3m 2 -3mi=0er=x

SR
SRR

|

Observagdo. A condigiio 0 <r <

S

=T "
/S /S5
w 2r

o+

o+

IS L.
Assim, r = _|— torna V méximo.
Vomr

Conclusdo. r = S eh=2 S sdo, respectivamente, o raio ¢ a altura do cilindro de
' 6w

y V6

volume maximo.

Exercicios 9.6

1. Estude a fungio dada com relagiio a médximos e minimos locais e globais.

Af0 = —— B fx) =xe >

1+ x
Af=e —e ™ & fO) =20 — 9x% + 12x + 3
) f)=x*+3x+2 Hx@®=rte!

Of)=x" -4 + 42 +2 B) f(x) = senx + cosx, x € [0, 7]
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5y = lm . wwm rarE[-13] ) hix) = X clo ka 16. Seja g definida e positiva no intervalo /. Sejap € 1. ?o<on,wwon\w m.voaﬁo de wawz.ﬁo (ou de mini-
| ’ / . I+ xtgx " ) mo)de ki (x) = )_.a em /, se. e somente se, p for ponto de médximo (ou de minimo) de g em 1.
D flx)= mu. . m _ x3 + x2 myy= m.x.alm‘_ 17. Um ‘mo:n_o serd n@:m:_.:dw mooEmsn_c..ww mA_.S.ﬁ o‘EmQR\,.ﬁﬂoEﬁ\ Moﬁo,,am altura ke EE r, _..BM
5 2 3 semi-esfera de raio r. Unw\o_w-mn que a area da superficie do sélido seja 5. Determine r e

my = 3Yx3 - 2 0) y= 2U||« para que o volume seja maximo.

2. Determine as dimensdes do retingulo de drea maxima e cujo perimetro 2p é dado.

3. Determine o nimero real positivo cuja diferenga entre ele ¢ seu quadrado seja méxima.

4. Determine o nimero real positivo cuja soma com o inverso de seu quadrado seja minima.

5. Determine a altura do cilindro circular reto, de volume maximo, inscrito na esfera de raio R dado,

6. Determine a altura do cone circular reto, de volume maximo, inscrito na esfera de raio R dado.

7. Determine a altura do conc circular reto, de volume maximo, e com geratriz a dada. 18. A Cia. & Ltda. produz determinado produto e vende-o a um prego unitario de R$ 13. Estima-

8. Considereacurvay =1 — ».N. 0 = x =< 1. Tragar uma tangente a curva tal que a drea do tridn-
gulo gue ela forma com os eixos coordenados seja minima.

. P 3 2
se que o custo total ¢ para produzir e vender g unidades € dado porc = ¢~ — 34" + 4q + 2.
Supondo que toda a produgio seja absorvida pelo mercado consumidor, que quantidade deve-

14 ser produzida para se ter lucro maximo?
9. Determine o retangulo de drea méxima e lados paralelos aos eixos coordenados, inscrito na

19. Determinado produto ¢ produzido e vendido a um prego unitério p. O prego de venda ndo €
clipse 4% + vw =1.

constante, mas varia em fungio da quantidade ¢ demandada pelo mercado, de acordo com a
equagdo p = /20 — g, 0 =< ¢ =< 20. Admita que, para produzir e vender :Em unidade do
produto, a empresa gasta em média R$ 3,50. Que quantidade deverd ser produzida para que o
lucro seja méximo?

20. Do ponto 4, situado numa das margens de um rio, de 100 m de largura, deve-se levar energia
elétrica ao ponto C situado na outra margem do rio. O fio a ser utilizado na ,mm:m custaR$ 50
metro, € o que serd utilizado fora, R$ 3 o metro. Como devera ser feita a liga¢do para que o
gasto com os fios seja o menor possivel? (Suponha as margens retilineas e paralelas.)

B C
—_—

10. Deseja-se construir uma caixa, de forma cilindrica, de 1 Bu de volume. Nas laterais e
no fundo serd utilizado material que custa R$ 10 o metro quadrado e na tampa material de
R$ 20 0 metro quadrado. Determine as dimensdes da caixa que minimizem o custo do mate-
rial empregado.

11. r € uma reta que passa pelo ponto (1, 2) e Intercepta os eixos 10s pontos A = (4, 0) e B = (0, b),
coma > 0e b > 0. Determine r de modo que a distAnciade A a B seja a menor possivel.

12. Certa pessoa que se encontra em A, para atingir C, utilizar4 na travessia do rio (de 100 m de

largura) um barco com velocidade méxima de 10 km/h; de B a C utilizard uma bicicleta com T
velocidade méxima de 15 knvh. Determine B para que o tempo gasto No percurso seja o me- —f  —
nor possivel. 100 m - “
— —
B —— — —— _
1 - l\l}\ _, A -l
100m _— " no
] = 1000 m
A - - 21. Sejam P = (0, a) e Q = (b, ¢), onde g, b e ¢ sdo niimeros reais dados ¢ estritamente positivos.
1o Seja M = (x, 0), com 0 < x < b.
13. Qual o ponto P da curvay = e que se encontra mais proximo de (3, 0)? Seja P = (g, b) tal i hd

@2=(b,c)
ponto; mostre que a reta que passa por {3, 0) e (g, b) é normal 4 curva em (a, b).

2 . . .
14. Encontre o ponto da curvay = —, x > 0, que estd mais préximo da origem.
X

15. Duas particulas P ¢ Q movem-se, respectivamente, sobre os eixos Ox & 0y. A fungio de posi-

~ 3 . . .
dodePéx= <t eadeQ, y= Nm — —, t= (. Determine o instante em que a distancia entre
¢ P q

P e O seja a menor possivel.
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a) Determine x para que o per{imetro do tridngulo PMQ seja minimo.
b) Conclua que o perfmetro serd minimo para « = B.

22. Determine M no grificode y = Xu, 0 < x < |1, de modo que a drea do tridngulo de vérticeg
(0, 0), (1, 1) e M seja méxima.

23. A Cia. y Ltda. produz um determinado produto ¢ vende-o com um lucro total dado por
Lig)= Jam + an + 60g — 4, onde g representa a quantidade produzida. Determine o lucrg
méximo e a produgdo que maximiza o lucro. Esboce o grafico desta fungio.

24, Determine uma reta tangente ao gréficode y = 1 — Hw. de modo que a distincia da origem a
cla seja a menor possivel.

25. Determine o ponto da pardbolay = 1 — % que se encontra mais préximo da origem.

b2
<

- Seja (xg, yg), Xy > 0 e yo > 0, um ponto da elipse 2+ Av.m = 1. Seja T areta tangente 2 elipse
RO ponto (xg, ¥p).

a) Verifique que T tem por equacio
xgx +4ygy=1

b) Determine x; de modo que a drea do tridngulo determinado por T e pelos eixos coordenados
seja minima.

27. Uma particula P desloca-se sobre o ¢ixo x com velocidade constante e igual a 1. Outra parti-

cula Q desloca-se sobre a pardbolay = 1 — +% de modo que sua projecdo sobre o eixo x des-

creve um movimento com velocidade constante e igual a 2. No instante 7 = 0, as particulas P

¢ Q encontram-se, respectivamente, nas posicées (0, 0) e (0, 1). Determine o instante em que
as particulas encontram-se mais préximas.

28. Dado o triangulo retangulo de catetos 3 e 4, determine o retangulo de maior 4rea nele inscrito,
de modo que um dos lados esteja contido na hipotenusa.

29. Determine o ponto da pardbola y = e que se encontra mais proximo daretay = x — 2.

30. Dois vértices de um retdngulo R estdo sobre o eixo x € os outros dois sobre o grafico de
_ X
1+ x2°

do eixo x. Determine o retdngulo R de modo que o volume do cilindro seja 0 maior pos-
sivel.

¥ x > 0. Considere o cilindro que se obtém girando o retidngulo R em torno

31. Considere duas retas paralelas r e 5. Sejam A4 e C dois pontos distintos de r ¢ B um ponto de s.

2 B

Determine Q na reta s de modo que a soma das 4reas dos tridngulos APC e QPB seja minima.

Estudo da Variagdo das Funcées 279

32. Considere o tridngulo isésceles ABC, com AB = BC. Seja H o ponto médio de AC. Determine
P no segmento HB de modo que a soma das distancias de P aos pontos A, B e C seja a menor

possivel.

33. (Lei de refragdo de Snellius). Considere uma reta r ¢ dois pontos P e Q localizados em
semiplanos opostos.

P

Uma particula vai de P a M com velocidade constante # e movimento retilineo; em seguida,
vai de M a @ com velocidade constante v, também, com movimento retilineo. Mostre que o
tempo de percurso serd minimo se

9.7. CONDICAO NECESSARIA E CONDICOES SUFICIENTES PARA
MAXIMOS E MINIMOS LOCAIS

Sejam fuma fungdo e p um ponto interior a D¢(p interior a Dy< existe um intervalo aberto

I,comIC Gso p € I). Suponhamos f derivavel em p. O nosso préximo teorema conta-nos que

uma condicdo necessdria, mas ndo suficiente, para que p seja ponto de maximo ou de minimo
local é que ' (p) = 0. A figura abaixo dd-nos uma idéia geométrica do que falamos acima.

Y

=¥

py € o ponto de minimo local: f* (p;) = 0

P € o ponto de mdximo local: f' (p5) = 0

f' (p3) = 0, mas p; nem é ponto de maximo,
nem de minimo; p3 € ponto de inflexdo horizontal
P4 € ponto de méximo local, mas £ (pg) # 0;

P4 nio € ponto interior.
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Teorema 1. Seja f uma fungdo derivdvel em p, onde p é um ponto interior a U&
Uma condi¢do necessdria para que p seja ponto de méximo ou de minimo local é que

fry=o0.

Demonstracdo

mcvozrm\B,om que p seja ponto de méximo local (a demonstragdo serd andloga se p for
ponto de minimo local). Assim, existe r > 0 tal que

\va\q@miwl:ujgﬁ.

nmou.:o“ no_.:ﬁaam@%m::mao: bmvoaoEOmowooEm:a@anoazogJﬁﬁ+lﬂ Dy
Assim .

fG)=f(p)paratodoxem]p —r,p+ r[.

Como f ¢ derivavel em p, os limites laterais

im @=L L SO f ()
xiw+ X—p x—=p- X—p
existem e sdo iguais a f’ (p):
Fo= tim LOI@ L f@-f®
x> pt X—=p x> pT X—p '

\«I
mewAHAh.Tﬁ \A W \ M Qv Mow_u&mno:mo?mmmoao&:m_

im SO F®

x—p* x—p
logo,f' (p) < 0.

Parap — r < x <p, E = (; dai
xX—p
i LR F®)

xX—op xX—p

logo, f'(p) = 0. Como f' (p) = 0 e f' () < Oresultaf'(p) = 0. "

Umpontop € Dyse diz ponto critico ou ponto estaciondrio de fse f (p) = 0. O teorema

anterior conta-nos, entdo, que se p for interior a Dy e fderivdvel em p, entdo uma condigdo

necessdria para que p seja ponto de maximo ou de minimo local de f € que pseja ponto
critico de f.

\<.E:o,f agora, o.mE_uo_nnm_. uma condi¢do suficiente para que um ponto p seja ponto de
maximo ou de minimo local.
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Teorema 2. Sejam f uma funcdo que admite derivada de 2.* ordem continua no
intervalo aberto e p € I.

a)f'(py=0ef"” (p) > 0= pé ponto de minimo local.
b)Y f (p) =0ef" (p) < 0= p é ponto de miximo local.

Demonstra¢do

a)Como f'’ écontinuaemIef'’ (p) > 0, pelo teorema da conservagio do sinal, existe
r > 0 (tal » pode ser tomado de modo que ] p — r, p + r[ esteja contido em /, pois estamos
supondo [ intervalo aberto € p € [) tal que

frx)>0em]lp—r,p+rl[.

Segue que f ' & estritamente crescente neste intervalo; como f ' (p) = 0, resuita:

%@Xo%;lnao
F'(x)>0 emlp, p+rl

)
|
~
Y
~
+rh
~

N/

f { }
/]

ff)=0ef"@>0

Logo, f ¢ estritamente decrescente em |p — r, p] e estritamente crescente em [ p, p + r[.
Portanto, p é ponto de minimo local.

b) Faca vocé. [

Exercicios 9.7

1. Determine os pontos criticos da funcdo dada e classifique-os (a classificagdo refere-se a ponto
de mdximo local, ponto de minimo local ou ponto de inflexio).

4

¥ -2+ by x(n =33 —20+1
4
3

a)fx)y =
S — _ - —
2+ 4
Ney=xte ™

2. Suponha que f admite derivada de 3.* ordem continua no intervalo aberto / € seja p € /. Prove
quesef () =f"(p)=0ef" (p) # Oentdo p é ponto de inflexio horizontal.

AR =x =3 +3x—1 d) fo0) =

Of) =x—a + 67 —4ax + 1

3. Suponha que f admite derivada até a 4.* ordem continua no intervalo aberto I e seja p € L.
Provequesef (@) =f"(p) =f" @ =0 ef® (p) # 0, entdo p serd ponto de maximo local
se f @ (p) < 0 e serd ponto de minimo local se f @ (p) > 0.
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4. Generalize os resultados obtidos nos Exercicios 2 e 3.

fx

X

5. Sejafderivdvel em R e seja g dada por g (x) = , x # 0. Suponha que p é ponto de m4-

ximo local de g.

a)Prove que p f' (p) — f(p) = 0.

b) Prove que a reta tangente ao grafico de £ no ponto de abscissa P passa pela origem.

6. Suponha que fseja derivével até a 2.* ordem em R e tal que para todo x
fr@+af =1

a) Prove que f n3o admite ponto de méximo local.
b) Prove que, se f admitir um ponto critico X(, entéo xq serd ponto de minimo local.
¢) Prove que f poder4 admitir no méximo um ponto critico.

7. Suponha que f seja derivavel até a 2.2 ordem em R e tal que para todo x
xfrO+f (=2

a) Prove que, se x; for ponto de maximo local, entio xp < 0.

b) Prove que, se xg for ponto de minimo local, entdo xg > 0.
c) Prove que £ (x) > 0 para todo x.

(Sugestdo. Observe que f' (0) = 2.)

8. (Teorema de Darboux.) Suponha g derivével em [a, b], com g’ (@) < Oe g’ (b) > 0. Prove que
existe ¢ em Ja, b[ tal que g’ (c) = 0. Interprete geometricamente.

(Sugestdo: Verifique que o valor minimo g(c)degem|[a, bl étalque g (c) < g (a) e
&) <g(bh))

9. Suponha g derivivel no intervalo I e tal que g’ (x) # 0 em todo x de /. Prove que

g'x)>0emtodox €/
ou
g' (x)<0emtodox €[

10. Suponha g derivdvel em [g, b] e seja m tal que g'(a) < m < g’ (b). Prove que existe ¢ em |a, 5]
talg’ (¢) = m.

(Sugestdo: Aplique o Exercicio 8 4 fungio f) =g —mx)
I1. Sejay = f(x)uma fungio derivavel até a 2.* ordem no intervalo aberto 7, tal que para todo x € 7.
fr@+xf @-1f@F=0
fx)#0.

a) Verifique que 1" ¢ continua em /.
b) Prove que fndo admite ponto de méximo local em /.

12. Sejay = f(x) derivdvel até a 2.2 ordemem | —r, r [, r>0,tal que, paratodox € ] =7, r|,
Fr@+f 0 =X [f @) =0.
Suponha, ainda, que f(0) = Oef’ (0) = 1.

a)Prove que f ndo admite ponto de maximo local em 10,71].
b)Prove que f ndo admite ponto de minimo localem } —r, 0 ].
¢) Prove que £ é estritamente crescente em 1—-nrrl
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9.8. MAXIMO E MINIMO DE FUNGCAO CONTINUA
EM INTERVALO FECHADO

Seja f uma fungdo continua no intervalo mwowmaw .F. b]. 0 ﬁmozw\B.m de Weierstrass (veja
Cap. 5) garante-nos que fassume em [a, b] valor maximo e valor :::_E\o../\m_dom @omongma,
a seguir, um processo bastante interessante para mwﬁ_,::sﬁ 0s <mw0wom maximos e Eﬁwﬂmm e
fem [, b]. Suponhamos f derivavel em Ja, bf. Seja f (p) o valor maximo de fem {q, m. este
modo, p ou é extremidade de [a, b] oup € 1a, b[; sep € la, b[, pelo ﬂwomoam H. da secdo ante-
rior, f' (p) = 0. Segue que, para se obter o valor mdximo de fem H.S b}, € suficiente comparar
os valores que f assume nas extremidades de [a, b) com os Q&:SR.SV, nos pontos criticos que
pertencem a Ja, bl. O valor mdximo de fem [a, b] serd entdo o maior desses valores. Eviden-
temente, o valor minimo de f em [a, b serd o menor daqueles Siwwa. .

Deixamos a seu cargo descrever um processo para se determinar os <m._o~om,BmE.Bm.m e
minimos de fem [a, b], no caso em que f € continua no intervalo fechado [a, b} € ndo derivavel
em apenas um nimero finito de pontos de [a, b].

Exercicios 9.8

Determine os valores maximos e minimos (caso existam) da func¢ao dada, no intervalo dado.

4
L f) =2 —x —2* + 3em[-2,3].

4

_ 3 _ .2 3 51

2. g(x)=x" —3x"+3x— lem[-2,1].

5 4
= - P 14 —4x+ lem[-3,3]

5 2

4. f{x) = senx — cos xem [0, 7]

Jx® —2x2 em[~1,2].

1

5.0

—_ H
x3 —2x2

6. f(x) em ]O, 2[.
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PRIMITIVAS

10.1. RELACAO ENTRE FUNCOES COM DERIVADAS IGUAIS

Jé sabemos que a derivada de uma fung¢éo constante € zero. Entretanto, uma fungio pode
ter derivada zero em todos os pontos de seu dominio e ndo ser constante; por exemplo

1 se x>0

fx) =

-1 se x<0

étal que f' (x) = 0 em todo x no seu dominio, mas f nio é constante. O préximo teorema,
que € uma conseqiiéncia do TVM, conta-nos que se ftiver derivada zero em todos os pontos
de um intervalo, entdo f serd constante neste intervalo.

Teorema. Seja f continua no intervalo 1. Se f' (x) = 0 em todo x interior a /, entdo
existird uma constante & tal que f (x) = & para todo x em /.

Demonstragdo

Seja xp um ponto fixo em I. Vamos provar que, para todo x em 7, f (x) = f (xg), 0 que

significard que fé constante em /. Para todo x em I, x # x;, existe, pelo TVM, um x perten-
cente ao intervalo aberto de extremos x e x tal que

FO —fa =1 (x)(x = xp).

(Observe que de acordo com a hipétese, f€ continua no intervalo fechado de extremos x e x;
e derivavel no intervalo aberto de mesmos extremos.)
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Como x € interior a /, pela hipétese £/ ( x) = 0, logo
F) —flxg) =0 ou fx) =[xy

para todo x em I. Tomando-se k = f(xp), resulta o teorema. ]

Como conseqiiéncia deste teorema, provaremos que se duas fungdes tiverem derivadas
iguais num intervalo, entdo, neste intervalo, elas diferirdo por uma constante.

Corolario. Sejam fe g continuas no intervalo . Se f' (x) = g’ (x) em todo x interior
a I, entdo existird uma constante & tal que

g =f0+k

para todo x em 1.

Demonstragdo

A fung¢do h (x) = g (x) — f(x) é continua em / e para todo x interior a 1,
h'(x) =g (x) — f’ (x) = 0. Pelo teorema anterior, existe uma constante & tal que

g —f=k ou g=fx)+k

para todo x em 1. [

Observamos que se fe g satisfizerem as hipéteses do corolario e se f (xy) = g (xp) para
algum xy € I, entdo f (x) = g (x) para todo x € 1. De fato, pelo coroldrio, existe k tal que

g =fx)+k

para todo x em /. Em particular, g (x;) = f(xg) + k, logo k = 0. Portanto, g (x) = f(x) em 1.

J4 vimos que se f(x) = €%, x € R, entdo, ' (x) = ¢", ou seja, a fungdio f(x) = ¢" goza da
seguinte propriedade: a sua derivada é ela prépria. O préximo exemplo nos mostra que as
dnicas funcdes que gozam desta propriedade sdo as fungdes da forma f(x) = ke”, onde k ¢
uma constante.

EXEMPLO 1. Seja f definida e derivdvel em R e tal que, para todo x, f ' (x) = f(x). Prove
que existe uma constante X tal que, para todo x, tem-se f (x) = ke".

Solucdo

fx)

m.k

A idéia para a prova € considerar o quociente e mostrar que a sua derivada € zero.

Temos

ﬁ\g %H flxer — fnet

X wa
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Da hipétese f ' (x) = f (x) segue

ex NN\« =0

h}tp\u fx) e — f(x) e

para todo x em R. Pelo teorema 1, existe uma constante k tal que, para todo x,

S,
N\A
ou seja,
F@ = ke
. . - - . . dy ~
O exemplo acima nos diz que as solucdes da equacdo diferencial e =y s#o as fun-
¢des da forma y = ke”, k constante, isto &, o
dy x
—— =Y &y =ke, kconstante.
dx y y
]
Observe: y = f(x) é solugdo da equacdo diferencial m =y se, e somente se, a derivada de

ffor ela prépria.

EXEMPLO 2. Determine y = £ (x), x € R, tal que

dy

—=yef0)=2

PR F)
Solugao

& :
M« =y &y = ke, kconstante.

Assim, a f procurada é da forma f (x) = ke*, com k constante. A condi¢do £ (0) = 2 nos
permite determinar a constante £. De fato, de f(x) = ke* segue f(0) = ke, portanto, k = 2.
A fungdo que satisfaz o problema dado ¢, entdo, f (x) = 2¢*. Ou seja, y = 2¢%. n

Consideremos, agora, a fungio f(x) = ¢**, a constante. Temos f' (x) = a ¢, ou seja,
f' (%) = af(x). Raciocinando como no Exemplo 1, prova-se (veja Exercicio 1) que as #ni-
cas fung3es que satisfazem a equagio f' (x) = o f (), x € Re aconstante, sio as fungdes
da forma f (x) = ke™, k constante. Ou seja, sendo « constante, tem-se

MN =ay ©y = ke™, k constante
x

ou

fx)=af(x) o fx)=ke™, k constante
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EXEMPLO 3. Determine a fungdo y = y (x), x € R, que satisfaz as condigdes

dy
= =3yey0)=—1.
dx y ey
Solugdo
P _ 3y &y = ke™* (k constante).
dx
< P 3
Da condi¢do y (0) = —1, resulta k = — 1. A fung@o procuradaéy = —e *x ER [ ]

EXEMPLO 4. Determine uma fun¢iio y = f (x), definida num intervalo aberto I, com
1€ talquef(l) = 1le,paratodoxeml],

a7

Solucdo
Devemos ter, para todo x em 7,
) =xfx).

Como a fungdo f deve ser derivavel em 7, resulta que f %Sw. ser, também, continua em [
Entdo, a condig@o f (1) = 1 e o teorema da conservagéo do sinal garantem-nos que, para x
préximo de 1, devemos ter f(x) > 0. Vamos, entiio, procurar f, aamnam num intervalo aber-
to I, e que, neste intervalo, satisfaga a condig¢do f (x) > 0. Temos, entfo,

EAC)) =x,x€l
f(x)
Y AE) XV L esult
Lembrandoque [Inf(x)]' = o) e que 5| = x, resulta
2\
.
[mr@]'=| 5
x2 o

para todo x em L. Como as derivadas das fun¢des In f(x) e EX s&0 iguais em /, do coroldrio

acima resulta que existe uma constante k tal que, para todo x em [,
2
X
In f(x)=—+k.
2
Da condigdo f (1) = 1, segue

Inl=—-+k

[\




288 Um Curso de Cdlculo — Vol. 1

1
€, portanto, k = 3 Assim, a funcdo

N

H X
y=—=e2 xeR,
Ve
satisfaz as noz&.mmow dadas. (Observe que esta é uma fungio satisfazendo as condi¢des da-
das. .mm.B que existe outra? Como veremos no Cap. 13, esta é a sinica fungéo definida em R
e satisfazendo as condigbes dadas.) ]

EXEMPLO 5. Determine uma fungdo y = f (x), definida num intervalo
) ) aberto I,
1€/ talquef(1) = —1e, paratodoxem [, o com

N & =2 zm.
dx
Solucdo

Devemos ter, para todo x em /,
Fr@ =20
A condigdo f (1) = —1 permite-nos supor f (x) < 0 em /. Temos, entfo,
N2 f 0 =2,x€L
Lembrando que {—[ f(x)] IJ. = :C&_lww\ (x) e que (2x)" = 2, resulta
{(—LfeN7y =@ xEL
Pelo corolrio, existe uma constante k tal que, para todo x € I,
I =224k
Dacondigdo f (1) = — 1, segue k = —1. A funcio

—1 1
x) = , x> =
TO= 5 %75
satisfaz as condig¢Ges dadas. (A condi¢do x > W ¢ para garantir que | pertenga ao dominio
def)
[ |

Exercicios 10.1

L. Sejaf: R — R, derivével e tal que para todo x, S (x) = af(x), @ constante nio nula. Prove que
existe uma constante k, tal que, para todo x, £ (x) = k ¢*%.

2. Determine y = f(x), x € R, tal que

SfW=2fx e fO)=1

(Sugestdo: Utilize o Exercicio 1.)
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3. Uma particula desloca-se sobre o eixo Ox, de modo que em cada instante ¢ a velocidade € o dobro
da posigio x = x (£). Sabe-se que x (0) = 1. Determine a posi¢do da particula no instante z.

4. Afungioy = f(x), x E R, étalque f(0) = lef’ (x) = —2f(x) paratodo x. Esboce o gréfico
de f.

5. Sejay = f(x), x € R, derivdvel até a 2.” ordem e tal que, paratodo x, " (x) + f(x) = 0. Seja
g dada por g (x) = f' (x) sen x — f(x) cos x. Prove que g € constante.

6. Sejaf: R — R derivivel até a 2.* ordem e tal que, paratodox, f" (x) + f(x) = 0. Prove que
existe uma constante A tal que

fxy—Acosx |’

sen x

=0
para todo x em ]0, «[. Conclua que existe uma outra constante B tal que, para todo x em
10, 7f, f(x) =Acosx + Bsenx.
(Sugestdo: Utilize o Exercicio 6.)

7. Sejaf: R — R derivdvel até a 2." ordem e tal que, para todox, f"' (x) — f(x) = 0.

a)Proveque g (x) = &' [f' (x) — f{x) ], x € R, € constante.

. fx)y—Ae ™ |’
b) Prove que existe uma constante A tal que, paratodox, | —————— | = 0.
e
¢) Conclua de (b) que existe uma outra constante B tal que f(x) = A e * + B ¢, para todo x.

8. Sejam fe g duas fungdes definidas ¢ derivdveis em R. Suponha que f(0) = 0, g(0) = 1 e que
para todo x

T =g e g'®=~f.
a) Mostre que, para todo x,
(F () — sen x)> + (g (x) — cos x)> = 0.
b) Conclua de (a) que f(x) = senxe g (x) = cos x.

9. Utilizando o Exercicio 1, determine a tnica fun¢do y = y (x), x € R, que satisfaca as condi-
¢oes dadas.

dy dy
ay — =2y e 0) =1 by —=—-y e y(O)=-1
) ¥ y () ) y e y(0)
dy 1 dy = |
— =2y e y(O)=2 — =42 ¥ oHll
) 5V y(©) N2y e y(O) >

10. Determine a fungdo cujo grafico passe pelo ponto (0, 1) e tal que a reta tangente no ponto de
abscissa x intercepte o eixo Ox no ponto de abscissa x + 1.
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I'1. Determine uma fungdo y = f(x), definida num intervalo aberto, satisfazendo as condigdes dadas

wah

—_— s O“
DT YO=1

a
S&nﬁ%ﬁiovn_,
dx

12. Sejaf: R — R derivéavel até a 2.% ordem e tal que, para todo x,

S @ = =)

a) Mostre que, para todo x,

d 2
— (X)) + 2l=0
[(Fn? +(F()? ]
b) Conclua que existe uma constante E tal que, para todo x,

Lf P+ [f@IF =E

13. Sejam f(¢), g (1) e h (1) fungbes derivdveis em R e tais que, para todo ¢,

'@ =g®
gW=—f@)—h@)
R (1) = g(0).

Suponha que f(0) = g (0) = & (0) = 1. Prove que, para todo ¢,
OP +[g0F + [h@1* =3

14, Sejam f () ¢ g () fungdes derivaveis em R e tais que, para todo ¢,

ﬁzs =2g(1)
g () =—f).

Suponha, ainda, que f(0) = 0 e g (0) = 1. Prove que, para todo £, 0 ponto (f(£), g () pertence
s 1e x? 2
aelipse w +yc =1

10.2. PRIMITIVA DE UMA FUNCAO

Seja f uma fungdo definida num intervalo /. Uma primitiva de f em I é uma fungio F
definida em , tal que

F'(x)=f

para todo x em I.
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EXEMPLO 1. F (x) = W ¥ éuma primitiva de f (x) = X em R, pois, para todo x em R,
F'(x)= _HW»@H_ = ¥
3
Observe que, para toda constante k, G (x) = W ©+k é, também, primitiva de f(x) = %
]

EXEMPLO 2. Para toda constante k, F (x) = 2x + k & primitiva, em R, de f (x) = 2, pois,
Frio=Qx+k =2

para todo x. [ ]
Sendo F uma primitiva de fem /, entdo, para toda constante k, F (x) + k &, também, pri-
mitiva de f. Por outro lado, como vimos na se¢ao anterior, se duas fun¢des tém derivadas
iguais num intervalo, elas diferem, neste intervalo, por uma constante. Segue que as primi-
tivas de fem I sdo as fungdes da forma F (x) + k, com & constante. Diremos, entdo, que

y=F(x) +k k constante,
é afamilia das primitivas de fem /. A notagio ._. f(x) dx serd usada para representar a fami-

lia das primitivas de f:
[royac=F@+k

Na notag¢io ._. £ (x) dx, a fun¢do f denomina-se integrando. Uma primitiva de f serd, tam-

bém, denominada uma integral indefinida de f. E comum referir-se a _. f(x) dx como a inte-
gral indefinida de f.

Observacéio. O dominio da fungio f que ocorre em ._. f(x) dx deverd ser sempre um inter-

valo; nos casos em que o dominio ndo for mencionado, ficara implicito que se trata de um
intervalo.

EXEMPLO 3. Calcule.
a) .— x2 dx. b) ‘—. dx.
Solugdo
LI L 2 x?
a) M\« Hkgxowo,._.x dx=—+k

3
b) O integrando ¢ a fungdo constante f (x) = 1. Entdo

Jar=]1 dv=x+k

pois, (x)' = 1. L]
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EXEMPLO 4. Calcule ._. x* dx, onde @ # —1 é um real fixo.

Solucdo

ﬁ 1 Q+_Q~ o N xetl
x HHLOMP._.\« dx =
a+1 a+1

EXEMPLO 5. Calcule

s‘Tw& S.—Fuﬁ.
X
Solugdo
’ 4 4 ’
3= X A ; -3
a dx = "— +k, , | — — = x°.
v._.x X 7 _uoaﬁAH— _HAk X
b) .— L= _. x2dx =~ x72%1 1 & (voja Exemplo 4)
x? -2+1
ou seja,
! -1
rm.a.k”|k. + k
X
€, portanto,

EXEMPLO 6. Calcule ... 332 dx.

.m.&:mm&
2
2 W+_
jﬂ&n—i&u —tk
i1
3
ou seja,
[ ¥ ax - wwim + k.
EXEMPLO 7. Calcule — ﬁm + |_w| +4 p dx.
X
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Solugdo
S+l =3+
O e e R
ou seja,
:\«r&&t@& M|MN+£1;
e, portanto,
1 X1
._.Tm+ﬂ+»w&uﬁ|ﬂ+§+» u

I
EXEMPLO 8. Calcule .— dx, x>0,
X

Solugdo

_.kwne:v;@vs

X

1
pois(Inx + k)’ = —.
X

Seja @ um real fixo. Dos Exemplos 4 e 8 resulta

RQ+H
a+1
.—Hn&al

(Inx)+k se a=—1(x>0)

+k se a¥F—1

1
EXEMPLO 9. Calcule ._. ﬁ -

+ z.,wu dx, x> 0.

Solucdo

3
_ 3
— 2
.— Lix2 |ae=(nx)+ E +x

X

ou seja,

.—ﬁw+<ﬂu&xnﬁ_zav+m [ + k. -
x 3
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EXEMPLO 10. Seja o um real fixo, a # 0. Calcule ._. ™ dx
Solugdo

H '

—e® | =% logo,

o

._.mpx&uﬁﬂlmkmg+k. . l
[24

EXEMPLO 11. Caicule.

a) ‘_. e* dx. b) ._. €2 dx.
Solugdo
&Tx&uwf;. S.T.E&uw 2 4 k. .
EXEMPLO 12. Determine y = y (x), x € R, tal que
D_
dx
Solugdo
il =xley= ._. 2 dx.
dx
Assim,
3
x
=% 4k "
Y 3

Vimos, 20 final da se¢do anterior, que se F ' (x) = G ' (x) para todo x no intervalo / e se,
para algum xpeml, F (xg) = G (xg), entdo, F (x) = G (x) em I. Segue deste resultado que se
S admitir uma primitiva em / e se xg, y forem dois reais quaisquer, com xg € I, ento exis-
tird uma tnica fungdo y = y (x), x € I, tal que

ay _

I =f(x) xel,

¥ (x0) =Yo.

EXEMPLO 13. Determine a tnica fungdo y = y (x), definida em R, tal que

y(0)=2.
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Solucdo
&

dx

A condi¢do y (0) = 2 significa que, para x = 0, devemos ter y = 2. Vamos determinar &
para que esta condigdo esteja satisfeita.
1

Substituindo, entdo, em y = Mxm + k, x por 0 e y por 2, resulta k = 2. Assim,

wHwa+N =

EXEMPLO 14, Determine a fungdo y = y (x), x € R, tal que

2
quxi,iengfeuo
Solugdo
2
%nai =9 .—in&
Assim,
2
@”N'LTR.TNS.
dx 2
dy . .
Parasetery’ (0) = 0ou — ar =0, é preciso que k; = 0. Assim,
=0
2
dy _x
dx 2
daf
2 \ 3 2
y=|| =+x|ax=2+Z 1k
2 6 2

Para k, = 1, a condigio inicial y (0) = 1 se verifica. Assim,

3 2
wna|+x|+_. n
6 2

EXEMPLO 15. Uma particula desloca-se sobre o0 eixo x e sabe-se que no instante 7, ¢ = 0,
a velocidade é v (r) = 2¢ + 1. Sabe-se, ainda, que no instante 1 = 0 a particula encontra-se
na posi¢do x = 1. Determine a posi¢do x = x (7) da particula no instante ?.

Solugdo

dx

=2t+1 e x(0)=1.
Z )
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Temos:

dx

— =2t+1=x=

dr

.—@1 Dt =12+t +k

Para k = 1, teremos x = 1 paraz = 0. Assim,

xO=Fr+r1+1
Exercicios 10.2
1. Calcule.

-a) .— x dx b) _. 3dx

&._,G\«.TC&
mv._.km&a
1

wu._.xlu&
N.;)\m&

1
I + — ldx
(1)
S._.oe«+3ﬁ?mm®oo=m83mm

1

+— |dx

E.:)\M awu

. ._.a&a\w+ 3)dx

2
+
3<_.\«’|M&
X

2. Seja e # 0 um real fixo. Verifique que

1
av._.wo:ocﬂkxnl!oom&;v»
[23

&.Ta~+a+c%

b._.ﬁu+§+wv&
1

h +— |dx

[+ 5)

DYRET”

m [ @+47) ax

1
S.—OOmE&HIngﬂ.T»
Q

Primitivas
3. Calcule.
&Tf dx S.TQ&
s.?iwxv& &.—Sw 3xdx
.mv.‘.woz 5x dx b.—@f + 7y dx
E.Tm + sen x)dx s_.a+8m x)dx
e N
e s
! X ldx, x>0
D_.Awm: 3x + cos Sx)dx §v4— M+m , X
X
n) mos\W&a ev._.ooml&n
2 3
ET&M+§ 3x)dx e—:ﬁlf&
wiai‘:& V_V.Tm:%
X
Nv._,cla.umfv&.« =v_.hm+monﬂu&
4, Verifique que
a) ._.ﬂﬂ”l& =arcsenx + &k —1<x<1
N
1
wv.—luxuﬁoﬁmx+»
1+ x?
5. Determine a fungio y = y (x), x € R, tal que
dy _ 3 1y =
nv&nwklwnv;ovnm by —=x—x+leyh)=1
dx dx
s D endrey©=1
) — =cosxey(0)=0 dy — =senldx ey
dx dx
dy — .
mvaHWx+wwvAiCHc b&"mxnv;ovl_
dx 2 dx
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. Determine a fungdo y = y (x), x > 0, tal que

dy _ 1 dy 1
a) —=— ¢ y()=1 ) = =3+ — ¢ 1) =
v&a x2 - v&.ﬁ N y ()
dy .1 dy 1 1
h.v ”.H;Tl.}l@ :"O &ull“l..T e y(l)=
dx VX ¥ dx x x2 y(

. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (ry=1t+ 3,1=0. Sabe-se que, no

instante ¢ = 0, a particula encontra-se na posigio x = 2.

a) Qual a posi¢io da particula no instante 7
b) Determine a posicio da particula no instante r = 2.
¢) Determine a aceleragdo.

Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (1) =2t — 3, t = 0. Sabe-se que no
instante 7 = 0 a particula encontra-se na posi¢do x = 5. Determine o instante em que a parti-
cula estard mais préxima da origem.

- Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v O =at+vyt=0(ae Vg constan-

tes). Sabe-se que, no instante 1 = 0, a particula encontra-se na posi¢do x = x;. Determine a
posi¢io x = x (¢) da particula no instaante 7.

Uma particula desloca-se sobre o eixo x com fungdo de posigio x = x (7), 7 = 0. Determine
= x (), sabendo que

QVWHNN+u@<«AOVHN Scsuml~ok8vnl_
t

d*x d2x —

ﬂ.vllamsm ”w.tAOuuww.«mOv”_ Sﬂum .CAOVHOORAOva
&m . &N

e) Mnoommriovnu ex(@=0 5 Mnmmswriovnomx@nc
dt dr
dx 1
— = —— ex(0)=0

9 dr 1412 ¢ x®

Esboce o grifico da fungao y = y (x), x € R, sabendo que

Q..v\ RNY
@ — =2x—1 0)=0 b =—4c0s2x,y (@) =1e y (0)=0
dx crO ) 2 YO =1¢y (0
ﬁ,v &N% —x AOV Oﬂv\‘AOu 1 & &v\_ ] e AOV 0
=% - = LA =
dx? g a1+ 7

11

INTEGRAL DE RIEMANN

Neste capitulo introduziremos o conceito de integral de Riemann e nmE\amREom mmmEumw de
suas propriedades. A integral tem muitas aplicagdes tanto na geometria (cdlculo de reas, com-
primento de arco etc.) como na fisica (célculo de trabalho, de massa etc.), como veremos.

11.1. PARTICAO DE UM INTERVALO

Uma particdo P de um intervalo [a, b] é um conjunto finito P = {xq, X1, X», ..., X, } onde

a=xp<x <xp<..<x,=b . .
Uma parti¢iio P de [a, b] divide [a, b] em n intervalos [x; _ ,x;1,1 = 1,2, ..., n

} ¢ o

a=Xx X X2 Xi-1 X Xp—1  Fn=5
A amplitude do intervalo [ x; _ |, x; ] serd indicada por Ax; = x; — x; _ . Assim:
E_ = .H_ I.\«Ov EN = .\«N - N— etc.

Os niimeros Ax;, Ax,, ..., Ax, ndo sdo necessariamente iguais; o maior deles denomina-

se amplitude da parti¢io P e indica-se por méx Ax;. o .
Uma parti¢iio P = {xg, x|, X, ..., X, } de [a, b] serd indicada simplesmente por

anD”HOAHHAHNA...ARBH\P

11.2. SOMA DE RIEMANN

Sejam fuma fungdo definidaem [a, ble P:a = ) <xp < ) <... <X, = buma par-
ticdo de [a, b]. Para cada indice i (( = 1, 2, 3, ..., n) seja ¢; um niimero em [x; _ ¢, x;] €sco-
lhido arbitrariamente.

Cn

RN
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Pois bem, o niimero

n
X fle) Ay = flep) Axy +f(cp) Axy + ... + f(c,) Ax,,
i=1
denomina-se soma de Riemann de f, relativa a partigdo P ¢ aos nimeros ¢;.
Observe que, se f(c;)) > 0, f (c;) Ax; serd entdo a 4rea do retdngulo R; determinado pelas
retasx = x;_ 1, x = x,y =0e y = f(c)i se flc) <0, adrea de tal retdngulo serd —f(c;) Ax;.

g

25 X2

=

2
ol
=

dreade R; = —f (¢ Ax;

flep) Ax; = dreade R;

Geometricamente, podemos entdo interpretar a soma de Riemann

1
2 fle)Ax
i=1
como a diferenga entre a soma das dreas dos retingulos R; que estéo acima do eixo x e a
soma das dreas dos que estio abaixo do eixo x.

YA
A
AE .
P R gy M fle) A ) .
RAL 4 en iad v5 I €i) B Xi = soma das dreas dos retan-
MR o N =1 . , .
RF O / €5 C¢ b * gulos acima do eixo Ox menos soma das dreas
N dos abaixo do eixo Ox

Seja F uma fungio definida em [a, b] e seja P : a = x < X < xp <x3 <x4=buma
parti¢do de [a, b]. O acréscimo F (b) — F (a) que a F sofre quando se passa de x = a para
x = b € igual a soma dos acréscimos F (x;) — F (x; _. |) para i variando de 1 a 4

F(b) = F(a) = F(xg — Fxg) = [Fxg) — Fx3)] + [F(x3) — F(xp)] +
[F (xp) = F(xp)] + [F(x) — Fxp)].

Isto é:

4
F(b)— F(a)= .W [F(x;) — Flxi-1)}
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De modo geral, se P:a = xp < x; <x, < ... <x, = bfor uma parti¢io de [, b], entdo

Fb) = F@= £ [(Fx)~ Fx-)

EXEMPLO. Sejam F e f definidas em [ a, b ] e tais que F' = fem [ g, b |; assim F é uma
primitiva de fem [ a, b ]. Seja a particio P 1 a = x5 < x; < X <..<x,=bde[a b]
Prove que escolhendo convenientemente ¢, em [x; = |, x; ] tem-se

Fb) - Fa)= 3 fG) Ax.

i=1
Solugao

Pelo que vimos acima

Fb) = Fay= 3 [F(x;)— F(xi 1)}

i=1

Pelo TVM, existe ¢; em [x; _ 1, x;] tal que
ﬁh«blﬁoﬁl _VHN‘:AMLCQ\\SI ]
ecomo F' = fem [a, bl e Ax; = x; — x; _ | resulta

n
ESlE&M.M_\@.V?@. n
i=
Suponhamos, no exemplo anterior, que f seja continuaem [a, b] e que os Ax; sejam sufi-

cientemente pequenos; assim, para qualquer escolha de ¢iem [x; _ (, x;], f(c;) deve diferir
n

muito pouco de £ ( ;). E razosvel, entio, que nestas condi¢des Y. f(c;) Ax; sejauma boa
L . L, i=1
avaliagdo para o acréscimo F (b) — F (a), isto é:

F) = F@= % f(e) Ax;

E razodvel, ainda, esperar que a aproximagio acima sera tanto melhor quanto menores
forem os Ax;. Veremos mais adiante que, no caso de fser continua em [a, b],

Fb) - Fay= lim ¥ f()Ax,

mix A -0 j=]
onde méx Ax; indica o maior nimero do conjunto {Ax;1i = 1,2, ... n}

O sentido em que tal limite deve ser considerado serd esclarecido na préxima secéo.
Observe que max Ax; — 0 implica que todos os Ax; tendem também a zero.

Vejamos uma versdo cinemadtica do que dissemos anteriormente. Consideremos uma
particula deslocando-se sobre o eixo Ox com fungdo de posigio x = x (#) e com velocidade
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v = v (f) continua em [a, b]. Observe que x = x (£) é uma primitiva de v = v (#). Seja
a=1iy<ty <t <..<t, = buma parti¢io de [, b] e suponhamos max At; suficiente-
mente pequeno (o que implica que todos os Ar; sdo suficientemente pequenos). Sendo ¢;um
instante qualquer entre f; _ 1 € 1;, a velocidade v (c;) € um valor aproximado para a velocida-
de média entre os instantes #; _ ; € #;:

Ax:
vicg)=—Lon Ax; =v(g) Ay
DD.
(observe que, pelo TVM, existe um instante ¢, entre f; _ ; e tal que Ax; = v (&) At;), onde
Ax; € o deslocamento da particula entre os instantes t; —y e t;. Como a soma dos desloca-

mentos Ax;, para i variandode 1 an, é igual ao deslocamento x (b) — x (a), resulta

x(b) — x(a) = m vicr) Ay

i=1

L n
E razodvel esperar que, 2 medida que as amplitudes Ar;tendamazero,asoma Y. v(c;) Ay
tenda a x (b) — x (a): =1

x(b)—x(a)= lim W vic;) At;.

mix A; -0 i=1
11.3. INTEGRAL DE RIEMANN: DEFINICAO

n
Sejam fuma fungio definida em [a, b] ¢ L um mimero real. Dizemos que > f(c) Ax;

¢ i=1
tende a L, quando méx Ax; — 0, e escrevemos

1
lim 2 fle)Ax; =1L
mix Av; >0 j=]

se, para todo € > 0 dado, existir um & > 0 que s6 dependa de € mas nio da particular esco-
tha dos c;, tal que

W flej))Ax; — L|<e
i=1

para toda parti¢do P de [, b], com mdx Ax; < §.
Tal nlimero L, que quando existe € inico (verifique), denomina-se integral (de Riemann)

b
de fem [a, b] e indica-se por ._. f(x) dx. Entdo, por definicio,
a

.—.w\.@v&au lim W fle) Ax;,

mix Ay; >0 j=1

b .
Se ._. J(x) dx existe, entdo diremos que fé integrdvel (segundo Riemann) em [q, #]. E
a

b
comum referirmo-nos a .— S (x) dx como integral definida de fem [a, b].
a
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Observac¢ao. Pomos, ainda, por defini¢ao:

_.M\S dx=0e ﬁib dx=— ._.M\S dx (a < b),

11.4. PROPRIEDADES DA INTEGRAL

Teorema. Sejam f, g integréveis em [q, b] e kK uma constante. Entdao
b b b
a)f+ g éintegravel em [a, b] e ._. [F() + g ()] dx = .— Fydx + .—n 2 (x) dx.
a a
b b
b) kf é integrével em [a, b] b. K () dx = k ._. £ dx.
a a

b
¢) Se f(9) = 0 em [a, b], entdo _. f@Wdx=0,

d) Se ¢ € ]a, b e fé integrdvel em [q, c] e em [c, b] entdo

[[r@a=[ oo+ [ reoax

Demonstracdo
a) Para toda parti¢do P de [a, b} e qualquer que seja a escoltha de ¢; em [x; _ |, x;]

: w w :. &
2 (e + gt — | [ fdx + | goar||<| £ fie) Ami — | EV&T
i=1 a a i= a

n . b
S geohy - [ g(oax
i< a
Da integrabilidade de f'e g segue que dado € > 0 existe & > 0 tal que

€

n b
3 fle)dn = [ e < 2

i=1

n

b
T Ay - [ gnar| <

i=1

€

2

para toda parti¢io P de [a, b] com méx Ax; < 8. Logo,

: w v
M:Si?:?i?E&Lﬁs&Am
i=1 a
para toda parti¢do P de [4, b] com mix Ax; < 8. Assim,

n b b
tim 3 ()t gelag=[ fedct g0 ax

méx Ax, -0 ;=1
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ou seja, f + g é integrdvel e

b b b
[reteona=[ 1w+ [ewax
b) Fica como exercicio.

¢) Como f (x) = 0 em [g, b], para toda partigio P de [a, b] e qualquer que seja a escolha dos ¢;

W flci) Ax; 20,
i=1

b ]
Se tivéssemos ._. S (x) dx <0, tomando-se € > 0 tal que ._. f(x) dx + € <0, existiria
a a
um § > 0 tal que v
b n b
[reodar—e< 3 reoan<[rmdr+e
a i=1 a
para toda parti¢do P de [a, b] com max Ax; < 8. Assim, para alguma particdo P terfamos

T fle) Ax; <0
i=1

que € uma contradigéo.

d) Para toda particdo P de [a, b], com ¢ € P,

1Io—=°

B~

n-1

[=)
&

3
=

temos

i=1

n c b
3 fle) Ay ITKS&LTTE&L <

S m : w
MM\SETTE&+Mbaﬁﬁ?cv%
i=1 a i=m+1 c
Como, por hipétese, € integravel em [a, ¢] e em [¢, b], dado € > 0, existe 8 > O tal que,
para toda parti¢do P de [, b], com ¢ € P, e max Ax; < &

€

£ s - [rmar| <<

i=1

n b €
I et = [ pdr < S

i=
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e, portanto,

i=1

n c b
2 fle) Ax lﬁ.—n\Axv&xL.‘_.va& <e

b b
Segue, entio, da integrabilidade de fem [, b] que .— Fx) dx = .q ‘) dx + _ f(x) dx.
a a [

(Por qué?) n

11.5. 1. TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

De acordo com a defini¢do de integral, se f for integravel em [a, b], o valor do limi-
te

lim W fc;) Ax;

mebﬁlvc i=1

b
serd sempre o0 mesmo, independentemente da escolha dos ¢;, e igual a ._. J(x) dx. Assim,
. . a
se, para uma particular escolha dos ¢;, tivermos

n
lim > flep)Ax; =1L
mix Ax; -0 j=1
b
entdo teremos L = ._. f(x) dx.
a

Suponhamos, agora, que f seja integravel em [ @, b ] e que admita uma primitiva F (x) em
[a, b],istoé, F'(x) = f(x)em |a, b]. Seja P:a = x5 <x; <x, < ... <x, = buma parti¢io
qualquer de [a, b]. J4 vimos que (veja exemplo da Secdo 11.2)

Fb)—F@= 3 [Flx) - Fx_ Dl
i=1

Segue, entdo, do TVM, que, para uma conveniente escolha de ¢; em [ X; _1, X; ], teremos

F)-F@= % F'(&) A

i=1

ou
® F)-F(@= % £(z)Ax,
i=1

Se, para cada partigdo P de [a, b], 0s ¢; forem escolhidos como em (), teremos

lim % £@) A= F®) - F(a)

E»xD\J.Ivo i=1
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¢, portanto,

b
[reoa=re-Fa.

Fica provado assim o

1.° teorema fundamental do cdlculo

Se ffor integravel em [a, b] e se F for uma primitiva de fem [q, b], entdo

b
. .ﬁ\S&uZSuZ&.

Provaremos mais adiante (veja Apéndice 4) que toda fungéio continua em [a, »] € inte-
grivel em [ a, b ]; por ora, vamos admitir e utilizar tal resultado. Segue, entdo, do 1.° teore-
ma fundamental do calculo que se f for continua em [a, b] e F uma primitiva de fem [a, b],
entdo

b
[r@wa=r®)-rF@.
a
A diferenga F (b) — F (a) serd indicada por [F QVHM. assim

b -
[reax=1rng=F®) - F@.

2
EXEMPLO 1. Calcule _._ x2 dx.

Solugao
Fx)= W xw ¢ uma primitiva de f (x) = xm e f¢é continua em [1, 2], assim
2 2
.— m&u?aé _8_1_7
1 3 i 3 3 3
ou seja,
2
._. HNRNUN ]
1 3
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3
EXEMPLO 2. Calcule .— 4dx.
Solucdo
3 3
| ddr=14x’ =12-4(-D=16
ou s¢ja,

.m_p dx = 16. .

2
EXEMPLO 3. Calcule _o (x3 +3x — 1) dx.
Solugdo
2 4 2
.q (a3 2212,
0 4 2
ou seja,

2
rcfuklu&um. _ .

2
EXEMPLO 4. Calcule h l_w dx.
X

Solucdo

Assim,

2
EXEMPLO 5. Calcule ._._ ? + L) g
X

Solucdo

2 2
._. T+VW%HTZ|FQ uﬁ
1
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ou seja,

—1/ 1 4
13. hlm.fxu& Tr.ﬁ Nx
271 1 8In2+3 -2 \x 0
1 \x x 8 4
1 8 . —
15 —— dx _o.._» x dx
- 1 Ajx 0
EXEMPLO 6. Calcule | 8 sen 2x dr. 0 1,
o :.f?fwxiv& 18, r 8/ dx
Solugdo
2 1 1 —
” - G.._._ Tw+x+|uv% mo,._.O (x + 4 x) dx
S H — X
8 mﬁ_wx&xnﬁ\[ogwau_m HIFoOmH.TW
o 2 o 2 4 2 3 ) 3
- E.._. T+[~u& NN._. x3 dx
. N 1 x -3
ou seja,
z 2-42 Sﬁﬁfﬂ 34 x) dx kﬁ +3) dr
8 sen2xdx="—"", ™ T ’ w.@ )
0 4 2
4 Q0
. Nm;. (5x + vx) dx Nm._. 7 = x+3) dx
EXEMPLO 7. Calcule % e F d. ! 1
0
3._.5+a§ 28 [ c+1)? &
Solugdo 43 ..—o D
bt dr=[e =1 - , 29 .—» L* X 30 ._._ (x—32 dx
=[— =1——. . . x =
|_vQ e e 0 . n | )\M o
o 2 2 2
SR S._. @2+ 3 —1)dt wm.‘— L
o 1 4
Calcule.
1 1 3 ! 3 2
_‘_. 43 e N;q rt ) de w:.—w (s +2) ds 34, _.o W2 = 2u + 3)du
0 —1 2
2 o
. , 5. [T 6?3 nas 3. [ Wi a
.| —drx »u— (x2 — 1) dx I -1
0 2 2
3 1 2 2
3 2 3..__ m:lu& wm..— 13"
m.._.H& m..ﬁ [ ddr ! x 1
3 1 z 0
.\.._. - m..*. Sdx 39. ._.ns. cos 2x dx Ao.._. sen 3x dx
Iox° -1 -— =
3
2 1 1 1
p.— (2 + 3% — 3) dx 5..— wa |lu& ﬁ% 2% gy 42, .ﬁ%&
0 O N PH 0 _...TﬁN
1 0 H 0
nfextya 12. [ 2x +3) dx B[4 sen x wu [ e
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T
— 1

45. .T G + cos 3x) dx 46. ._.O sen 5x dx
0

2
47. Nl~|§ NEA-_. 2% dx
0 n\RN 0
s [ 2xe® ax so [ —2_ 4
o b “*¢ Tdo 14+ 42
L t ! 3 x4
51. dx mm._. x° e* dx
0 1+ x -1
- o
53. | 3 (sen x + sen 2x) dx mh,._.w ﬁ|+|8mmxu§
0 0 2 2

T
- 1 1

55. .—m cos? x dx ﬁwzwﬁﬂeu Verifique que cos?x = — + — cos w\ﬁu
0

2 2
x =
56. .qm sen? x dx 57. o» sec? x dx
0
1 1
58. % 3 gy 50. [ 3% e dx
0 0

x
60. _.% g2 x dx

11.6. CALCULO DE AREAS

Seja fcontinua em [a, b}, com f(x) = 0 em [, b]. Estamos interessados em definir a drea
do conjunto A do plano limitado pelas retas x = a, x = b, y = 0 e pelo grafico dey=f(x).

-
P>
x

a _ b

Seja, entdo, P a = x5 < x; <xy < ... <x, = buma particio de [a, b] e sejam cie

em [x; _ 1, x;] tais que f (&;) € o valor minimo e f(¢;) o valor maximo de fem [x; _ 1, x;1.
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n
Uma boa defini¢do para drea de A deverd implicar que a soma de Riemann Y, f(c;)Ax;
n i=1
seja uma aproximagio por falta da drea de A e que .M f(¢;)Ax; sejauma aproximagao por
£XCesso, isto é i=1

n
M fCc))Ax; < drea A<

i=1 i

K@.VE

M

3.

TS
¥ 3
Py
R
4
.

(
-
P
-
e
b o o
i B gl
oo o
“a
e
v
3

a8yt

*

3

3

»

3

3
B8469% ¢

Q
e
5

b
Como as somas de Riemann mencionadas tendem a ._. f(x) dx, quando mix Ax; — 0,
a

nada mais natural do que definir a drea de A por

b
drea A = b £(x) dx.

Da mesma forma define-se drea de A no caso em que f ¢ uma fungio integrével qualquer,
comf(x) = 0em/|a, b].

EXEMPLO 1. Calcule a 4rea do conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = 1,
y = 0 e pelo grifico de f (x) = I

Solugéo

1
m\Hom>H4_.o XZdx=|"—| =

YA

¥

EXEMPLO 2. Calcule a 4rea do conjunto A = {(x, y) ER2 1< x<2 e 0=y

IA
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Solucdo

1

A é o conjunto do plano limitado pelasretasx = 1,x =2,y = Oe pelo grificode y = 5~
x

As situacdes que apresentamos a seguir sugerem como estender o conceito de drea para uma

classe mats ampla de subconjuntos do R2.

YA

a b
x
R, 2 Como f(x) < 0em [aq, b],
b b
% f(x) dx=0.
a
b
dread = — | f(x)dx
a
v
f
Seja A o conjunto hachurado.
N\o & WS D
a b *
. c d b b
Ara=[ fde — [ fax+ [ reoar=[ | reo)ax
a c d a
Observe:
b c d b
b. f(x)dx = .— f(x)dx + _. f(x)ydx+ .-.«N f(x) dx = soma das areas dos conjun-
a a [
tos acima do eixo Ox menos soma das dreas dos conjuntos abaixo do eixo Ox.
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[f(cp) — g (c;) ] Ax; = area retangulo
hachurado.

b

lim Y (f(c)—gle)l Ay = | [f(x)— g(x)] dr = drea A

méx Ax;, » 0 j=| a

onde A € o conjunto limitado pelas retas x = a, x = b e pelos grificosde y = f(x) e
y=g&),comf(x)=gx)em[a b]

EXEMPLO 3.

a) Calcule a 4rea da regido limitada pelo grafico de f (x) = xw. pelo eixo x e pelas retas
x==lex=1

1

b) Calcule % 2 dx

Solugdo
0 [
nvmﬁomHI_. ku&+_.aw&xumw+|~:n%.
-1 0 4 4 2
¥
m:omb_nl._.o Ba=L
-1 4
S L
drea mwn._.c %&HM
1 &7
3._. 3 dx = vy =0 = drea Ay — drea A [
-1

-1
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EXEMPLO 4. Calcule a drea da regifio limitada pelas retasx = 0,x = 1,y = 2 e pelo gr4-

mooamwnxm.
Solucdo
1
1 3
wamn._. Q- xYydv=|2x-| =2
0 3 o 3

. u
EXEMPLO 5. Calcule a drea do conjunto de todos os pontos (x, y) tais que xn sy=< Jx.

Solugdo

1
.&.owﬂ‘_.o [Wx — x21dx

2 = 2 ! Observe: paracadaxem /x |__ / VX
I ERS-y {0, 1], (x, y) pertence ao "
0 conjunto se, e somente 2 ]
2 1 1 2 x i
== ——=—. se, x° <y < Afx. :
303 3 T

SF T |

EXEMPLO 6. Calcule a area da regido compreendida entre os grificosdey = xey = x%,-

com(Q<x=<2,
Solugdo

Ascurvasy = xey = X’ interceptam-se nos pontos de abscissas 0 e 1. Entéo,

&Suh ?|3&+h~ [x? — x] dx

1
HM Hw \dw

B AT A R A

2 31 3 24

Observacao. Os pontos em que ascurvasy = xey = » se interceptam sao as solugdes do

sistema
y=ax2
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Consideremos, agora, uma particula que se desloca sobre o eixo x com equagéo
x = x () e com velocidade v = v (¢) continua em [a, b]. A diferenga x (b) — x (a) € 0 des-
Jocamento da particula entre os instantes a e b. Como x () € uma primitiva de v (£), segue o
1.° teorema fundamental do célculo que

b
x@Tian._. v (1) dr.
a
Por outro lado, definimos o espaco percorrido pela particula entre os instantes a e b por

b
.— 1v(6)dr.

a . z
Sev () = 0em {a, b], o deslocamento entre os instantes a e b serd igual ao espaco per-
corrido entre estes instantes, que, por sua vez, serd numericamente igual 4 drea do conjunto
A limitado pelas retas t = a, = b, pelo eixo 0t ¢ pelo grifico de v = v ().

a b t

Suponhamos, agora, por exemplo, que v (f) =0em [a c]ev M <0emf{c b].

g

e D nn w2 &
[N
L8 S RN S D B

2

a

Neste caso, o deslocamento entre os instantes @ € b serd
v s e
x () — x(a) = .q v(f) dt = drea Ay — drea A
a

enquanto o espago percorrido entre estes instantes serd

b ¢’ b
_. _<3_&n% V(1) &|.— v(f) dt = drea Ay + drea Ao
a a C

EXEMPLO 7. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (£) = 2 — ¢.

a) Calcule o deslocamento entre os instantes r = 1 e ¢ = 3. Discuta o resultado encontrado.
b) Calcule o espago percorrido entre os instantes | e 3.
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Solugao

3 VA
2

3
aa@ienh @-nar=|2-L| <0
1

Em [1, 2[, v () > 0, o que significa que no intervalo de tempo [1, 2] a particula avanga
no sentido positivo; em ]2, 3], v (f) < 0, o que significa que neste intervalo de tempo a par-
ticula recua, de tal modo que no instante f = 3 ela volta a ocupar a mesma posi¢ao por ela
ocupada no instante f = 1,

x(1)
, Y

.

@) “x2)

=Y

b) O espaco percorrido entre os instantes = 1 et = 3 &

3 2 3
.ﬁ 12— 1l &u.ﬁ Slv&ﬂ_w@u:&n_.
Observe que o espago percorrido entre os instantes | ¢ 2 é
ﬂ 2-1ydi =1
1 ¢ ) 2

€ que o espago percorrido entre os instantes 2 e 3 é

._.M_Nl_&u;.mwﬁjc&n . .

1
2

Exercicios 11.6

Nos Exercicios de 1 a 22, desenhe o conjunto A dado e calcule a 4rea.

1. A € o conjunto do plano limitado pelas retas x = [, x = 3, pelo eixo Ox e pelo grifico de y = I

2. A € o conjunto do plano limitado pelasretasx = 1,x = 4,y = 0 e pelo gréfico de wu Jx.

3. A € o conjunto de todos (x, y) tais que P-l= y=<0.

2

4. A € o conjunto de todos (x, y) tais que 0 < y<4-—x

5. A € o conjunto de todos (x, y) tais quel=y<lsenxl,com0=<x=<2m

6. A é aregido do plano corpreendida entre o eixo Ox e o graficode y = X - xcom=sx<2,

7. A € o conjunto do plano limitado pela reta y = Oepelo grificode y = 3 — 2x — xmu com
-1=xs2,

8. A € o conjunto do plano limitado pelas retas x = —1,x = 2,y =0epelo grificodey = 2420 +5.

9. A € o conjunto do plano limitado pelo eixo Oz, pelo grifico de y = 2 - x,—-lsx=s1

10. A € o conjunto do plano limitado pelaretay = 0 ¢ pelo grificode y = e x,com0<xy=<2.

4
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11. A € o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = 7, y = 0 e pelo gratico de y = cos x.

12. A é o conjunto de todos (x, y) taisque x = O e ©< y<x
13. A é o conjunto do plano limitado pela reta y = x, pelo grifico de y = x
14A4={(xNERIO<x<le x <y<3)

3

ks
15. A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = M e pelos grificosde y = senxey = cos x.
16. A € o conjunto de todos os pontos (x, y) tais que Pl y<x+1.
17. A € o conjunto de todos os pontos (x, y) tais que Pl ysx+1
18. A ¢ o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = W e pelos grificos dey = cos x e

y=1—rcosx.
19.A={(xNER Ix=0ex —x<y< —x>+5x).

20. A € o conjunto do plano limitado pelos graficos de y = »

—x,y=senmx,com -l Sx <
21. A € o conjunto de todos os pontos (x, y) taisque x = e —x Sy < x — ¥

R . 1
22. A é o conjunto de todos (x, y) taisque x > O e — Sys= 5 — 4y,
x
23. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (1) = 2t — 3,1 = (.
a) Calcule o deslocamento entre os instantes r = 1 ez = 3.
b) Qual o espago percorrido entre os instantes 1 = 1 e t = 3?
¢} Descreva o movimento realizado pela particula entre os instantes r = 1 e ¢ = 3

24. Uma particula desloca-se sobre o eixo Ox com velocidade v (1) = sen 2t, ¢ = 0. Calcule 0 espa-

¢o percorrido entre os instantes t = 0 ¢t = .
2

25. Uma particula desloca-se sobre o eixo Ox com velocidade v (f) = —¢° + ¢, ¢ = 0. Calcule o

espago percorrido entre os instantes 7 = Qe s = 2.

26. Uma particula desloca-se sobre o eixo Ox com velocidade v (1) = m —2t—3,t=0.Calcule o

espaco percorrido entre os instantes r = Qe t = 4.

,com—lsx<1.

11.7. MUDANCA DE VARIAVEL NA INTEGRAL

Veremos, no Vol. 2, que toda fungdo continua num intervalo / admite, neste intervalo, uma
primitiva. Por ora, vamos admitir tal resultado e usi-lo na demonstragdo do pr6ximo teorema.

Teorema. Seja f continna num intervalo / e sejam a e b dois reais quaisquer em /.
Seja g : [¢, d] — I, com g’ continua em [c, d], tal que g (¢) = a e g (d) = b. Nestas
condi¢des

b d
b £(x)dx ub Flg () ¢’ () du

Demonstracdo

Como f € continua em /, segue que f admite uma primitiva F em I. Assim,

b
® [r@ax=r@ - Fa
A fungdo H (u) = F (g (w)), u € [c, d], é uma primitiva de f (g (»)) g’ (u); de fato,
H'(u) = [F (g )] = F'(g () g'(w)
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ou seja,
H'(u) = f(g ) g'(w)

pois, F ' = f. Segue que

d
[(1(e @) gt du = F g @) =F(g@) - F (g ()

Por hipétese, g (d) = b e g (¢) = a. Tendo em vista (D, resulta

d b
[rew gwan=Fo)-F@= [ roa

ﬁsg dx="7

x=gu);dx = g'(u) du
x=a su=conde g(c)=a
x=b su=dondeg(d)=0b

b d
[ reoa=["rew) gwa

1
EXEMPLO 1. Calcule r (x — D10 gx.
Solugdo

Fagamos x — 1 = u, ouseja, x = u + 1.

x=u+1;dc=(u+1)du ou dx=du
x=0 cu=—1
x=1 su=0

o -1 11 58
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1
EXEMPLO 2. Calcule .T Px =1 dx.

2
Solugdo
1 1
Fagcamosuy =2x — loux = —u+ —
2 2
NHW=+M M&MHW&:
2 2 2
1
= ; =9
X 2 u
x=1 yu=1
1 1 1 1 ¢t
b.w )\?l%u% Vi —du=— [ i du
> ] 2 2J0
1 1
_é%nﬁzﬂ _2
0 3 0 3
Assim,

2
Observagio. Poderiamos, também, ter feito a mudanca de varidvel 2x — 1 = %2 ou
Lt
2 2
aHW=m+F ;dx=udu
2 2
1
x=-— ;u=0
2 u
x=1 su=l{ouu=-1)

1
._.W M2x—1 &RH._M Vu? :&:H‘_.M_:_aaz.
2

Como u estd variando em [0, 1], | u | = u, dai

_ _ _
.—_z_smzn._. :m&SHI.
0 0 3
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Se em vez de 1 = | tivéssemos tomado ¥ = —1, teriamos

1 -1 — -1
[i 2 —Tar=] N2 wdu= ] tuludu
0 0

2

Como u estd variando, agora, no intervalo [—1, 0], | u | = —u; assim,

371

—1 -1
._. _:_:msn‘_. —u? du=-|% HW.
0 0 31 3
1 1 1 2,1
Observe que tanto g (#) = 3 u + M.:m [0, 1], quanto g (u) = M: + M.xm [—1,0],

satisfazem as condi¢des do teorema de mudanca de varidvel.
As vezes, com pequenos ajustes, a integral a ser calculada pode ser colocada na forma

d
._. f (g (x)) g’(x) dx. Neste caso, a mudanca de varidvel u = g (x), x € [c, 4], transforma a
(4

g(d) .
integral f (u) du na anterior.
g(c)

d
[rewgwar=2

u=g(x) ;du=g'(x)dx
xX=c cu=g(c)
x=d yu=g(d)

d 8(d)
['r e gwar= [ Twau
¢ g(c)

I
EXEMPLO 3. Calcule .r 3% dx.

Solugdo

Multiplicando o integrando por 3 e dividindo a integral por 3, nada muda:

ﬁmf&ﬂ%.ﬂm@w&“

0 3Jo M:].
u=23x ;du=3dx
x=0 ,u=0
x=1 ,u=3
1 3
| mf&uw_. cdu=tied =13 -
0 3Jo 3 3
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1 x
EMPLO 4. Calcul b.|&.
EX R -

Solucdo

Fazendo u = x* + 1, du = 2x dx. Vamos entdo multiplicar o integrando por 2 e dividir a
integral por 2.

du
—
._.H x dx HF._._ 2x dx
0o x2+1 2J40G2+]D
T u
u=x2+1 :du=2xdx
x=0 cu=1
x= cu=2
1 x 1 2 du 121 1
- = =7 - —du=—11 2
.—o PO Nh w2 W o
ou seja,
1
._. mk &u_zm.
0 x* +1 2 -
2
EXEMPLO 5. Calcule b._ xJx2 +1 dx.
Solugdo
2 2
‘_._ x)\xm+_&kan_. JxZ +12x dx
1
u=x2+1 sdu=2xdx
x=1 Su=2
x=2 Su=>5
2 1 ¢S 1Tu327F
2 - - _
xfx +_&||_. Vi du== =_[545-2+2
._._ 2 2| 3/2 wm )ﬁ )\I_. n

Antes de passarmos ao préximo exemplo, observamos que o valor da integral de fem
La, b] ndo depende do simbolo que se usa para representar a varidvel independente:

hw, (x) dx = ﬁx () du = hg\ (s) ds = hw (@) d 0 ete.
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EXEMPLO 6. Seja f uma fungdo impar e continua em [—r, r], » > 0. Mostre que

x
[fwa=o
-r
Solucao
Sfimpar < f(—x) = —=f(x)em [—r, r].
Facamos a mudanga de varidvel ¥ = —x
=-x ;du=-dx
X=-r su=r
X=r u=-r

Fwar==[fwedr=-[fwd= [ o

Como f(—u) = —f (u), resulta
' @dx= = [f

r r
mas, | f (u)du = ._, f (x) dx (veja observagdo acima), logo
—r —r

[rowa=-[fwa
ou seja,

2 .ﬁs () dx =0

e, portanto,

«
._. (x) dx = 0. (Interprete graficamente.)
-r

x+x%+3 dx

1
—1

EXEMPLO 7. Calcule |
Solucao
fx)=x 3 € uma fung¢io {mpar, pois,

fl=2) = =x J(—x)* +3 = = (x Yx* +3) = —f ().

Pelo exemplo anterior,
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1
r)?f& dx =0, .

0
EXEMPLO 8. Calcule % AT dn

Solucgdo

Aqui € conveniente a mudanga ¥ = x + ]

u=x+1 ;du=dx
\«HIH uxﬂo
x=0 cu=1.

Deu = x + 1, segue x = u — 1. Entéo,

1 5 3 1

(] 1 1 — 1 = = -
.— A2 x &n_.o (u —1)2 %ﬂ%nr W2 —2u+1)u2 %u—o W2 —2u2+u2) du.

Assim,

w
o w
.— k~k+_&xn |=|
1 7

2

Exercicios 11.7

1. Calcule.

2

&._._Qq%&
|

¢) ‘_.o 3x+ 1 dx

e) ._.“ 35— x dx

1 1
y b ———dx
& 0 (x+ 1)

2
D._. e2x dx
0

1
b) b.o G+ 1 ax

0
3
d) ._.|~AN~«+$ dx

2 2
——dx
b‘_.H (Bx —2)°

1 3
m; dx
-2 4+x

L2
j xe*” dx
) .qo
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ki
D¢— xzx+~& iv._.om cos 2xdx

1 \«N ~ RN
SN o | —s s
Mo T4 0 1+ x3)2

» .—w_ xZ 1+ %3 dx
1 X
J‘—Lm\aﬂ% 5) o§+cu§

[
P 1 5+ 3x

0
e... H x (x + D00 g
2 0
2. Suponha f continua em [—2, 0]. Calcule ._.o f (x — 2) dx, sabendo que ‘_...N fx)dx =3,

1 i
3. Suponha f continua em [—1, 1]. Calcule ._.c f(2x — 1) dx sabendo que ,..L f (wydu=

2
».m%oainoa_aﬁaaS,a.nm_s_m b. S 6P dx.

sen x
7 xt+x2 41

5. Calcule ._. dx.

6. Calcule a drea do conjunto dado.

,OMVM LHI—M

da={xyeR’ll<x<2e

a={(xyER*I0Osr<2e0<ys< = —1
x
¢) A ¢ o conjunto do plano limitado pela reta x = 1 e pelos graficosdey = ¢ Ze y=e *
comx =0
7. Calcule.

1
nv.-.oun)‘xwuwum.«

2
Sbaﬁmlcm&

1
b) .ﬂo x (x2 + 3)° dx

d) h f:lxw dx

0 1
) ._\l~ Hmmaw dx H ._.o\« 1+2x2 dx

2 3s
—s d.
mu._.u 1+ 52 :
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3 1
| ——— dx N ——as
0 yx+1 0 Js? +1
) km dx " 2
m —_—= ax
Q 0 (x + 1)?
L T SAPA T 3
5‘_.|~». (x-+3)" dx 8-_. %2 +Ha.<k

P) .—% sen x cos? x dx q) ‘—om cos x sen’ x dx

m am
r .‘.qw sen x (1 — cos? x) dx 5) .—.% sen x sen? x dx

3

Kl T
)] ._.% sen> x dx u) .—oo cos? x dx

1
Um aluno (precipitado), ao calcular a integral .‘. . y1+ x2 dx, raciocinou da seguinte for-

. i 2 . N ST
ma: fazendo a mudanca de varidvel u = 1 + x*, 0s novos extremos de integragdo seriam iguais

a2(x=—-1—>u=2x=1—u=2)eassima integral obtida apés a mudanga de varidvel

1
seria igual a zero e, portanto, ._. . J1+ x2 dx = 0! Onde estd o erro?
Seja fuma fungfo par e continua em [—r, r], r > 0. (Lembre-se: fpar < f(—x) = f(x).)
0 r
a) Mostre que ‘_. fx)dx = _.c f(x) dx
—-r
r r
b) Conclua de (a) que ‘_. fx)dc=2 ._.o f(x) dx. Interprete graficamente
-r

Suponha f continua em [a, b]. m&.m g [c, d]— Rcom g’ continuaem [c, 4], g nv =ae
g (d) = b. Suponha, ainda, que g’ (w) > O0em ], d[. Sejac = ug<uy <uy<..<u,=d
uma parti¢iio de [¢, dlesejaa = xp <x; <xp, < ... < x, = b parti¢do de T@ b], onde
x; = g (u;), para i variando de 0 a n.

a) Mostre que, paratodo i,i = 1,2, ..., n, existe S em ; — s :L tal que
Ax; = g’ (u;) Aw;
b) Conclua de (@) que
MH\@C:; (u;) Au; = Miqv?«
i= i=1

onde ¢; = g ().
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¢) Mostre que existe M > 0 tal que

Ax; < M Ay,
para i variandode O a n
d) Conclua que
n n
lim X flg)) g (i) Ay = lim 2 fle) bx;
mix Aw; >0 =} :&xb&.iomuﬂ

ou seja,

d b

[rewe wa= [ rea
(s a
11.8. TRABALHO

Nesta seg3o, admitiremos que o leitor Jé saiba o que & um vetor. Consideremos, entdo,
um eixo Os

®\

Q

e indiquemos por "o vetor, de comprimento unitdrio, determinado pelo segmento orienta-

dode origem Qe mk?mEEamm 1.

. . - . — 2 -
Seja aum nimeroreal; F = « % é um vetor paraleloa u . O niimero « é a componente
2 o g , - - .
de F nadireciio u’.Se @ >0, & u tem o mesmo sentido que u;sea<0,a u tem sentido

. -
contrdrio ao de u .

5
Suponhamos, agora, que uma forca constante F = o i atua sobre uma particula, que
se desloca sobre o eixo Os, entre as posi¢des s = s 1 €5 = $§;, com s € 5, quaisquer. Defini-
-
mos o frabalho 7 realizado por F,de s 1 4 5;, por

T=a(sy — sy

5
Assim, o trabalho realizado pela forga constante F = o i’ , de sy a sy, €, por definigdo, o
-

produto da componente de F, na direcdo do deslocamento (isto é, na diregdo i ), pelo
deslocamento. Temos os seguintes casos:

Da>0esy>s;=7>0.
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BQAOQMNVM_Uqu.

2
51 posicao final
posigdo inicial

2 . A . .
Neste caso, IN...V. atua contra o movimento; F é uma MOH.mm de resisténcia a0 movimento.

Na>0esy<s;=>7<0.

§y
52 posi¢ao inicial

posigéo final

m realiza um trabalho de resisténcia a0 movimento: 7 < 0.

Ha<les;<s=>7>0

-

F =7

et

S

S

- .
F atua a favor do movimento: 7> 0. .
Suponhamos, agora, que sobre uma particula que se desloca sobre o eixo Os atua uma
, 4 )

forga constante F, de intensidade F, mas ndo paralela ao deslocamento

— -
Fr =Fcos @ u

- . N
onde 6 é contado no sentido anti-hordrio de Os para F. O trabalho Trealizado por F,de s,

a 5,, 6, entdo, por definigéo,

= (Fcos 6) (sy — 51)

-2 . -
onde F cos 0 é a componente de F na dire¢io do deslocamento.

a i i i i de comprimento € o metro
Observacio. No Sistema Internacional de Unidades (SI) aunidade
(m), a Q@nmawo o segundo (s), a de massa o quilograma (kg), a de w.oSm o Newton (N) e a
de vamEo o Joule (J). Sempre que deixarmos de mencionar as unidades adotadas, ficard

implicito que se trata do sistema SI.
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EXEMPLO 1. Sobre um bloco em movimento atua uma forga constante, paralela ao deslo-
camento ¢ a favor do movimento. Supondo que a forga tenha intensidade de 10 N, calcule o
trabalho por ela realizado quando o bloco se deslocade x =2max = 10m.

Solugdo
g N
2 10
-
O trabalho 7 realizado por F é
T=10(10—-2)=801J. .

HNE(W.FO 2. Um bloco de massa 10 kg desliza sobre um plano inclinado, da altura de
5 m até o solo. O plano inclinado forma com o solo um &ngulo de 30°. Calcule o trabalho
realizado pela forga gravitacional. (Suponha a aceleragdo gravitacional constante e igual a
10 m/s2)

Solugdo

5, =0 (posigdo inicial)

solo

S, (posigdo final)

Pela lei de Newton, a Eﬁm:mawmn de F é Mg, onde M é amassa do bloco e g a aceleragdo

gravitacional. W componente de F na dire¢do do deslocamento é Mg cos 60°. O trabalho 7
realizado por F é:

7= (Mg cos 60°) (55 — 7).
55 € o comprimento da hipotenusa do tridngulo retingulo ABC:

srsen30°=35 ou s =10.

Como cos 60° = M = 10e g = 10, resulta

1
>
7=5007. n

EXEMPLO 3. Sobre uma particula que se desloca sobre o eixo x agem duas forgas:
m =107 e Ww = =37 . Calcule os trabalhos realizados por elas no deslocamento de x = 1
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- —
ax = 5. Supondo que F; e F sfo as tinicas forgas agindo sobre a particula, calcule o tra-
-

batho realizado, no deslocamento mencionado, pela resultante R.

Solugdo

o~

.
Y

As forcas sdo paralelas a0 deslocamento.
Trabalho realizado por Fj:

n=106-1)=40J.
Trabalho realizado por m.nm”

n=-3(5-1)=-121L

- o = - .= -
Trabalho realizado pela resultante R (R = F| + F,ouseja, R =7 i ).
T7=7(5-1)=281 n

EXEMPLO 4. Uma particula de massa 5 kg é lancada verticalmente. Calcule o trabalho
realizado pela forca gravitacional quando a particula se desloca da alturay = 1may = Sm.

Solucdo

i
Pela lei de Newton, a forga gravitacional F € dada por

1l
T

=-Mgj

-
J 1o
F7 7777777777777 777777777 7777%

onde M é a massa da particula e g a aceleragio da gravidade que suporemos constante €
igual a 10 my/s>. Observe que F ¢é paralela ao deslocamento. O trabalho 7 realizado por F
¢ entdo
T=~-Mg(5—1)
ou
7= —2001J. [ |
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Nosso objetivo a seguir € definir trabalho realizado por uma forga varidvel com a posi-

¢do. Suponhamos, entdo, que sobre uma particula que se desloca sobre o mxo x atua uma
.y - -2 -
forga paralela ao deslocamento e varidvel com a posi¢do x, F (x) = f 1.

-

F&x)

I
-
X

Observe que f (x) é a componente de .mﬂmi. na diregdo do deslocamento. Vejamos, en-

tdo, como definir o trabalho realizado por F no deslocamento de x = g até x = b. Suponha-
mos, por um momento, a < b e f(x) continua em [a, b].
SejaP:a=xq<x <x,<..<x,=bumaparticio de [a, b].
. X i

e
" . o
y -

.ﬂw\m
+

+——+— t +

— PR —
=a x x i-1 i X,_y b=x,

Supondo mix Ax; suficientemente pequeno e tendo em conta a continuidade de f,otra-
balho realizado de Xj—patéx; (i = 1,2, ..., n) deverd ser aproximadamente f(%x;) Ax;; por
outro lado, € razodvel esperar que a soma de Riemann

n
2 fG) Ay
i=1
deva ser um valor aproximado para o trabalho realizado por F no deslocamento de x = a

até x = b e que esta aproximago seja tanto melhor quanto menor for méx Ax;. Nada mais
R . hd d
me_.m_.os&oqaoa:wanms:o%ag:%qu:Nmn_o wo-q0ﬂvnw€_.ann&oomEoEo

dex = aaté x = b, por

T= ._.M\ (x) dx.

Na defini¢do acima, a e b podem ser quaisquer e f (x) integrével no intervalo fechado de
extremidades g e b.

Observe que, sea < bef(x) = 0em [a, b], o trabalho realizado por Mm ) =f® w de

* = aaté x = b, ¢ numericamente igual 2 4rea do conjunto do plano limitado pelas retas
x=a,x=b,y = 0epelo grificode y = f(x).

EXEMPLO 5. Sobre uma particula que se desloca sobre o eixo Ox atua uma forca paralela

ao deslocamento ¢ de componente f (x) = l_l Calcule o trabalho realizado pela for¢a no

2
deslocamento de x = 1 até x = 2. x

Solugdo

~l

HNI —_

Y
)
g

=y
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O trabalho realizado por Fdex=latéx=2é

21 ém 1
— —dr=—— =], ]
T ._.H HN ﬁ X i 2

EXEMPLO 6. Considere uma mola com uma das extremidades fixa

L

=

e suponha que a origem, x = 0, coincida com a extremidade =<8. da Sn_m. quando esta se
encontra em seu estado normal (ndo-distendida). Se a mola for Emﬁomaam ou comprimida
até que sua extremidade livre se desloque 2 vwmwmmo x,a m\.o_m exercerd sobre o agente que a
deforme uma forga cujo valor, em boa aproximacao, serd

F(x)=—kx i (lei de Hooke)

onde k é uma constante denominada constante eldstica da mola. _ . )
Suponha, agora, que a mola seja distendida e presa na sua extremidade livre uma parti-
cula. Supondo k = 5, calcule o trabalho realizado pela mola quando a particula se desloca

da posigdo

aA)x=02ax=0.
WVH = QvN ax= ‘OuM,
Solugcdo
0

0 5 2
aqu.ﬂ —Sxdv= |% =0,11J

0,2 0.2

—0,2 .
byr= .— —5x dx = 0. Interprete.

0,2

EXEMPLO 7 (Relacdo entre trabalho e energia cinética). Uma particula Qo. massa %mw
loca-se sobre o eixo x com fungio de posi¢io x = x (£) onde x (r) & suposta derivavel até a 2.
ordem em [#j, ¢ ]. Suponha que a componente, na &:n,mmo do deslocamento, da for¢a re-
sultante que atua sobre a particula seja f (x), com f continua em [xg, x; 1, mx._n_o Xg=x ,Qov.m
x| = x (#). Verifique que o trabalho realizado pela resultante, de x; a x, € igual & variacdo
na energia cinética, isto €,

onde v e v; sdo, respectivamente, as velocidades nos instantes 7o € #1.




332  Um Curso de Cdlculo — Vol. 1

Solugdo

x=x(t) ;de=x'"(t)dt ou dx=v(t)dt
X = Xg yE= 1

X = X1 E=1h

X 1
Vi de= [ faxoyvoar.
NO uO

Pela Lei de Newton (forga = massa X aceleragio)
fx @) =ma ()

onde a.(f) é a aceleragio no instante ¢. Assim

T ryde= [T mawyv@odi=m [ ve)ya dr.
NO nO .HO

Fazendo na ltima integral a mudanca de varidvel v = v ()

v=v(t) ;dv=v'(t)dt ou dv=a(t)d:
t=1 V=g
t=1 LV =y
X. t V. 1 1
.Tl:&us Yy a@di=m | vdv=—my - = md.
X0 ) Vo 2 2 |
= c D . | - S
Observacio. Se v € a velocidade no instante ¢, 2 my* &, por definicdo, a energia cinética

da particula no instante ¢.

Exercicios 11.8

1. Sobre uma particula que se desloca sobre o eixo x atua uma forga cuja componente na direcdo
.do deslocamento é f (x). Calcule o trabalho realizado pela for¢a quando a particula se desloca
de x = a até x = b, sendo dados

a)f(x)=3,a=0eb=2 b) f(x)

2
nv%ﬁ.@”llm..mﬂﬁmwﬁw a) f(x)

X

x,a=—leb=3

i

—3x,a=—leb=1

2. Uma particula de massa m = 2 desloca-se sobre o eixo Ox sob a acdo da forga resultante
- -
F(x)=—-3xi.Sabe-sequex(0) =1lev(0) =0.

a) Verifique que, para todo ¢ = 0,

ondex=x(@ev=v(.
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b) Calcule 0 médulo da velocidade da particula quando esta se encontrar na posigio x = 0.
¢} Qual o méximo valor de x? Qual o minimo valor de x?

d) Em que posi¢do | v | € minimo?

e) Como vocé acha que deve ser o movimento descrito pela particula?

3. Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a agdo da forga resultante

— -
F (x) = —x i . Sabe-se que no instante ¢ = 0 a particula encontra-se na posi¢do x = 1 e que,
neste instante, a velocidade é v = 2.

a) Verifique que, para todo ¢ = 0,

ondex=x{@ev=v(

b) Qual o mdximo valor de x? Qual o minimo valor de x?
¢) Em que posicdo | v | € maximo?
d) Em que posi¢do | v | € minimo?

4. ﬂam _uman:_ml de massa m = 5 desloca-se sobre o eixo Ox sob a a¢fo da forga resultante

F (x) = —2x i. Sabe-se que no instante r = 2 a posi¢iio é x = 0 e a velocidade v = 4.

a) Expresse o médulo de v em fungdo de x.
b} Qual 0 maximo valorde | v 1?

¢) Qual o maximo valor de | x I?

d) Em que posi¢des a velocidade € zero?

5. Uma particula de massa m = 2 desloca-se sobre o eixo Ox sob a agfio da forga resultante
g 1 -
F(x)= — i . Sabe-se que x (0) = 1 e v (0) = 0. Expresse v em fungdo de x.
P .

6. Uma particula de massa m desloca-se sobre o eixo Ox com acelera¢do constante a, de sorte que
—
a forga resultante sobre a particula €, pela Lei de Newton, ma i . Sejam xg e vy a posigdo e a
velocidade no instante ¢+ = 0. Mostre que, para todo 7 = 0,

mn@lxouu%\ <m

ondex =x()ev=v().

7. Um corpo de massa m € langado verticalmente. Seja y = y (¢) a altura no instante ¢ (considere
o eixo vertical Oy orientado do solo para cima). Suponha y (0) = 0 e v (0) = v;. Supenha, ainda,
-

que a tnica forga agindo sobre o corpo seja a gravitacional —mg j, onde g € a aceleragio
gravitacional suposta constante.

a) Verifique que V= <m —-2gy
b) Qual a altura méxima atingida pelo corpo?

8. Uma particula de massa m = 2 desloca-se sobre o eixo Ox sob a a¢fio da forga resultante
- -1 -
F(x)=—i.Suponhax(0)=1lev(0)=yv,>0
x
a) Relacione v com x.

b) Determine o menor valor de v para que a particula ndo retorne 2 posigdo inicial x = 1.
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13. Uma mola AB de constante k estd presa ao suporte A ¢ a um corpo B de massa m. O compri-
mento normal da mola € /. Desprezando o atrito entre o corpo B ¢ a barra horizontal, mostre

que a aceleragio a do corpo B € dada por

9. De acordo com a lei da gravitacdo de Newton, a Terra (massa M) atrai uma particula de massa
m com uma for¢a de intensidade (G ¢ a constante gravitacional)

Mm
fn=06—
r
onde r ¢ a distdncia da particula ao centro da Terra. Suponha, agora, que a particula seja langa-
da da superficie da Terra com uma velocidade inicial v > 0 e que a tinica forga atuando sobre kx 1
ela seja a gravitacional. Mostre que o menor valor de Vo para que a particula ndo retorne a Terra a=—-——]1~— |)\N|~N
m x° +
26GM . .
é < 7 onde M e R sdo, respectivamente, a massa e o raio da Terra, (Despreze arotagio da
Terra.) :
— .
10. Sobre uma particula que se desloca sobre o eixo Ox atua uma for¢a F de intensidade 3x e que : em todo instante f em que v # 0.

. forma com o eixo Ox um angulo constante de 30°.

Y

Calcule o trabalho realizado por M. quando a particula se deslocade x = Qax = 3.

5
11. Sobre uma particula que se desloca sobre o eixo x atua uma forga F de intensidade constante
eigual a 3 N e que forma com o eixo Ox um 4ngulo de x radianos.

Calcule o trabalho realizado por M quando a particula se desloca

aydex=0até x =

NE

b)de x = 0 até x = 7. Interprete o resultado.

12. Sobre uma particula que se desloca sobre ¢ eixo Ox atua uma forca m , sempre dirigida para o ponto
P (veja figura), e cuja intensidade € igual ao inverso do quadrado da distancia da particula a P.

v

\

\
R §

[\

|

X |_N -1

o

Calcule o trabalho realizado por N, quando a particula se deslocade x = —2ax = —1.
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TECNICAS DE PRIMITIVACAO

12.1. PRIMITIVAS IMEDIATAS

Sejam a # 0 e ¢ constantes reais. Das formulas de derivacdo ja vistas seguem as seguin-

tes de primitivacéo:
a) ,_.n.&unx+»
&‘_.mx&x =" +k
) T%n_ixsiaAs
X
wv._.OOma&meo:a.f»
c._.wnnNHRxHﬁmx+»
3._. sec x dx =Inlsecx +tgxl+k
1
- _dy=arctgx+k
=v._‘_+x~ £

EXEMPLO 1. Calcule.
a) ._. X2 dx b) ,— dx

Solugdo
3

av._,xm&xﬂh«wl.rw.

HQ+H

a+1

S...an&n +k(a* —1)
&.ﬂ&n_:i;@vs
bﬁ&us_a_;

_S._. sen x dx = —cosx +k
b‘ﬂ sec xtg x dx =secx +k
m) ._. tg x dx = —Inlcosx| +k
de=arcsenx +k

2l et

<) ._. cos x dx
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S._.&anx+».

nv._.OOma&aHmoux+». n

Antes de passarmos ao préximo exemplo, lembramos que o dominio da fung¢io que ocorre
no integrando de [ f (x) dx deve ser sempre um intervalo; quando nada for mencionado a
respeito do dominio de £, ficard implicito que se trata de um intervalo.

EXEMPLO 2. Calcule.

2nlxl)’ ST&@VS
x
1 1
QT&&QAS &.—i&
x x
Solugdo
Inlxt= Inx sex>0
a)In In (—x)se x < 0.
. 1
Parax > 0,[Inix|] " =[Ilnx]’ = —.
X
, , 1 i
Parax <0,[Inlx1]' =[In(—x)]'= — (—x)' = —.
—x x

Portanto, para todo x # 0

[InlxI}’' =

= =

s._w&u_::@vs
o _.w&n_iJ:»@Ae

d) Aqui o dominio ndo foi explicitado: tanto pode ser um intervalo contido em ] 0, + |
como em ]| —x, 0 [. Em gualquer caso

1
.ﬁl dx=Inlxl+k ]
x
EXEMPLO 3. Seja « # 0 uma constante. Calcule

._. x* dx.
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Solugdo

at+l

mgﬂlgan%u x
o+ 1

+ k.

meHI_,._'al&xH ._.W&ku_n_x_+».
x

Assim:
HQ+H
t+hksea#—1
._.XQ&a =Jja+l
. Inlxl+ksea=-1
EXEMPLO 4. Calcule.
av._.x VX dx. b) .—Eﬁ
X

) S:WM&

Solugao
5 N
&._,aaﬂ&xu._. x2 dx = \MN +k
241
2
ou seja:

‘_.a)\m&uw,\ﬂ;

¥ +1 3
3._.|x[|&n:xw+$ uw.i:_iim.

1
ﬁv%ﬂwf&xﬂ arctgx + k

1
&._.l.lacﬂuwanmnbk+»
J1—x2

EXEMPLO 5. Calcule.

3._. sec? x dx b) ._. Hmmx&x

i e
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Solugdo
a) ‘_. sec? x dx = tgx +k

vv._.ﬁmwa&au._. nmoom\«l:&xnﬁmxla+k. [ ]
EXEMPLO 6. Verifique que
.— tgxdx = —Inlcosx| + k

Solugdo

Pela observagdo que fizemos anteriormente, o dominio de f(x) = tg x deve ser um interva-
lo 1, pois, neste problema, tg x aparece como um integrando. Neste intervalo temos: cos x >
para todo x em / ou cos x < 0 para todo x € I (por qué?).

Secosx>0,[ —Inlcosxi]’ =[—Ilncosx]’' = I%Hﬁ X.
CoS X
Secosx<0,{ —Inlcosxi]’ =[ —In(—cosx)]’' = IEHQ X.
—Cos x
Em qualquer caso,
._. tgxdx = —Inicosx!+ k. [ |

EXEMPLO 7. Seja a # 0 uma constante. Verifique que

1

&._.mﬁm.«quﬁ+». SA-.OOmQx&HImS&Lw».

o @
Solucdo
a) _HW aﬂé -1 [e™] = 1 €™ a = ™. Assim,
a a o
ax l ax
._, e di=—e" +k
a
I 1 ‘
b) _HI sen quw = —sen’ ax - (ax)’ = cos ax.
o [0 4
Assim,
1
.—Swn\a&aulmng+w. ]
o
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EXEMPLO 8. Calcule.

av‘_.mwx&a S._.oommx&
nv._'mm:mx&k &._.mlx&x
Solugdo

mv._. e dx = Wmvfr».
2
3._. cos3xdx = ngmx+w.

<) .—.mnzmx&xn \W cos 5x + k.

[ era= -tk

EXEMPLO 9. Calcule ‘_. cos? x dx.

Solugdo
ocmw&HoOmmalmgwawnomwal~
cos®x = W + M cos 2x.
2 2
Entéo:
._. oommx&an ._._HM+W8mwu;&nH MH._. Wmmbw.x.*.»
2 2 2 4
ou seja,

._.oommx&xﬂ .wa+ Wmo=Na+».
2 4

Exercicios 12.1

1. Calcule e verifique sua resposta por derivagao.

S_.w&k S.—a&a
&;—Hm& 5-—%&
mv._.ﬂ\x‘umx b-_.aI»R«
W;W& s.?www&

») ._. % + e Ny dx

4x Fv&k
r) .-.ﬁm + 2

WA x+1
) [y,
x

. Calcule.

a) 2% gx
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(o)
Sv._.@a+£&x

0) .— e ¥ gy

S._.wam dx
2 1
b) hk+|v§
1 x
1 1 i
e 0 1+ x2

2 5341
pP et
1 X

Calcule e verifique sua resposta por derivagfo.

S.ﬁmm::n«
&._.Smmx&
mv._.oomq:&

1 I

— — —cos 2x |dx
o (53 2)

cos 3x &xu

N =

o f(Ls

i 1
5.qﬁl sen 2x + — cos wxu&
3 2

1 1
§2) .-. hl cos 3x — — sen qav dx
3 7

cos quv dx

Calcule.

H
a) ._.ou sen 2x dx

kea
c) ._.cu (sen 3x + cos 3x) dx

S‘_. sen 2x dx
&._. sen 4t dt
H ._. cos /3 tdt

h) ._. hw + W sen wxu dx
b._'ﬁhuwkmmuwku&
X
1
m) ._. hnOm 3x + — sen fw dx
2

2
ov._.mon X
cos x

) _.ﬁw. 3* + sen ukv dx

K
b) .‘J.,q SmWB«

2
aw
d) ._.N ﬁWLTWooM qum.«
0 2 2

341
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5.

10.
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1 1
a) Verifique que sen’x = M - M cos 2x.
b) Calcule ‘— sen’ x dx.
Calcule.
; 2 b % 5x dx
a) ._. cos” 2x dx ) | cos” 5x
2 X
c) ._. mnnw 3xdx d) .— cos M
2

1 1

mv.— cos® x dx b_.mM+|N|n0meu dx

2
2 ._. (sen x + cos bm dx h) ._~ (sen x — cos x)” dx

i) ._. (5 + sen 3% dx 7 ._. (1 — cos 202 dx

Calcule.

T s
a) .—OW cos? x dx b) b‘o» sen? x dx

T K
o) A—oN (sen x + cos x)? dx d) ~_.cm cos? x dx

27
Calcule ._.o 1+ cos x dx.
a) Verifique que
._. secxdx = In(secx +tgx) + k
a o
comx&E |——, —|.
2 2
b) Mostre que

% secxdx=1In _mnna+amx_ + k.

Calcule.
av._,"m\:? S._. sec” x dx
S._. H.WN%AH 5._.m@nk&x
mv.‘.ﬁmwx&n b._.mmomk&

5
w;%& 5.— | 2 dx

N _. (x + sec? 3x) dx

cosx + secx
m)

H _. " + e %) dx

c._. (1 + sec x)° dx dx

COS X

11. a) Determine a e 8 de modo que
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1

sen 6x cos x = — (sen ax + sen Bx)

2

ﬁ.w:m%&c“ sen @ cos b= M {sen (a + b) +sen (a — EL

b) Calcule ._. sen 6x cos x dx.

12. Calcule.

a) .— sen 5x cos x dx

c) ._. sen x cos 3x dx

i3. a) Determine a e 8 de modo que

b) ._. sen 3x cos 4x dx

d) .— sen 3x cos 3x dx

1

sen 3x sen 2x = — M (cos ax — cos fx)

Sugestdo:senasen b= W [cos (a—b)—cos(a+ vz.u

b) Calcule ._. sen 3x sen 2x dx.

14. Calcule .—oom S5x cos 2x dx.

2

1
mm:wmh&c“ cosacos b=-—[cos(a+ b)+ cos(a— wx.u

15. Calcule.
a) ._. sen x sen 3x dx
<) ._y sen 3x cos 2x dx

€) ._v cos 7x cos 3x dx

16. Calcule. -
i
a) ._.wa cos x sen 3x dx
)
17. Sejam m e n naturais. Calcule.

o
a) ._. sen mx sen nx dx
-

b) ._. sen 2x sen 5x dx

d) .— cos 5x cos x dx

kis
b) _.Na sen 3x sen 4x dx
2

T
_S._‘ oS mx sen nx dx

—ar
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12.2. TECNICA PARA CALCULO DE INTEGRAL INDEFINIDA DA
Forma | f (g ) g’ () dx

m&.waxowgmmaonEwﬂUnonmoaéﬁw_.m:vo::mb.Bmasom‘m&mcﬁwﬁdnnmas
de f, isto €, F ' = f. Segue que wgmm (x)) é uma primitiva de f (g (x)) g ' (x), de fato,

F@E@) =F' @ung 0=fgx)g (.
Deste modo, de
h F)du=F@)+k
segue

[remgmar=Fem +k

[rememan=1
u=g( ;i du= g ds

[remewar= [ fawdu=Fuw +k=Fe) +k

Antes de passarmos aos exemplos, observamos que, tendo em vista

_. af()dx = a % £(x) dx (a constante)

resulta para @ # 0

TA@&H w .-. o f (x) dx

o que significa que, multiplicando o integrando por uma constante o e, em seguida, dividin-
do tudo por «, nada muda.

EXEMPLO 1. Calcule .— x cos 32 dx.

Solucdo
Fazendo

xnxm,a_:umk&ﬁ
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Entdo,
2 1 2 1
._. xcosx dx = > ._. cos x“ (2x dx) = 3 .— cos u du.
Como
1 1
— .q cosudu= —senutk,
2 2
resulta
.-‘ xnomxm&auwmmsa~+». u
EXEMPLO 2. Calcule ._. & dx.
Solucédo
= 3x, du = 3dx
._. eFdx = _. Nzﬁnhmz +»H|_.wux +k
3 3 3
ou seja,
.qmwa&xnw.mwxlrw. »

EXEMPLO 3. Calcule — (2x + 1) dx.

Solugao
w=2x+ 1, du=2dx
.— Qx + 1% dx = w .q 2x + 1)° 2dx = w b‘ o du.
Como
4
1 .— wWdu="% +k
2 8
resulta
4
._.Sx+:w&n£+w .
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EXEMPLO 4. Calcule .— % dx.

Solugdo

:H_+\«N,&:Hw&&

x 1 1 1 1
——dt=— | ——=2xdx = '-.\ ,
._v~+kw m._.H.Tkm * 2 :&x

Como
w._. Yo=Y+
i 2 u 2
resulta
.—!mJ&uw_i:mvia .
1+ x2 2 '
EXEMPLO 5. Calcule ._. LN
3x+2
Solugdo

Fazendo u = 3x + 2, du = 3dx. Assim,

,ql_lﬁnw%‘kw%nw_.w%.
3x+2 34 3x+2 3J u

Segue que

_.Fﬁn In 13x + 21 + k. .

1
3x+2 3

EXEMPLO 6. Calcule T
X

Solugdo
Se fizermos u = 1 + xp. teremos du = 4x> dx. Como 4x? ndo € constante,

x 1 1 4x3dx
a2
‘_. 1+ x4 4x2 1+ x4
Isto nos mostra que amudanga u = 1 + x* ndo resolve o problema. Entretanto, se fizer-

mos u = \«mq teremos du = 2x dx; assim,

x H H ~ _
|&n| Fmsﬂnl_.!a.
.Tfm_ 2d T 2l 172 ™
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Como
1 1 1
— | ——du=—arctgu+tk,
Nﬁ 1+ u2 2 £
resulta
X H 2
._.lla_xnlm-ngmk + k. [ ]
1+ x* 2

. ” L —_ N
Observaciio. Note que x dx “dentro da integral” j4 nos sugere u = x”.

EXEMPLO 7. Calcule [ x1+ 27 dx.
Solugdo
1 e
[ xft+ %um% ST+ 22 (2x dv)

Fazendou =1 + an. du = 2x dx. Assim,

1
2 1

.ﬁx 1+ x2 &HW.—«M&:H

ou sgja,
.—T:L;N&HWJ\AI}WQ .

EXEMPLO 8. Calcule [ x3 1+ dx.

Solugdo

H ,
._.Rw<‘~+k~ QQ%HM._. x2 1+ x2 (2x dx).

Fazendou =1 + am‘ teremos du = 2x dx e =u-—1. Assim,

1
3 2 =_ -
._.H I+x M._.Az 1) vu du.
Como
. PO
m_.ﬁs 1) vu du N._.Az u2)du

3 3 1 = 1 —
u2 —=u? +»HW<smIMz\=u+F

[
w|N

[\J|.—-
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resulta

.Tw )\ﬂﬂm«nwz\:fmm |W)\z+x3u +k

EXEMPLO 9. Calcule .— sen> x cos x dx.
Solugdo

.— sen x cos x dx = .— sen® x (cos x dx)
A mudanca # = sen x implica du = cos x dx.

._. sen” x cos x dx = ._. W du = WEIL“

ou seja,

1
‘_. monw.«oowxauﬂn Mmanp x + k.

EXEMPLO 10. Calcule .ﬁ Snx i

cos3 x
Solugdo
u = cosx,du = —sen x dx
sen x 1 1
1|t&u|._. e du=—+k
._. cos® x w3 2u?
ou seja,
sen x 1
[ o=tk
cos” x 2 cos“ x

EXEMPLO 11. Calcule % sen® x cos® x dx.

Solucao

4 2
sen” x cos> x = sen® x cos” x cos x = sen* x a- sen” X) COS X.

Fazendo u = sen x, du = cos x dx. Entéo,

.— mmbaano%k&xu ._. mobuxﬁ - mobm\c cos x dx
b. W (1= i) du

5 7
=L YLk
5 7
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Assim,
4 3 sen®x  sen’ x
‘—.mms xcos  xdx = ——— ——— + k. ]
5 7
EXEMPLO 12. Caicule.
x2 .-. xw
- _ b) | ———=dx
hv-‘.~+ku&x ) A—+vam
Solugdo
x2 1 1
P =1 —3 2 dx
3.—:% R T
Fazendou = 1 + aw. du = 35 dx; assim,
2
[ w-Lfla
1+ x3 3J u
ou seja,
2
_.a|&uw§:+i_+».
1+ x3 3
b) .—‘h&xuw.—%wxw&ﬂ
(1 + x3)? 30 (1+x3)?
Fazendou =1 + xm, du = 3x° dx; assim,
x2 171 1
— L dx=— | du=——+k
_.Qfmm u.—% T
ou seja,
x2 1
dx =— + k. n
.— 1+ x3)? 31+ x3)
EXEMPLO 13. Calcule.
5 2
2 b) | —=——dx
a;?rmﬁ v‘_.w+§~

Solucdo

5 5 1
a) I&nt.ﬁla
‘—h+an 4 H+ﬁxw~
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E.Nosao:nw_ &:H:_.Raocw%_n&n
2 2
Assim,
5 5 1 _5 1
_.»fm &|A.—_+=N u&Tm.q::N u
Como
5 1 5
MQ_-Q&R”MNHOHm_anF
resulta
._.tmfw&xnwﬁoﬁmh+».
4+ x 2 2
2 2 1
)| ——dx== | ——dx
V&ﬁfwaw m._. 2x2
1+ ==
3
Assim,
‘_. 2 .&“um._. 1 dx
3+ 2x2 3 V2 x 2
1+
\3
Fazendo
~ -
:Hm\ﬁ &:Hﬁ&xo:&ﬂ)\'m&?
V3 V3 V2
Assim,
2 243 1
dx="%=| ——=d
.—u+mm Zu._._fm “
logo,
2 243 NG
&" nlﬂ +\A
‘—ufsw 32 R
ou seja,
_, 2 N&HﬁﬁoﬁmFNJr»
3+ 2x 3 3
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EXEMPLO 14. Verifique que

._. secxdx =Inlsecx +tgxl+k

Solugdo
_ sec xtg x + sec? x
secxy =
sec x +tg x
:Hmook+ﬁmauuqumanxﬂmx+mmnmé.&n
Assim,
sec x tg x + sec? 1
b‘mmax%u —mlx.&u_.l%n_iiiﬂ
sec x +tg x U
ou seja,

.ﬂ secxdx =Inlsecx +tgxl+ k.

Exercicios 12.2

1. Calcule.
@ .— Gx — 2 dx
c) ‘_. F dx
3x—2

e) ._. X sen am dx

3] ¢_. x2 &xu dx

i) ._» xu cos a» dx

1)) ._. nOmu xsen x dx

2
=v._. dx
x+3

3‘-. ~+“km &
.— X

) (L + 4x2)2

D._;ma)_Jr@k dx

sen x
v) | —5—dx
2
cos” x

dx

2. Calcule (veja a Segdo 11.7).

1
a) ;_. kmlxm dx
0

b | 3x =2 ax
1

&._. (3x — 2)2 @

b._.awxw dx

S._.manmx&x

N ._. cos 6x dx

n) ._. mmnmxnomk&x
0) ..‘F&x
4x + 3
3x
— dx
? ._. 5+ 6x2

5) % xy/1+3x2 dx

1
5‘_'3&\«

x) ._.\« mlkw dx.

T
b) .-.Om sent x cos x dx
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3 2 x 6
c |||RH 5._. —_— dx .
N ey 11+ 3x2
) [ ar o[ S
A A,
0 <_+a 0 Ji+x?
—1 .,ﬂ
2) .— 3 2x + .&50 dx h) ...oz x sen 3x2 dx
2 7
L3 1 7 senx
D —— ) T ——dx
2 (x—1) 0 cos® x
H
D —pax éT cos? 2x dx 7.
0 1+x 0
3. Calcule.
a) ._. sen? x cos x dx b) 4_. monwano%x& 3.
c) _. nomwxmnzux&q &_‘ sen x 4/cos x dx
3<_.mo:N« )t._.nommxa.& b.—woswa )G+mmnnx&n
8 ._. wgma_&« h) \_. no%\«&x
i) .— ﬁmuxmnnux& D _. ﬁmxmnoma&« "
D.— "mxmnnuk&.« §v~—, ﬁmwamno»x&a
n) .— senx /3 + cos x dx 0) ._. wozxmnomn%«
D) .— mosxmonwx& q) .— mmnuaoomma&x
J.—.ﬁmwaoof«n.\« .&._. sec? x dx
3+2tgx
4. Calcule. 9.
2 2
&.— dx ol 2
x—3 x
1 3
n;I& &._. X+ dx
2x+3 x—2 v
+w :
D) .— = ax e 10.
x+1 HIH
N«+w x2
wv._. 3_. dx
x+1 x+1
5. Suponha a, B, m € n constantes, com a # 8. Mostre que existem constantes A e B tais que
mx +n _ A n B
x—a)(x—B) x—a x—f
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Utilizando o Exercicio 5, calcule.

2x +
&._.|I|]n.x S._. x 3 dx
x+D&x-1 x(x —2)
X
n;l|~| dx &.qlml#&
5x+3 x+1
3.— dx ._. dx
wlwk+N D NIHIM
) s W]
2 _5¢4+6 +3x+2
Seja a # 0 uma constante. Verifique que
1 1 X
——— dx=—arctg— + k.
._. 24 x nwnomn
Calcule.
1 2
By oy
v.—mfﬂw U g
1 3
o[ a [y
;T&m R
X wa+m
NL.|||§ (=55
5+ x2 f 1+ x2
x—1 2x—3
3 e 2 Feres
£ 4+ x2 ) 1+ 4x2
1
i||& gl&
1+ (x+ 12 U Rreanpyanyy
1
v.-.|||m.x m .—|||Rx
5+ (x+2)? V) T an s

1 2
Y . Y S,
2 +x+1 ) 2 +2x+2

Sejam « # 0 e B constantes. Verifique que

1 1 X—a
a._. dr=—1n + k.
x2 —a? e x+ o
1 1 +
w; > 5 dx=—arctg > B
a“ + (x+ B) a o
Calcule.
3 3
X X
Py —, b [ -2
) (16 + x*)3 ) 6+
X
— dx .—H 2x dx
a.—afx h) e

1 1
—_ dx [
&..‘iaa b.—i_:m&

353




354 Um Curso de Cdlculo — Vol. 1

mv.—ﬂ%a& 5.*.|\|~ —

s._. %'me * b.— _\xﬁn
1

s.—|aiu dx

| A e’
2 1+ e2x 5._. 1+ 3e* dx
3
1 .— X
- In x) dx dx
5.—&81:5 x) T+ 48

12.3. INTEGRACAO POR PARTES
Suponhamos f e g definidas e derivdveis num mesmo intervalo 7. Temos:
[fWg@]' =f WgW+fxg’ @
ou
f@Weg M=[f@WegW] —f' ®g®.

Supondo, entdo, que f’ (x) g (x) admita primitiva em / e observando que f (x) g (x) € uma
primitiva de [ f(x) g (x) ], entdo f (x) g ' (x) também admitird primitivaem / e

® %\Sw\@%uxc@wgl.?tcomoc%

que ¢é a regra de integracdo por partes.
Fazendo u = f(x)ev = g (x) teremos du = f' (x) dx e dv = g’ (x) dx, 0 que nos permite
escrever a regra (1) na seguinte forma usual:

%:%HS\I.—.\&:

Suponha, agora, que se tenha que calcular | « (x) B (x) dx. Se vocé perceber que, multi-
plicando a derivada de uma das fun¢des do integrando por uma primitiva da outra, chega-
se a uma fungfo que possui primitiva imediata, entdo aplique a regra de integracéo por partes.
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EXEMPLO 1. Calcule ,q %c08 X dx.

Solugdo

A derivada de x é 1; sen x é uma primitiva de cos x. Como 1 - sen x tem primitiva imedi-
ata, a regra de integragdo por partes resolve o problema.

... xcosxdx =f(x) g (x) — .*.gtosm@v&
()
feg’ uammmul.— 1 - senxdx.
Assim:
._.\«Sma&xuamo:xl ._.wnzx&ﬂ
ou seja,

._.XoOmk&aHXmonx+00wx+». [ ]

EXEMPLO 2. Calcule ._. arc tg x dx.
Solugdo
~_' arctgx dx = .— arctgx - ldx.

O truque aqui € acabar com arc tg x; vamos entdo derivar arc tg x e achar uma primitiva
de 1.

E,nﬁmk.mkaﬂw%l._.c&:

u dv H
Hﬁﬁonmav.\«l«_.a‘atml&.
Assim
ctgxde=xarctgx — | —— dx
._.mq gXx x g ._._+xm
ou seja,
4_.ﬁopmaﬁauaﬁnmmxlW_=G+k~v+». [

2

EXEMPLO 3. Calcule .q £ sen x dx.
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Solugdo
TN sen x dx = f(x) g (x) — .?z (x) g (x) dx
T
f g’ =x? (—cos x) — ._.Niloom x) dx.
Assim,
@ ._.xmmosa%ulxnno:+.—waoomx§.

Calculemos, novamente, por partes .q 2x cos x dx.

‘_.Nanomx&.an 2xsenx — ._.wmmskn.x

T 71 T1
fg' f g f'e

ou seja,

® ._.Nxoomx&auwxmm:x.fmoomx,f».

Substituindo @) em (@), vem

._.Humanx&xn1x~o0mx+mxmonx+mooma+». ]

EXEMPLO 4. Calcule ._. & cos x dx.
Solugdo

Fazendo f (x) = ¢ e g’ (x) = cos x, obtemos
‘_.\Awig&xu .—mamnsa&x

cujo cdlculo apresenta as mesmas dificuldades que [ e* cos x dx. Se fizermos f (x) = cosx
e g’ (x) = €, o problema é o mesmo. Aparentemente, nfio vale a pena aplicar a regra de
integrac@o por partes.

Mas veja:

@ ._'mxoomk&huaamo:xl‘Tamo:a&.

T 1
fg

Por outro lado,

._.wa senxdx = € (—cos x) — ‘—maﬁlnowav dx
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ou
® ._.mamo:a&xnlmxnomx+,—manof:#.
Substituindo &) em @
-_.maoomx&a =¢"senx + ¢ cosx I._.m»oomx&
e, portanto,
2 b.mxoomk& =¢"senx + ¢* cosx
ou seja,
._.mxoof:&ﬂuw “ (senx + cos x) + k. n

O truque foi ter percebido que, aplicando novamente a regra de integragéo por partes a
._. " sen x dx, volta-se a ._. €* cos x dx.

Muito bem!

EXEMPLO 5. Calcule .q cos? x dx.

Solucdo
.—oom xcosxdx =cosxsenx — ._.Almm:xv sen x dx
= senx cos x + .— sen’® x dx.
Assim,
.-.oomm\«&x = senxcosx + ._.2 - oomuxv&ﬂ
ou
2 ._.nommx&a = x + sen x cos x
e, portanto,
._.nomm\«nw = W (x + sen x cos x) + k.
Como sen x cos x = W sen 2x, resulta
.ﬁnomNH&xHWx+Wmo=Nx+». =
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EXEMPLO 6. Calcule ._. sec” x dx.

Solugdo
._. 3 _ .ﬂ 2
sec” xdx = | secxsec” xdx
T )
f 8’
=secxtgx — ._.mmnkﬁmxﬁma&x
Assim,

. ._.moomx&xummoimal ._.monimma&«

2

Como gmm x = sec” x — 1, resulta

.‘.monuk&xu secxtgx — .—mmnaﬁm@nmxl 1) dx

ou
_.monmx&qn mooaﬁmxi._.mnouan..«+ ._.mmnan
€, portanto,
N_.monua&nuwooimk+ .78‘:?
€ como
._.moox&n_n_m@nx+~mk_,
resulta
.—mgmx&xn meoxﬁmx.f W_:“mona;.ﬂmx_,_;ﬂ [ ]

Vejamos, agora, como fica a regra de integragio por partes na integral definida (integral

de Riemann). Sejam, entio, fe g duas fungdes com derivadas continuas em [ a, b]; vamos
provar que

b b b
[f@e@a=[r0ew]-[rwewa

De fato, de

g @W=[f®egW]' —f g em(a,b]
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segue
b b b
[rogma=[1rmewra-[ 1 gw
a a a
ou seja,

b R
_. f@gax=[fx)g®} - ._,_N\ (x) g(x) dx.

EXEMPLO 7. Calcule h x1n x dx.

Solucdo
t !
._.aEx&xH:vaQ:MI._.H\Aavwcnu&
1
2 ' t 2
»ﬁ‘\—. = Hl—ﬁk |-- .«lh&
g'f 2 | 1 2 x
2 1
HNlr:IP x dx
2 2 V1
Assim,
t
t 1 1| %2
mxdi==¢2Intr— | —
.—_ ey 202 |,
ou seja,
t 1, 1, 1
=—tflnt——rc+—. u
-_._k_:.«& NN nt 7 2

1
EXEMPLO 8. Calcule .—ON arc sen x dx.

Solugdo
1 1 1
1 5 (= X
Nmnomn:a;&n?ﬁomouiml._.ui]&x.
._.o 0 01— x2
T T
f 8 ,
1 3
= 1 ¢ 1 T3
2 S dr= o [ du= ) =
._.o 1 - %2 20 Ju ! 2
Assim,
1
= 1 1 3 o 3
2 == S =Ty
._.o arc sen x dx mﬁo%:mlT 2 1 T 2
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ou seja,
) B
._.oN Eo%mxkxuwgﬁlw[lﬁ
Exercicios 12.3
1. Calcule.
3._.\«\«& b) 4_.\«mo:kmw
&.-.kma»& 3%&5&&«
) &._._za&x b_.xu_skﬁx
z) ._.Xmaoua&« h) %xo:bw&
) ._.?:v“&. 7 .—Ew&
D ._.m»oom,a&« m) ._.mlwamnsk&a
n ._. 3 Xt gy 0) ._.xm cos x% dx
P) ._.mlxnomwam.« 9 ._.xmmanx&h

2. a) Verifique que

1 -2
.—mnnu x dx = ——— sec” 2 Hﬁma+|1—. sec” "2 x dx
n—1 n—1
onde n > 1 é um natural.
b) Calcule _.mnoua&x.
3. Verifique que, para todo natural n # 0, tem-se
n 1 n—1 n—1 n—2
S.-.mms x dx = —— sen xoowx+|._.mos x dx
n n
n 1 n—1 n-1 n—2
S.—nom x dx = — cos x sen x + ._.QOm x dx.
n n

4. Utilizando o item {(a) do Exercicio 3, calcule.

a) ._. mosw xdx b) ._. wa_.» x dx.

5. Calcule .— e sen tdr; s > O constante.

6. Verifique que para todo natural n = 1 e todo real s > 0

_ 1 _ n _ —
.—\.ma&uwlﬂama.fl._.ﬁz L o=st gy,

s s
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7. Calcule.
1 2
avA_.o\«mxB., S._w_s\«&a
m x
&._.m e* cos x dx 5.-»0 2 e g (s # 0)
0
8. Sejam m e n dois naturais diferentes de zero. Verifique que
1 m fl
X (1= )" dx = LA -xmlax
@ ._.o =0 n+1Jo 4=
1 " m!
by f A= o ar = —
0 (m+n+ 1)

9. Verifique que, para todo natural n = 2,

s 1 =
2 sen” xdx =2 ._vN sen ~ 2 x dx
0 n 0
10. Verifique que, para todo natural n = I, tem-se
p:
1 |
a-x2y &u|.— 1-x2yt 1 ax
@ ._.o mr1do
2 2
b) ._L Slxuvx &HNJ3§|C
0 2n + 1)!

11. Suponha que g tenha derivada continua em [ 0, + [ ¢ que g (0) = 0. Verifique que
X _ X
_.o gWe S dt=gx)e ™ +5 ;.o g (1) e73t dr.
12. Suponha f'’ continua em [ g, b ]. Verifique que
b
fO=f@+f @®-a+ .__a G- f" wa.

13. Suponha f’’’ continua em [ @, b ]. Conclua do Exercicio 12 que

f=f@+f @e-a+ oL e -a?+ [T 2 g an

f"(a) b (b - 1)?
2 a 2

12.4. MUDANCA DE VARIAVEL

Seja f definida num intervalo /. Suponhamos que x = ¢ (1) seja inversivel, com inversa
u = 0(),xel sendo pe 8 derivaveis.

@ ._.NAGASVGRS&:HWAS+»A=mDL
entdo,

.TS&MEQET;
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De fato, de (D)

F'(u)=f(o @) ¢'w)

entdo,

If

FO@)' =F'(6(x)0"'x
fle@@) e’ (6(x) 0" ()

=f(x)

pois, e (B(x)) =xe @' (6(x) 60" (x) = (@(6(x)) ' = 1.

il

._.ib&u.w
x=¢@@) ; dx=¢ (wdu
[rowdr= [few e’ wau

observando que, apds calcular a integral indefinida do 2.° membro, deve-se voltar a va-
ridvel x através da inversa de ¢.

EXEMPLO 1. Calcule — x2 Jx+1 dx

Solu¢do
.?F\:_&l
@ (u)
o,
x+l=ux=u—l;dc=due’' =1
1
[ rFTar=]@-12Vudu=] @ -2u+1u> du
s 3 . 7 3 3
= = — 2 2 2
= 2 — 242 +y2 = Uc o, us L uc
Tx 22 +u2)du 7 NM+M+»
2 2 2
_2 7_4 5,2 3
=2t )T = a0+ S ek
ou seja,

.—% ai&uw)fim|M<Q+%+W;\Q+:u+w .

Observagiio. A moudangcax + 1 = :m, u > 0, também ¢ interessante; veja que esta mudanga

elimina a raiz do integrando. Faca os cdlculos adotando esta mudanga.

i
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EXEMPLO 2. Calcule | -2 dx

Solugdo

._.):lm dx="?
2 2

Como 1 — sen”u = cos“u, a mudanga x = sen u elimina a raiz do integrando.

T T
xX=senu milA:A|u“§H8m=§.

2 2
Entéo,
._.):Ixu&“H_.)Zlmmzmaoom:n_:
H.— )‘oOwu U cos u du
~cos?u = Icos ul = cos u, pois, u muﬁlﬁ.ﬁﬁ
2 2
Assim,
2 g — 2 (1. 1 _
.q 1—x Axl._.oa :&:I‘-. —+ = cos2u|du=
2 2
HW:+Wmo=N:+\«HW=+Wmm==nOm=+w.
2 4 2 2
T T _ _ 5
Dex = senu, IMA:AMvmomcozlﬁnmosxooomzi 1- x<; logo
1
._. 1—x2 MWEomo=x+Mx):|a~.IliHAHAc.

Antes de passarmos ao proximo exemplo, faremos a seguinte observagfo: supondo f
integrivel em [a, bl e F' = fem [ a, b ], pelo 1.° Teorema Fundamental do Célculo

b
® [fwa=re)-r@

Observamos que @oo:&-:_m véalida se supusermos f integravel em [ a, b ], F continua
em{a,bleF' =fem]a,b ][ (verifique). =

1
EXEMPLO 3. Calcule .—o 1— x2 dx.

Solugdo

Pelo exemplo anterior, F (x) = W arc senx + :W XA 1— x2 éuma primitivade /1 — x2
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em[0, 1 [. Como Fécontinuaem[0, 1 Jef(x) = 1— x2 integravel neste intervalo, se-

gue da observacgio acima que

1

._. Y1 2 dx= _Hhmanmm:ul\ﬁx):[kwg Hm.

2 2 o

Observagio. W arc sen x + M x\1- 2 € uma primitiva de /1 — x2 em]-1, 1 [ (veri-

fique). Cuidado, arc sen x e /1 — x> ndo sdo derivdveisem 1 e —1.

i
No préximo exemplo, vamos calcular novamente ._. )\m — x2 dx utilizando a férmula
0

de mudanca de varidvel na integral definida. u
1 —
EXEMPLO 4. Calcule .__o 1= x2 dx

Solugdo

1 —
._.o J1- 22 dx=1

x =sen u, dx = cos u du
x=0 ;u=0(en0=0)
x=1 .:HHT«:HHQ
2 2
Observe que x = g (#) = sen # tem derivada continua em _Ho, Wg, g(0)=sen0=20e
g ﬁmu = sen W = 1. Pelo teorema de mudanga de varidvel na integral de Riemann
1 z ™
‘_. ): —x2 dx = ._.N y1- sen? u cos u du = ._,oN Jcos? u cos u du
0 0
logo,

m
M e
.-. J1=x2 %N._.N |cos | - cos u du.
0 0

T P
Comou e[ 0, Mu,oom:Wo“aE_nOm:_Hoom:.

Assim,

.qz\ﬂl& .—M cos :&:I.—ih Ioouwwzumz
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ou seja,
m
1 2
._' ;I\«NS« ﬁl=+|mm=wxu_w =—, .
2 4 o 4
Observe que nio houve necessidade de se retornar & varidvel x!

Observagiio importante. Na mudanca da varidvel na integral definida

b d
[ reoar=["rig ) g du

amudanga x = g (), u €[ c, d ] ndo precisa ser inversivel, o que precisa € g ' ser continua,
glc)=aeg(d =b.

A ocorréncia de raiz no integrando € algo muito desagradédvel; se perceber uma mudanga
de varidvel que a elimine, ndo vacile.

EXEMPLO §. Indique, em cada caso, qual a mudanga de varidvel que elimina a raiz do
integrando.

o [+ by [{I-ax? ax
a.— S— 4x2 dx
&) [JT=cos x dx
o [ i

N.; X2+ 2x+2 de

d) ?_m+|fw dx

D Tmloﬁ‘lcw dx
By J=42 +4x =3 ax
» _. x— %2 dx
Solugdo

a) .—):fm dx="?

Como 1 + ~m~ 6 = sec’ 0, a mudanga x = tg 6 elimina a raiz do integrando.

b [{1-4x2 ax =2

J1-4x2 = J1- @2x2.

1 - . .
A mudanga 2x = senzou x = 2 sen ¢ elimina a raiz do integrando.

e.? —4x2 dx ="

2
2x
NS—4xt =45 1-| =
V5
2 V35 -
ﬂw =sentoux = - sen ¢ elimina a raiz do integrando.
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dyx= %ﬁm:.

mv.—):locwx&auw

COs X = OOmN

[
N %

— sen

N | &

Entdo,

._.):Inomx %H.—/\HnOWNW+ma=u Wm dx

H.— \ngNW&xnz\M._v mmbmW&x

e, portanto, nenhuma mudanca de varidvel é necesséria.

b._.):lxr:m dx =17

x—1=senuoux=1+senu

resolve o problema.

9 [Vox—a2 ax=2
Primeiro vamos expressar o radicando como uma soma de quadrados:
H- =P - =~ -+ 1)+ 1
ou seja,
Z-=1-@- 12

Assim,

._. 2x — x?2 &H‘_'/\Hy&.

A mudanga x — 1 = sen u resolve o problema.

W -2+ 4x-3ac=2
2 R — 2
X+ 4 —3=-("—dx+3)= -G —4x+4)+1
ou seja,

—PH4x—3=1-(x— 27>
A mudanga de variével x — 2 = sen u resolve o problema.
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_.V.Za:wat de= [+ G2 a=2
x+1=tgu

resolve o problema.

P .?Q&n,q ‘W|T|w% dx =7

x —

1
- sen u
2

SR

resolve o problema.

EXEMPLO 6. Calcule .— 1+ x2 dx.

Solucdo
knﬁm:“&aﬂmmong ﬁ\WA:AWu
._.agxu‘—)\y sec” u du = ‘_. I sec u | sec® u du.
I sec u | = sec u, pois, sec u > 0 ﬁlmAzAWuw
assim,

._.): +x% dx = ._.mmOm u du.

Pelo Exemplo 6 da se¢@o anterior,

1
_. sec® udu = 3 [secutgu+Inlsecu +tgul] + k.
Voltemos a varidvel x:
x=tgu;l +xmnmooN=
como sec u > 0, sec u = /1 + x?

Entio,

T):fm + In(x+ TJNVT».

367
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1
EXEMPLO 7. Calcule ._.o)\_ + 2 dx.

Solucdo
1
[+ ax=2
0
x=1tgu s dx = sec? u du
x=0 v u=0(g0=0)
K T
x = u Ah@# u

1 m
._,o): +x2 dx= .FA N1+ tg? u sec? u du =

T o
H.—» sec? udu= 4
0

WTmozﬁm: +_=hmmo=+ﬂm=L
0

assim,

1
.—o): +x2 de anm +1In (v2 + D]
EXEMPLO 8. Calcule a 4rea do circulo de raio r.

Solucdo

Temos
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rsenu dx =rcosudu

RH
x=0 ;u=20
L=
=r Ju=—
* 2
, L
.q<wm&am&\«Hw._.w)tlmozwxxoomxﬂ.u
(1] o.qh T H ,
=r2 wno%:&anxw.—w h|+|8mwtu&:
0 0 2 2
ou s€ja, E 5
;
._. r2—x? dx= mﬁW:+me:N=HT =T
0 247y . 4
Portanto,
is
area = 4 2 —x2 dx =7l »
0
Exercicios 12.4
1. Calcule.
1
) .—)\Tfm dx b) .— —
4—x

ol om e el
X —_
Qlﬂ& b?ml:w&
ol o
oI i
) [0 a

\|\
n) .zJ«N +2x+3 dx

) .?oiancu dx

m [N + 2042 ax

i
_.\ta&
o) %2 ):+kw

2. Calcule a drea do conjunto de todos os (x, y) tais que 4% + zu =1
x2 v\m

3. Calcule a drea do conjunto de todos os (x, y) tais que —5- + rv <L (@a>0eb>0)
a

4. Calcule.

&.T~Q+:5& E‘_.xN x — 1 dx

1 2
— dx —dx
3._. 1+ +x &~_» C+)C$w
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x+2 —_
«v.—iivm b.— \lwam
m;a& \i.ﬁ + Jx dx
N.v._. H +1 . 1

V2x — x2 .U._. xw+wa+m&
i) ._.::omm:».&n m) _.k@.a”mavm&
&.—.Pﬂnﬁm)\ﬂkn 3_. lﬁoﬁmwxmh

e

5. Sejam m e n constantes ndo nulas dadas. Verifique que

mu + n d m In (1 + 2
———du=—1In u)+tnarctgu + k.
1+u? 2 ) gutk
6. Com uma conveniente mudanga de varidvel, transforme a integral dada numa do tipo

mu+n
— du (m e n constantes) e calcule.

[+u
x+1 -
mu._. S-_. 2x —1
h+k+5 c+\§
x _
3‘— dx m; 3x dx
X2+ 2x+2 2 +x+1
2x +1 _
mv-_. m x d b.‘. x—1
+4x+ 5 OIT.M

7. Calcule a drea do conjunto de todos (x, y) tais que £+ mzm <3ey= .

8. Calcule a drea do conjunto de todos (x, y) tais que x = )? +y2 e2x + y=<2.

9. Indique uma mudanga de varidvel que elimine a raiz do integrando.
2
o [Vo-2 & B [{x2 =9 ax
nv‘_.zkwkfe_&.\ &-_.RN 1—x2 dx
o [\3-4:7 ax a2 =3 an
2 Tf +3a
c._. J _. 2 dx
3 DT,

D fxx=Tax m [1+e* ax
m [ + 3043 o) [+ x ax

12.5. INTEGRAIS INDEFINIDAS DO TIPO ‘_.Q

P (x)
—aG-p =

dx, vamos precisar do seguinte teorema.

Px)

wﬁuo&oc_mn‘_. m;j
x—a)(x—

Técnicas de Primitivagio 371

Teorema. Sejam a, 3, m e n reais dados, com « # $. Entdo existem constantes A
¢ B tais que

2 mx+n _ A + B .
x—a)y(x—B) x—a x—p

mx+n A B
(x—a) x—a (x—a)

Demonstragéo
A B (A+ B)x— AB —aB
a) + = .
(x—a)(x—B)

x—a x—8
Basta entfio mostrar que existem A ¢ B tais que

A+ B=m
BA+aB=—n

Este sistema admite solugao tnica dada por

>HQ§+=amHIm§+=.
a-f a-p
- + - +
b xm+n _ omx §Q+SQ :HEQ 3+§Q n

x-a? (- - G-a? -
Tomando-se, entio,A = meB=ma +n

mx+n A B
= + . ]
x—a)? x—a (x—a)p

Observe que em cada fragdo que ocorre no teorema acima o grau do numerador € estri-
tamente menor que o grau do denominador.
Vejamos, agora, como calcular

‘_'F&.SBQ#.@
(x—a)(x—B)

onde P (x) ¢ um polinémio. Se o grau de P for estritamente menor que o grau do denomina-
dor (grau de P < 2) pelo item (a) do teorema

P(x) __A B
x-—-a)y(x—B) x—a x—p
e, assim,
P (x) dc=Allx—al+Blnlx— Bl +k
x—a)(x—pB)
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Se o grau de P for maior ou igual a0 do denominador, precisamos antes “extrair os inteiros”,

P (x)
(x—a)(x— B)

R (x)

=Qx)t+ ——

x—a)(x— B

onde Q (x) e R (x) sdo, respectivamente, o quociente e o resto da divisdo de P (x) por (x — @) (x ~ B.
Observe que o grau de R § estritamente menor que o grau do denominador.

Ndo se esquega: vocé s6 pode aplicar os resultados do teorema anterior quando o grau do
numerador for estritamente menor queo do denominador. Se o grau do numerador for mai-
or ou igual ao do denominador, primeiro “extraia os inteiros”.

x+3

EXEMPLO 1. Calcule ._. T

Solugdo
X3 +2=x—-D(x-2).

O grau do numerador é menor que o0 do denominador. Pelo item (a) do teorema, existem
constantes A e B tais que

x+w|>+w

2 —-3x+2 x-1 x—2

Ja sabemos que A e B existem; o problema é calculé-los. Para todo x, devemos ter
x+3=Ax—2)+Bx—1).
Fazendox = 1
4=A(1—-2)oud=—4
Fazendo x = 2

5=B(2-1)ouB=35.

Assim,
.—(F&u_. =—4nlx—11+Shix—21+k
x2 ~3x+2 x—1
ou seja,
522 dr=—dmix-u+smix 20+ .
x“=3x+2
x2+2
EXEMPLO 2. Caloule | "= dx
xc—3x+2
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Solugdo

O grau do numerador € igual ao do denominador. Primeiro precisamos extrair os inteiros.

2
¥ +0x+2 X2 —3x+2
—x“+3x-2 -
3x
assim,
2
X2 3x
x2—3x+2 x2—3x+2
2
_JPHP&L Tt Ji dx.
xc—3x+2 x¢—=3x+2 2-3x+2
Vamos, agora, determinar A e B tais que
3x A B
x2=3x+2 x-1 x-2
3Jx=Ax—-2)+B{x-1).
Fazendo x = 1, obtemos A = —3. Fazendo x = 2, obtemos B = 6. Assim,

_.lnlwmlbwu.— -3 81;F&nnu_a_xl_m+m_u_x|u_.
2_-3x+2 x—1 x=2

Portanto,
2+
.—%|N§ux|w5:|:+m_=§\~_+». .
x*=3x+2
P(x) L. .,
Para calcular .— 1 dx, é mais interessante fazer a mudanga de varidvel ¥ = x —
xX—a

a do que utilizar o item (b) do teorema.

34
EXEMPLO 3. Calcule | X2 g
: x=D
Solucdo

u=x—1x=u+1l;dx=du

3 3
._. x> +2 Axu._.ﬁm+5~+w§
( u

x—1)2

3 2
H.—%&:H.—_Hz+m+w+lmlg&?
u u  u?
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Assim,
3+2 u? 3
———dx=—+3u+3Inlul—- =+
._.QICN > U nlu » k
ou
3 2
x° +2 x—1 3
dx = +3(x-D+ -1~
.—cTcm > =D+ 3Imlx U= ——+k
EXEMPLO 4. Qmﬁ_m‘.. U s
cos x
Solugdo
1
.ﬁ &au._.oowx&xn.-, cOS X dx
Ccos x cos” x 1—sen? x
u = sen x; du = cos x dx.
Entio
1 1
FR i
._.oOmk 1—u? "
De
1
an 1,1
1—u 21 1—u 1+4u
resulta
_.|_|%nw_|_=:| I+ In 11+ ul
P 3 ul+ In ul]
e, portanto,
1
.‘ &NWE 1+ sen x 'y
cOos X 2 1—senx

Por outro lado

I+senx _ (1+ sen x)?
1—sen x cos? x

= (sec x + tg x)2.

_
._. &xn_=_mooa+ﬁmx_+w.
cos x
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Ou s¢ja,
._.mnok&auwn_mnea+nmx_+». u
Exercicios 12.5
Calcule.
i X
1. .ﬁ|&n N.._.|Aa
x? -4 x2-5x+6
x 2x+1
u....l&a P._.|Rx
%2 —4 x2 -1
2
+1 +3
u..—mhii}& 6 | 25
x—1 (x—1
x% +3x+1 x2 +1
L[ Ry, s [ 2Ly
x“—=2x-3 (x—2)
2
+ +x+1
o [ 3w 0. | T
X —x X —x
34 x+1 3+ x+
1. ‘_.T& _M.—w|i&
xc =2x+1 x“ —4x+3
1 +1
a%~|& :..qw|&
x“+5 x“+9
2
+ 1
G..‘vﬁ&x _m..—w|mx
x“ -9 x“=-x=-2

12.6. PRIMITIVAS DE FUNCOES RACIONAIS COM
DENOMINADORES DO TIPO (x — @) (x — B) (x — )

A demonstragdo do préximo teorema € deixada para o final da segéo.

Teorema. Sejam a, B, v, m, n, p reais dados com «, 8, vy distintos entre si. Entdo
existem constantes A, B, C tais que

2
mx? + nx + p A . B, C

Qﬁ&@t@@lénujp x—B x-7y

a)

2
SE&+§+EH>+&+ C

x—-a)x-p2 x—-a x—B -B?F

Observe que, em cada fragio que ocorre no teorema acima, o grau do numerador € estri-
tamente menor que o do denominador.

A
EXEMPLO 1. Calcule | 2zl g
x> —x*—2x
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Solugdo

O u . . . . . . . . . .
grau do numerador é maior que o do denominador. Primeiro devemos “extrair os inteiros”, §

x4 +0x3 4+ 0x2 +2x +1 3

— 2 _
—x* + x3 + 242 Mia =
B +2x2 +2x+1
-3+ x2 +2x
assim, 3x2 +4x+1
4
x4+ 2x + 2
: - mx 1 Ha+_+uk +5«+~.
x° —x* - 2x 23— x2 -2y
"Temos
3 2
x —x [N«H»leki&”&@lyCA\«IB.
3x2 + 4x +
S tdxtl AL B C
x(x+D(x-2) x x+1 x-2
2
3x +\§+HH>Q+C@IS+~§QI8+O~Q+:,
mwmm:aoauo.auiHoanvognEom.»H|W,mnooﬁu;NI_L»maB
6 ,
4+2x+1 ~ "
x x a 6
a=f|xr1-24 6 |go
._.xulawlwx x+l \«+Hlm dx
x2 1 21
=—+x—=Inixl+= -
> x 5 nlx m_:_k 21+ k
ou seja,
x* +2x+1 x2 1
21
&R”I{:T — = —
%xw|xmlma ATyl S nix =24k .
EXEMPLO 2. Q_S_.w.— 221 e
B —x2—x+1
Solucdo
1 éraizde x* — x> — x + 1. Entdo,
3_ .2
X x“—-x+1 x—1
I.NWITHN HFN"—
—x+1
+x -1
0

377
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o x+l=@-DE-D=x~- 1>+ 1.

2x+1 __A B _C
(x—1)?

Bl —x4+1 x+1 x-1
A+ 1=AGx- 12 +Bx+D)E—-D+Cx+1).

Fazendox = 1,3 =2C ou GHW.
1
Fazendox=-1,—-1=4A ou A= e
1 3 1
Fazendo x 2 > ou T
Assim,
2x+1 1 1 1 1 3 1
S ER | B e e
%HulkNIH.TH 4J x+1 4J) x—1 2 ARICN
ou seja,
—_— dx=——Mhlx+ll+=Ihnlx-U—-—————+k [ ]
_‘xuiawlk+H 4 * 4 2(x—1)

Antes de provar o teorema enunciado no inicio da segdo, vamos mostrar que se m, 1, p e
« sdo reais dados, entdo existem reais m, n; e p tais que

§~+§+ﬁH5HQI&N+EQI a) +p;.
De fato, fazendo x = (x — a) +avem

§N

1

SHQ|QY+Qm+=HQ(aY+Qw+u
mix—a)+ Cam+n(x—a)+ma +rnatp
S.@I&n._rx:cﬁloo+5

+nx+p

It

il

onde my = m,n; =2am + nep; = moy + na + p.
A seguir, faremos a demonstrago do teorema mencionado acima.

a) Pelo que vimos na se¢do anterior, existem constantes A e B tais que

1 _ 1 1
x-—a)x=-BGx-y G-a)&-p x-vy

B | 1
x—B| x—v

B .
x=—B&x-v

x—a)x—v)
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Segue que existem constantes A,, B, A3, B tais que

4 + By - A B A B
x—a)(x—y) (—Bx—y) x—a x—-y x—B x-vy
Assim,
1 M B G
-a)x—Px~y) x—a x—B x—vy

onde Ay = A,, By = Ay e Cy = B, + B;3. Temos, agora,

mx? +nx+ p _m -l +m(x—a)+ p
x—a)(x—B)x—y)

-y x=Px-v

m (x — a)

- + n 41

+ )
xF=Bx—-7 E-PHx-v) E-—ax-—Bx-v

Segue que existem constantes A, B, C (por qué?) tais que

mx? +nx+p __A + B + C
(x-x)x—-PGx-y x—-a x-B x-y
1 1 1
b) > = :
x—a)(x—pB) G-a)y(x—pB) x—pB
uﬁ>_+w_gwu A L_B
x—a x—Blx-B (x-a)(x-pB -B72

Assim, existem constantes A,, B,, C, tais que
1 A
. B G
(x—a)(x—p) x—a x—B (x—p)?

Deixamos a seu cargo terminar a demonstragio deste item.

Exercicios 12.6

1. Calcule.

a.— Mxln:w S._. x (x |N~Jvrﬂ_x+8&
x? +H+H 2

o) S et

+u

s‘— 1NM 1k+~§ b_. mwﬁwﬂﬁﬁ

m; AH4+8_w 5.—M|+M&

o[ e ) e
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2. a) Determine A, B, C, D tais que

x—3 A B C D
) 7= + 7t + )
(x— D (x+2) x—1 (x—1) x+2 (x+2)

x—3
alcule | ————————— dx.
e Q:w._. (x — D2 (x +2)2
3. Calcule.
x+1 2
by | ———ax
3_. x|ck_ v...mcle
x—1 3
dx —_— dx
ov.— x Q+:~ 5— @2 -n@E?-4)

12.7. PRIMITIVAS DE FUNCOES RACIONAIS CUJOS
DENOMINADORES APRESENTAM FATORES IRREDUTIVEIS

DO 2.° GRAU

P (x)

— 27 dx quand
ax? +bx + ¢ q ©

Vamos mostrar, através de exemplos, como calcular ;.
A= b —dac <0.

2x+1
EXEMPLO 1. Calcule b. ﬂ dx.
X X

Solucdo
Primeiro vamos escrever o denominador como soma de quadrados:
PAu+2=C+Au+D+1=x+D*+1.

Assim,

.— Nuji &._. ma,IN&.
X2 +2x+2 1+(x+1)

Fagamos, agora, a mudanca de varidvel

u=x+1,du=dx

Entéo,

._, NH+H &k 4_vNA:IC+~&:H4_. M:n&l.._.
242x+2 1+ a2 1+ u

1+ u? du=

=l +ud)—arctgu+k

ES—Y
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Vejamos, agora, como calcular integrais indefinidas do tipo

ou seja,
.—F =GP+ 2 +2) —arctg (x + 1) + k. .._,W _. P(x) dx
x2+2x+2 (x = a) (ax? + bx + ¢)
2 L “ o _ 32
x*+2x+3 onde P é um polindmio A = b° — 4ac < 0.
EXEMPLO 2. Calcule _. T e Para tal, vamos precisar do

Solucao

Como o grau do numerador é igual ao do

Teorema. Sejam m, 1, p, a, b, ¢ € a nimeros reais dados tais que A = b — 4ac < 0.
Entfio existem constantes A, B, D tais que

denominador, primeiro vamos extrair os inteiros,

mx2+nx+p __A ,_ BxtD
— 2 T = 2 ’
Iawwwxwu 2 +4x +13 (x—a)(ax® +bxtc) x—a ax?+bxtc
X 4x —13 1
i Demonstragdo
. A _BxtD _(aA+B)x’+(bA—aB+ D)x+(cA—aD)
assum, x—a axZ+bx+e (x ~ a)(axy + bx +¢)
._‘ X2 +2x+3 0 .— ) 2x + 10 Basta, entfio, mostrar que existem A, B, D tais que
T2 k= - = | E
x2+4x+13 x2 +4x+13 WA+ B  =m
ou Ed PA—aB+D=n
cA —aD = p.
‘— x2 +2x+3 do=x - .— 2x+10 dx b O determinante do sistema é
x2 +4x+13 x?2 +4x+13 :
2 _ 2 _ 2 2 3 a 1 0
Dex*+4x+ 13=x"+4x+4+9=(x+2) + 3 segue b —a 1 HQQ~+WQ+Q#P@9P
c 0 —«a
2x +10 di = 2x +10 .
.— 2 +4x+13 ._. (x + Nvm +32 dx. ax® + bx + ¢ ndo admite raiz real. O sistema acima admite, entdo, uma Gnica solucdo. m
Fazendo x + 2 = 3u, dx = 3du, 54 x+1
EXEMPLO 3. Caleule | *—522= dx
X3 -
2x +10 NG:INV.TMO u+1
ax= | 3du=2 | 57— du= )
._. 2 +4x+13 Y ET u w2 +1 U . Solucdo
2 2 O grau do numerador € maior que o do denominador; vamos entdo extrair os inteiros:
= au+ | du
u? +1 u? +1 ; . , ,
. x° +0x*+0x? +0x°+x+1 X3 -8
ou seja, S 4 gy2 2
2x + 10 8x2 +x+1
.—.|~ a &«HFC+:~V+N&8£:+».
x2 +4x+13 \,ﬁm+a+_|uh 82 +x+1
Assim, 3-8 3 —8
, Assim,
+2x+3 2 +4x+ + S+ x4+ 3 24+ x+1
.— xu al dx=x-In X727 _wlmﬁnmmha mv+». n .—||x ol _§MMI+.—||||wkwx dx.
x* +4x+13 9 3 -8 3 x’—8
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Pelo teorema existem A, B, C tais que

m%+a+_u A | Bx+C
x3 -8 x—2 x2+42x+4

8 +x+1=A@2+2+4)+ Bx+ O) (x — 2).

35
Fazendox = 2,35 =12A0ud = m
16
mmmouaoxlo_lﬁ»lmﬁo:h.lq.
61
mﬁmsaoxlw_o 7A — B — ﬁo—_mlm
Assim,
mwx+_m
2 2 2
._.ma +\«+m&.« 35 1 nw+._, 3 i
3-8 12J x-2 2+2x+4
5 124 x2+2x+4
Precisamos, agora, calcular
+
._. Nm_x 64 dx.
xc+2x+4
Temos
_. 61x + 64 &an.ﬁ 61x + 64 dx = .-‘@_Azi_r.g&:
x2+2x+4 (x+12%+3 2+3
na;F%i.—F%
u?+3 u? +3
61 3 u
=" 1In(u? +3)+ —=— arc tg —
2 ( ) 7 m)\w
61 3 x+1
=—In(x2+2x+4)+——arct .
2 TR
Conclusdo
5
._.x Hx+_&au
x°—8
35 61 J3 x+1
u41+|__|u_+|H Z4+2x+4)+->arct
3 Eaa a n{x X ) MNN_:um)\M
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Exercicios 12.7

Calcule.
+17x+13 +2
; 4x? L dx m.._.»|N&
(x = 1) (x2 + 6x + 10) x3 +2x2 + 5%
+ +
w.— axtl A% ~§ L.
k + 6x +12 x< +6x+8
3x% +5x+ 4 2x2 + 4
m~— ua o dx o;w|&
+x“+x—-3 x” —8
B +4ax? +6x+1 44252 —8x+4
| Epas e, p [ Hr2gtire,,
+xc+x—3 x’ —8

12.8. INTEGRAIS DE PRODUTOS DE SENO E CO-SENO

Nesta segio serdo utilizadas as férmulas a seguir, cuja verifica¢do deixamos a seu cargo.

senacos b= W?@:@ + b)+ sen(a — b)]
cosacos b= Wﬁnomﬁ + b)+ cos(a— b))

sen asen b= WHSwE —b)—cos{a+ b)]

EXEMPLO 1. Calcule .—mg 3x cos 2xdx.

Solucdo

Pela primeira férmula acima (a = 3xe b = 2x),

sen 3x cos 2x = WTSGH +2x)+sen(3x — 2x)]= W@oz Sx + sen x).

Dai
1 1 1
—.mmn 3x cos 2xdx Hm._.ﬁmoa 5x +sen x)dx = IaoOm 5x IMoom x+k. ]
EXEMPLO 2. Calcule To% xdx.
Solucdo
2

¢0s” x = cos x cos x. Pela segunda férmula acima (@ = xe b = x),

2 xn,wlﬁoomﬁx + x)+ cos(x — x:HWAnOm 2x + cos ovnw.noﬂw 2x +W‘

cos
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Dai,

1 1
._.aomN H&xn._.ﬁ]oamk+i;&«”wmgwk+w+».
2 2 4 2

EXEMPLO 3. Calcule ‘_.mo: 3x sen Sx dx.

Solucdo
sen 3x sen Sx Hwﬁoom@a —5x)—cos(3x + 5x)] HWFOmA[ 2x)—cos 8x].

Como cos(—2x) = cos 2x, pois 0 co-seno € fungio par, resulta

1
._.mo: 3xsen5x %Hl._.ﬁoom 2x — cos 8x]dx Hg - .@M + k.
, 2 4 16
EXEMPLO 4. Calcule .Tgm xdx.
Solugédo
De
Sen x sen x HPF%@ —x)—cos(x + x)] HF IE
2 2 2
segue
3 __senx senxcos2x _senx _ sen3x+sen(—x)
sen” x= - = - .
2 2 2 4
Como o seno é fungdo fmpar, sen(—x) = —sen x, ¢, portanto,
3 3senx sen3x
sen” x=——— ———.
4 4
Logo,
._.mouu x§n|lu Cosx , Co8x 3x +k. =
4 12
T
EXEMPLO 5. Calcule ._. cosnx cos mxdx, sendo m e n naturais nao-nulos.
-
Solugdo
COS X COS Mmx = W?oﬁ: + m)x + cos(n — m)x].
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1.°CASO:n=m

n | i 1
b. COS nx cos EQRHM._. [cos N§+:&Hlﬁ
-

T
sen 2nx . L
. 2

2n

2°CASO:n#m

7 1 sen(n+m)x  sen(n—m)x
.— COS nx COS mxdx = — ( ) + ( ) =0.
—r 2 n+m n—m

Conclusdo:

msen=m

¥
— oOwﬁnomE&xn%o sentm

i1
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Exercicios 12.8

1. Calcule.

ay) Tmn 7x cos 2xdx b) ._‘mw: 3x sen Sxdx

c) ._.oom 2x cos xdx d) ._.oem x sen 2xdx

e) ._.mmz nx cos mxdx, sendo m e n naturais ndo-nulos.

h ._.mnu x sen 2x sen 3xdx g ._,08 X cos 2x cos 3xdx

T
2. Calcule .— sen nx cos mxdx, sendo m e n naturais ndo-nulos.
-
T . ~
sennx sen mxdx, sendo m e r naturais nio-nulos.

3. Calcule .—

-

12.9. INTEGRAIS DE POTENCIAS DE SENO E
Co0-SENO. FORMULAS DE RECORRENCIA

Inicialmente, vamos recordar as férmulas

2 x

Se n for impar, mmmmxuoowxomonm x=1—cos
2 1 cos2x
x=——2

._.mnux xdx="7
2 2

Se n for par, faca sen
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Se n for impar, facau=sen x ¢ cos? x=1—sen2 x
n =7 1 2
‘_.08 =1 e n for par, faga cos? x = 3 + %

EXEMPLO 1. Calcule Tom xdx.
Solugdo

.-.Smw xdx = | cos? x cos xdx.
d
{3

Fazendo u = sen x e, portanto, du = cos xdx, resulta

._.oomw xdx = .:_ ~sen? xvnOm xdx = .:_ - :mv&: =y - mm..uy +k.

Logo,

3
sen’ x
._.oomm xdx =sen x |4 + k.

EXEMPLO 2. Calcule ._‘mmnu 3x dx.

Solucdo
._.wozu 3xdx= .To:w 3x sen 3xdx.
A mudanga de varidvel u = cos 3x implica du = —3 sen 3xdx. Temos, entio,
.-.mgm 3xdx= -t ? - :mV&__ ! :Im _Zcos3x + cos® 3x
3 3 3 3 9

EXEMPLO 3. Calcule .—mmi xdx.

+ k. a

2 - \2
._.mm_i xdx = ._.Amosw av &H.—m%lm@w dx= JW._.? — 2 cos 2x + cos? mav%«.

2 4

1 4
De cos® 2x= 3 + m;mvmwla, resulta

2

.—wmza HnwnNW_.ﬁW\NSmNa+|oomn§w&xnﬁﬁw|xlmn= 1+ ma:mr«v.r».
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Portanto,

3x sen2x | sendx
._.mo:»a&xuli|+[+». n
8 4 32
Para o célculo das integrais .Tn:: xdx e .—ooma xdx, com r = 5, recomendamos utilizar

as formulas de recorréncia que serfio estabelecidas no préximo exemplo.

EXEMPLO 4. Seja » um nimero natural, com n = 2. Mostre que

1 _ n—1 _
a) ‘_.mo:\_ xdx=——sen" ! xcosx + .Ta:: 2 xdx.

n n

1 _
b) .‘.ooma xdx =—cos" ! xsen x+
n n

n—1

.-.oomuwm xdx.

Solugdo

@) Vamos integrar por partes.

._.m@zz \Swn ‘_.mozsl_ xmmsk&xulm.w::lmxoaki .T: s_vmmsxlmkoomilnomav&
N

dai f g

h.monx xdx=—sen" ' xcosx +(n—1) .Ta::lm x(1—sen? x)dx
ou seja,
._.monz xdx=—sen" L xcosx+(n—1) ._.mnzzlm xdx—(n—1) ._.wmnz xdx.
Passando para o primeiro membro o iiltimo termo e somando, obtemos
n ._.wncz xdx=—sen” L xcosx+n—1) ._.mnsurw xdx

e, portanto,

n—1

1 _
._.mws: xdx=——sen"" ! xcosx+
n n

‘-.mm:TN xdx.
b) Deixamos a mﬁmo do leitor. ]

EXEMPLO 5. Calcule .—Smm xdx.

Solugdo

Pela férmula de recorréncia, temos
1 4
¢_.o0mm xdx = 3 cos? xsenx + 3 .—oomu xdx,
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.-‘Qumw xdx = Woomm xsenx+ W._.nom xdx.
Como ._'oom xdx = sen x, resulta
5 — 1 4 4 2 8
cos x&xlwgm kmmux.rmoomw ammza.fmmow\i.». ]

Vejamos, agora, como calcular integrais de produtos de poténcias de seno e co-seno. Sejam
m e n nlimeros naturais.

.70:: xcos™ xdx =79

Se n for impar, faca u = cos x.
Se m for impar, faga u = sen x.
Se m e n forem pares n3o-nulos, faca sen’x=1— cos® x
2 2 x e utilize as férmulas de recorréncia acima.

o_._oom\«nﬂlmg
~ 1 cos2x 1  cos2x
Ouentdo, faga sen? x == — 22 2% ¢ 002 y = = 4 COS2X

2 2 2 2

EXEMPLO 6. Calcule Tw:u 3x cos3 3 xdx.

Solucdo
Inicialmente, vamos fazer a mudanga de varidvel z = 3xe, portanto, dx = %
Segue que
3 3 1 3 3
sen” 3x cos” 3 xdx = M sen” z cos® zdz.

Vamos, entfo, ao cdlculo de ._.mmsw zcos? zdz. Como ambos os expoentes sdo impares, po-
demos escolher a mudanga de varidvel u = cos z ou y = sen z. Vamos escolher a segunda.

._.mosw 7¢082 7cos zdz
a
{73

Escolhendo « = sen z, du = cos zdz. Lembrando que cos®z =1 — sen? Z, vem

4 6 4 6
.—mncw z cos? N&NH._.xwﬁlzmvkausllwmlHElE.
4 6 4 6

Portanto,

A o
._.monwmaoowwukﬁxuw %luamlﬁoww +k. ™
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EXEMPLO 7. Calcule ._.mmum x cos? xdx.

Solucao
1. PROCESSO
1 cos2x |1  cos N\;
2 2 xdx= || =- —+ dx
.To: X COS“ xdx _._HN ) %N >
daf
1 1 1 cos4x
._.m.w:m x cos? xdx = M._.G —cos? 2x)dx = 7 .:M - dx
e, portanto,
1(x sendx

._‘mgu x cos? xdx = Mﬁm - Ilmlu + k.

2.° PROCESSO
1

Lembrando que sen 2x = 2 sen x cos x e, portanto, sen X ¢o$ x = 3 sen 2x, temos

1 1 1 cosdx HP Wlwnzhx Tk

.-.mozm xcos? xdx = 7 ._.mmun 2xdx = M._AM! — dx R

3. PROCESSO
Fazendo maum x=1- cos’ X, vem

._.mozu xcos? xdx = .—oomm xdx — ._.oowa xdx.
Pela férmula de recorréncia,

cosxsenx 1 _sen2x | x
-_.OOwN H&”|N|+M.“Qk|%+m

3 3sen2x | 3x
1 3 __CcOs” xsenx .
_.ooﬂ x&ﬂHMnOmwxmoaxlfM‘—oOmw xdx = a + T +||MW

Subtraindo membro a membro as duas Gltimas igualdades, resulta

sen2x cos’ xsenx X

2 2 =
.Tnn x cos~ x dx 6 2 3

EXEMPLO 8. Calcule Tom 7x sen xdx.

+—=+k. »
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Solucdo
Aqui a melhor alternativa é proceder como na segio anterior. Temos

._.ncmuN 7x sen xdx = W ._.G + cos 14x)sen xdx = W ._.mob xdx + .Ml.—mn: xcos 14 xdx.

De sen x cos 14x = W—mg 15x + sen(— Hwkv_ = W (sen 15x —sen 13x), segue
._.oomw 7x sen xdy = —SO8 % _ cos15x 4 cos 13x s
2 60 52
Exercicios 12.9
1. Calcule.
a) ._'Smm Sxdx b) ._.mob x cos? xdx

c) .—Sm xsen? xdx d) ._.mg 2x cos? 2xdx

e) .?mzw x cos? xdx H .—Smn 2x sen? 2xdx

g) .-.wozw 2x cos? 3xdx h) bmne.q x cos? 4xdx

2. Seja fix) uma funcéo continua.
@) Mostre que a mudanga de varidvel # = sen x transforma a integral

-_vbmo: x)cos xdx em ._.i:v&:.

b) Mostre que a mudanga de varidvel u = cos x transforma
.—&Anom x)sen xdx em |._. flu)du.

3. Utilizando o Exercicio 2, calcule.

a) ._.com x M\mmn x dx

b) cos> x A_ + z\mwn X vma

sen x sen’ x
O [ 0 e
cos x cos x
cos? x cos x
e) -_. n _. dx
sen’ 1+sen? x

12.10. INTEGRAIS DE POTENCIAS DE TANGENTE E SECANTE.
FORMULAS DE RECORRENCIA

Inicialmente vamos relembrar as seguintes férmulas:
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ﬁ..ﬂmmnx&HEmneﬁIm x|k

m..—"m xdx = —Injcos x|+ k
w..-.moou\&kuﬁm\«+»
A.._.ﬁmwxmau.?mmowx\_v&Hmel\i.»

=+_
5. .Tm xsec k&xl +\A:ﬂ 1)
n+1
:+~
o.‘.moo;xmnoxﬁmx%ﬂl +k(n#—-1)
, nt+l1

Para o célculo de integrais de poténcias de tangente e de secante, com expoente natural
n, n = 2, utilizam-se as seguintes férmulas de recorréncia:

tg" 1x -2
L. -_.Hmz xdx = 1 .—.@.: xdx (Exemplo 3)
n—
n—2 _
2. _.mnnz xdy =2 u_:mx +2 w .—mmnaww xdx (Exemplo 7)
n— n—

EXEMPLO 1. Calcule .T% xdx.

Solugdo
1.° PROCESSO

._.:o«u xdx = ._.gm x(sec x—1)dx = .-.Hm x sec? xdx I._.Hm xdx

portanto,

tg? x
.Tmu xdx = 5 + In|cos x| + k.
2.°PROCESSO
‘Tm vdx = ._.moz xmo_f«aw.
cos?
Fazendo u = cos x ¢, portanto, du = —sen xdx, vem

1-u? 1
_.~mu x&«”l‘—|:nslnl._.h= u&: |+_:_£+w.
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Portanto,

mmnm X

5 + In|cos x|+ k.

._.Hmw xdx =

2 2

(Observe que See” X difere de '8

2 2

X

por uma constante!) ™

EXEMPLO 2. Calcule .— tg4 xdx.

Solugdo
._.Hma xdx = ‘_,Hmm x(sec? x — Ddx = .—.HWN xsec? xdx— ._.HmN xdx.
Segue do formuldrio acima

ﬁmw X
3

._.ﬁmA xdx = —(tgx—x)+k. B

No préximo exemplo, estabeleceremos a férmula de recorréncia para o cdlculo de inte-
grais de poténcias de tangente.

EXEMPLO 3. Sendo n um nimero natural, » = 2, mostre que

m:lﬁ x

-_»ﬂm.: xdx= I — l-mWS'M xdx.

n—1
Solucdo

Tm: xdx = ‘_.Hmzlw x@nnu x—Ddx= ‘Tmalw xsec? xdx — 4_.Hm:rw xdx.

Portanto,

n—1
._.ﬁmz xde=2__*_ ._.Hm=|w xdx. n

n—1

EXEMPLO 4. Calcule % tg5 xdx.

Solugéo

Pela férmula de recorréncia,
tot 4 2
.—Hmm xdx = m#x \._.Hmm xdx = Hm% - ﬁmw\« + ._.ﬁm xdx.
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Portanto,
tgtx  tglx
._.ﬂmm xdx = PR Injcos x| + k. n

EXEMPLO 5. Calcule .— secS xtg? xdx.

Solugdo

1.° PROCESSO
vamos utilizar a férmula 6 do formuldrio dado no inicio da segio. Temos

._.mo% xtg? xdx = _.mmoa x(sec? x — 1)sec x tg xdx.
Dai,
._,mmnm xtg3 xdx = ._.woom X sec x tg xdx — _.mooa xsec x tg xdx

¢, portanto, pela férmula mencionada, resulta
sec’ x  secd x

T + k.
7 5

_.monm xtg3 xdx =
2.° PROCESSO (Expressando o integrando em termos de sen x e cos x.)

2
sen” x

._.monm xtg? xdx= .-.|w sen xdx.
cos® x

Fazendo u = cos x e, portanto, du = —sen xdx, resulta

fsect atg? s = [ dum = [uS s [us aumty = Lo
£ u8 Tl 5u°
e, portanto,
s 3., _sec’x sec®x
._.won xtg H&I%IIM|+F ]

EXEMPLO 6. Calcule T@n x tg2 xdx.

Solugao

.—mno xtg? xdx = -.wnn x (sec? x — Ddx = ._.monm xdx — ._.mnn xdx.
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Para o célculo de .— sec® xdx, vamos utilizar integragdo por partes. Temos

._.wo% \«&n ._.mmn &mmnmx&xnmaoa mel .—m@o \imimx&x.
foog
Segue que

._.mmow xdx =sec x tg x — .—moo x(sec? x — Ddx =sec x tgx— .Toow xdx + ._.mon xdx.

Temos, entdo,
m._.moow xdx =sec x tg x +.-.mno xdx
€, portanto,

secxtgx Insec x + tg x|
2 2 '

._.mmnw xdx =
Conclusdo:

secxtgx  In|sec x + tg ]
2 2

._.mooxﬂmm xdx = + k. =

H,Ao préximo exemplo serd estabelecida a férmula de recorréncia para o cdlculo de inte-
grais de poténcias de secantes.

EXEMPLO 7. Sendo » um ntimero natural, n > 2, mostre que

sec" 2 xtgx n-—2
P g + 1 ._.maoz..m xdx.
_ P

<—mnn= xdx =

Solucdo

. Vamos proceder exatamente como no célculo da integral de sec® x efetuado no Exemplo
. Temos

._.wmn= H&H ._.mmo=|~ amoomx&xummnxlmanmal ‘_.Q —2)sec™™3 x sec x tg x tg xdx

f g

daf

._.mmo= xdx=sec" 2 x-tgx—(n— Nv._.mmo,TN x(sec? x — 1)dx

Técnicas de Primitivagio 395

e, wonwbﬁo.

.Tmn: xdx = sec" 2 xtgx—(n— B.q sec” xdx +(n— B._. sec 2 xdx.

Segue que
(n— C‘Tmoz xdx=sec" 2 xtgx+(n— MN_. sec™ ™2 xdx.
Logo,
n—2 —
._.moQ_ xdp=S6C Txtex  n 2 ._.mno=|w xdx. n
n—1 n—1

Para finalizar a se¢o, sugerimos a seguir como proceder no cilculo de produto de po-
téncias de tangente e secante.

Tmn; xtg™ xdx =17

Se m for impar, proceda como no Exemplo 5.

Se m for par, expresse o integrando em poténcias de sec x,
como no Exemplo 6, e utilize a férmula de recorréncia
para o célculo de integrais de poténcias de sec x.

Exercicios 12.10

1. Calcule.

a) ‘—nmm x sec? xdx b) ._.ﬂmm xsect xdx

c) ._.ﬂmm 2x sec 2xdx d) _.ﬁmu 3xdx
5
t
e) .—.ﬁmh sec x dx H 4_.|m>|\«&a
sec” x
i3] ._.mwoNﬁ xdx h) ._.moom 3x tg 3xdx
i) ._.ﬁmm xdx D .Tonm xdx

2. Verifique que

a) ._.ooﬁm xdx =Injsen x| + k b) ._.nomho xdx = —In|cosec x + cot g x|

c) _voo%nw xdx=-—cotgx +k d) ._.ngmN xdx=-—cotgx—x+k

cotg™ 1 x
) ._.noﬁm:ano%,um xdx =— m+~ +kn#—1
n
+1
cosec ' x
N ._.nom.nouxoo%okooﬂmx&unw +knz—1
n+1
-2
cosec” “xcotgx n-—2 _
8 ._.Smonzx&ul " 8 4+ H._.nomnn: 2 xdx,n=2
n- n—
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¢ n—1
h) ._.ooﬁmax&xul o8 n al l.—ooﬁmwﬁu xdx,n=2
n—
3. Calcule.
1
" .q|u§ o .—no« a
wnz x sen?
b ._.oom X b
sen> x

12.11. A MUDANGA DE VARIAVEL u = tg

., X ” .
A mudanga de varidvel u = tg 5 ¢é recomenddvel sempre que o integrando for da forma
Q (sen x, cos x), onde Q (u, v} € um quociente entre dois polindmios nas varidveis « € v. Se o

. ax
integrando for da forma @ (sen ax, cos ax), & constante, sugere-se a mudanga u = tg EN

Antes de passarmos aos exemplos, vamos relembrar duas identidades trigonométricas
importantes.

X Y sen X
mnuxummnu[nomluw|m8mwl.
2 2 cos — 2
2
Assim,
X
2tg—
sen x = Na.
1+1tg2 =
&2
Por outro lado,
x
1-1g? =
cos x =1—2sen MHnOmNMToONNINﬁmmMQH 2
2 2 2 2 ~+HmNW
2
ou seja,
1-1g2 =
cos x = W
—..THMMM
Observe que
212 1-tg2 &
mauglrrru[NQ.kinoOmgnlmww
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1

EXEMPLO 1. Calcule % dx.
cos x
Solugdo
2 X
1 1+tg 3
Jazo=]—Fa
CcoSs x 1—te2 2
&3
x 1 x
u=tg—;du=— _+ﬁm|u&x
eqran=y (1]
Assim,
2
.— 1 &xn.g_+= ~ 2du n_. 2 du.
cos x 1—u? 1+u42 1—u?
Como
2 1 + 1
1-u? I—u 1+u
resulta
+
.— L= Inll—wl+mmii+ul+k=1n |24+ k
cos X 1—u
Assim,
_+ﬁml
.ﬁ ' = 2|4k
cos X | —te X
£3
Por outro lado,
X X x
1+tg— cos—+sen— h00m|+w¢=u +
2 W WH x T w mm:xumoox.lma.
_Iammm cos=——sen—  cosZ——sen?— cos x
2 2 2 2 2
Portanto,
1
.— dx = Inlsecx +tgxl+ k. .
cos X

1
EXEMPLO 2. Calcule .ﬁ -
1 —cos x +sen x
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Solucdo
ﬁ|_ ax= | = —
1 —cos x +sen x 1—tg2 = 2tg =
1+t2 X 1+t
&3 &2
1+1tg2 =
n‘q 2 4
212 T +21g >
£ 77°%5
Fazendo a mudanga de varidvel
x 1 X
u=tg —;du=— T:mlu&a.
8o Nﬁ &3
2
‘_. 1 &xnaw._. l+u>  2du H.— 1 du.
1—cos x+senx 2 W2 +u 1+4° uu+1
Como
1 _1_ 1
uu+1) wu u+l
resulta
.—LA«HF “ 1+ k
1 —cosx+senx u+1
ou seja,
g =
._.|_I§HE |mx+w.
1 —cos x +sen x 1+1tg 2
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Como
x X x X
tg — sen — sen — Cos —
2 2 — 2 2
X X
_+~mM cos = +sen—  cos? = +sen = cos
2 2 2 2 2 2
1
— sen x
_ 2 _ sen x
Lol osx+Lgenx 1Hcosx+senx
2 2 2
resulta
1 sen x
._. _—dx=In|———— |+ k. ™
1 —cos x +sen x 1+ cos x + sen x
Exercicios 12.11
Calcule.
COoS X 1
1. ._. dx 2. .— e dx
Imn: X sen x + cos x
3. ‘_. sen 2x dx 4 .— 2 _2tgx dx
1+ cos x 2+ 3cos x

dx dx

m....[%lfxili m.~—|
)\Wncmalwoba 2 +sen x
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13

MAIS ALGUMAS APLICACOES
DA INTEGRAL.
"COORDENADAS POLARES

<... <X, = buma parti¢io de [a, b] e, respecti-
vamente, ¢;e ¢; pontos de minimo e de mdximo de fem [x; _ 1, x;]. Na figura acima,
Zi=% -1 ¢ =x;. Temos:

a[fc :N Ax; = volume do cilindro de altura Ax; e base de raio f{ ¢;) (cilindro de “dentro™)

iR M :m Ax; = volume do cilindro de altura Ax; e base de raio { Mv (cilindro de “fora™).

Uma boa defini¢do para o volume de V devera implicar

Y, RU@P Ax

n
; < volume < M mLf(e))? Ax;
i=1 =1

b
nas desigualdades tendem a ._.
a
lume V de B por
13.1. VOLUME DE SOLIDO OBTIDO PELA ROTACAO, EM

para toda particdo P de [a, b]. Para mix Ax; — 0, as somas de Riemann que comparecem
TorNO DO EIXO x, DE UM CONJUNTO A

nlf @zm dx; nada mais natural, entdo, do que definir o vo-

Seja f continua em [g, b], com f(x) = 0 em [g, b]; seja B o conjunto obtido pela rotagao,

b
v=r [ LfoP dx
a
ou
em torno do eixo x, do conjunto A do plano limitado pelas retasx = a e x = b, pelo eixo x
e pelo grafico de y = f(x). Estamos interessados em definir o volume V de B.

o
e

FEEL AN

#

wik
S

b
V= a._. y2 dx,onde y = f(x)
a

EXEMPLO 1. Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo, em torno do eixo x, do con-
Solucdo

junto de todos os pares (x, y) tais que P vm <7 yz=0(r>0).

,xm+v,mem,on =

2 p - . = .
2+ wm = r%, y 2 0, é um semicirculo de raio r. Pela rota¢ao deste semicirculo em torno
do eixo x, obtemos uma esfera de raio r. Temos:

Segue que o volume pedido é

r T 2
<o_E:mH§.— y2 dx Iwa‘— A 2 v dx
-r
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EXEMPLO 2. Calcule o volume do sélido obtido pela rota¢do, em torno do eixo x, do con-

. . 1
junto de todos os pares (x, y) taisque —<y<x,1sx<2
x

Solugao

O que queremos € o volume do sélido obtido pela rotagdo, em torno do eixo x, do conjunto
hachurado. O volume V pedido ¢ igual a V, — V; onde V, e V| sdo, respectivamente, os
volumes obtidos pela rotagio, em torno do €ixo x, dos conjuntos A, e A| hachurados.

YA YA
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O préximo exemplo € um caso particular do teorema de Papus (Papus de Alexandria, IV
século d.C.) para volume de sélido obtido pela rotagfio, em torno de um eixo, de uma figura
plana que ndo intercepta o eixo. Tal teorema nos diz que, sob determinadas condigdes, o volu-
me do sélido obtido pela rotagéo, em torno de um eixo, de uma figura plana que néo intercepta
tal eixo é igual ao produto da drea da figura pelo comprimento da circunferéncia gerada,
na rotacio, pelo baricentro (ou centro de massa) da figura. (Veja Exercicio 3, Seciio 13.9.)

EXEMPLO 3. Considere um retdngulo situado no semiplanoy = 0 e com um lado paralelo
ao eixo x. Seja P a interse¢do das diagonais. Mostre que o volume do sélido obtido pela
rotagdo em torno do eixo x € igual ao produte da drea do retingulo pelo comprimento da
circunferéncia gerada, na rotacdo, pelo ponto P.

Solugdo

Consideremos o retdngulo

«Y

afb--
[S7) A

O volume do sélido obtido pela rotagio, em torno do eixo x, deste retdngulo é

b b
<nl %&Ta.— 2dx
a a

ou seja,
V=m(d— )b - a)
e, portanto,
V=2z awq d-c)b—a)
d+c |, . . A .
onde 27 € o comprimento da circunferéncia gerada pelo ponto P e (d — c)(b — a) é

2
a drea do retdngulo. (Observe que o resultado expresso neste exemplo continua vilido se as
expressdes “semiplano y = 0 e “em torno do eixo x” forem substituidas, respectivamente,
por “semiplano x = 0” e “em torno do eixo y”.) ]

Antes de prosseguirmos, vamos destacar o 2.° Teorema Fundamental do Célculo (ou sim-
plesmente Teorema Fundamental do Célculo) cuja prova é deixada para o Vol. 2. Seja g



404 Um Curso de Cdlculo — Vol. 1

uma fungéo continua em um intervalo I e @ um ponto de /, a fixo. Assim, para cada x em ],
X

‘— g(x)dx existe. Podemos entao considerar a fungio que a cada x em [ associa o nimero
a

X X
.— g(x)dx. Pois bem, o 2.° Teorema Fundamental do Calculo nos diz que .— g(x)dx éuma
a a

primitiva de g(x) em I. Vejamos como podemos nos convencer desse fato. Conforme vere-
mos no Vol. 2, sendo g continua em /, existira G tal que, para todo x em I, G'(x) = g(x). Pelo

X
1.° Teorema Fundamental do Célculo, .ﬁ g(x)dx = G(x) — G(a), dai, e lembrando que G{a)
a

é constante, resulta, para todo x em ,

ﬁM * Uhn - =
= [ st =160 - Glal = g0

e, portanto,

d [ _
=] stodr=sgto).

Agora, podemos prosseguir.
Seja fix) = 0 e continua em [q, b]; para cada x em [g, b],

v =r [ TfGOP dx

¢ o volume do sélido obtido pela rotagéo, em torno do eixo x, do conjunto hachurado.

A

=Y

Sendo f continua em [a, b], 7 SN:N também ser4 continua neste intervalo. Dai, pelo 2.°
Teorema Fundamental do Calculo,

|||_ 7 LFOP de = alf (P
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Assim, dV =7 qog dx, ou seja GA\«V_ &x nada mais é do que a diferencial do volume
V(x). Observe que a diferencial dV = ﬂcﬁg dx é o volume do cilindro gerado, na rotagao
em torno do eixo x, pelo retdngulo de base dx e altura f{x); dV € um valor aproximado para

avariacdo AVem <no_.8mwo~ao:8 a varia¢io dx em x. Ento, o volume do sélido de revo-
lugéo, em torno do eixo x, do conjunto {(x, yla < x<b,0=<y=<fx)}éobtido calculando-
se a integral da diferencial do volume para x variando de g até b.

Exercicios 13.1

1. Calcule o volume do sélido obtido pela rotagio, em torno do eixo x, do conjunto de todos os
pares (x, y) tais que

a)l=x=s3elsy=sux

b ler<reosyst

N | =

olsx=sde0=y=<qx.

D22+ <1ley=0.

SOMvﬁM.«o\«m+w~MNA
iyy= Lex’ +w < 2.

b—MHN‘rv.mMAnwWO.

A
=
A
)

DWM%M_oﬂ
X

m) X%+ (y — 2)°

2. (Teorema de Papus para a elipse.) Considere o conjunto A de todos os pontos {(x, y} tais
que

a2 2
£ o %v <1 (a>0eb>0)
a b
e situado no semiplano y = 0. Mostre que o volume do sélido obtido pela rotagdo, em torno
do eixo x, do conjunto A é igual ao produto da 4rea da elipse pelo comprimento da circunfe-
réncia gerada, na rotacdo, pelo centro (a, ) desta elipse.
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3. Considere um tridngulo isGsceles situado no semiptano y = 0 e com base paralela ao eixo y,

Mostre que o volume do s6lido obtido pela rotagéo deste tridngulo, em torno do eixo x, € igua} 3
ao produto da 4rea deste tridngulo pelo comprimento da circunferéncia gerada, na rotagio, pelo -3

baricentro do tridngulo.

13.2, VOLUME DE SOLIDO OBTIDO PELA ROTACAO, EM
TORNO DO EIXO0 y, DE UM CONJUNTO A

Suponha f{x) = 0 e continua em [a, b], com a > 0. Seja A o conjunto do plano de todog
os pares (x, y) tais que @ < x < be 0 =< y < f{x). Seja B o conjunto obtido pela rotagio, em
tormo do eixo y, do conjunto A. Nosso objetivo, a seguir, € mostrar que é razoavel tomar
para volume de B o nimero

b
0) V= wi x f(x)dx

ou

b
V= mﬂ.ﬁ xydx,onde y= f(x)
a

SejaPra=xp<x;<xp<..<x;_1<x;<..<x, = bumaparticio de [a, b] e sejac;
o ponto médio de [x; _ {, x;].

y

>

ot ft il €8 ik £8 € o i vt e et et

<

Seja R; oretingulox; _ | < x < x;e 0 <y =< f{(c;). Pelo teorema de Papus para retangulo,
o volume do sélido gerado pela rotagdo do retdngulo R;, em torno do eixo y, é

27e; ficy) Ax; (Confira.)

Deste modo, a soma de Riemann

M 27 ¢; fle;)Ax;

i=1
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¢ um valor aproximado para o volume do sélido obtido pela rotago, em torno do eixo y, do
conjunto A. Por outro lado, pelo fato de f ser continua, tem-se

lim M o ¢ fle,) Ax, 1ma~q§€&

méx Ax; -0

Logo, é razoavel tomar () para volume de B. Veremos no Vol. 3 que esta nossa atitude é
correta. (Para uma prova de (D), num caso particular, veja Exercicio 3 desta segio.)

EXEMPLO 1. Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo, em torno do eixo y, do con-
junto de todos (x, y) tais que

Solugdo

< wa.— :7:& MA -

X
Jd sabemos que dV = 27 xf(x)dx é a diferencial de V(x)= Nﬂ._. xf(x)dx. Agora, obser-
a

ve que flx)dx € a drea do retingulo de altura f{x) e base dx e, para dx suficientemente peque-
no, 27mx € aproximadamente o comprimento da circunferéncia gerada pelo baricentro do re-
tangulo mencionado e dai, pelo teorema de Papus para retdngulos, 2 xf{x)dx é aproxima-
damente o volume do invélucro cilindrico obtido pela rotagdo, em torno do eixo y, de tal
retdngulo.

JL7) e ,

&

Bl 33221123181
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O volume obtido pela rotagiio, em torno do eixo y, do conjunto A é entdo a integral dessa

b
diferencial, para x variando de a até b, ou seja, V= Nﬂ.ﬁ xydx, onde y = f{x). Este método
a

de determinar volume ¢ as vezes denominado métedoe dos invélucros cilindricos ou méto-
do das cascas.

Vejamos, agora, uma outra férmula, que € do mesmo tipo daquela da se¢do anterior, para
calcular volume de sélido obtido pela rotagdo, em torno do eixo y, de bm conjunto que néo
intercepta tal eixo. Seja entdo B o conjunto: B = {(x, y) |0 <x< b, csysdey=fix)},
onde f é suposta continua e estritamente crescente (ou estritamente decrescente) em [q, b],
coma=0,fla)=cefib)=d

g i y+dy ——T

v
Iu
wx %

. « :

N : \
Bl : ¥
o H

sppreded

Como y = f{x) é continua e estritamente crescente em [q, b], entdo & inversivel, com inversa
x = g(y) continuaem [c, d], onde ¢ = fla), d = f(b) e y = fix) & x = g (¥). Raciocinando como
na segdo anterior, o volume do s6lido obtido pela rotagao, em torno do eixo y, do conjunto B €

d
volume = ﬂ._, x2 dy, onde x = g(y)
fog

Observe que xm% ¢ o volume do cilindro obtido pela rotagdo, em torno do eixo y, do re-
tdngulo de base x e altura dy. (Veja figura acima.)

EXEMPLO 2. Calcule o volume do sélido obtido pela rotagio, em torno do eixo y, do con-

junto de todos os pares (x, y) tais que O =< y=<4,x=0.
Solugao YA

HnBOMHwaw.aWoﬁaH »\M 4
Segue que

’ 4 4 2
Volume = ﬂ.—o x2dy= ﬁb.c ZW_ dy.
E, portanto,
0

=Y

4
Volume = ﬂ._.o y dy=8m.
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Observagdo. Este volume poderia, também, ter sido calculado utilizando-se a férmula an-
terior. Neste caso, o volume pedido seria a diferenca entre o volume gerado pela rotagio
em tomo do eixo y, do retéingulo 0 < x < 2,0 < y << 4 ¢ 0 volume gerado pela rotacdo, azw
torno do eixo y, do conjunto 0 < x < 2e 0 <y < f{x), onde f{x) = . Ou seja,

2 2
volume = 167 — 2mr .— X (x)dx = 167 1?.— X3 dx = 8.
0 0

EXEMPLO 3. Calcule o volume do sélido gerado pela rotacgo, em torno do eixo ¥, do con-

2
junto de todos os pares (x, y) taisque 0 < x < 2,0y =< W +1ley =71,
Solucdo
A A

I SALIEXE LY

g Y
1.° PROCESSO (Utilizando a primeira férmula.)
2 (g2 2
volume = Na.—ox St Ni x(x2 — 1.
1
T
E, portanto, volume = >
2. PROCESSO (Utilizando a segunda férmula.)
2
M+~Hwﬁxmnmelm e an_MzﬂmewiTH
Erntdo
volume = s.._.quT:%l\q.—uB —2)d =Ir u
o B YT

Para encerrar a se¢io, vamos resumir num quadro o que aprendemos nesta se¢o e na
anterior.
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y=f)
y+dy

a{'

a x x+dx b

A={xplasx<b0sysfileB={x0<sx<bhc<ysdy=fx)

b
D s‘_. y% dx = volume gerado por A na rotagdo em torno do eixo x.{y = f{x))
a
d
) \i. x% dy= volume gerado por B na rotag@o em torno do €ixo y.(x = g(y))
[4
b
II) ms.._. xy dx = volume gerado por A na rotagdo em torno do eixo y.(y = f(x))
a

d
IV) Ns..— ¥x dy = volume gerado por B na rotagio em torno do eixo x.(x = g(y))
c

Exercicios 13.2

1. Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo, em torno do eixo y, do conjunto de todos os
(x, y) tais que
ajlsx<eel<y=<Inx
po=x<8e0sy= ¥x.
Olsx<2e0<sy=x—1.
Dosxs<gmelsy=<senx.
e)0=sx<le0=sy<arctgx.
HDlsx<sdel=sys )\M
wvaMle.«w.wWo.
no=sx<2y= . x-1 oonMaN.
2. Calcule o volume do sélido obtido pela rotagio, em torno do ¢ixo y, do conjunto de todos os
(x, y) tais que

a0=sx<60<ysley= .x—2.
HVrsys-x+6x=0
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3. (Volume de sélido de revolug¢do em torno do eixo y.) Suponha f estritamente crescente e com
derivada continua em (g, b], a = O e fla) = 0. Seja g:[0, Ab)} — [a, b] a fungdo inversa de f.
a) Verifique que o volume do sélido obtido pela rotagio, em torno do eixo y, do conjunto

£
A={(xy)ERa<x<b 0<y<fix)éigual a mb> Rb) — q; le 012 dy.

0
b) Mostre que

£5)
w2 f(b)— 7 *

b
(002 dy =27 x joxras
0 a

(Sugestdo: Faga a mudanga de varidvel y = f{x) e depois integre por partes.)
¢) Conclua que o volume mencionado em « é

b
volume = ma..ﬁ x f(x)dx
a

13.3. VOLUME DE UM SOLIDO QUALQUER

w

SBOmbowm_.wmnmmomaolo_.n:m a.._. q ?:m &xmwa:sc_mncnnommoﬂ.oooo,\ohcao
a

do sélido de revglucdo obtido pela rotagdo, em torno do eixo x, do conjunto

>H?x.wvmﬁm_nMxMFonM%xﬁ.Ocmoﬁoacn

AQ) = #{f)P

drea=A (x)

€ a drea da intersegdo do sélido com o plano perpendicular ao eixo x e passando pelo
ponto de abscissa x. Assim, o volume mencionado anteriormente pode ser colocado na
forma

b
volume = ._. A(x)dx
a

Seja, agora, B um sélido qualquer, ndo necessariamente de revolugfo e seja x um eixo
escolhido arbitrariamente. Suponhamos que o s6lido esteja compreendido entre dois pla-
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nos perpendiculares a x, que interceptam o eixoxemx = ge em x = b. Seja A (x) a drea
da intersegdo do sélido com o plano perpendicular a x no ponto de abscissa x. Suponha-
mos que a fun¢do A (x) seja integrdvel em [a, b]. Definimos, entdo, o volume do sélido
por

13.4. AREA DE SUPERFICIE DE REVOLUCAO

Sabe-se da geometria que a drea lateral de um tronco de cone circular reto, de geratriz g,
raio da base maior R e raio da base menor r, € igual a 4rea do trapézio de altura g, base maior
277R e base menor 27rr:

b
volume = .% A(x)dx
a

EXEMPLO. Calcule o volume do sélido cuja base é o semicirculox* + y2 <%, y =0, e
cujas secgdes perpendiculares ao eixo x sdo quadrados.

Solugdo

A)y=Grt—x*)>
volume = .—\x T\xm — Y dx= HC,N — x¥)dx

érea lateral do tronco = w(R + r) g
Sendo S o ponto médio do segmento PQ.

R+r
aﬂq,au_\ﬁ (R+ r) g = 2msg.

_’m:.om lateral do tronco de cone = 27msg

Observe que a 4rea da superficie gerada pela rotacio da geratriz, em torno do eixo PQ, é
igual ao produto do comprimento g desta geratriz pelo comprimento 27s da circunferéncia
gerada pelo ponto médio da geratriz. Este resultado é um caso particular do Teorema de
Papus para superficies de revolucdo. (Veja Exercicio 9, Se¢do 13.9.)

Vamos, agora, estender o conceito de 4rea para superficie obtida pela rotaco, em torno
do eixo x, do grafico de uma fungéo f, com derivada continua e fx) = 0 em [a, b].

X+ x4
2

ou seja Seja, entdo, P:a = xp <xy < xp < ... < x, = buma particdo de [a, b] e c; =

3T 43 0 ponto médio do intervalo [x;_y, x;].
r
<oEBoHN.-.oQ~|amv&HN xwxlhuk. a

Exercicios 13.3

- . < s e 2,22 . =
1. Calcule o volume do sélido cuja base € o semicfrculo x” + y° < 7%, y = 0, e cujas secgBes

perpendiculares ao eixo x sio tridingulos eqiildteros.

=y

2. Calcule o volume do sélido cuja base é a regido o+ wN =< 1 e cujas secgdes perpendiculares
a0 €ixo x sdo semicirculos.
Nafigura,f’ (c;) = tg a; 0 segmento M; _; M; é tangente ao grafico de fno ponto (c;, Ac;)).

3. Calcule o volume do sélido cuja base é o quadrado de vértices (0, 0), (1, 1), (0, ) e (1,0) e Entio

3

cujas secgdes perpendiculares ao eixo x sdo tridngulos is6sceles de altura x — x°.

4. Calcule o volume do sélido cuja base € um tridngulo eqiiilatero de lado ! e cujas secgGes per-
pendiculares a um dos lados sdo quadrados.

— Ax;
M; _M; =——— =|sec ;| Ax; =1+ [f (c;)? Ax;.

|cos o
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A drea da superficie gerada pela rotagdo, em torno do eixo x, do segmento M; _ | M; (obser-

ve que tal superficie nada mais € do que a superficie lateral de um tronco de cone de geratriz

M;_1M;)é

2 f(c;) My M; =27 f(c) 1+ L () Ax;

e se Ax; for suficientemente pequeno esta drea serd uma boa aproximagio para a “drea” da
superficie gerada pela rotagdo, em tomo do eixo x, do trecho do grafico entre as retas x = X1

€ x = x;. Observe que trocando fic;) por c; na igualdade acima, 2rc;/1+ (f'(c;)? Ax;

%4

serd uma boa aproximagio para a “4drea” da superficie gerada pela rotagdo, em torno do eixo
¥, do trecho do gréfico acima mencionado.

Como a fung¢éo 27 fx) )\_ +[f' (x)1? é continua em [g, b], teremos

im Y 2 fle) I+ @ Ax, u_swa FON1+ 1 OF dx.

mix Ax; -0 1
i=

Definimos a drea A, da superficie obtida pela rotagfo do gréfico de f, em torno do eixo
X, por

b
A= 2 [ I+ OF @

De forma analoga, a drea A, da superficie obtida pela rotagio, em torno do eixo y, do
gréfico de fsera

& N
\{HNQ._‘ ae_+ﬁw.u dx,onde y = f(x).

EXEMPLO 1. Calcule a drea da superficie gerada pela rotagio, em torno do eixo x, do gra-
ficode fix) =senx, 0 <x < 7

Solugdo
— =cos x;du = — senxdx
area = 2w .—imosx,:+oom~ x dx " * o
0 x=0u=1
x=mu=—1.

u=tg0;du=sec? 6do

-1
”Nﬂ.-; _+:NA|Q~\V =”|me”{m
i
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1
= Nﬂ.— N1+ 4?2 du
-1

i
= wﬂ._.\aa sec 0 do.
r
Integrando por partes:

kg

T T m L
h»u..m sec3 9 do= ._.|nH sec? @ sec O df = Tm §sec @ H_ 4 l._. 4 Tnow 6 —sec m_ de.
1 4

a4
Dai
: :
m._.ﬁ sec’ 0 d6 =242 + |In(sec O + 1gh)
— |aM
ou seja,
T
._.v sec’ 8 df = 2 + In (V2 + 1).
4
Portanto, drea = 277 (v/2 + In (+/2 + 1). L]
EXEMPLO 2. Determine a rea da superficie obtida pela rotagio, em torno do eixo y, do
2
gréfico de wnw.oMxM_.
Solugdo
2
De @Hl&l Ll =x, vem
dx dx\ 2

1 2 1
&uuloa \TAWV &nma.—of:iw &nm%nﬁuz.

Exercicios 13.4

1. Calcule a 4rea da superficie gerada pela rotagfo, em torno do eixo x, do grafico da fungdo dada.

P\+ —X
av?dualmklﬁ_m&ﬂ

B f) = R —x2 —R<x<R(R>0)

1
n:uau,oM»AM

dy=x, 1sx<4

R s
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13.5. COMPRIMENTO DE GRAFICO DE FUNCAO

Sejay = fix) com derivada continuaem [q, blesejaP:a = <y <p<.<x,=p
uma partigdo de {a, b]. Indicando por L(P) o comprimento da poligonal de vérticeg
Py=(x, f(x)),i=1,2, .. n temos

LPY= 3 (5 = %) + (Fx) — flx-))
i=1

[ SN

2 Xi-y i Xu-j X,= b

7|
onde QC: — X)) () - f(x;_1)* éocomprimento do lado de vértices P;_,eP,
Pelo teorema do valor médio, para cada i, i = 1,2, ... n, existe ¢;, x; _| < ¢; <x;, tal que

Fox) = flx; —1) = f'(c)Ax;, onde Ax; = x; — x; .

Segue que

L(P)=3 JAG+(f(e)Ax)? =3 1+ (f)) Ax,
i=1 i=1
b
Dai, para méx Ax; tendendo a zero, L(P) tender4 para ._. J1+ (f(x))? dx.Nada mais natu-
a

ral, entéo, do que definir o comprimento do gréfico de f, ou da curva y= fx), por

b 2
Comprimento = ._. \ 1+ T&Nu dx
a dx
dy

2
Nosso objetivo a seguir ¢ interpretar geometricamente a diferencial . |1+ mmW dx. Seja,

entdo, s = s(x), x € [a, b], o comprimento do trecho do gréfico de extremidades (a, fla)) e
(x, fix)). Sejam As e Ay as variagdes em s e y correspondentes A variacio dx em x, com dx > 0.
Para dx suficientemente pequeno, Ay =~ dy e
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AZs = d*x + A? , OU seja,

As= _+m@um dx
3 dx

2
EXEMPLO. Calcule o comprimento da curva y = MMI, 0=sx=1
Solucdo
m R
De m = x, segue que o comprimento é: ._;o z_: + x2 dx.Fazendo a mudanca de varia-

vel x = tg u, vem

T m
| — L — z
._. z:+\«N &xu._.p 1% (tgu)’ moomxazu._.u sec® u du.
0 Jo 0

1 1
De .Tm%z du= Mmmo utgu + ME |sec u + tgu| + k (verifique), resulta

h 1+x2 de= om meW:%HWTMLﬂE?+)\M:

Exercicios 13.5

1. Calcule o comprimento do grifico da fungdo dada.

3
= 4
QV%HWMN,OMMM_ wvaWk+u«OMHMN
W B

1 3
cgy=hxlsx<e dy y=+x,—sx<—
4 4

eX+e ¥

e) y=———,0sx=1
2

2. Quantos metros de chapa de ferro sao necessdrios para construir um arco AB, de forma parabé-
lica, sendo A e B simétricos com relacdo ao eixo de simetria da pardbola e com as seguintes
dimensdes: 2 m a distancia de A a Be 1 m a do vértice ao segmento AB.

Ny=e*0sx=l
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13.6. COMPRIMENTO DE CURVA DADA EM FORMA
PARAMETRICA

Por uma curva em R naﬁomaom:om, uma fungio que a cada ¢ pertencente a um intervalo J
associa um ponto (x(#), y(r)) em R, onde x(¥) e y(¢) sédo fun¢des definidas em 7. Dizemos que

x = x(1)
tel
y =)
sd0 as equagdes paramétricas da curva. Por abuso de linguagem, vamos nos referir ao lu-

gar geométrico descrito pelo ponto (x(2), y()), quando ¢ percorre o intervalo 1, como sendo
a curva de equagdes paramétricas x = x(t) e y = y().

EXEMPLO 1. Desenhe a curva dada em forma paramétrica porx = t,y = 3t,t € R.

Solucdo yi

x=ty=3t=y= 3x. Quando ¢
percorre R, o ponto (¢, 3r) descreve 3
aretay = 3x.

_ - — = =

X

=
EXEMPLOQO 2. Seja a curva de equagdes paramgtricas x = ¢, y = #, tem R. Quando 7 varia

em R, o ponto (¢, ) descreve a pardbolay = x.

&t

x=t [}

EXEMPLO 3. Seja a curva de equagdes paramétricas x = cos £, y = sen ¢, ¢ € [0, 27].

Quando ¢ varia em [0, 277}, 0 ponto (cos 7, sen ¢) descreve a circunferéncia Xt + zm =1,
YA
l//QOm t, sen f)
/\ w ‘H
-
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EXEMPLO 4. Desenhe a curva dada em forma paramétrica por x = 2cos ey = sen ¢, com
tE ﬁO, MAL.

Solugdo
X
—=cost
2
x=2cost x2
o = —+)y2=
y=sent 4
=sent
y
1 \\ 2 cos ¢, sen &)
-2 2
X
-1
x2
Assim, para cada f € [0, 2] o ponto (2 cos #, sen f) pertence 2 elipse e +y2=1. Por
outro lado, para cada (x, y) na elipse, existe ¢ € [0, 2] tal que
x=2cost
a7
ﬁw —sent (por qué?)

Assim, quando ¢ percorre o intervalo [0,2 7], o ponto (2 cos ¢, sen ¢) descreve a elipse. =

Nosso objetivo a seguir € estabelecer a férmula para o cdlculo do comprimento de uma
curva dada em forma paramétrica. A férmula serd estabelecida a partir de consideragdes
geométricas, e deixamos o tratamento rigoroso do assunto para o Vol. 2.

Suponhamos que s = (1), t € [a, b], seja o comprimento do trecho da curva de extremi-
dades A = (x(a), y(a)) e P(t) = (x(t) y(1)), onde x = x(f) e y = ¥(¢) sdo supostas de classe C L
Sejam Ax, Ay e As as variagdes em x, y € s correspondentes a variagio Af em ¢, com Az > 0.
Para Ar suficientemente pequeno, vemos, pela figura, que

A% =~ A% + DNV\ e, portanto,
y=y()
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E razodvel, entio, esperar que a diferencial da fungdo s = s(9) seja

o= [5] (2]

Om?:::on entdo o 83@55058 dacurvax = x(f),y = y(t), t € [a, b],comx = x() e
= y(f) de classe C'em [a, b], por

comprimento n.ﬁw <\ﬁmu + ﬁmwu dt
a

Observacao. O grifico da fun¢do y = f(x), x € [a, b}, pode ser dado em forma paramétrica
porx =ty = f(f), 1 € [a, b]. Segue que a férmula para o comprimento do gréfico de uma
fung¢do € um caso particular desta.

EXEMPLO 5. Calcule o comprimento da circunferéncia de raio R > 0.
Solucdo

Uma parametrizagio para a circunferéncia de raio R ¢ com centro na origem é: x = R cos

dx d
tey=Rsent, com? € [0, 27]. De MH Ixmomma%ml Rcost, segue
T
ooBuanaou._.o éﬁ%u JAWV dt

27
= ._vo /\Alw sent)? + (R cost)? dt.

uq,w
. _Nl
Portanto, comprimento = ._.c ;‘x&lwa.m. l

EXEMPLO 6. As equagdes paramétricas do movimento de uma particula no plano séo

x=sent
t [0, w].
y=sen? ¢

. - . . T
a) Quais as posi¢des da particula nos instantes ¢t = 0, ¢ = > er=m"?
b) Qual a trajetdria descrita pela particula?

¢) Qual a distancia percorrida pela particula entre os instantes t = 0 e z = 7?

Solugdo

- ™ -
a) No instante ¢ = 0 a particula encontra-se na posi¢do (0, 0), em ¢ = > na posicio (1, 1)
€, no instante ¢ = 77, novamente na posigao (0, 0).
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2t y= X Segue que a particula,des=0a t= W descreve o arco
da pardbola de extremidades (0, 0) e (1, 1) e no sentido de (0, 0) para (1, 1). De t = T a

t = 1r descreve o mesmo arco sé que em sentido contrario. 2

b) x =sentey = sen

¢) A distancia d percorrida entre os instantes ¢ = 0 e f = 7 é dada por

2 2
7 ( dx dy m/2
= =2+ 2= odr=2 244 2
d ._.o ﬁ&u h&u ._Mu )\oomn (2senfcost)~ dt

ou seja

wi2 - 2 S
d= w~_.o [cos flJ1+ 4 sen? t dt = N‘—c cos ¢t /\H +4sen? ¢ dr.

A . . T
Observe que as distincias percorridas entre os instantes 1 = Qe t = > € a mesma que de

T . T
t= > at = . Observe ainda que |cos ¢| = cos ¢, para 0 ¢ < 5 Fazendo a mudancga de

T .
2 para t=—. Assim,

varidvel u = 2 sen ¢t teremos du = 2 cos tdt,u = Oparar =Qu = >

d= ‘_. iy 2 du. Fazendo, agora, u = tg 0, teremos

arc tg 2
d= ._.o sec3 9do= Iﬁmoo 6tg 6+ In|sech + tg 6] g2

Como f=arctg2=>tgf=2e sech=-/1+ ﬁmwmx =/5, resulta que a distincia percorrida

pela particula é 4 = W_”N)\w +In(2 + »\W:. |

Exercicios 13.6

1. Calcule o comprimento da curva dada em forma paramétrica.

3
by x=3tey=2t2,0=<

12 2 2
=7 dx=—ey=—12,0sr=]
2 5

Dx=A+ley=t—11<s1=<2

c)x=1—costey=t—sent,0<

t t

eyx=ecostey=esent,0<t<m

2. Uma particula desloca no plano com equagdes paramétricas x = x(f) e y = y(#). Sabe-se que,

dx d? d
para todo f,— =2 (cm/s), Lllm?i\m Ye — 4

=4(cm/s). Sabe-se, ainda,
dt dr? dt =0




422  Um Curso de Cdlculo — Vol. 1

que no instante ¢ = 0 a particula encontra-se na posigao (0, 0). Determine a distancia percor-
rida pela particula entre os instantes t = O et = T, onde T ¢ o instante em que a particula volta
a tocar o eixo x. Como € a trajetéria descrita pela particula?

13.7. AREA EM COORDENADAS POLARES

Fixado no plano um semi-eixo Ox (tal semi-eixo denomina-se eixo polar, e o ponto O,
pdlo),

=Y

cada ponto P do plano fica determinado por suas coordenadas polares (8, p), onde 6 é
a medida em radianos do dngulo entre o segmento OP e o eixo polar (tal 4ngulo sendo
contado a partir do eixo polar e no sentido anti-hordrio) e p o comprimento de OP; as-
sim p = 0.

Se considerarmos no plano um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas (o habi-
tual) em que a origem coincide com o pélo e o semi-eixo Ox com o eixo polar e se (8, p)
forem as coordenadas polares de P, ento as suas coordenadas cartesianas serdo dadas
por

o

2
)
1
'
|
|
t
I
|
|
|
t
t
t
-]

x=pcosf
y=psen@

PO PO,
«Y

Observe que se P ndo coincide com o pélo

p=vx2+y?2
ﬁxnbn%w &5 Jcos = x
)‘HN +u\~

y=psen@
Yy

Ja? +%~

sen =

Até agora, destacamos g como um nimero positivo. Entretanto, para as aplicagdes € im-
portante que p possa assumir, também, valores negativos. Vejamos como interpretar (8, p)
no caso p < 0:
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yi Y

550 [ S ; 7 (pcos §, psen @) (cos B, sen §)
X \1\m
f/\\_ '
/

/7
(peos@.psen ) €mmmemmmml y

(cos 8, sen ¢}

«Y

Se p < 0, (8, p) € o simétrico, em relagdo ao pdlo, do ponto (6, —p).

Para podermos trabalhar com p < 0, serd melhor olharmos para o eixo polar como uma reta
com um sistema de abscissas: sobre tal reta marcam-se dois pontos, um o pélo 0 representando o
zero e outro representando o 1. O sentido positivo serd o de 0 para 1 e a unidade de comprimento
serd o segmento de extremidades O e 1. Para representar no plano um ponto de coordenadas po-
lares (B, p) proceda da seguinte forma: primeiro gire o eixo polar, no sentido anti-horario, de um
angulo @, em seguida, sobre este novo eixo, marque o ponto que tenha abscissa p.

(6, p),com p>0 (6, p),com p< 0

Y

26,0}
Ve

EXEMPLO 1. Represente no plano o ponto (6, p) onde

m
ay6=0ep=1 byd=0ep=—1 &mHMobMN
T
f=—ep=-—1
d) 2P
Solugdo : .
\\.\
\\Iuwﬂfoum
\\
e
R A 4 .
0
0=0ep=— \\ //mnogl
‘ /@HWOnHIH
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EXEMPLO 2. Um ponto P desloca-se no plano de modo que a relag#o entre suas coorde.-
nadas polares € dada por p = 6, 0 < 6 < 2. Desenhe o lugar geométrico descrito por P,

Sempre que formos esbogar o gréfico de uma curva dada em coordenadas polares, é bom
antes fazer um esbogo da curva supondo @ e p coordenadas cartesianas e olhar, por meio
deste gréfico, a variag@o de p em fungéo de 6.

n;

D e
Y
AN

/s ||

EXEMPLO 3. Desenhe a curva cuja equagdo, em coordenadas polares,é p = sen §,0 < < .

Solugdo p Em coordenadas
cartesianas
6 p Vpmmmmm oo o :
! - P =sen [}

0 0 m
7 A2 m‘

4 2 ) w T 9
7 | 1 [

6 2

LA

2
3m | V2

4 2

T 0

Solugdo
6 P
0 0
T T
4 | 4 -
ar ™
2 ]2
T T
3 37
2 | 2
27 29
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Observe que para p # 0

bnmn=mﬂbwnbmanmﬁaw+enuw.

2 2
p = sen 6,0 < 8 =< 7, é, em coordenadas polares, a equagdo de tal circunferéncia. ]

1 .1
£+ — y = 0 é aequagio de uma circunferéncia de centro ho, Iw e raio —. Deste modo,

EXEMPLO 4. Desenhe o lugar geométrico da equagao (em coordenadas polares) p = 1 — cos 6.

Solucdo

3 u P Em coordenadas

cartesianas = |—cos 8
2o ooe — F

(ST <Y

W NN =

—

N\é’)wlg :]w‘;’w]:] wly o @

Esta curva denomina-se cardioide. =

EXEMPLO 5. Desenhe a curva cuja equagio, em coordenadas polares, é p = cos 26.

Solucdo

Em coordenadas
cartesianas

p=cos2 @

|
ERE]

£y oy o @
2
< I\)‘m o Nlﬁ'— )
L o
g
LSS
“3

oo|§ SIE N

|
ol =
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. . . 3ar
Veja como fica o trecho da curva acima para 6 variando de O a R
T
*
N
AN
N
N
7 \N "k
/ AN
s ~
7 N
Ve N
7
7/
. T 37 STt Tmw .
Quando 6 varia de 287 de - a e P permanece negativo. ]

EXEMPLO 6. Desenhe o lugar geométrico descrito por um ponto P que se desloca no pla-

no, sabendo que a relagdo entre suas coordenadas polares é p=1tg 0|, — W <g< W

Solugéo

Vejamos, primeiro, o que acontece para 6 variando de 0 a W Quando 8§ — W ,p—> t oo,
A projeciio de P sobre o eixo polar tem abscissa

x=pcos §=1tgBHcos = sen 6.

Assim, quando 8 — W“ a projecio de P sobre o eixo polar tende para o ponto de abscissa 1.

T
Oqgroamoc?mno:‘nmvo:amsﬁmQ@S gl M, oH_ m&Em:.mno.mEE_mmmomowwxoonb

ao trecho correspondente a 6 em Tv Wﬁ
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Nosso objetivo, a seguir, € estabelecer uma formula para o célculo de 4rea de regido li-
mitada por curvas dadas em coordenadas polares.

. 1
Inicialmente, observamos que a 4rea de um setor circular de raio R e abertura A é 3 R A6,

Esta drea se determina por uma regra de trés simples:

27 rd — area ﬂwm

AOrd —?
/
\ Af
: AN Y-
qnbwﬂw nm.mwbm _
2 2

Consideremos, agora, a fungiio p = p (6) continuae = 0em [6; _ 1, 6;]. Seja A; o conjun-
to de todos os pontos (6, p),com §; _ | < 8= ;e 0 < p=< p(6).

Seja WH p Qﬂv o maior valorde pem [6; _ |, 6]l e p= bﬁlﬁ o menor valor. A drea do
conjunto A; estd, entdo, compreendida entre as 4reas dos setores circulares de abertura A

eraios p Amb e RML :

w?@_w A6, < drea 4, < — TSL_N A8,

Suponhamos, agora, p = p (§) continuva e = 0 em [¢, 8], com 8 — a < 27 SejaA o
conjunto de todos os pontos do plano de coordenadas polares (6, p) satisfazendo as.condi-
oes:a<O0=Bel=sp=p(h).
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Seja P ra= Oy < 0 <..<6;_; <6 <.. <86,= Buma particio de [a, B]. Sejam
b@lb e b%l_,v os valores minimo e maximo de p em [6; _ |, 6;]. Pelo que vimos anterior-
mente, a drea da parte do conjunto A compreendida entre as retas 6 = 6, _ e 8 = 6; estd

compreendida entre as dreas dos setores circulares de abertura Ag; e raios pf ;e p( M ). Uma
defini¢o razodvel para a drea de A deverd implicar, para particdo P de [«, 8],

n n
1 = L 1 =
Y, Sle@)P A6 sarea <y (o)1 A6
i=1 i=1
B1

Para max A8; — 0, as somas de Riemann acima tendem para a integral 2 p? df. Nada
22

mais natural, entdo, do que definir a drea de A por

B
N‘:ow\»nh._’ p? de
2 Ja

EXEMPLO 7. Calcule a drea da regifo limitada pela cardiéide p = 1 — cos 6.
Solugdo

Para cobrir todo o conjunto, § devera variar de 0 a 2.

rea= 7702 db=L "1 = cos 0 db
m:wmiM ) p Lm.qo (1—cos®) g
Temos
2 27 27
N (1— cos 9)2 &QH._.O {1 —2 cos 6 + cos? S&muma..f._.o cosZ 9 de
27 1 1
u~ﬂ+.— T+|8§&%uwa
0o [2 2
. . . , 3w
Assim, a drea do conjunto € -5 [

EXEMPLO 8. Calcule a drea da intersegdo das regides limitadas pelas curvas (coordena-
das polares) p = 3cos fep= 1+ cos 6.
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Solugdo
Primeiro devemos determinar as intersecdes das curvas. =3 cos
3cos@=1+cos @
ou seja,
cos 8= W
2
Assim, 6= mmH efd=— m resolvem o problema. Seja A; o conjunto de todos (6, p) com
(S mMMtoOMbM 1+ cos @ e seja A, o conjunto de todos (8, p) com WMQ Mlqmm e
0 < p =< 3 cos 6. Temos, entdo:
drea pedida = 2 (drea A| + drea A,).
15 943
drea A; = I_.m S._.oommvm ae = H+ %
2Jo 4 16
1% 3 943
drea A, = |~T GB+cos8) dg = 2 — X2
2% 8 16
X s S . _

Conclusdo: drea pedida = e Veja figuras a seguir.

1A, \\ p=3cosf

(A

I RN

| \

' {3 4_
— "

EXEMPLO 9. Calcule a 4rea da regido limitada pela curva dada em coordenadas polares

porp=tgh0<6< MNH pela reta x = 1 (coordenadas cartesianas) e pelo eixo polar.

Solucdo
Indiquemos por A (6) a drea da regido hachurada. A 4rea que queremos €:

drea= lim A(0).

a
m.lvw

Temos

9
A(6) = drea A OPM — drea A) = W tg @senZ §— q_mn_.o tg2 9 do.
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\j

v

8
Vamos calcular ._. tg? 6 d6. Temos
0

6 8
._.%%m% u.ﬁoao%mlv%n:mm — 6 =120 — 6.

Assim
1 1 1 1 1
A6)=—1tgfsen? §——tgf+—0=——1g0(l—sen2 §) +—
Nm mm > mmﬁ manmv+wm
1
H\lmnnmoomm+|_.m.
2 2
Portanto,
T 1 1 T
drea= lim |— —senf@ cos® + -8 |= —,
P 2 2 4

2
Observacdo. No tridngulo OPM temos:

%Hhoo.wmnﬁmmnomwumgmognbmo:mupmmmmsm.

Assim, drea A OPM = W sen’ ftg 6.

Exercicios 13.7

1. Desenhe a curva dada (coordenadas polares).

ap=elo=0 b)p = cos 6
&noo;nrzWAQAH dHp=2
2

m
o= — Ne=tg6—Z<p<

4 g 2 2
g) p=cos 38 h) bm“'@l
. . 1+sen? @
p=2—cos @ Dp=1—-send
D) p = cos 46 = 7
p m) p ﬁmm‘oMQAM@WS

s

Sbmnﬁmwm,oMmAMA.oWQ Sbuoomma
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2. Passe a curva dada para coordenadas polares e desenhe-a.

3
a) 5t =yt =2y b) (x2 +y2)2 =y?

0 x2+y2+x=4x2+2 D2+ =2 P
3. Calcule a drea da regido limitada pela curva dada (coordenadas polares).

a)p=2—cos 8 b) p> = cos 0 (p = 0)
¢)p=rcos2f d) p = cos 36

4. Calcule a drea da interse¢ao das regides limitadas pelas curvas dadas em coordenadas polares.

ayp=2—cosfep=1+cosf byp=senfep=1—cos 8
c)p=3ep=2(1 —cos 8 &nnﬂoommobmumozm@we
e)p=cosfep=senb Dp=1lep=2( —cosb)

5. Calcule a irea do conjunto de todos os pontos (8, p) tais que < p < 6 (coordenadas polares).

6. Calcule a drea da regifio situada no 1.° quadrante, limitada acima pela curva g .ﬂ_ = 2xy
(coordenadas cartesianas) e abaixo por bm = 2 sen 26 (coordenadas polares), com p = 0.

2 2
7. a) Escreva, em coordenadas polares, a equacéio da elipse xlu + wlm =1 tomando como pélo
a b
a origem e como €ixo polar o semi-eixo Ox.
_x2 2
b) Escreva, em coordenadas polares, a equagao da elipse — =1 tomando como pélo o
a b

foco F = (¢, 0), ¢ > 0, e como eixo polar a semi-reta FA onde A = (a, 0), a > 0. (Faca

e _¢ ep=a—ec)
a
8. Sejam F| e F, dois pontos distintos do plano e seja k a metade da distincia de F a F,. O lugar

geométrico dos ponto P do plano tais que PF - PF> = k2 denomina-se lemniscata de focos

Nuﬂ [+ NHN

a) Tomando-se Fy = (—k, 0) e F; = (k, 0), determine a equagdio, em coordenadas cartesia-
nas, da lemniscata. .

b) Passe para coordenadas polares a equagio obtida no item a) tomando para pélo a origem e
x como eixo polar. Desenhe a curva.

13.8. COMPRIMENTO DE CURVA EM COORDENADAS POLARES

Consideremos a curva dada em coordenadas polares por
p=pO),a<o<p,

sendo a fun¢o suposta de classe C! no intervalo [e, B]. Em coordenadas paramétricas, esta
curva se escreve da seguinte forma

x=p(fcos® e y=p(@senba<si<p.

Utilizando a férmula de comprimento de curva em forma paramétrica (observe que aqui 0
pardmetro t estd sendo substituido pelo pardmetro 6), temos
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—

B | 2 2
comprimento = ._. (_,,AWW + ﬁ@w de.
[24

do dg
Ummu%oofmlbwosm e @H;&hmosm+38mm“8m=:w
de do do de
m&@ A%w = NA@% onde p = p(6). (Verifique.)
0 a6) P T\ag) OnEPTAD due.

Assim, o comprimento da curva p = p(6), a < 6 < f, em coordenadas polares, é

———

comprimento = .ﬁ m,\ +ﬁ&.o w dé
e df

Nosso objetivo a seguir € interpretar geometricamente a diferencial \ bm + h M u de. Seja,

entdo, s = s(0), 6 €[«, ], o comprimento do trecho da curva de oﬁﬁ:ﬁamamm (o, p(a))e
P = (8, p(8). Sejam As e Ap as variagdes em s € p correspondentes 4 varia¢do df, em 6, com
d8> 0. O comprimento do arco (de circunferéncia) PM de abertura df e raio p = p(6) é p d,
por outro lado, o comprimento do segmento MN é Ap. Para d# suficientemente pequeno,
Ap = dp, PMN é gquase um tridngulo retingulo e

A% = (pd6)* + (Ap),
.

ou seja, Dhaz_bm ._AMMW de.

EXEMPLO. Calcule o comprimento da curva p = sen 6,0 < 6 < 7, em coordenadas polares.
Solugédo

dp
do

De p = sen 8, segue —— = cos §. Dai

dp f 2 2
%n‘_a l(sen 8)% + (cos ) d6 =1
&mu oi ne) (cos ) T

comprimento = /\b + ﬁ

O comprimento da curva € 7 (unidades de comprimento). (Observe que p = sen 6é a equa-

¢do de uma circunferéncia de centro moq Wg € raio W Confira.) |
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Exercicios 13.8

Calcule o comprimento da curva dada em coordenadas polares.
Lp=00<0<m 2.p=¢b0<0<2m

3.p=1+cosf0<b=<m A.bummnm,omm»mm

[y

1<0< 6.p=6,0<0<1

s o= L
.p o’

13.9. CENTRO DE MASSA

Consideremos um sistema de “massas pontuais” m,, m,, ..., m,, localizadas nos pontos
(x5 ¥1)> (s ¥2)s +ovs (X, ). O centro de massa do sistema €, por definigio, o ponto (x,, y,.)
onde

n

S

xymy +xomy ot xym, =)

n
2 m

HG" =
i=1

my+my+..+my,

yumy +yamp ot yamy =

e ™ my+my+..+my, *

EXEMPLO 1. Determine o centro de massa do sistema constituido pelas massas m,, n,
localizadas nos pontos (x|, y;) € (x5, ¥,), supondo m = m| = my.

Solugdo
xymy + x,m, X+ x,
N = —
¢ m + m, 2
y _yimtyymy _yity
c

m +my 2
Deste modo, (x,, y.) é o ponto médio do segmento de extremidades (x;, yj) € (x5, ¥9). ®

EXEMPLO 2. Considere o sistema de massas m;, m,, mg localizadas em (x;, y1), (x, y2) €
(x3,y3). Seja M| = m; + m, e considere o sistema M e m3, com M localizada no centro de
massa de my, my. Verifique que o centro de massa de M|, m3 € 0 mesmo que o de my, my,
ms.
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Solucdo
Seja (x, y) o centro de massa de m| e my:

~ _ xymyt+xym . my + yym
5= X Nuowus_ Yamz
my +my my +my

Seja (X, y) o centro de massa de M, mg:

- _ XMy +x3msy _ xymy + xomy + x3my .

X X
My +m3 my +my +ms
_ xym + xom
xM, = Rt Ul LR A My = xymy + xomy
5~+§5
S _YMytysmy _ yimy +yamy + y3ms
Ye = = =Y
M +m my +my +m3
Assim, (X, ¥e) = (x5 ¥o)- n

Deixamos a seu cargo generalizar o resultado do Exemplo 2.

Vejamos, agora, como determinar o centro de massa de uma regido A do plano que sera
imaginada como uma l4mina delgada, homogénea, de modo que a densidade superficial p
constante (p € massa por unidade de drea). Suponhamos, inicialmente, que A possa ser de-
composta em n retingulos Ry, Ry, ..., R,,. Seja m; a massa do retdngulo R;: m; é o produto de
p pela drea de R;. Neste caso, definimos o centro de massa de A como sendo o centro de
massa do sistema g, my, ..., m,, com m; localizada no centro de R;.

Suponhamos, agora, A da forma

A={myER asx<bfi)y<y=g®)
onde fe g sdo supostas continuas em [a, b, e f(x) < g (x) em [q, b]. Seja

P:a=xy<x; <x,<..<x,= buma particio qualquer de [a, b] ¢ seja ¢; 0 ponto médio
de T_. ~px1E=12,..,n).

by

An. 8 (c) + xﬁbv
v

A massa m, de R; é: m; = p[g (c;) ~ f (c;)] Ax;. O centro de massa da figura formada pelos

1
retdngulos R, R, ..., s €
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> cinlge)— felAn Y, S lg(e)+ f @) plste) £ (@) Ax
i=1 i=1

Y plg (e = f (e Ax; > pleten = f(enlAx;

i=1 i=1

Nada mais natural, entdo, do que tomar como centro de massa de A o ponto (x,, y,.) onde

n

M cilg(e) = f ()l Ax; ._.@iwcelxtnz&

xe= lim = ==a
¢ mirAn—0 & dreade A

Y, lele) = f (e Ax;

i=1

n

> L8+ F eligte) = f ()] dx

i=

Y (g (e~ f (e Ax;

i=1

1 ¢t
3 [+ £ g = £ (01 ax

areade A

Ou seja,

b
[ #e 0~ £ (01ax

areade A

X, =

b
s+ s @i - s e

area de A

.VNA,”

Suponha, finalmente, que A possa ser decomposta em n regides Ay, A,, ..., A, onde
A=y ER g <x<b,fim=y<g®)

com f;, g; continuas em [a;, b;] e f; (x) < g; (x) em [a;, b;]. Como vocé calcularia o centro de
massa de A?
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EXEMPLO 3. Determine o centro de massa da figura A limitada pela retay = 1 e pela
pardbolay = ¥

Solugdo
1
._. x(1—x2) dx
xe=—L =9
area de A
1
w._. a+aa-xhdr
Yo areade A N W
\ 2
O centro de massa de A é o ponto | 0, 5/ ]

EXEMPLO 4. Calcule o centro de massa do conjunto A = {(x, y) € R? [1= 2+,
x=0ey=0}.

Solugédo

Vamos imaginar A como uma ldmina delgada, homogénea, com densidade superficial
p = 1. Sendo m € m, as massas de A € A,, respectivamente, teremos, por ser p = 1,

my = mhnm>~ € my = m\.ﬂﬂmxﬁm.

Sejam (x1, y1) € (xy, y,) 0s centros de massas de A € A,, respectivamente. O centro de mas-
sade A ser4, entdo, o centro de massa do sistema my, my com as massas localizadas, respec-
tivamente, em (xy, y;) € (x5, y). Sendo, entdo, (x,, y,) 0 centro de massa de A teremos

=t xom y, = A +yamy
.

X,
¢ my +my m; +myp

Como

e
[x0fa= 2 = 1= x?1ax
,O

= - 2 Xy T
drea A; 2

2 “Jiimw
.‘.H)\L.I x” dx
S

drea A,

ﬁ_ ‘ _ —N.‘
| mb.o _ZA\RJN\ZT%E& [ m._._ Q:TXJN&
n= drea A €= drea A,
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resulta
1 — 2
._.okz_g.l.xwI)Zlkm_&a.f._.pszIkaa
e = area A
2 1
._;ae#lxmﬁl._.az:lxmux
_ 0 4]
drea A
e
1 2 2
w.ﬁ w&+w.— (4—x2)dx wlw._. x2 dx
Yo = 240 24 _2 24
¢ drea A drea A
Temos:
mﬁm&o.»”w'ﬂ.w
4
2 3 10 8
._.TKIH &nll.—)\m%nlu
0 2J4 3
1 10 1
.—x;:lam&anll._. Nu du==.
0 24 3
Segue que
N A .
¢ 9g Ye 97

Vejamos, a seguir, como determinar o centro de massa do grafico de uma fungio, que
serd imaginado como fio fino, homogéneo, de modo que a densidade linear p é constante
(densidade linear é massa por unidade de comprimento). Seja f uma fungao definida e com
derivada continua em [g, b]. Seja P : a = x5 < x; < x < ... < x,, = buma parti¢io de [a, b]
esejac; (i = 1,2, ..., n) o ponto médio de [x; _ 1, x;]

y

Aﬁm..\.ﬂqmv )

[

S
o
bl

-1

.

O segmento P; _ | P; é tangente em (c;, f(c;)) ao grifico de f: o comprimento deste segmen-

t0é 1+ [f(c;)? Ax; (veja Seg. 3.4); logo, sua massa m, é: m; = p 1+ [f'(c;)]* Ax;. O
centro de massa do sistema formado pelos segmentos P; _  P; (i = 1, 2, ..., ) € o ponto




438 Um Curso de Cdlculo — Vol. 1

> ap I+ @ Ay Y fepI+IF ()P Ax;

i=1 i=1

Y I @P A Y oI+ @) Ay

i=1 i=1

]

Nada mais natural, entdo, do que tomar para centro de massa do grifico de fo ponto (x,, Yo
onde

.—vr:i FOPR dx
x, =4
[ or ax

b
[ronftsir@p a
[+ R ar

Ye

b
Observe que .-‘ NIES N (x))? dx éo comprimento do grafico de f.
a

Observacio importante. O centro de massa de um conjunto do plano niio tem obrigacio
alguma de pertencer a este conjunto.

Exercicios 13.9

1. Determine o centro de massa da regido A dada.

DA={x)ER|0sx<1,0 <y<i’)
DA={xNER | +4 < 1,x=20ey=0)
C)A = :Bwvm%m_k~+Av\NMrv.WS
HA={(x)ER’|FP<y=x)

2. Determine o centro de massa do grafico da fungdo dada.

l
Ho
l
[ —
M
.
A

b)f(x)

e’ +e "

!
Y
n
-
i

o) fx)

3. (Teorema de Papus.) Considere o conjunto

A={xyER|asx<bf<y<gm)

10.

11.

12.

13.
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onde fe g sdo supostas continuas em [a, b] € 0 < f(x) < g (x) em [a, b]. Mostre que o volume
do sélido, obtido pela rotagio em torno do eixo x do conjunto A, é igual ao produto da 4rea de
A pelo comprimento da circunferéncia descrita pelo centro de massa de A.

. Sejam fe g continuas em [a, b}, com a = f(x) < g (x) em [g, b] onde & é um real dado. Seja o

conjunto
A={wyeER asxsbfm<y<g®)

Mostre que o volume do sélido, obtido pela rotagdo em torno daretay = e do conjunto A, € igual
a0 produto da drea de A pelo comprimento da circunferéncia descrita pelo centro de massa de A.

. Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo do circulo 2+ S wvw =< 1 em torno

a) do eixo x
bydaretay = 1.

. Calcule o volume do sélido obtido pela rotagio da regido 2+ @w < l,emtomodaretay = 1.

Sejad = {x R F=sys<i)

a) Calcule o centro de massa de A.
b) Calcule o volume do sélido obtido pela rotagio de A em torno da retay = 2.

. Calcule o volume do sé6lido obtido pela rotagdo do circulo ©+ wm =< | em torno da reta

x+y=2.

. (Teorema de Papus para drea de superficie de revolugdo). Suponha f (x) 2 0 e com derivada

continua em [g, b]. Mostre que a drea da superficie, obtida pela rotagio em torno do eixo x do
gréfico de f, € igual ao produto do comprimento do gréfico de f pelo comprimento da circunfe-
réncia descrita pelo centro de massa do grafico de f.

Seja A o conjunto do plano de todos os (x, y) taisque 0 € a < x < b, 0 < fix) < y < g(x), onde
f e g sdo supostas continuas em [g, b]. Imagine A como uma lamina delgada, homogénea, de
modo que a densidade superficial p € constante (p € massa por unidade de 4rea). Seja (x,, y,.) 0
centro de massa de A. Sejam V) o volume do sélido obtido pela rotagéo de A em torno do eixo
x eV, o volume obtido pela rotagdo de A em tomo do eixo y. Pelo teorema de Papus (Exercicio
3 acima), V, € igual ao produto da drea de A pelo comprimento da circunferéncia gerada,
na rotagdo em torno do eixo x, pelo centro de massa de A. Do mesmo modo, V, éigual ao
produto da drea de A pelo comprimento da circunferéncia gerada, na rotacdo ém torno do
eixo y, pelo centro de massa de A. Pois bem, destas informagdes conclua que

5 e — Vi
2m(area de A) Y T 3 m(drea de A)

Xe =

Determine o centro de massa da regifio A dada por 1 < 2+ ww s4,x=0ey=0. (Sugestdo:

Com as fungBes fe g dadas por f(x)= /4 —x?, 0<x<? e g(x)= 1—x2 se0sxs<1
ou g(x) = 0se 1 < x =2 oteorema de Papus se aplica. Calcule entdo V), Vyeadrea deAe
utilize o Exercicio 10. Compare a sua solugio com a do Exemplo 4.)

Determine o centro de massa da regido A dada por %+ zm < 4, y = 0. (Sugestdo: Para o
cédlculo de x,. aproveite a simetria da figura.)

Calcule o centro de massa do setor circular A dado por 2+ wu = w~, Osy<axe0sx<R,
comR>0e0 <o
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14.

15.

16.

17.
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Suponha que a regido A do plano, situada no semiplano y > 0, possa ser dividida em duas
partes A; e A, as quais se aplica, em relagdo ao eixo x, o teorema de Papus. Suponha, ainda,
que a 4rea de A sejaigual 2 somadas dreasde Ay e Ay e V, = Vi, + Vy onde Vi, V) e V, sdo
os volumes respectivos dos s6lidos obtidos, pela rotagao em torno do eixo x, de Ay, Ay e A,
Mostre que, em relagfo ao eixo x, o teorema de Papus aplica-se, também, a A. (Estabeleca
resultado andlogo em relagdo ao eixo y, supondo A situada no semiplano x = 0.)

Sejam Ay = {yl=sx<3,1<sy<2}A= ?«.E_NMRMAVNMmewo‘mm..wzamo
de A e A,. Determine o centro de massa de A.

Determine o centro de massa do conjunto —1 <x<3e0<y<(x+ Cm. (Sugestdo: Resolva
o problema no plano (#, y),comu = x + 1.)

Utilizando o Exercicio 9, estabelega, para grafico de fungdo, resultado andlogo ao do Exerci-
cio 10.

14

EQuACOES DIFERENCIAIS DE
1. ORDEM DE VARIAVEIS
SEPARAVEIS E LINEARES

14.1. EQUACOES DIFERENCIAIS: ALGUNS EXEMPLOS

As solugdes de muitos problemas que ocorrem tanto na fisica como na geometria depen-
dem de resolugdes de equagdes diferenciais. Vejamos alguns exemplos.

EXEMPLO 1. Uma particula desloca-se sobre 0 eixo x de modo que, em cada instante
t, a velocidade é o dobro da posic@o. Qual a equacdo diferencial que rege o movimen-
to?

Solucdo

Neste problema, o que nos interessa-determinar € a fungio de posi¢do x = x (£). De acor-
do com o enunciado do problema, o movimento € regido pela equacdo diferencial de 1.°
ordem

dx
— =2x.
dt

Conforme o Exercicio 2 da Se¢fio 10.1, as fungbes que satisfazem tal equagio sdo da for-
ma x = ke”, k constante. Assim, a fungido de posi¢do do movimento ¢ da forma x = ke¥. w

EXEMPLO 2. Uma particula de massa iz = | desloca-se sobre o eixo x sob a agiio de uma
linica forga, paralela ao deslocamento, com componente f (x) = —x. Qual a equagdo dife-
rencial que rege o movimento?
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Solugdo
Pela lei de Newton

d?x
m ﬂ = .\.Akv

Assim, 0 movimento é regido pela equagdo diferencial de 2. ordem

2
m|mk+xno.
dt

Uma solugdo desta equagio é uma fungao que € igual a oposta de sua derivada segunda,
Por exemplo, (sen £)" = —sen ¢, assim x = sen ¢ é uma solugio da equagio. Veja, sendo
x = sen ¢, para todo ¢,

d%x
Iq+xHAm@=D:+mm=NHo.
dt

A fungfio x = cos ¢ é também solugio (verifique). Veremos posteriormente que as fun-
¢Oes que a satisfazem sdo da forma x = A cos 7 + B sen 1, com A e B constantes. n

EXEMPLO 3. Determine uma funcfo y = f (x) que satisfaga a propriedade: o coeficiente
angular da reta tangente no ponto de abscissa x € igual ao produto das coordenadas do ponto
de tangéncia.

Solugdo

Se fé uma tal fungio, para todo x no seu dominio

fr)=xfx.
Assim, a fungfio y = f (x) procurada € solu¢do da equacdo diferencial de 1.” ordem
dy _
a7
Veremos mais adiante como determinar as fungdes que satisfazem tal equacio. [ |

14.2. EQUACOES DIFERENCIAIS DE 1. ORDEM DE VARIAVEIS
SEPARAVEIS

Por uma equagdo diferencial de 1. ordem de varidveis separdveis entendemos uma equa-
¢do da forma :

dx
O At AORIC!

onde g e h sdo fungdes definidas em intervalos abertos I € I,, respectivamente.
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Uma solugdo de (D é uma fungdo x = x (¢) definida num intervalo aberto I, I C I 1» tal
que, para todo fem /,

() =g®hx®).

EXEMPLO 1. .wlw = 12

Aquig () =teh () = x. -

€ uma equacdo diferencial de 1. ordem de varidveis separdveis.

dx
EXEMPLO 2. o =12 + x? é uma equagio diferencial de 1.* ordem, mas nio de varis-

veis separéveis. -

-2 dx
———, —1<t<1,ésolciod 80 — = rx2.
P ¢ solugdo da equacao o Ix

EXEMPLO 3. Verifique que x (f) =
Solucdo
Precisamos mostrar que, para todo tem ]—1, 1],
' - 2
@ =t{x®]".

Temos

2 YV __ 4
2 -1 (2 —1)?

xX@=|-

tHx(OP =t =

Logo, para todo tem ]—1, 1,

=

) =tx OF

-2

ou seja, x () = m|_
N —

, —1 <t <1, ésolucio da equagdo. ]

Na equagdo (D), x estd sendo olhado como varidvel dependente e t como varidvel inde-
pendente. A equagio (D pode também ser escrita na forma

d
%u%@;@

onde, agora, y ¢ a varidvel dependente e x a independente.
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Exercicios 14.2

1. Assinale as equagdes diferenciais de varidveis separaveis.

dx d
a) — =1x SleN.kVo

dt dx  x

dx 2 dx
) — =1+x — =xt1?
v& &&

dy x+y dx 2
€) — = —(——— —=x(1+
v& x2+1 5&

2. Verifique que a fungéio dada € solugdo da equacdo dada.

T T dx 2
ayx(np=tgt, ——<t<—,e — =1+x
Yx (D) =1g > 5
-2 dy 2
Byyx)= —/——e— =
y 21 a
d.
Ox)=de 2 =t(* - 16)
dt
dx x2 -1
DHxH=1Lt>0e — = ——, >0
dt t
XN &
5 'y
e)y=e2 e —=xy
y e )
3. Determine as fungdes constantes, caso existam, que sejam solugdes da equagio dada.
dx dx
@) = =1-4 = =u
dt dt
dy 2 dy 2
)= =y +2y+1 — =1+
) Falag ) d) e y
dx dx X
e) — =t(x—1 —_—= >0
) dt A ) & dt t
14.3. SOLUCOES CONSTANTES
Consideremos a equagdo de varidveis separdveis
dx
—=g@®hx)
® i

com g e h definidas em intervalos abertos I e /,, respectivamente, e g ndo identicamente

nulaem 1
Consideremos a fungo constante

@ x(f) =a,t €.

Equagdes Diferenciais de 1.° Ordem de Varidveis Separdveis e Lineares 445
Se h (a) = 0, entdo x (1) = a, t € I, serd solugdo de @ (por qué?). Reciprocamente, se
(@ for solugdo de @, devemos ter para todo f em / 1
0=g®h(a)

e como g (¢} ndo € identicamente nula em 7y, resulta 2 (@) = 0. Assim,

x () = a, t € I} (a constante) € solugdo de () se, e somente se, a for raiz da equagio
h(x)=0.

dx

EXEMPLO 1. Determine as solugdes constantes de = =1(l - awv.
t
Solucdo
A =1-x3h(x) =0&1—x>=0.Como
1-x*=0ex=1oux=—1

resulta que

xH=lex(h=—-1
s30 as solucdes constantes da equagéo. [
EXEMPLO 2. A equagdo w = 4 + x* ndo admite solugdo constante, pois 2 (x) = 4 + x*
nfo admite raiz real. [ ]

Exercicios 14.3

Determine, caso existam, as solugdes constantes.

dx
H.luuﬂw N.mmﬂ\«wlk
dt dt
d
. 2 i+ D &1
dt : dt X
dx 12 -1 2
s &2zl 6. XX "1 <y
dt x dt t

14.4. SOLUCOES NAO-CONSTANTES

O teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstragdo é deixada para o Apéndice 4
nos serd util na determinag@o das solugdes ndo-constantes.
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Teorema. Seja a equagio

dx

— =gOh(x
® A O h
onde g e h sdo definidas em intervalos abertos /] e I, respectivamente, com g conti-
nua em Iy e h' continua em I,. Nestas condigdes, se x = x (#), t € I, for solucio ndo-
constante de @_ entdo, paratodo tem, k (x (¢)) # 0.

Vejamos, entdo, como determinar as solugdes ndo-constantes de (1), supondo que g e i
satisfagam as condigdes do teorema anterior.
Suponhamos que x = x (£), € 1, seja uma solugo ndo-constante de (1); assim, para todo tem I,

X (O =gOhx®)

ou
x' (1)
@) —— =g
h(x (£))

SejaJ = {x ()1t € I}; J é um intervalo, pois x = x (¢) € continua. Observe que para todo

xemJ, i (x) # 0. A fungio :M ) sendo continua em J admite uma primitiva H (x), neste
X
intervalo: H' (x) = :M >’ x € J. Segue que, para todo tem [,
X

Resulta de ) e ®) que, paratodo  em [,
@ [H @] =g ®.

Sendo G (¢) uma primitiva de g em /, segue de (1) que existe uma constante k tal que, para
todotem/,

® Hx®)=G@®» +k

1

h (x)
sinal em J, logo, H € estritamente crescente ou estritamente decrescente em J e, portanto,
inversivel. Sendo ¥ a fung#o inversa de H em J, resulta de (3) que

Como & (x) # 0 em J e pelo fato de & ser continua, segue que mantém 0 mesmo

x@O=HGH+k,t€L
Por outro lado, deixamos a seu cargo verificar que toda fungdo do tipo
x(O=HG@) + k)

1

h(x)
h (x) # 0, G (¢) uma primitiva de g () num intervalo / C ]| e k uma constante.

é solugdo de (1), onde ¥ € a inversa de uma primitiva de num intervalo em que
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14.5. METODO PRATICO PARA DETERMINAR AS SOLUCOES
NAO-CONSTANTES
Seja a equagio
dx
—— :
0] il ACLIC)

com g e /1 nas condigdes do teorema da se¢do anterior. O quadro que apresentamos a seguir
fornece-nos um roteiro pratico para determinar as solu¢des nio-constantes de (1),

mumaia

= g () dt (separagio das varidveis)

g vau._. g (o) dt

Hx)=G{® +«k

h (x)

EXEMPLO 1. Resolva a equagdo

&&
I
RN
-

Solugdo

Inicialmente, vamos determinar as solugdes constantes.
h(x) Hxnnanoﬂvkw 0.

Assim, x () = 0 € a tinica solugfo constante.
Vamos, agora, determinar as solu¢des ndo-constantes.
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Como g () = te k' (x) = 2x sao continuas resulta

x(®H=0

-2
t) = ——— (k constante
*0= g ¢ )

é a familia das solu¢des da equag@o.

0

-~

EXEMPLO 2. Com relagio a equagio do exemplo anterior, determine a solugéo que satis-
faca a condigdo inicial dada.

a)x(1y=90 byx(0)=1 c)x(0)=-1
Solugdo

a) A solugdo constante x (1) = 0 satisfaz a condig#o inicial x (1) = 0.

-2
b HN= ———ex(0)=1L
)2 = 5 ex(©)
Assim,
_H||w ou k= —1
02+ 2%
Segue que
x ()= “2  _h<i<A3,
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satisfaz a condicdo inicial dada. (Lembre-se: o dominio de uma solugo é sempre um inter-
valo; no caso em questdo, tomamos —/2 < ¢ < /2, pois 0 dominio deve conter ¢ = 0.)

-2
H= 5—— 0)=—1.
) x(® m+~».§: 1
-2
-1= k=
02+2k O
Segue que
-2
) =
=57 5 1E€R
satisfaz a condicdo inicial dada. n
dx 2
EXEMPLO 3. Resolva I = xt©.
Solugdo

x () = 0 € ainica solugdo constante.
Determinemos, agora, as solugdes nio-constantes.

dx
—=1a
X

%u._. m&

Nw
Inlxl = |+NS

3
dai
il
lxl= ek ¢3
ou
2
IXI=ky €3,k >0 (ky = ).
3 3 3

Sex>0,x=kp €3 esex< 0,x=—ky e3, segue que x = ke3 k# 0 real qual-
quer. Para k = 0, temos a solugfio constante x () = 0. Assim
2
x({t)= ke?3, kreal,

¢ a familia das solugdes da equacio. L]
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EXEMPLO 4. Determine a fungdo y = f(x) tal que (1) = 1 e que goza da propriedade: o
coeficiente angular da reta tangente no ponto de abscissa x € igual ao produto das coordena-
das do ponto de tangéncia.

Solugdo

Para todo x no dominio de f devemos ter

frx=xf).

Assim, a fun¢io procurada € solugfio da equagio

dy
o 7
Temos
-— & -— x dx
y
2
X
Inlyl="— +%
Y 2
Parak = — W acondi¢do y = 1 para x = 1 estar4 satisfeita. Assim, a fungo procurada é
21 {
.%ﬂQN 2 ou %”INXN\N. | |

e

EXEMPLO 5. Determine o tempo necessério para se esvaziar um tanque cilindrico de raio
2 m e altura 5 m, cheio de 4gua, admitindo que a 4gua se escoe através de um orificio, situ-

ado na base do tanque, de raio 0,1 m, com uma velocidade v= ./ 2gh m/s, sendo A a altura
da dgua no tanque e g = 10 m/s® a aceleragdo gravitacional.

Solucdo

Seja h = h (¢) a altura da 4dgua no instante ¢. O volume V = V () de dgua no tanque no
instante 7 serd

VO =4m7h (@

€ assim

Q)] — =4 —

Por outro lado, supondoe At suficientemente pequeno, o volume de dgua que passa pelo
orificio entre os instantes ¢ ¢ ¢ + Ar € aproximadamente igual ao volume de um cilindro de
base m? (rraio do orificio) e altura v{f) At (observe que a 4gua que no instante ¢ estd saindo
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pelo orificio, no instante ¢ + At se encontrard, aproximadamente, a uma distincia v(¢) Ar do
orificio, onde v (¥) € a velocidade, no instante ¢, com que a 4gua estd deixando o tanque).
Entdo, na variagdo de tempo At, a variagdo AV no volume de 4gua ser

AV = —u(t) m” Ar.

E razodvel, entdo, admitir que a diferencial de V = V (¢) seja dada por

dv = —v(t) m? dr

ou que
dav
Yo
@ at v
De () e @ resulta
4 @ = —v() .
dt

Sendo v= ~20k e r = 0,1, resulta que a altura & = h (¢) da 4gua no tanque é regida pela
equacéo

4 % = —0,01+/20%, & > 0.
Temos
400
—dh=—{ dt
20k .“.
800
—— ~h =1+ k
V20
De £ (0) = 5, resulta k = 400. Assim
5 2
h= —— (=t + 400)“.
2007 ¢ )

O tempo necessdrio para esvaziar o tanque serd entdo de 400 segundos ou 6 min 40 s. &

EXEMPLO 6. Uma particula move-se sobre o eixo x com aceleragdio proporcional ao qua-
drado da velocidade. Sabe-se que no instante ¢ = 0 a velocidade é de 2 m/s e, no instante
t=1,1m/ss.

a) Determine v = v (#), t = 0.
b) Determine a fungdo de posigio supondo x (0) = 0.
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Solugdo

a) O movimento é regido pela equagio

@HQ:N
dt
onde « é a constante de proporcionalidade.
dv ._.
— =1 «ad
CN
IHHQH+W
v
ou
-1
v= :
at +k
Parat = 0, v= 2, assim
-1 1
2= s ouk= 5
Parat =1, v =1, assim
-1 1
1= 1 ou = 2
a — —
2
Portanto,
2
= ——, =0
v 1+¢
b) &2 ,1=0.
da 1+t

._.&mnb.le&
141

x=2In({l +¢8 + k.
Tomando-se & = 0, a condi¢do inicial x (0) = 0 estar4 satisfeita. Assim,
x@®=2mIn + 1.

Exercicios 14.5

1. Resolva

dx dy 3
a) — =xt b) — =y
dt dx

hd
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dr

) 2
c)—=x"+1 d) — = =2(T— 10)
dx dr
dx t dy
Nv|"|JHVO |VHN~\«VO
dr X dx  x
dx 2 dy -
) — =x"—1 h—=e”
8 dt v&x
dv 2 dx
i) — =v —v i} — =1Int
dt % dt
dy 1432 d -
A Y ,x>0 §v|unR §
dx x dr
du v dx x
n—=—,u>0 0) — =
dv  u? dt 1+
d t
.SIV\HnOmNKIHAwAH Smnl,\HAHAH
dx 2 2 dt  cos x 2 2
dy 2 T 3m dv 2
r)— =cos"y —<y<-— §) —=4-v
dx »RTYEY '
aw C dx
t) — = — (C constante u) — =ax{x+2 constante
) vV ( ) ) 7 { ) (a )
. Determine y = y (x) que satisfaca as condiges dadas.
dy ; dy _ 2
a)—=2ey0)=1 by — =y —dey(1)=2
I y v&h y y ()
dy 2 1 dy _ 2
) — =3y"ey0)= — — =y"—4ey0)=1
L ey 5 i y @
) dv vV "
. Suponha que V = V(p), p > 0, satisfaga a equagdo m' = —— (yconstante). Admitindo que
p Y

V =V, V| >0, para p = p;, mostre que Vip= __\_13. para todo p > 0.

. O coeficiente angular da reta tangente, no ponto de abscissa x, ao grafico de y = f(x), é pro-

1
porcional ao cubo da ordenada do ponto de tangéncia. Sabendo que f(0) = lef(l) = —

Nk

Um corpo de massa 10 kg € abandonado a uma certa altura. Sabe-se que as tinicas forgas atu-
ando sobre ele sdo o seu peso € uma forca de resisténcia proporcional a velocidade. Admitin-
do-se que 1 segundo apds ter sido abandonado a sua velocidade € de 8 m/s, determine a velo-
cidade no instante ¢ (suponha a aceleragdo da gravidade igual a 10 B\mmv.

determine f.

Areta S.:mn:.o ao grifico de y = f(x), no ponto (x, y), intercepta o eixo y no ponto de ordena-
da xy. Determine f sabendo que (1) = 1.

. Determine a curva que passa por (1, 2} e cuja reta tangente em (x, y) intercepta o eixo x no

X
ponto de abscissa —.

2

. Um corpo de massa 70 kg cai do repouso e as Unicas forgas atuando sobre ele sio o seu peso

e uma forga de resisténcia proporcional ao quadrado da velocidade. Admitindo-se que 1 se-
gundo apés o inicio da queda a sua velocidade € de 8 m/s, determine a velocidade no instante 7.

(Suponha a aceleragdo da gravidade igual a 10 E\mw.v
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9. Paratodo a > 0, o gréifico de ¥y = f(x) intercepta ortogonalmente a curva P Nv,m = a. Deter-
mine f sabendo que f(1) = 2.

10. Para todo a > 0, o grdfico de y = f (x) intercepta ortogonalmente a curva xy = a, x > 0. De-
termine f supondo f(2) = 3.

11. Determine uma curva que passa pelo ponto (0, 2) e que goza da propriedade: a reta tangente
no ponto (x, y) encontra o eixo x no ponto A, de abscissa > 0, de tal modo que a distincia de
(x, y) a A é sempre 2.
P .
12. Verifique que a mudanga de varidvel u = 2 transforma a equagao Do Y ade varig-
x dx x+ty

, . . du u?
veis separdveis — = —

dx 1+ ux
&y
dx x+y

. Determine, entfo, solu¢des (na forma implicita) da equa-

¢ao

d - 3x .
13. Determine solugdes da equagdo Mw =22 (Sugestdo: Olhe para o Exercicio 12.)
X
dy

14. Verifique que a mudanga de varidvel u = y — x transforma a equagiio Mm =- .«vw na de
du

varidveis separdveis MM = u® — 1. Determine, entdo, solugdes da primeira equacio.

14.6. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE 1. ORDEM

Por uma equacdo diferencial linear de 1.° ordem entendemos uma equagéo do tipo
quag: quag P

dx
— =xg(®+f
® iR AU
onde g e fsdo fungdes dadas, continuas e definidas num mesmo intervalo /.
dx . a .
EXEMPLO 1. = = xt + 1 é linear de 1.* ordem; aqui g (f) = te f (1) = L. [ ]
t
EXEMPLO 2. m = xf* é linear de 1.* ordem (é também de varidveis separéveis); aqui
g =rFefn=0. .

EXEMPLO 3. w = 5x% + sen t ndo é linear (também nfo € de varidveis separdveis).

Observe que na equagdo linear, tanto a varidvel dependente como sua derivada ocorrem
com grau 1.
Sef(f) = 0 em I, a equagdo (1) € de variaveis separdveis e a solugdo geral serd

x = k9P k € R)

onde G é uma primitiva de g em I. Por simplicidade, escreveremos
v = kel B0k ER)

onde .‘, g (t) dr estard representando, entdo, uma particular primitiva de g. ]
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EXEMPLO 4. Resolva a equacio m = xt.

Solugdo

Trata-se de uma equacio de 1.7 ordem, linear e de varidveis separdveis. A solucfio geral &

.?N dt

x = ke *keER

ot
2
x=ke3.

Vamos, agora, resolver (1) no caso em que f (¢) ndo ¢ identicamente nula em /. Observa-
mos, inicialmente, que

- [e@ydr _

=—c¢

dt dt
Hﬁmallawe,;m.l.—mcv&.

d T@\.FS&J dx —fgnydr _ xg (e

dt

Isto &,
h T«ml?@& = ﬁml xg Q; ml._mS&.

A igualdade acima nos indica um caminho para obtermos a solugéo geral de (1) no caso
em que f () ndo é identicamente nula em I. Temos que (7) é equivalente a

dx
m xg(®)=f@.

- [gwar

Multiplicando os dois membros pelo fator integrante e , obtemos

(&g | IO iy Je0

ou
A e fewan_ gy ~fsar
dr

Dai

wg;mefnév o Jewar
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ou

N O N FOR .ﬁ e 8O 4 g e g

que ¢ a familia das solu¢des da equagio (D). : n

Na férmula acima, ._. g(tdre .__ f@® ml‘q gndt dt indicam particulares primitivas de
gef(® mn.— g &, respectivamente.

EXEMPLO 5. Resolva a equagdo m =3x + 4.
Solucao
Aqui g (t) = 3 e f(¢) = 4. O fator integrante é ml_. 3t e~ ¥ Entio
& 3x [e73 =43
dt
4 [xe =4
dt

ou

E claro que vocé poderia ter aplicado diretamente a férmula obtida anteriormente. =

Exercicios 14.6

1. Resolva.
dx
@) — =-—x+2 s@nﬁl_
dt dt
dx dx x
c) — =xsent d—=—+4t>0
dt dt t
dy ar
e)— =x—y — =-2(T-3)
dx b dt
dx dy
) — =x+sent h) — = —2y + cos 2x
8- v& Y

8.

9.
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. dy L dy y
H— =yhx ) — = ———
dx Y J dx x

. Suponha E, R e C constantes nao nulas. Resolva a equagdo.

o rR¥E_2 Hr¥E L2 g

dt C dt C

. Suponha E, R e L constantes ndo nulas. Determine a soluco i = i () do problema

di .
L—+R=E
dt

i(M=0

. Um objeto aquecido a 100°C é colocado em um quarto a uma temperatura ambiente de 20°C;

um minuto apés a temperatura do objeto passa a 90°C. Admitindo (lei de resfriamento de
Newton) que a temperatura T = T (¢) do objeto esteja variando a uma taxa proporcional a di-
ferenca entre a temperatura do objeto e a do quarto, isto €,

daTr
a.l = a (T — 20) (« constante)
1

determine a temperatura do objeto no instante ¢. (Suponha ¢ dado em minutos.)

Um investidor aplica seu dinheiro em uma instituigio financeira que remunera o capital inves-

dac
tido de acordo com a equagdo M = 0,08 C.
{2
@) Supondo que o capital investido no instante 1 = 0 seja Cg, determine o valor do capital
aplicado no instante f.
b) Qual o rendimento mensal que o investidor esta auferindo? (Suponha r dado em meses.)

dC

. Um capital C = C (#) estd crescendo a uma taxa — proporcional a C. Sabe-se que o valor do

dr
capital no instante z = 0 era de R$ 20.000 e 1 ano apds, R$ 60.000. Determine o valor do ca-
pital no instante ¢. {Suponha 7 dado em anos.)

dm

. Um material radioativo se desintegra a uma taxa — proporcional am, ondem = m (t) é a

dt
quantidade de matéria no instante z. Supondo que a quantidade inicial (em ¢ = 0) de matéria

seja mg e que 10 anos apos jd tenha se desintegrado 4 da quantidade inicial, pede-se o tempo
necessdrio para que metade da quantidade inicial se desintegre.

Uma particula desloca-se sobre o eixo x com aceleragio proporcional a velocidade. Admitin-
do-se que v(0) = 3, v(1) = 2 e x (0) = 0, determine a posi¢do da particula no instante z.
Determine a fungdo y = f(x), x > 0, cujo gréfico passa pelo ponto (1, 2) e que goza da propri-
edade: a drea do tridngulo de vértices (0, 0, (x, ¥) e (0, m), m > 0 éigual a 1, para todo (x, y)
no grafico de f, onde (0, m) € a intersegdo da reta tangente em (x, y) com 0 €ix0 y.
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TEOREMAS DE ROLLE, DO
VALOR MEDIO E DE CAUCHY

15.1. TEOREMA DE ROLLE

Teorema (de Rolle). Se f for continua em [q, b}, derivdvel em la, b[ e f(@) = (D),
entdio existird pelo menos um c em Ja, d{ tal que ' (¢) = 0.

Demonstracdo

Se ffor constante em [a, b], entdo f' (x) = 0 em ]a, b[; logo, existird c em ]a, B[ tal que
f' (¢) = 0. Suponhamos, entdo, que f ndo seja constante em [a, b]. Como f é continua no
intervalo fechado [a, b], pelo teorema de Weierstrass, existem x; e x, em {a, b], tais que
f(xy) e f (x,) sdo, respectivamente, os valores maximo e minimo de fem [a, b]. Como
F(x)) # f(x,), pois estamos supondo fndo-constante em [a, b], segue que x; ou X, pertence
a )a, b[ (estamos usando aqui a hipGtese f (a) = f (b)), daif' (x;) = Oouf’ (x,) = 0. Portan-
to, existe ¢ em Ja, b tal que f* (¢) = 0. n

Exercicios 15.1

1. Prove que entre duas raizes consecutivas de uma fungio polinomial f existe pelo menos uma
raiz de f".
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2. Suponha f derivivel em R. Prove que entre duas rafzes consecutivas de f' hd, no maximo, uma

raiz de f.

3. Sejam f e g continuas em [a, b] e derivaveis em la, b[, com g (x) # 0 em [, b]. Suponha, ainda,

que f{a) = g (a) e f(b) = g (b). Prove que existe ¢ em Ja, b[ tal que f' () g (c) = f(c) g’ (0).

4. Suponha f continua em [, b}, derivavel em Ja, b[ e tal que f (@) = f(b) = 0. Suponha, ainda,

5. Prove que se — o

f©

c

que 0 < a. Prove que existe c em g, b tal que f' (¢) = . Interprete geometricamente.

an

1 2 n+1
uma raiz em 0, 1f.

agp a1 ~ n
+ — =0, entdioay +ax + ... +a,x = 0 tem pelo menos

6. Suponha f derivdvel até a 2.* ordem em R e tal que

fr(x)y+ x f'(x)= f(x) para todo x
fay=f®)=0 (a<b dados).

Prove que f(x) = O em [a, b].

7. Suponha f continua em [a, b] e derivdvel at€ a 2.* ordem em Ja, b[. Sejam xg, x| e x, pontos de

[a, b], com x < xq < X, € tais que f(xg) = f(x]) = f(x;) = 0. Prove que existe pelo menos
um ¢ em Ja, b[ tal que f" (c) = 0.

8. Suponha f continua em [g, b] ¢ derivavel até a 3.* ordem em ]a, b[. Sejam X, X, X, € x3 pontos

de [a, b], com xy < x; < xp < x3, € tais que f (xg) = f(x7) = f(xy) = f(x3) = 0. Prove que
existe pelo menos um ¢ em Ja, 5[ tal que f'"' (¢) = 0. Generalize.

9. Suponha fcontinua em [g, b] € derivédvel até a 3.* ordem em ]a, b[. Sejam x, x, € x, pontos de

10.

[a, b], com x, < x; < x,, € P (x) 0 polindmio de grau no médximo 2 e, portanto, da forma

Px)=ay e a) x + ay, tais que

P Onov H\Qov. TQZ H.wmk_v nkuAkNv H\wﬁ.«wv.
Seja z um ponto de [a, b], com z & {xq, x|, X, } € seja « 0 nimero real tal que
fA=P@Q+GC—x)z—xPE—x)a

\‘ " Aﬁ.v
3t

Prove que existe pelo menos um ¢ em lag, b[ tal que o =

(Sugestdo: Considere a fungdo
FRO=f@-P@ - x—x)&x-—x)&x—x)a
e aplique o exercicio anterior.)
Nas condi¢des do exercicio anterior, prove que, para cada x em [a, 4], existe pelo menos um ¢

em ]a, b[ tal que

f@) =P+

Hi% (x = xg) (X — x9) (x = xp).

Generalize. (Observagdo. O polindmio P (x) acima denomina-se polinémio interpolador de
£ (x) relativo aos ponios xg, x; € x, e pode ser obtido rapidamente pela férmula
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(x = xp) (x — x2)

Fxo) + (x — xg) (x — x2)
(xo — x1) (xp — x2)

(x1 — xp) (x1 — x2)

(x — xg9) (x — x1)
(x2 = xp) (x3 = x1)

Pxy= fla) + fx)

devida ao matemadtico italiano J. L. Lagrange (1736-1813).

15.2. TEOREMA DO VALOR MEDIO

Seja f uma fungio definida em [a, b]. Consideremos a fungdo S dada por

,wgniav+||\@w|23 (x — a.
—a

NQ;

/] {
Va

[ S,

O gréfico de § é a reta passando pelos pontos (a, f(@)) e (b, £ (b)). Na demonstracio do
TVM iremos utilizar a fun¢io dada por

g =f(x) — S(x), xem[a, b].
Observe que g (a) = g (b)) = 0.

Teorema (do valor médio — TVM). Se f for continua em [q, b] e derivavel em
Ja, b[, entdo existird pelo menos um ¢ em Ja, b[ tal que

fb) = fl@=f")®— a).

Demonstracédo

Seja g fungao dada por

g§) =f(x)— S(x),xem[a, b]

.OoEo g € continua em [q, b], derivdvel em la, b e g (a) = g (b), pelo teorema de Rolle

existe ¢ em Ja, b tal que g’ (¢) = 0. Temos
g =f -5 wWes m=LO=f@,
b—a

Assim,

g W= w- LOL@
b—a
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Dai
g ©=f (- LD L@_ g
b—a
Portanto,
fB) —f@=f" ()b -a. [

Exercicios 15.2

1. Sejam / um intervalo, fuma fungdo continua em / € tal que | f* (x) | << M para todo x no interior
de /7, onde M > 0 é um real fixo. Prove que quaisquer que sejam x € y em /

IfX)—fO)IsMlx—yl
2. Prove que quaisquer que sejam s e tem [1, +[
llIns—In¢l<ls—ztL

3. Sejam a < b dois reais dados. Prove que

b—a
4. Prove que quaisquer que sejamae b, a <b,
arctg b — arctga < b — a.
Conclua que para todo x > 0
arctg x < x.

5.Sejaf: R — R uma fungdo. Dizemos que xg é um ponto fixo de fse f (xp) = xq.
a) Determine os pontos fixos de f(x) = xw — 3x.
b fx)= x> + 1 admite ponto fixo?
¢) Mostre que f terd ponto fixo se o grafico de finterceptar aretay = x.

6. Sejaf: R — R e suponha que £’ (x) # 1 para todo x. Prove que f admitird no médximo um ponto
fixo.

7. Suponha que g (¢) seja uma primitiva de f () em [0, 1], isto é, para todo tem [0, 1], g =f@.
Suponha, ainda, que f () < 1 em ]0, 1[. Prove que

g —g©<tem]O, 1]

oo

. Uma particula desioca-se sobre o eixo x com fungio de posigdo x = ¢ (7). Sabe-se que ¢ (0) =0
e ¢ (1) = 1, isto é, nos instantes O e | a particula encontra-se, respectivamente, nas posigdes
x = 0ex = 1. Prove que em algum instante ¢, 0 < ¢ < 1, v(c) = 1. (Sugestdo: Observe que
@' () = v(n) em [0, 1] e utilize o exercicio anterior.)

15.3. TEOREMA DE CAUCHY

Para motivar mmoEoﬁommeEo o teorema de Cauchy, vamos, inicialmente, definir reta
tangente a uma curva em R”.
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Por uma curva em R> n:ﬁ:mmm:om urna fungdo que a cada ¢ pertencente a um intervalo J
associa um ponto (g (), f()) em R”, onde fe g sdo fungBes reais definidas em 7. Dizemos que,

x=g®
y=F@ tel

sdo as equacgdes paramétricas da curva.

EXEMPLO 1. Seja a curva de equagdes paramétricas x = 7,y = 2, remR. Quando ¢ varia

em R, o ponto (¢, %) descreve a pardbolay = X2

Yi

(1, 1)

x n

EXEMPLO 2. Seja a curva de equagdes paramétricas x = cos ¢, y = sen f com ¢ € [0, 27].
Quando ¢ varia em [0, 277], o ponto (cos 1, sen £) descreve a circunferéncia @+ wu =1.

Yi

(coszt, sen?)

Suponhamos, agora, fe g derivdveisem [, ty € Ie g ' (¢3) # 0. Vamos definir reta tan-
gente & curva no ponto (g (fy), f (fp)).

@@L,
r @@ fe»

O coeficiente angular da reta secante s, é
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f@®—fu)
g —g )

Nada mais natural do que definir o coeficiente angular da reta tangente a curva no ponto
(g (to) f () como sendo igual a

im £ O f )
t—>1y 8 () — g )
Temos:
f @ = f )
lim W= fw) o t—1 _ S )
11 8 —gt) 11y 8T8 g ()
t— 1

Definimos, entfio, a reta tangente  curva em (g (fg), f (o)) como sendo a reta que passa

por este ponto e que tem coeficiente angular %. A equagiio da reta tangente & curva
8 g
em (g (fg), f (o)) € entdo
"
y— f{)= ]I\_ (o) (x — g (tp))
g (to)

Suponhamos, agora, f e g continuas em [q, b], derivdveis em ]a, bleg' (t) # 0em la, bl.
Observe que as condigdes apresentadas anteriormente implicam g (a) # g (b).

I
I
|
|
1

g g g b)

f)—f @

g ) —g(a)

Vemos, geometricamente, que existe um ponto (g (c), f(c)) tal que a tangente neste pon-
£ ©
g (©

f-—f@_ f©
gby—g@ g

O coeficiente angular dareta S €

to ¢ paralela a reta S. O coeficiente angular de 7' ¢ . Ent#o, para este ¢,
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Teorema (de Cauchy). Se f e g forem continuas em {a, b] e derivdveis em Ja, b{,
entdo existird pelo menos um ¢ em Ja, 5[ tal que

[fB)—f@lg ©@=1g®) —g@lf (©

ou
f®) = f@ _ £
gy—g@ g'©’

segB)# gla)eg (¢) #0.

Demonstracdo
Sejah () =[f(®) —f(a)l g () — [gB) — g @] f(x), x € [a, bl.
h é continua em [a, b] e derivivel em Ja, b[
h (a) = h (b) (verifique).
Pelo teorema de Rolle, existe ¢ em ]a, b[ tal que 2’ (c) = 0, daf

Lf) —f@]g () — ()~ g@]f (c)=0

ou seja,

[f@)—f@lg () =1g®) — g@]lf (.

Observaciio. Fazendo, no teorema acima, g (x) = x, obtemos o TVM.,

16

FOrRMUILA DE TAYLOR

16.1. APROXIMACAO LOCAL DE UMA FUNCAO
DIFERENCIAVEL POR UMA FUNCAO AFIM

Seja fuma fung¢do derivével em x; e seja T dada por

T =flxg) + £ () (x = xp).

O griéfico de T € a reta tangente ao grafico de fem (x, f (xg)).

-,
X pr—————

i -
r o
Para cada'x € D\w seja E (x) o erro que se comete na aproximagdo de f (x) por T (x):
® f )= f (x0) + f' (x0) (x = xp) + E (%), x € Dy.
T (x)

Observe que, para x # x.

E() _ (- f ()

X — Xp X — X0

— [ (xg)
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daf,

im £ 9
x—xy X T Xp

ou seja: quando x — xg, 0 erro E (x) tende a zero mais rapidamente que (x — xg).
A fungio ’

T(x) =f(xy + 1 (xp) x — xp)

é a sinica funcdo afim que goza da propriedade de o erro E (x) tender a zero mais rapidamen-
te que (x — xp). De fato, se S (x) = f(xg) + m (x — xp) for uma funcdo afim passando por
(xg..f (xg)) tal que

f@) =flxg) tmx—x) + E (), x & Dy

onde lim E
x—=xy X T X0

= 0, entdo necessariamente m = f' (xg). (Verifique.)

Segue que, se f for derivavel em x,
T(x)=fxp) + ' (xp) (x — xp)

é a funcdo afim que melhor aproxima localmente a f em volta de x.

A fungdo T acima é uma fungio polinomial de grau no maximo 1; serd do grau 1 se
£ (xp) # 0. Assim, T ¢ o polindmio de grau no mdximo 1 que melhor aproxima localmente
a fem volta de x.

Observe que os valores de fe 7 em xg s30 iguais, bem como os de suas derivadas:

Fa) =Ty ef (xg)=T" (xp).
O polinémio
P () =flxp) + [ (xp) &6 ~ xp)
denomina-se polindmio de Taylor de ordem 1 de f em volta de xy.

O préximo teorema fornece-nos uma expressao para o erro E (x), que aparece em @®em
termos da derivada 2.% de f.

Teorema. Seja f derivavel até a 2.* ordem no intervalo I e sejam x, x; € 1. Ento,
existe pelo menos um X no intervalo aberto de extremos x € x; tal que

FO=fxg) +f (xp) (x—xp) + % (x — x9)%.

—

E (x)
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Demonstragdo
E@=fx—[fxp +f (xp) (x — xp)].
Assim,
E(xg) =0eE’ (xg)=0.

(Observe que E' (x) = f' (x) — f' (xg), pois f(xg) e f ' (x;y) sélo constantes.)
m&.u&@&ﬂ@l aovww momzonco

hxp) =0eh' (xg) =0.
Temos

E(x) _E@—E(x)
h(x) h(x)— h(xp)

Pelo teorema de Cauchy, existe x; no intervalo de extremos xg ¢ x tal que

Tendo em vista E ' (xg) = h ' (x)

I
=

E(x) _ E'(Z)— E' (x0)

h(x) A (xq)—h (x)

Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe X no intervalo aberto de extremos xy e X;
tal que

E(x) _E"(®
h(x) h" (%)

ComoE"(x)=f"(x)eh" (x) =2

E(x) _ f"(®
h(x) 2
Portanto,
E(x)= |x=wcd (x = xp)?

para algum x no intervalo aberto de extremos x ¢ x;. =
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EXEMPLO 1. Seja f derivédvel até a 2.* ordem no intervalo [ e seja x; € 1. Suponha que
existe M > O tal que | f” (x) | << M para todo x € 1. Prove que para todo x em /

lf(x) — Po)l= %Qném

onde P (x) = f(xg) + f' (xg) (x — xp).
Solugdo

De acordo com o teorema, existe x entre x € x; tal que

@ =pwi= |8 -y
ou
| 2
@ = P@I= S 1" (D) 1lx=x!
daf
_xcolwcimmm_xlxo_fmﬁ .

EXEMPLO 2. Avalie In 1,003.
Solugdo
Sejaf(x) =Inx. O @O_EQEO de Taylor, de ordem 1, de fem voltade xy = 1 ¢:
PO =fMO+f D&x~-1
ecomo, f(1) =0ef’ (1) = 1, resulta

Px)y=x—1.
Assim,
£(1,003) = P (1,003)
ou
In 1,003 = 0,003.

Interprete graficamente este resultado.
Avaliagdo do erro

Fw=terrm= -
.H

X
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Segue:
If"(x)1< 1 parax = 1.

Pelo exemplo anterior,

o) —Pwl<s =lx—1%x=1.

N | =

Parax = 1,003
| £(1,003) — P (1,003) | < 0,0000045.
Assim, o médulo do erro cometido na aproximagao
In 1,003 = 0,003

é inferior a 107>, Observe que 0,003 € um valor aproximado por excesso (faga os graficos
de fe de P e confira). ™

Exercicios 16.1

1. Calcule o polindmio de Taylor de ordem 1 da fungio dada, em volta de xq dado.

afx = x, xn=1
afw=3Yx,x=8

b)f(x) =senx,xp=0

BNCQHNX,\«QHO
1

e)f(x) =cos3x, x5 =0 Nfx) = ,xg=0.
1+ x
2. Calcule um valor aproximado e avalie o erro.
a) +/4,001 b) 332,002 ¢) sen 0,02
dy 2001 €) cos 0,01 HIn0,99

16.2. POLINOMIO DE TAYLOR DE ORDEM 2

Vimos que o polindmio de Taylor, de ordem 1, de fem volta de x;, tem em comum com
fo valor em x; e o valor da derivada em x.

Suponhamos que f tenha derivadas até a 2.* ordem no intervalo / e seja x € 1. Vamos
procurar o polindémio 2, de grau no méximo 2, que tenha em comum com f o valor em xg, 0
valor da derivada 1.* em x; e o valor da derivada 2.* em x;. Queremos, entfio, determinar P,
de grau no maximo 2, tal que

FGg) =Pl f (x) =P (xp)ef" (xg) = P" (xp).
Podemos procurar P da forma

P(x)=Ag+ A (x —xp) + Ay (x — %)
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Como P (xg) = Ag, devemos ter Ay = f (xp).

P’ (x)=A; + 24, (x — xp)

P (x) = 24,.

Dai, P’ (xg) = A e P" (xg) = 24,. Segue que devemos ter

Ap=f"(xp)
e
n H "
24, =f"(xg)ou A, = 3 f7 (xp).
O polindmio procurado é entdo
- ) _ f o) 2
0 Px)=fxg) + f' (xp) (x — xp) + — (x — xg)".

O polindmio (1) denomina-se polinémio de Taylor, de ordem 2, de f em volta de x.

Observe que fe P admitem a mesma reta tangente em (xg, f (xg)). Como P (xg) = f" (xp),
segue que se f” (xg) # 0 e f” continua em x, para x préximo de xg, os graficos de fe P
apresentam concavidades com mesmo sentido. E razodvel esperar, entdo, que, para x sufi-
cientemente préximo de xg, o polindmio de Taylor de ordem 2 aproxime melhor fdo que o
polindmio de Taylor de ordem 1.

EXEMPLO 1. Sejaf(x) = ¢". Determine os polindmios de Taylor, de ordens 1 ¢ 2, de fem
volta de xo = 0. Esboce os grificos de f'e dos polindmios.

Solugdo

Indiquemos por P; ¢ P, os polindmios pedidos.
Temos

PLx) =fO) +f () (x—0)

€
Py =fO +f @ -0+ IO § (x— 02
Def’ (1) = f" (x) = &, segue f’ (0) = f" (0) =
Assim,
Pi=1+x
(4
| )
Py =1+x+ =%

2

.&F
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Seja P o polindmio de Taylor, de ordem 2, de fem volta de x. Para cada x em U\« seja
E (x) o erro que se comete na aproximacao de f (x) por P (x). Assim, para todo x em Dy,

FO)=Flxp) + " () (x = xg) + L L00 (- + B
ou
E@®=f() - T (x0) + f (x0) (x — xp) + LX) ca (x = x0)? g

Temos:
E'()=f" ()~ [f (i) +f" () (6 = %) |
m-‘\ Akv ”.\.: ARV |.\'= Auﬁov
m_ " A.xv ”l\-w.-. A.Nv.

Assim,

MAHOVHN\A&dv”m:AHOv”O

O préximo teorema fornece-nos uma expressao para o erro E (x) em termos da derivada
de 3.7 ordem de f.

Teorema. Seja f derivdvel até a 3. ordem no intervalo / e sejam xg, x em /. Entdo,
existe pelo menos um x entre x e x, tal que

FO =Flg) +f (xp) (x — xp) + £ (x— xp)? + % (x — x)?
—————

E(x)

Demonstracdo

E(xp)=E'(xg) =E"(xg) =0eE"™ (x)=f" (x).
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Sendo & (x) = (x — xp)°,
R =h' () =h"(x) =0eh” (x) = 6= 3!

Temos

E(x) _ Ex)~E(x)
R k()= h(x)

Pelo teorema de Cauchy existe Xj entre x € x; tal que

E(x) _E'G)
RG) k' Gr)

Temos

E(x) _ E' (&)~ E (x0)
RGO R G = K (x)

Pelo teorema de Cauchy, existe X entre xg € X tal que

E@x _E"(%)
h(x)y R (x)

De E" (xg) = 0 = h" (xg) segue

E(x) _ E"(B)~ E" (x9)
h(x)  h" (%) —h" (x0)

Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe x entre X; e x; tal que

E(x) _E"(X),
h(x) " (%)

Como
m‘s‘AMV H.\.SAMV@\ﬁZsAWV =

Ew= 13 3 (x — xg)°. .

EXEMPLO 2. Seja % derivével até a 3.* ordem no intervalo / e seja xy € I. Suponha que
existe M > 0 tal que | f” (x) | < M para todo x em I. Prove que, para todo x em /,

(f(x) — P = I_szo_w
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onde

P =fx) +f (x9 (x —x) + @« = xp)*.

f" (x0)
2
Solugdo
De acordo com © teorema anterior

S ) C&

If()—P)l=1I1-"2 @J@:n%_%_‘S_Jlém.

Dai, para todo x em /,

If(x)—P(x)|=< R_xia_w. .

EXEMPLO 3. Calcule um valor aproximado para In 1,03 e avalie o erro.
Solugao
Seja f (x) = In x. Vamos utilizar o polindmio de Taylor de ordem 2 em voltade xy = 1.
” _
P=f+f We-n+ a1

Def' (x)= Wn\:@& = Ixhu, segue f' (1) = 1ef” (1) = —1. Assim,

w@uo+c|:|w¢|cm

ou
PO=x-1)- w (x— DA
Temos
In 1,03 = P (1,03)
mas,
P (1,03) = 0,02955,
logo

In 1,03 = 0,02955.

Avaliagdo do erro

"X = , assim, | f” (x) | < 2 para x = 1. Pelo exemplo anterior,

If(x) — Px)l=< w;l 1P, para x = 1.
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Segue que

1f(1,03) — P(1,03)1=< — - o.ow.w

W | =

ou
1£(1,03) — P (1,03) | < 0,000009.
Assim, 0 médulo do erro cometido na aproximagio
In 1,03 = 0,02955
é inferior a 10>, (Observe: 0,000009 = 9- 1075 < 1073,)
.\.~: Amv
3

Como, parax > 1, E (x) = — x - Cw > 0, segue que 0,02955 € uma aproxima-

¢do por falta de In 1,03. [

EXEMPLO 4. Calcule um valor aproximado para /7,9 e avalie o erro.
Solugdo

Sejaf(x) = ¥x. Vamos utilizar o polinémio de Taylor de ordem 2 em volta de x, = 8.

PO=f@®+f @G-8+ L& g2

2
De
. 2 5
' 1 -= 2 -
x) = — 3 " =-= 3
f @) wx ef"® wk ,
segue que
' 1 1 -2 -1
@)= ——s=—ef'®) = —F—==—1.
338 12 e 9By 144
Dai
P@W=2+— (-8 - —— (x—8
12 288
logo,
0,1 0,01
P(719=2—- ——-—=1,991 R
) 12 238 9916319
Assim,

7.9 =1,9916319.
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Avaliagdo do erro
8
10 —7 10
.\.5 AHV = — x 3 OC.\.S A.x.v =
27 27 /x8

Neste problema, interessa-nos o intervalo de extremos 7.9 8. Como 1,8% = 5,832 < 7.9,

segue que, para todo x, 7,9 < x < 8.
31,8> <x

¢, portanto,
(1,88 < Vx®
Dai
10 < 10 m'Q.GMka
738 | 27-(1.8)

e, portanto, para 7,9 < x < 8,

fG)—P@I< 3 x-3gP

81-(1,8)®
e dai
1£(7,9) — P(19)1 < 1072 s
81-(1,8)8

(Observe: 81 - (1,8)% > 1.000 = i.wvlm < 1072.) Deste modo, o médulo do erro co-

metido na aproximagio

37,9 = 1,9916319

& inferior a 107°. n

Observacio. A escolha de 1,8 foi feita por inspego. Poderiamos ter escolhido 1,9, pois,
10

27 (1,8)

G.ovu < 7,9. Com a escolha de 1,8 conseguimosum M >0 | M = tal que

If" ()= 10 < Mpara79 < x < 8, 0 que nos permitiu utilizar o Exemplo 2. Eviden-
27 Yx8

temente, quanto menor o M, menor serd a majoragao para o erro. Neste problema, a esco-

lha de 1,9 seria preferivel. Se tivéssemos escolhido 1,9, chegarfamos & conclusdo de que o

erro cometido na aproximagdo é, em realidade, inferior a 10~ °. Observe, ainda, que, para
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719=<x<8, E(x)= E (x — mvu < 0, 0 que mostra que 1,9916319 € aproximagio

pOr excesso.
Seja fderivével até a 2.” ordem no intervalo / e seja xg € 1. Seja E (x) o erTo que se come-

te na aproximagio de f (x) por P (x), onde P (x) € o polindbmio de Taylor de ordem 2 de fem
volta de x:

.\,: A.NOV

f@=flxg) +f (xp) (x —xp) + x~ a%m + E (x).

Vamos mostrar a seguir que, para x — X, 0 erro E (x) tende a zero mais rapidamente que

x - \«on. De fato,
Ew L S0 G0 = £ o) - w0 = L x? g
lim 7= m 3 Hﬁfu_
Mlvkoﬂk|k0v X=Xy Aklkov 0

Pela 1.% regra de L’Hospital

lim vaun lim £ )= f"(x0) — f" (x0) (x — x0)
x>, AN\NOV x = xg NAHI.&QV
= Iuv Iim E| ‘\.: A.N.Ov
2 X=Xy X — X9
Assim,
lim MARV HO.

x>y (X — kovm

Provaremos a seguir que

P()=fo) +f () (x — xp) + % (x — xp)?

€ o #inico polinémio de grau no mdximo 2 que goza da propriedade de o erro E (x) tender a
zero mais rapidamente que (x — xo%, quando x — x;.
Seja entdo

f)=flp) +AGx—xp) +Bx— xovw + E; (0

onde

lim _E™ 5 =0.
X = Xy Cn - &OV
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Vamos provar que

A=f (e B=L30)

2
De fato, de
E E
lim Fvwlo,w Iim Jﬁuo
x> X (x — xp) x = x (x — xg)
segue
im @R g

x>y (x— x0)

e, portanto,

T?:Tsi%a-gmTET@?ETé:

lim 3 =0
X=X (x = xp)
uma vez que
E@x)—E) (x) =

H_H%\Qoxxlxov+'h\.lw|apw§|aoku#lT:HINOV+~:\«I\«3~H.

Segue que

lim 2 =0

x - x (x — xg)?

ngovlvaalk0v+ﬁEIqu|5vn

: Axov|>_+_ﬂu2 Qov wfxlév
lim =0
X=Xy X — Xp

o que implica A = f' (xg) (observe que, se tivéssemos A # f' (xp), o limite acima nio po-
deria ser zero). Assim

*H\é AMOV _ WH_AR _ xov
lim L2 =0
X xg X — Xg

f"(x0)

¢, portanto, B = >
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1
1—x
de ordem 2, de f'em volta de xj = 0.

EXEMPLOS. Sejaf(x) = .Mostreque P(x) =1+ x + Péo polinémio de Taylor,

Solugdo

Basta mostrar que E (x) = f(x) — P (x) tende a zero mais rapidamente que xN. quando
x— 0.

1 2
E (x) F(x) - P(x) 1= 1TETE
tim 252 = im LR < i .
x—0 X x—0 X x>0 X
3
= lim —"—— = lim ——=0.
x>0 x°—Xx x>0l—x

Outro processo. Calcular f(0), f' (0) e f” (0) e verificar que

() AS

L+x+x2=f0)+f (0)(x—0)+ x — 0)% -

Dizemos que ¢ (x) é um infinitésimo, para x — xg, s lim ¢@(x) = 0. Sejam ¢ (x) e
x> HO

¢ (%) dois infinitésimos, para x — x;;. Dizemos que ¢ (x) € um infinitésimo de ordem supe-
rior A de ¢ (x) se, para x — X, @ (x) tende a zero mais rapidamente que ¢ (x), ou seja, se

lim £

= 0. E usual a notagéio
x=x @1 (x) :

¢ (x) = 0 () () parax — xq

para indicar que ¢ (x) € um infinitésimo de ordem superior a de ¢; (x), para x — x;.
Assim, sendo ¢ (x) e ¢ (x) infinit€simos para x — xg,

lim ™ _ 0 © ¢ (x) = 0 (¢ (x)) para x ~> x.
x> x5 @1 x)
Observe que x — xq 6 € infinitésimo para x — xp; assim,
E(x)=o0(x—xy

significa que E (x) é um infinitésimo de ordem superior & de x — xp, para x — x.
Do que vimos anteriormente, segue que

i) f@=flxg) +f &) x—xp) +0x— x)

@) £ =g +f o) =)+ LI =3 + 0 (6 - 0.

Exercicios 16.2

Férmula de Taylor

1. Determine o polindmio de Taylor, de ordem 2, de f em volta de xq dado.

@ f(x)=1In(l +x) e xp=0
by f(x)=¢€* e x=0
ofw=3x e xp=1
1
&xg:_lﬂm e x=0
efx)= x e xg =4
Nf(x)=senx e x3=0
) fx) =cosx e x=0

2. Utilizando polindmio de Taylor de ordem 2, calcule um valor aproximado e avalie o erro.

a)in13 b) <ﬂ
©) +/3,9 d) /8,2
e) wo_ou fsen 0,1
2 /0,8 h) cos 0,2

3. Mostre que, para todo x,

1
a)lsenx — x| < %_u_u

2
b) |cos x — Hlal MP_N_m.
2 3t

4. Mostre que, para0 s x <1
x 1 5 ! 3
Ose' —|[14+x+—x" |<—x".
2 2

5. Utilizando a relagdo sen x = x + o va. calcule

sen X — x . mnﬂk[kw
e by tim T
x=0t X

a) lim
x>0 X

ﬁwxw&,&g o QNV € um infinitésimo de ordem superior a x2, para x — 0, isto €,

0 Cﬁmv

— =0.

lim
x>0 x

6. Verifique que

1
a)e=1+x+ -2

5 +on
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x2

bycosx=1-— w +ooq~v

wvwmnauk+oﬁwv
Hinx=@x-1)— wc|:~+o§|:~v

1
3
7.Seja £ (x) =% M7 sexF0

0 sex =0

a) Determine o polinémio de Taylor de ordem 2 de fem volta de xg=0.
b) Seja a > 0 um nimero real dado. Mostre que ndo existe M > 0 tal que para todo x em
[0,al, 1 f"(x) | <M.

8. Seja fderivdvel até a 2.* ordem no intervalo / e seja x & 1. Mostre que existe uma fungio ¢ (x)
definida em 7 tal que, para todo x em /,

S (x0)

i X%+ ¢ () (x — xp)?

£ = Fl) +F7 i) (x = 3 +
com lim @(x)=0
x I.vHO

9. Seja f derivdvel até a 2.* ordem no intervalo fechado [g, b] e seja xy € [a, b]. Mostre que existe
M > 0 tal que para todo x em [g, b].

f®) —P@I<Mlx~xl?

onde P (x) = f(xp) + f' (xg) (x — xp) + ! Q& x = xp)*

(Sugestdo: verifique que a fungio ¢ (x) do Exercicio 8, com ¢ (xg) = 0, é continua em [q, b].)

16.3. POLINOMIO DE TAYLOR DE ORDEM n
Seja f derivdvel até a ordem 7 no intervalo / e seja x5 € 1. O polindmio

S"(x) ch

P =flxp) +f' (xp) (x = xp) + (x — xp)"

_ \ " (xp)
AH \.ﬂOv + . %

denomina-se polindmio de Taylor, de ordem n, de f em volta de x;,.
O polindmio de Taylor, de ordem n, de fem volta de x € o iinico polinémio de grau no

mdximo n que aproxima localmente f em volta de xy de modo que o erro E (x) tenda a zero

mais rapidamente que (x — gv quando x — x,. (Verifique.)
O polinbmio de Taylor, de ordem #, de fem volta de x; = 0 denomina-se também poli-
noémio de Mac-Laurin, de ordem n, de f.

EXEMPLO 1. Determine o polinémio de Taylor, de ordem 4, de f (x) = ¢* em volta de
X = 0.

Solugdo
” m 4)
Pw =10+ Ow-0+ L2 o7+ SO D0+ LD o
fx)=¢" =f(0) =1
fl=¢ =f'(0)=1
frx= % =f"0)=1
c\.s‘s A\« = N “V\.Q\ AOV H
Y= =rP0=1
Assim,
Eéu_+x+hm+hxw+ht. n
2 3! 41
EXEMPLO 2. Determine o polindmio de Taylor, de ordem 3, de £ (x) = In x, em volta de
X = 1.
Solucdo
P@=fm+ma-n+ L2+ L0 ie (x— 13
fx)=Inx =f1)=0
fo=s =rm-
£ = QFN =1 (1) =
=2 = =2,
X
Assim,
wEnQI:rwalcm+wQ|cw. =
2 3
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aberto de extremos x e x tal que
f=Px)+
onde

Px)=flxg) +f (xg) (x — xg) +

.\,A: +1) Clmv
(n+ 1)

S (x0)
2

Teorema. (Férmula de Taylor com resto de Lagrange.) Seja fderivédvel até a ordem
n + 1 no intervalo I e sejam x, xy € I. Entdo existe pelo menos um ¥ no intervalo

(x = xp)* *1

(x — kcvz.

(n)
g4+ L0 00D
n
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Demonstragdo. Fica a seu cargo. L] Assim, para todo x em [0, 1] (tendo em vista a desigualdade acima)

EXEMPLO 3. Seja fderivavel até a ordem n + 1 no intervalo / e seja xy € I. Suponha que 1 1 1 3

existe M > 0 tal que, para todo x em I, er — T +x4+—x2+=x3+. .+ laau <2 xntl
2 3 n! (nt+1)!

LFe D s M

byParax =1
Prove que, para todo x em 1, ) | . 3
! n! n !
£ (%) |w€_m$§|ao_=i
(n+ D! Precisamos determinar » de modo que
onde P (x) é o polindmio de Taylor, de ordem n, de fem volta de x;. 3
—— <1073,
Solugdo (n+ 1)
Segue do teorema anterior que, para todo x em I, existe X entre x € x tal que Por tentativas, chega-se an = 8 hw < 54&.
(n+1) (3 : Assim,
Fe - P = LB gt
(n+ 1! " 1, 1,1 ,1 1, 1 1
(n+1) ez=2+—t+—+—+—+—+—=+—
Como paratodoxem /, | f (x) | < M, resulta 2 3 4 5t o6 78
com erro inferior a 10>, =
_25|w8_m|§|_kqé_\_+_. n 3
(n+ D! Observagio. Como lim ————— = 0, segue do teorema do confronto, que
n—o+o (n+1)!
EXEMPLO 4.
. 1,1 1
+1+—+—+ — i=
a) Mostre que, para todo x em [0, 1], :W:“é T I P * ul w &
Mostraremos, no préximo exemplo, que e € um nimero irracional.
wxlﬁ_+x+ﬁxw+ﬁ_au+:.+kk=u:A,[|u .kxi P P q '
2 3 n (n+ D! EXEMPLO 5. O ntimero e € irracional.
b) Avalie e com erro, em médulo, inferior a 107°. Solugdo
Solugdo Suponhamos que e fosse racional; assim existiriam inteiros positivos a ¢ b tais que
a)Sejaf(x) =" Defx)=f'®)=f"x)=.. H\Q_ +b (x) segue que o polindmio de _a
Taylor, de ordem #, de f (x) = & emvoliade xy = 06 €= B
v Para todo natural n,
wC&HH+k+1_:xn +Fxm+:.+hk=.
2 3 n! 11 1
: e>l1+1+ —+—+ ..+ — (por qué?
Paraxem[0,11,0 = =fP " Dy =e<3. : 2" 3 a1 (POT QuEN
De acordo com o teorema anterior, para todo x em [0, 1], existe X entre 0 ¢ x tal que

¢, pelo exemplo anterior,

m|ﬁ_+~+w+W+.:+Fu <3

(n+1) (7
maIT+\«+FRN‘TW&M+:.+|_'¢qxvu||l|hﬁ () in+1,
2 3 n! (n+1)!

2 3 n! (n+1)!
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Dai, para todo natural #,

oAm|ﬁ_+H+w+W+.:+FuA|w|!
b 2 3 n! (n+ 1!

Paran > ben = 3, temos

!
oAn|=.|=_ﬁ_+_+w+F+.:+WuA 3 <3
b 2 3 n! n+1l 4
an! . . . p
A= e é inteiro pois n > b e b € natural.
1 LYy, . . R
B=n! ~+H+M+.:+l. & inteiro (por qué?).
n!
Assim, A — B € um inteiro estritamente positivo e menor que 7 que € impossivel.
Concluséo. O niimero e é irracional. u

No préximo exemplo mostraremos que

n
. a
lim —=0
n—+x n!
onde a > 0 é um real fixo. Este resultado ser4 ttil na resolug@o de alguns dos exercicios que
serdo propostos no final da se¢do.

R
EXEMPLO 6. Mostre que  lim ~— = 0 onde a > 0 é um real fixo.
n—+eo nl
Solugdo
a 1
Tomemos um natural N tal que — < —.
N 2
Temos, entdo:
a1
N+1 2
e 1
N+2 2
_a 1
N+p 2
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e, assim, para todo natural p = 1,

aP < 1\P
(N¥D(N+2)...(N+p) mmu

N
Multiplicando ambos os membros por ﬁ, vem:
N+p r N
atrth 3 e,
2 N!

N+ p)!

Fazendon =N +p

HAEZﬂ
n! 2 N!

1 n—~N
De lim ﬁlu = 0, segue que

n—o+e\2

n
lim £ =o, "
n—-+wo nl
EXEMPLO 7. Mostre que, para todo x.
lim _H_+\« +wa + Pku +...+ .Wx: =e¥.
n-— +cc N w. 3_
Solucdo
Para todo x, existe X entre O e x tal que
waHH+H+FHN+WMu+:.+Px:+fmx xnt L
2 3 n! (n+ 1!

Sex >0, ¥ < e, pois x € ]0, x[, logo

e* Iﬁ~+a+ka +Wam+.:+hx:
2 3 n!

x" +1
Como lim

————— = (, pelo confronto,
n—+w (n+ 1!

. 1
lim T+k+3xm+:.+Px= =¥,
n—+w 2 n!
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Sex <0, eF <= 1, pois x € ]x,0[; logo

487
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Suponhamos, entdo, f continua em [a, b]; assim, | f] também é continua em {a, b] e temos
para todo x em [a, b],

1 5, 1 4 1 lxi?+1
il x+=x2+ =+ =" < —lf@i=sf=1f®l
2 3! n! (n+ 1!
dai,
. dxm Lo b b b
De lim —o—=0, segue - .— QS_%M% F)dx< .—a £ (Ol dx
a a
logo
lim ﬁ_+x+w.am+WXu+...+$a=ume. g b b
n—+x ! n! _.— \CD%_M-_, LF (o) | dx.
a a
Fica provado, assim, que, para todo x,
1 -
EXEMPLO 9. Calcule .— maw dx com erro, em médulo, inferior a 10 B
. L , 1 3 1 0
e¥= lim [1+x+—x*+—=—x"+...+—x"|
n— -+ 2 3 n!
Solugdo
Esta igualdade € usualmente escrita na forma )
Paraxem [0, 1], e¥~ = e < 3. Segue entdo do exemplo anterior que, para todo x em [0, 1],
m&nu+a+wxu+wxu+.:+wx=+ n 1 1 x2n+2
2 3 n e’ — T+a~+ NF+...+|x§umu|
2 n! (n+1)!
EXEMPLO 8. Mostre que, para todo x,
) Temos:
2n+
mm|T+a~+w +u_. m+:.+P_a§u mmmaﬁ_.. _ , X
" (n+ 1! .q dx .— 1422+ B‘+...+Pg§w§ m._. e —(1+x?+ x4+
0 2 n! 0 2
Solucdo
1 | gy < 1 mkm=+w dx
Pelo exemplo anterior, para todo x = 0, Tt w N ._.o n+1
° n+l
T+a+wx 241 w+...+PHLM%Ix|l. Como
2 3! n! (n+ !
1 3x2n+ 2 3
Como, para todo x, P = 0, resulta, substituindo na desigualdade acima x por xm. .-.o (n+1)! dx = (2n+ 3) (n + D!
¥ — T+‘«~+H = 1 o+.:+PkN=uMmau \«N=+u. " resulta
2 3! n! (n+ 1!
1 1
Para discutir o préximo exemplo, vamos precisar antes estabelecer uma desigualdade para ._. e dx — b. h_ +x2 + 1 o+ 1 xmzu dx| =< S —
0 0 2 n! Cn+3)(n+1)
integrais. J4 vimos que, se f for continua em [g, b] e f(x) = 0 em [q, b], entdo .q f(x)dx=
Segue desta desigualdade que, se f'e g forem continuas em [a, b] e f (x) < g (x) em [a, b], entéo Por tentativas, chega-se que, paran = 7,
b b 3 _5
‘q Flodes .— ¢ (x) dx. (Verifique.) <1075,
a a

2n+3)(n+ D!
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Assim,

1 |
._‘ mawhamxﬁ _+k~+WNA+PRo+.:+PxE dx
0 0 2 3! 7

com erro, em médulo, inferior a 1077,

Exercicios 16.3

1. Determine o polindmio de Taylor de ordem 5 em volta de xy dado.

a)f(x) =senx e x=0
b)f(x) =cosx e xp=0
c)f(xy=Inx e xp=1
dfe) = Vx e x=1
fx =(1+xn" e % = 0, onde a # 0 é um real dado.

2. Sejam » um natural impar e f (x) = sen x. Mostre que, para todo x,

P_
Hw km = X" _»._:+N
senx —| x——+——..+(-1 2 —||€E—F

31 5! n! (n+2)!

3. Avalie sen 1 com erro, em médulo, inferior a 1075, (Sugestdo: utilize o Exercicio 2.)

4. Mostre que, para todo x,

3 5 2n+1
sen x = lim a!N|+W|I:.+AIC:x|
n—+» 3 St 2n+ 1!
ou
.Hm .XM \d\w
sen x =x —— + — — — + .,
3! 5! 7!

5. Calcule um valor aproximado com erro, em médulo, inferior a Hc\u.
1 1
a) ._. sen x2 dx b) ._. mlaw dx
0 0

6. Mostre que, para todo x,

2 4 6 2n
cosx= lim |1-“—+2 X 4 4nl
n -+ 2 4! 6! 2n)!
ou
x2 xt &6
cosx=1——+———+ ...
2 4! 6!
o 2 : ~|N:+_
7.a) Verifiqueque l +¢+ ¢+ ... +¢1 = ‘|H| (¢ # 1). Conclua que, se 1 11 < 1,
-t
1

Em (4422 +.. +)y=——
n—+x 11—t
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ou seja,

i
1—¢

=1+r+2 4.+t

b) Verifique que 1 — 1+ 1> — £ + ... + (=1)" /' é o polinémio de Taylor, de ordem n, de
1

em volta de 0.

1++¢
1 2 n
— (=t +tc—.. =D
. 1+1¢
Sugestdo: Mostre que lim =0.
10 "
¢) Mostre que a fungdo E (f) dada por
1
=l-t+P2 P+ + (D) HE®

1+t

é contfnnaem ] —1, +o [.
d) Mostre que, para todox > —1,

2 3 4

n+1 X
G+ D=x— —+ =X (=1 WI|+.— E (1) dt.
2 3 4 n+1 ]
x 1
Sugestdo: In Q+:H._. dr .
0 1+¢
) RN .Nw .Kb »\=+_ ) o
e) Verifique que x — — + — — — + ... + (= 1} ——— ¢ o0 polindmio de Taylor, de
2 3 4 n+1

ordemn + 1,de In (x + 1) em volta de 0.

8. Determine o polindmio de Taylor, de ordem 5, de g (x) = arc tg x em volta de 0.

1
9. Sejaf(x) = ——.
jaf( 1+ x2
— 2 4 6 8 10 . -
a) Mostreque P(x) =1 —x"+x —x +x —x  ¢éo polindmio de Taylor, de ordem 10, def
em volta de xg = 0. (Ndo € necessdrio calcular as derivadas de f'!!)
b) Mostre que a fungédo E (x) dada por

1 2,4 _ 6, 8

7 =1—-x"+x —x +x I\«wo+mA\$
1+x

é continua em R.

¢) Olhando para o polindmio do item (a), calcule ' (0), f'’ (0), f'"’ (0) etc.
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10. Determine o polinémio de Taylor, de ordem 11, de g (x) = arc tg xem voltade xy = 0.

- r 1
Sugestdo: arc tg x = .— — 5 4t ¢ utilize o Exercicio 9.
0 1+«

11. Sejaf(x) = (1 + ©)* onde a # 0 é um real dado. Determine o polinémio de Taylor, de ordem
n, de fem volta de xj = 0 e d& a expressio do erro em termos da derivada de ordem 7 + 1.

17

ARQUIMEDES, PASCAL, FERMAT
E 0 CALCULO DE AREAS

17.1. QUADRATURA DA PARABOLA: METODO DE ARQUIMEDES

Um dos criadores do Célculo Diferencial e Integral foi o grande matemaético grego Ar-
quimedes, que viveu no século 3 a.C. em Siracusa. Uma de suas inimeras descobertas foi a
férmula para o cdlculo da drea de um segmento de pardbola. Nosso objetivo aqui € obter tal
férmula seguindo o raciocinio rigoroso de Arquimedes. Vamos entdo considerar o segmen-

to de pardbola limitado pela pardbola y = xe pela corda AB.

(a+2m)*

| [(a+2m)2+a%)2

a atm a+2m

Fig. 17.1

Lembrando que em um trapézio o segmento que liga os pontos médios dos lados néo-
(a+ msvw +a? ]

paralelos & a semi-soma das bases, resulta que a ordenada de M é 5
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Pela Fig. 17.1,

_E +2m)2 + am_
2

MN = — (a + m)°.

Ou seja,

(OK?7)

A altura do tridngulo AMN em relago 2 base MN é m. Também, a altura do triangulo BMN

em relagdo a base MN é m. Como

MN = m?

altura em relacdo & base MN = m

segue-se que a soma das dreas dos tridngulos AMN ¢ BMN é:

2.,
drea AAMN + 4rea ABMN = 2™, ™

2 2

Portanto, a drea do tridingulo ANB é m>. Vamos destacar este resultado

Area do triangulo ANB = .

Vamos entdo ao cdlculo da drea do segmento parabdlico. A seguir, suporemos A coinci-

dindo com a origem do sistema de coordenadas.

0 b2 b

Fig. 17.2
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Na Fig. 17.2, o valor de m é b/2. Assim, a 4rea T do tridngulo ANB é (h/2)° = b/8.

3
Area do trisngulo ANB = m =T

A drea do tridangulo ANB é uma primeira aproximagdo para a drea do segmento parabé-
lico ANB. Vamos melhorar esta aproximagio. Vamos somar a esta drea as dreas dos tridn-
gulos AN;N e NN,B (Fig. 17.3).

Area AN|N = Area NN,B = (b/4)* = %164

Segue-se que

Area AN|N + Area NN,B = 5°32 = T/4.

Observe que a soma das 4reas dos tridngulos AN|N e NN,B é exatamente um quarto da
area T do tridngulo ANB.

Assim,

?MHAIL
4 4

é uma segunda aproximagio, ¢ melhor, para o0 nosso segmento
parabdlico.

0 b4 b2 364 b

Fig. 17.3

Dividindo, agora, o intervalo [0, b] em 8 partes iguais e moEm:mo-mm as dreas dos novos
tridngulos obtidos, verifica-se que a soma dessas novas waom% é b7/128, que ¢ exatamente
um quarto da drea anteriormente acrescentada, que era de 57/32.
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Assim,

T+ H+Huq?+w+Fw
4 42 4 42

€ uma terceira aproximagio, e melhor, para o nosso segmento
parabdlico.

Continuando o raciocinio acima, é razodvel esperar que a férmula para o calculo de tal
drea seja:

Area do segmento parablico = T T + W + M_M + u

Entdo, para chegar 4 férmula para a d4rea do segmento parabélico, é s6 calcular a soma da

o s . L] 4
progressdo geométrica infinita de primeiro termo 1 e razio 2 que sabemos ser 3 (De

acordo?) S6 que Arquimedes ndo trabalhava com limites infinitos. Para chegar a férmula

p . 4
Area do segmento parabélico = 3 T,

Arquimedes primeiramente utilizou o seu METODO de descoberta: verificou “por meio de
uma balanga” que o peso do segmento de pardbola era exatamente quatro ter¢os do tridn-
gulo ANB (veja referéncia bibliografica 1 no final do capitulo). Em seguida, admitiu que o

4 ) .
valor da drea era 3 T e, por uma dupla redugio ao absurdo, provou a sua veracidade. E o
que faremos a seguir. Temos
243 L34 305 1
4 4 4 4 48 4 4 42
Continuando o raciocinio acima, obtém-se
=343 3L 2301
4 4 43 L L

Somando 3 aos dois membros, em seguida dividindo por 3 e por dltimo multiplicando os
dois membros por 7, resulta

4y _pa L, T T T T
3 4 42 43 4n - 3.4n
4 .
O objetivo € entdo provar que a drea do segmento parabélico ANB é MH. A prova serd

feita em duas etapas: na primeira, prova-se que a drea do segmento parabélico ndo pode ser
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menor que Mﬁ e na segunda, que a area do segmento parabélico nao pode ser maior que
4
.hm T. Indicando por § a drea do segmento parabélico, serd provado entdo que § = 3 T.
3

Para a prova da primeira etapa Arquimedes utilizou o seguinte vOmE_.waon “A &wmwm&ma
pela qual a maior de duas dreas excede a menor pode, sendo somada a si mesma wﬁwm:&a
vezes, exceder qualquer drea finita dada”, cujo enunciado moderno €: “Dados os niimeros
reais x e y, com x > 0, existe um natural m tal que mx > y”, que nada mais € do que a nossa
conhecida propriedade de Arquimedes.

Para a prova da segunda etapa, Arquimedes utilizou as duas seguintes propriedades:

L “Dadas duas grandezas distintas, se da maior subtrai-se mais que sua metade, do res-
tante mais que sua metade, e assim por diante, acabard restando uma grandeza menor
que a menor das grandezas dadas. N . ) X

1. “A reta tangente & %miw&a y =x"no wcmﬁa de &.ﬁ.&&d a + m é paralela a corda de
extremidades (a, a”) € (a + 2m, (a + 2m)“).” (Verifique.)

Observe que a drea do tridngulo XYZ é maior que a metade do segmento parabdlico XYZ.
(Vocé concorda?)

4
PROVA DA PRIMEIRA ETAPA. (S < .WH )

4 _
Suponhamos por absurdo que § < WH. Assim, M‘H — § > 0. Pela propriedade de

Arquimedes, existe um natural 7 tal que

w.&_ mﬂ|& VH
e, portanto,
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Dai,
4
o T > 8.
3 3.4
Ou seja,
r+ Lol Lo+ Loy
4 4 43 4n

que € contradi¢do, pois para todo n

T+ H +hN + Hu + ...+ z < 8. (Vocé concorda?)
4 4 4 47
PROVA DA SEGUNDA ETAPA. (S > Mxﬁ

Suponhamos, agora, S > Mﬂ. Das propriedades I e IT acima, existe um natural » tal que

m| T+M+H+:.+Ww A,T»q
4 42 4n 3

e, portanto,

s - T+H+H+;+HTT rele Ly 4 L T

4 42 4n 4 42 4n 341
Segue que
r+fe Ly v Lo T, T T
4 42 4n 4 42 4n = 3.4n

que € uma contradigao.

. P . 4
Se a drea do segmento parabdlico ndo pode ser maior e tampouco menor que 3 T, resul-
o 4 s N .
ta que tal drea é exatamente 3 T. Em conseqiiéncia, a drea da regido limitada pela parabola
. b
y= \«N, O=x=<b,pelocixoxepelaretax = b é N

17.2. PASCAL E 0 CALCULO DE AREAS

Pela férmula de Arquimedes para a drea de um segmento de v.&.mvo_nm. segue, como vi-
mos na sec¢@o anterior, que a drea da regido limitada pela curvay = x°, 0 < x < b, pelo
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b3 . .
eixoxepelaretax =5 ¢ 5 Passados quase dois mil anos dessa descoberta de Arquimedes,

Bonaventura Cayalieri (1598-1647) interessou-se pelo célculo da drea da regifio limitada

pelacurvay = £ 0<x<p, pelo eixo x e pelareta x = b, com k = 3 e natural. Utilizando
. pk+1
o seu método dos indivisiveis, Cavalieri provou, para k de 3 até 9, a férmula r 1 para

rea de tal regidio e afirmou que a férmula era vilida para todo k. Nesta se¢do, utilizando as
idéias de Blaise Pascal (1623-1662), vamos mostrar como chegar rapidamente e de forma
maravithosa a esta férmula, e na préxima se¢do veremos como Fermat brincou com esse
problema.

Para se chegar & férmula, divide-se o intervalo [0, b] em n partes iguais e considera-se a

Nk
soma S(n) das dreas dos retangulos de base L4 e altura ﬁwu ,parai = 1,2, ..., n (Fig.
n

n
17.5).

E, portanto,

W»+H

k| ok o ak k
Sn)= 5— 1" +2°+3"+ ... +
) :»iﬁ n

).

k

Indicando por S, a soma 15428 4 35+ 4 K resulta

_k+1 Sk
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I»»ﬂ_l para n tendendo a +2¢. E isto

se faz utilizando a identidade de Pascal, que estabelece uma relacdo entre as somas § 1: 5,
..., Sy € que serd obtida a seguir (veja p. 266 da referéncia bibliogréfica 2 deste capitulo).

Primeiro, vamos relembrar a férmula para o desenvolvimento do bindmio de Newton,
Chamamos de bindmio de Newton a expressio (4 + 5». Observamos que, no tempo de
Pascal, tal expressdo néo era, ainda, conhecida como binémio de Newton; alids, na época
em que Pascal estava pensando nesse assunto, Newton deveria estar com mais ou menos 12
anos de idade. Temos

. .. hY
Para resolver o problema, basta determinar o limite de
n

(A + B)* = A% + 24B + B~
(A+ B> =4%+34%B + 348 + B®

e, de modo geral,

(A+Bf=4%+ SmT_mLﬁ @YTwa.l @TTQPF.# T k L%Tf%

k

onde m
P

w € o coeficiente binominal de ordem (k, p) e é dado por

hJ _ k!
p pitk— py°

u nada mais € do que o niimero de combinagdes de k elementos toma-

k

p
dos p a p. No final da segéo, utilizando o principio de indugdo finita, que foi praticamente
estabelecido por Pascal (veja p. 265 da referéncia bibliogréfica 2 deste capitulo), provare-
mos a férmula para o desenvolvimento do bindémio de Newton.

Para obter a identidade de Pascal, vamos trocar k por k + 1, fazer B = 1, substituir A
sucessivamente por 1, 2, 3, ..., n e, em seguida, somar membro a membro as igualdades
obtidas.

Observamos que ﬁ

(L+FFla kg “r_w?

k +
@+ 1fFtlanktly m»ﬁuw:...;TU%LwQﬂ»_vmii_

(m+ D l=p h»w_uaf..#ﬁmwuzfﬂ Qﬁlu:i»i

Somando membro a membro as igualdades acima e observando que (1 + 3» +.1

na primeira :mwm_n ok + m, 2+ C» +1 Amm:wﬁ_vm na segunda linha) e m» +1 na terceira linha, ...,
n—1D+1) na peniltima linha e » na tltima linha podem ser cancelados, resulta

n+ 1D =14 ﬁ»w_u& + A»MJ,@Tl:# ﬁ»+_u&+ h»iw&fs

k—1 k
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que ¢ a identidade obtida por Pascal.
Da identidade acima segue que, para k = 1,

n+172=1+ ﬁum_I

e, portanto (lembrando que ﬁw =2),

_ (D2 -(d+n) _ (athn _ n*tn
2 2 2

S
Parak = 2,

m+ 1P =1+ @& + ﬁvm_ +n

E assim por diante.

Logo, §; é um polindémio de grau 2 na varidvel n. Observe que S; nada mais é do que a
soma da progressdo aritmética 1, 2, 3, ..., n. Como §; é do grau 2, pela identidade acima, S,
serd do grau 3 na varidvel n. Fica a seu cargo verificar que 3 € um polindmio de grau 4 na
varidvel n e, de modo geral, S; é um polindmio de grau k + 1 na varidvel n. Esta observa-

Sk

¢do sobre o grau de Sy, serd fundamental no calculo do limite de —757 Pbaran tendendo a
n

infinito, e € esta observacdo que, para mim, torna lindo o método de Pascal. Espero que
vocé concorde comigo! Vamos, entdo, ao célculo do limite mencionado mom.wmﬁ
Primeiro, vamos dividir os dois membros da identidade de Pascal por » . Temos

(n+ 1)+l 1+np k+1) S k+1Y Se-1 k+1) S
- Tl :TL+ 2 :»i+..+ k—1 :»i+

§»+ﬂ =k+m
k+1) 8
+h k wa

De
(n+DFFL ﬁsiui_ B ﬁ: Jwi
=»+H n n
segue que
+ el
im 2Dy
n—x n

Como os grausde S 1,5, — 5, ..., Sy € S| sdo, respectivamente, k,k — 1, ...,3e2, e 0 grau

denft1gk + 1, segue que o limite, para n tendendo para infinito, de

Sk-1 Sk-2 $ S
R Y i o B
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+
mmﬂo.m<oomoo=oo_.am309do A» H J H»+H.8m==m

lim Sk o _1
n->o 3_\«+_ \mt_vu.‘

Conclusio:

S v»+~
®»+_ Sk

nktl ok

lim S(n) = lim
n—w n—o

Observamos que S(n) é uma aproximagio por excesso da drea da regido limitada pela
curvay = &n 0 < x < b, pelo eixo x e pela reta x = b. Por outro lado,

k k k _ k
s(n) = Wﬁmu + Wﬁw.u + Wﬁmu + .+ Wm@ _ku

n\h n\hn n n n n

(veja Fig. 17.6) ¢ uma aproximacéo por falta da drea em questio. Procedendo-se de forma
andloga, prova-se que

k+1 )
lim sn)= 2 (Verifique.)

n— o k+1

y= / T
2 k4

BT Ra ptd

ho dipaleigind

Fica assim estabelecida, pelo método de Pascal, a férmula para o célculo da rea acima

mencionada.

A seguir, utilizando o principio de indug@o finita, vamos provar a férmula para o desen-
volvimento do bindmio de Newton. Antes porém vamos estabelecer tal principio. No que
se segue, P(k) indicara uma proposigio (que pode ser falsa ou verdadeira) associada ao natural k.
Por exemplo,
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k>

k+1=k

k(k + 1)
2

[+2+3+ ... +k=

s@o proposigdes associadas ao natural k. Qual o menor mimero possivel de condi¢des que
devemos impor a P(k) para que P(k) seja verdadeira para todo natural k = a (a natural)?
Evidentemente, a primeira condi¢do a impor é que P(k) seja verdadeira para k = a. Supo-
nhamos, além disso, que para todo &k = ¢

P(ky = Pk + 1).

endo entdo P(a) verdadeira e como

P(a) = Pa+ 1),

resulta que P(a + 1) serd também verdadeira.
Pla+1) = Pla+2)

logo, P(a + 2) também serd verdadeira. Prosseguindo com este raciocinio, é razodvel que

se conclua que P(k) seja verdadeira para todo & = a. Quem nos garante que isto realmente
acontece € o principio de indugdo finita, cujo enunciado € o seguinte:

Principio de indugio finita (PIF). Sejam @ um nimero natural dado e P(k) uma pro-
posigdo associada a cada natural k, k = a. Suponhamos que

(i) P(k) seja verdadeira para k = a;
(ii) para todo natural k = ¢

P(ky = P(k+ 1).

Nestas condigdes, P(k) serd verdadeira para todo natural k = a.

Para a prova da férmula do desenvolvimento do bindmio de Newton, vamos precisar,
ainda, da seguinte propriedade dos coeficientes binomiais

k + k Y_(k+1

)/ p+1 p+1
ecuja <oamommmo deixamos a seu cargo. Vamos ento a prova de que para todo natural k, k = 2,
P(k) € verdadeira onde P(k) é a proposi¢do

§+$»u>»+ m@%l?r @\#anf + @»mew+ o+ B

Para k = 2 a férmula & verdadeira, pois,

2

(A+BY? =A% +24B+ B> =A% ¢ h_

Tw + B~
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Provemos entdo que P(k) => P(k + 1). Para isto, basta multiplicar os dois membros de P(k)
por A + B. Multiplicando o segundo por A e, em seguida, por B e utilizando a propriedade

0 k

kY ak+1 kY sk K\ k+1-ppp kY 4 pk
ﬁoub +Hbm+...+@> m+.:+\m>w+

k k k k+1-ppp k k 4 gk+1
+mou>m+.:+?1_u> B+ ..+ [ © JaB+B

k k
dos coeficientes binomiais acima (e lembrando que 1 = ﬁ u = ﬁ VV resulta:

ARy hﬁiwim T m»w_u%ié% +o h»MJ»w» + Bk

cuja soma ¢ exatamente 0 desenvolvimento do bindmio de Newton (A + 5» + _.. Portanto,
para todo k = 2, P(k) = P(k + 1). Fica, assim, provada a férmula do desenvolvimento do
bindmio de Newton para todo natural &, k 2 2.

17.3. FERMAT E 0 CALCULO DE AREAS

pkt1

k+1
drea limitada pela curvay = & , 0 << x < b, pelo eixo x e pela reta x = b, k natural. Fermat
procedeu da seguinte forma: considerou um nimero E, como 0 < E < 1, e dividiu o inter-
valo ]0, b] em infinitos subintervalos da forma

Vejamos como Pierre de Fermat (1601-1665) obteve a férmula para o cdlculo da

L IBELbE'T Y, ..., [bE®, bER), [PE bE), [bE, b).

Observe que b, bE, bE, wmm, ..., bE =L pE! . 6uma progressdo geométrica de razio E
e que E' tende a zero para i tendendo a infinito, pois 0 < £ < 1.

TR s
4393
grevid

esfed
wad¥?
wenex
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A drea do retangulo R ;dadopor bE ‘<= x<bE' " 0<y<@E " hHke
sreaR; = bE ' 71 — EPFEM T D = pk g - pyEk T T =103,
Segue que as dreas dos retangulos R; formam uma progressio geométrica de primeiro termo

= + . .
Bt _C — E) e razdo EX ' L Antes de prosseguir, vamos relembrar as férmulas para as
somas dos termos da progressdo geoméirica finita e infinita de razio ¢ e primeiro termo 1:

_ gkl
ltg+@+d+. +g=120"
1—¢q
(verifique por indugdo finita) e para 0 < g < 1
l+g+g*+g+ .. +4+.. = _Iw[
-9

k+1

Fazendog = E , a soma das dreas dos retdngulos R; é

. k+1¢) —
Bl —B0+g+d+ .. +qg+.9=20 4B

[ gF+1
De
It E+ B+ P+ = LDET
1—-F
resulta
pk+1

soma das dreas dos retingulos R; = Y E+ B+ T EF

Observamos que a soma das areas dos retdngulos é uma aproximag@o por excesso da area
da regifio em questdo e que quanto mais proximo de 1 estiver E melhor sera a aproximac3o.
Para E tendendo a | (em verdade, Fermat simplesmente substituiu E por 1 na soma acima),
~uw +1

s Nada mudaria se em vez de considerarmos aproximag#o

por excesso considerdssemos aproximagao por falta.

Vocé gostou? Se gostou mesmo, verifique que o método de Fermat continua vilido mes-
mo quando k € um nimero racional! Mas se vocé gostou muito mesmo, utilizando a pro-

a soma acima tenderd a

gressdo geométrica 1, E, wm, E , ..., com E > 1, e supondo k natural, k = 2, mostre que a
. x e . 1 ) .
area da regido limitada pelo graficodey = —, x = 1, pelo eixo x e pelaretax = 1 € dada
X
1
pela férmula

k—1
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Bem, por volta de 1670, Sir Isaac Newton (1642-1727) jd estava calculando a drea sob

_ m/n s1s .. n
ozi\mwla&.E.Sxanoma.:c__mm:&omwzs::ﬁNH|||

m+n
Teorema Fundamental do Célculo estava nascendo, e o Célculo Diferencial e Integral,
nas mdos de Newton, se consolidando. (Veja referéncia bibliogréfica 2, abaixo, p. 290.)

ax(m+min da funcdo. O
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Apéndice

PROPRIEDADE DO SUPREMO

Al.1. MAXIMO, MINIMO, SUPREMO E INFIMO
DE UM CONJUNTO

O objetivo desta se¢do é introduzir os conceitos de que necessitaremos para enunciar a
propriedade do supremo. Como veremos, é esta propriedade que diferencia R de ; é, ain-
da, esta propriedade que torna o sistema dos nimeros reais uma cdpia perfeita da reta. O
enunciado de tal propriedade serd objeto da préxima segio.

Seja A um conjunto de nimeros reais. O maior elemento de A, quando existe, denomina-
se mdximo de A e indica-se por mdx A. O menor elemento de A, quando existe, denomina-
se minimo de A e indica-se por min A.

Dizemos que um nimero 72 é uma cota superior de A se m for maximo de A ou se m for
estritamente maior que todo nimero de A. Diremos que m é uma cota inferior de A se m for
minimo de A ou se m for estritamente menor que todo nimero de A.

EXEMPLO 1. Seja A = {1, 2, 3}. Temos:

a) 1 é o minimo de A, 1 = min A; 3 é o méximo de 4, 3 = médx A.

b) 3, %, 100 sdo cotas superiores de >

) 1,0, IW sdo cotas inferiores de A. n

EXEMPLO 2. SejaA = {x € RI1 =< x <2} Temos:

a) 1 = min A.

+ +
b) Paratodot € A, mw'm também pertence aA e 1 < ! 5 2

Assim, para todo ¢ em A, existe um outro nimero em A que € estritamente maior que £;
logo, A ndo admite maximo.
¢) Todo nimero m < 1 é uma cota inferior de A.

(verifique).
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-1

=TT
D

d) Todo nimero m = 2 é uma cota superior de A. n

Um conjunto A pede ndo admitir maximo; entretanto, poderd admitir uma menor cota
superior. Por exemplo, o conjunto

A={xeRI1=<x<2}
ndo admite maximo, mas admite uma menor cota superior que € 2.

A menor cota superior de um conjunto A, quando existe, denomina-se supremo de A e
indica-se por sup A.

E claro que se A admitir maximo m, entio, m serd, também, o supremo de A. Entretanto,
A poderd nfo admitir médximo, mas admitir supremo; por exemplo, o conjunto A acima ndo
admite méximo, mas admite supremo 2 : 2 = sup A,

A maior cota inferior de um conjunto A, quando existe, denomina-se infimo de A e indi-
ca-se por inf A.

Se A admitir uma cota superior, entdo diremos que A € limitado superiormente.

Se A admitir uma cota inferior, diremos que A € limitado inferiormente.

Exercicios Al.1

1. Determine, caso existam, 0 méximo, minimo, supremo e infimo.

aA)A={xERI-3=sx=<4} HA={xERI-3<x<4)})

QA= {xeRIx<5} HA={xERIx=2}

—2
DA={xeRIZ =<0 NA=EHERIIBZX-11>1)
x+3
HA=(-3,-1,021} MA={——1nEN
n+1

2. Assinale os conjuntos do Exercicio 1 que sdo limitados superiormente.

Hw

3. A=y —— I x €R ; ¢ limitado superiormente? Por qué?
1+ x

A1l.2. PROPRIEDADE DO SUPREMO

Admitiremos a seguinte importante propriedade dos niimeros reais.
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Propriedade do supremo. Todo conjunto de nimeros reais, ndo-vazio e limitado su-
periormente, admite supremo.

Pelo fato de R satisfazer a propriedade do supremo, diremos que R é um corpo ordenado
completo. Os teoremas centrais do célculo dependem desta propriedade de R.

Uma consegiiéncia importante da propriedade do supremo ¢ a propriedade de Arquime-
des.

Propriedade de Arquimedes. Se x > 0 ¢ y sio dois reais quaisquer, entio existe pelo
menos um nimero natural » tal que

nx > y.

Demonstragdo

Suponhamos, por absurdo, que para todo natural n, nx < y; consideremos entéo o con-
junto

A= {nxln €N}

A é ndio-vazio (1 - x = x € A) e limitado superiormente por y, logo admite supremo. Seja
5 o supremo de A. Como x > 0, s — x < s; assim s — x ndo € cota superior de A (por qué?);
logo existe um natural m tal que

s—x<mx
e dai
s<(m+ Dx

n:mmcaw ooaqg.ﬁmo.uom:mom:?mBoa?»og+:xmm.anﬁEomo,m:noﬂ:ka
para todo natural » leva-nos a uma contradigo, logo, nx > y para algum natural n. ]

O préximo exemplo exibe-nos duas conseqiiéncias importantes da propriedade de Ar-
quimedes.

EXEMPLO

. . 1
mvwﬁmﬂoaoavo,aﬁmpmwo_o:go:Ow:E:Ecn&aﬁm.acoEAB

n
b) Para todo real x existe pelo menos um natural # tal que n > x.

Solugdo

. . 1
a) Como x > 0, por Arquimedes, existe um natural » tal que nx > 1 e, portanto, — < x.

n
(Observe: nx > 1=>n # 0).
b) Como 1 > 0, por Arquimedes, existe um natural » tal que n > x. ]
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A propriedade que apresentaremos na préxima se¢do ¢ uma outra conseqiiéncia impor-
tante da propriedade do supremo e serd utilizada varias vezes no texto.

Exercicio Al.2

Prove que se A for ndo-vazio e limitado inferiormente, entdo A admite infimo.

A1.3. DEMONSTRACAO DA PROPRIEDADE DOS
INTERVALOS ENCAIXANTES

Seja [ag, byl, [ay, by}, Lay, by ], ..., [a,, b,], ... uma segiiéncia de intervalos satisfazen-
do as condi¢des:

@) [ag, bl D [ay, by} D [ag by] D ... D [a, b1 D ...
(ou seja, cada intervalo da seqiiéncia contém o seguinte);

(i) paratodo r > 0, existe um natural » tal que
b,—a,<r
(ou seja, 2 medida que r cresce, o comprimento do intervalo [ a,,, b,,] vai tendendo a zero).

Nestas condi¢des, existe um tinico real « que pertence a todos os intervalos da seqiién-
cia, isto &, existe um tnico real a tal que, para todo natural n, a, < a < b,

ﬂ —l aen ﬁ ‘o « vee ln e l_ l_
N L L J J J
a, a ap by by by
Demonstragdo
A = {ag, aj, a5, ..., a,, ...} € ndo-vazio e limitado superiormente, pois todo b, € cota

superior de A. Assim, A admite supremo; seja « tal supremo. Como « é a menor cota supe-
rior de A, para todo natural # temos

a,sSa<sb,

Se B for outro real tal que, para todo n,

kammwz

teremos, para todo r,
la—Bl=b, - a,
Tendo em vista a propriedade (ii), para todo r > 0,
la—BlI<r

Logo, @ = B (por qué?). ]
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Al.4. LIMITE DE FUNCAO CRESCENTE (OU DECRESCENTE)

Sejam f uma fungéio € A um subconjunto do dominio de f. Dizemos que f' € limitada su-
periormente em A se existir um nimero real M tal que, para todo x € A, f (x) < M.

Por outro lado, dizemos que f € limitada inferiormente em A se existir um nimero real m
tal que, para todo x € A, f(x) = m.

Teorema Seja fuma fungédo definida e crescente em ]a, b[.
a) Se f for limitada superiormente em ]a, b[, entdo

lim f(x)= L, L finito,

x—b”
comL=sup {f(x)IxE]a b[}.
b) Se fndo for limitada superiormente em ]a, b{, entdo

lim f(x)=+ oo

x> b

Demonstracdo

a) O conjunto { f(x) ! x € 1 a, b [ } é ndo-vazio e limitado superiormente, logo, admite
um supremo L. Dado, entdo € > 0, existe um x, € J q, b [, tal que, L — € < f(x|) < L. Dai,
para todo x em ]x;, b[, tem-se

L-e<fGxpsf)sL<L+e

ou seja,
L-e<f(x)<L+ e
Logo,
lim f(x)=L
x=b”

b) Como f nao € limitada superiormente, para todo M > 0 dado, existe x; € ]a, b[, tal
que f (x|) > M. Pelo fato de f ser crescente, tem-se, para todo x € Jxq, b,

fx>M

ou seja,
lim f(x)=+ co. [ ]
x=b"

Fica para o leitor enunciar e provar teorema andlogo para o caso de f ser decrescente em

la, b[.
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Conforme as palavras seguintes de Richard Dedekind (1813-1916) em seu livro Essays
on the theory of numbers, arazdo que o levou a defini¢io de nimero real (veja Apéndice 6)
foi exatamente o teorema anterior.

“Minha ateng#o voltou-se primeiramente para as consideragdes que constituem o assun-
to deste folheto no outono de 1858. Como professor na Escola Politécnica em Zurique, vi-
me pela primeira vez obrigado a dar aulas sobre os elementos do cédlculo diferencial e senti
mais agudamente do que nunca a faita de um fundamento realmente cientifico para a arit-
mética. Ao discutir a nocfo de limite e especialmente ao provar o teorema segundo o qual
toda magnitude que cresce continuamente, mas ndo além de todos os limites, deve certa-
mente se aproximar de um valor finito, tive que recorrer a evidéncias geométricas. Mesmo
agora, esse recurso a intui¢do geométrica numa primeira apresentagio do célculo diferenci-
al, eu 0 vejo como extremamente titil, do ponto de vista didatico, e até mesmo indispensavel
se nao se quer perder muito tempo. Mas ninguém pode negar que essa forma de introdugio
ao célculo diferencial ndo pode se pretender cientifica. Para mim, esse sentimento de insa-
tisfagdo foi tdo esmagador que mantive a firme intencdo de continuar refletindo sobre a
questdo até encontrar um fundamento puramente aritmético e perfeitamente rigoroso para
os principios da andlise infinitesimal.” (Dover Publications, Inc., Nova York.)

Apéndice

DEMONSTRACOES DOS
TEOREMAS DO CAP. 5

A2.1. DEMONSTRACAO DO TEOREMA DO ANULAMENTO

Teorema (do anulamento). Se f for continua em [a, b] e se f (a) e f (b) tiverem
sinais contrarios, entdo existira pelo menos um ¢ em [a, b] tal que f(c) = 0.

Demonstragdo

Para fixar o raciocinio, suponhamos f(a) < 0 ¢ f(b) > 0. Fagamos a = ag € b = by; seja
¢ 0 ponto médio do segmento {ag, bg]. Temos
a _ b
a o bo

Suponhamos f (cg) < 0 e fagamos ¢y = ay € by = by. Temos f(a;) <0 e f(by) > 0. Seja
¢; o ponto médio do segmento [a;, b;]. Temos

fcg) <0oufcy = 0.

w
flep) <0ouf(c)=0. -2 N 20
a € by

Suponhamos f (¢;) = 0 e facamos a; = a, € ¢; = b,. Assim, f(ay) < 0ef(by) = 0.
Prosseguindo com este raciocinio, construiremos uma seqiiéncia de intervalos

HQOQ WOH ] _”QT W—u o TNN, @NH D0 MQE W:U_ Do

que satisfaz as condiges da propriedade dos intervalos encaixantes e tal que, para todo #,

@ fla) <0ef(b,)=0.
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Seja ¢ o tnico real tal que, para todo n,

= =
a,<c<sb,

As seqiiéncias de termos gerais a,, e b, convergem para ¢ (verifique). Segue, entfo, da
continuidade de f, que

o) w:ws \Eiﬂ&@mzwﬁa fby) = flo)
Segue de D e de @ que

fley=0ef(c)=0

e, portanto, f (c) = 0. ]

A2.2. DEMONSTRACAO DO TEOREMA DO
VALOR INTERMEDIARIO

Teorema (do valor intermedidrio). Se for continua no intervalo fechado [a, b] e se
v for um real compreendido entre f (a) e f (b), entdo existird pelo menos um ¢ em
[a, bl tal que f(c) = .

Demonstragdo
Para fixar o raciocinio, suponhamos f (a) < y < f(b). Consideremos a fungio
§(x)=fx) — v.xem|a b].
Como f é continua em [a, b1, g também o &; temos, ainda

gl@=fla—vy<O0eg® =fb)—y>0.

Pelo teorema do anulamento, existe c em [a, b] tal que g (¢) = 0, ouseja, f(c) =vy. ®

A2.3. TEOREMA DA LIMITACAO

Para a demonstragio do teorema de Weierstrass, necessitaremos do teorema da limita-
¢do, cujos enunciado e demonstragdo serdo objeto desta secdo.
Dizemos que f € limitada em A C Dyse existir M > 0 tal que, para todo x em A

lf(x) | < M.

Da definicdo acima, segue que, se f ndo for limitada em B C b% para todo natural n,
existe x,, € B, com 1 f(x,) | > n.
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Teorema (da limitagdo). Se f for continua no intervalo fechado [a, b], entdo fserd
limitada em [a, b].

Demonstragdo

Suponhamos, por absurdo, que fndo seja limitada em [a, b]. Fagamos a = a; e b = by;
existe, entdo, x; em [ay, b ] tal que | f(x,) | > 1. Seja ¢y o ponto médio de [aq, by]; fndo serd
limitada em um dos intervalos [ay, ¢;] ou [¢y, by }; suponhamos que ndo seja limitada em
[¢1, P1) e fagamos a, = ¢; e b, = b;. Ndo sendo flimitada em [ay, by}, existird x, € [a,, by]
tal que | f (xp) | > 2. Prosseguindo com este raciocinio, construiremos uma seqiiéncia de
intervalos

HQ_.T—H ) _HQN. WNH D] Hﬁuu @w~ DD HQ:._ @xu Doeee

satisfazendo as condigBes da propriedade dos intervalos encaixantes e tal que, para todo
natural n > 0, existe x,, € [a,, b,] com

0, [f(x) 1> n.
Segue de (D que _ELW | f(x,) | = +o0. Seja, agora, c o tinico real tal que, para todo n > 0,
n—+x
c € la, b,

Como a seqiiéncia x, converge para c (verifique) e f é continua em c, resulta que
lim 1fCx,)t=1f(c)tque estd em contradi¢dio com lim |f(x,) | = +. Fica provado

n—>+x n—+w
que a suposicdo de f ndo ser limitada em [, 5] nos leva a uma contradi¢do. Portanto, fé
limitada em [aq, b]. ]

A2.4. DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE WEIERSTRASS

Teorema (de Weierstrass). Se f for continua em [a, b], entdo existirio X exp)em
[a, b]tais que f(x)) < f(x) < f(x,) para todo x em [a, b].

Demonstrac¢do
Sendo f oo::_.Em em [q, b), fseréd limitada em [a, ], dai o conjunto
A={fIx€Ea b]}
admitird supremo e infimo. Sejam

M

sup {f (@) Ix € [a, b]}

3
I

inf {f(x) | x € [q b]}.
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Assim, paratodoxem [a, b], m =< f(x) < M.
Provaremos, a seguir, que M = f(x,) para algum x, em [a, b]. Se tivéssemos f (x) < ¢
para todo x em [q, b], a fungéio

i
M- f(x)

g(x)= x € [a, b} (veja observagio abaixo)

seria continua em [a, b], mas nfio limitada em {a, b], que é uma contradigio (se g fosse
limitada em [q, b], ent3o existiria um 8 > 0 tal que para todo x em [a, b}

1

0< — <
M- f(x)

B

e, portanto, para todo x em [a, b],

1
<M--=
fx) 3

e assim M ndo seria supremo de A).

Segue que f (x) < M paratodo xem [ 4, b | ndo pode ocorrer, logo devemos ter M = f(x,)
para algum x, em [a, b]. Com raciocinio andlogo, prova-se que f (x;) = m para algum x|,
em {a, b]. n

Observacio. A idéia que nos levou a construir tal funcéo g foi a seguinte: sendo M o supre-
mo dos f (x), por menor que seja r > 0, existird x tal que M — r < f(x) < M; assim, a dife-
renga M — f(x) poderd se tornar tdo pequena quanto se queira e, portanto, g (x) podera se
tornar tdo grande quanto se queira.

Apéndice

DEMONSTRACOES DO TEOREMA
DA SECA0 6.1 E DA
PROPRIEDADE (7) DA SECA0 2.2

A3.1. DEMONSTRACAO DO TEOREMA DA SECAO 6.1

Lema 1. Seja a > 1 um real dado. Entdo para todo € > 0, existe um natural » tal que

1
an —1<e.

Demonstragédo
Pelo binémio de Newton (veja Se¢do 17.2), para todo natural n = 1

(1+e&"=1+ne

a-—1

Tomando-se ntal que 1 + ne>a hvwﬁm que n > u resulta

€
(1+&">a

ou

l+e>an

1
¢, portanto, a7 — 1 <e. [ ]
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Lema 2. Sejam a > 1 e x dois reais dados. Entdo, para todo € > 0, existem racionais
res,comr < x < s, tais que

d—d<e

Demonstragdo

Inicialmente, tomemos um ¢ > x, ¢ racional; assim, para todo racional r < x, @’ < o/,
pois, estamos supondo a > 1. Temos

d-d=d@ "D
Pelo lema 1, existe um natural » tal que

1
arn —1<ate

ou
1

alan ~l1{<e

L. . 1 L
Escolhamos, agora, racionais re s, r <x < s, taisque s — r < P Para estes racionais

1
F-d=d@ T-D<d|an —-1|<e n

Lema 3. Seja a > 1 um real dado. Entdo, para todo x real dado, existe um iinico real
v tal que

d<y<d

quaisquer que sejam oS racionais r e s, COm r << x << s.

Demonstragéo
Primeiro vamos provar que existe tal y. O conjunto {d” | rracional, r < x} é ndo-vazioe

limitado superiormente por todo a°, s racional e 5 > x; tal conjunto admite, entéo, supremo
que indicaremos por y. Segue que

para todo racional r < x e todo racional 5 > x.
Fica a seu cargo verificar que em realidade temos

d<y<ad

quaisquer que sejam os racionais r € s, com r <x <s.

A
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Vamos, agora, provar que tal v é tnico. Se y; for tal que a” < 7, < a*, quaisquer que
sejam os racionais r e s, com r << x < s, teremos

r .

ly—vyl<d —a
para todo racional 7 < x e todo racional s > x. Segue, entdo, do lema 2 que

ly—mi<e
para todo € > 0, logo ¥ =v;. ]
Com relagéo ao lema anterior, observe que, se x for racional, entdo y = &”". O tnico v (a
que se refere o lema anterior) serd indicado por f (x). Fica construida, assim, uma fungéo f,

definida em R, e tal que £ (r) = &’ para todo racional . Antes de provar a continuidade de f,
provaremos que f € estritamente crescente. De fato, se x| < x; (x| € x, reais quaisquer), teremos

al < f(x))<a% e a? < f{x)<a%

quaisquer que sejam os racionais |, §1, 75 € §, tais que r; < x| < sy e, <x, <s. Sendo
s um racional, x; < s < x,, teremos

fl) <a’ <f(x)

o que prova que f ¢ estritamente crescente.
Vamos provar, agora, a continuidade de f. Seja p um real qualquer. Pelo lema 2, dado
€ > 0, existem racionais r e s, com r < p < s, tais que

ad—-d<e
Para todo x € ]r, s{, teremos
lfx)—f)l<a —a <e
0 que prova a continuidade de fem p. Como p foi tomado de modo arbitrério, segue que f¢é

\ - 1y, . .
continuaem R. Se 0 < @ < 1, afungdo f(x)= hlw é continua em R e coincide com a”
a

nos racionais. Completamos, assim, a demonstragao do teorema da Segdo 6.1.

Vamos provar, agora, a propriedade (1) da Secdo 6.1. Sejam r,, e s, duas seqiiéncias de
niimeros racionais que convergem, respectivamente, para x € y; segue que r,, + s, converge
para x + y. Da continuidade da funcfio f (x)} = a*, segue

lim a™ =a* e lim a% =g
n—+x n— +«
dai
a*a? = lim a™a® = lim a1 =g**y

n—+x n—+x

(Observe que a’» @ = a’» * %, pois r, e s, so racionais.)
As demonstragdes das demais propriedades ficam a seu cargo.
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A3.2. DEMONSTRACAO DA PROPRIEDADE (7) DA SECAO 2.2

Teorema. Existe a > 0 tal que cos a = 0.

Demonstragdo

Suponhamos, por absurdo, que no exista um tal nimero a. Como cos 0 = 1 e cos x ¢
uma funcfo continua, segue do teorema do valor intermedidrio que cos x > 0 para todo x = 0,
como sen’ = cos, teriamos que a fungfo sen x seria estritamente crescente em [0, +oof e
como sen 0 = 0, terfamos sen x > 0 em JO, +oc[, De cos’ = —sen, seguiria, entdo, que cos x
seria estritamente decrescente em [0, +oo[. Como cos x = O e sen x < | em [0, +oo,
existiriam, entfio, reais @ ¢ 8, com a € 10, 1] e B &€ [0, 1[, tais que

lim senx=a«a e lim cosx=p.

X —> x—+x
Teriamos, também,
lim sen2x=a € lim cos2x = B.
X = +x X — +x
2

Como sen 2x = 2 sen x ¢os x e cos 2x = 2 cos
resulta

x — 1, passando ao limite, para x — +,

a=2aBeBf=28~-1

que admite como tinica solugdo o par (a, B) onde @ = 0 ¢ 8 = 1, que contradiz a condi¢do
a €10, 1]e B € [0, 1[. Tal contradigio ¢ conseqiiéncia de termos admitido a ndo-existéncia
de um ¢ > 0, com cos a = 0. Fica provado assim que existe 2 > 0 com cos a = 0. ]

Propriedade (7). Existe um menor nimero a > 0 tal que cos a = 0.

Demonstragio

O conjunto A = {x > 0 cos x = 0} é ndo-vazio e limitado inferiormente; logo, admite
infimo a. Provemos que a € A. Se cos a # 0, pela conservagdo do sinal, existe r > 0 tal que
cos x # O paraa < x < a + r, que contradiz o fato de a ser o infimo de A. Segue quea é 0
minimo de A, ou seja, a é o menor real > 0 tal que cos a = 0. ]

Apéndice

FUNCOES INTEGRAVEIS
SEGUNDO RIEMANN

A4.1. UMA CONDICAO NECESSARIA PARA INTEGRABILIDADE

Vamos provar que uma condigdo necessdria, mas nao suficiente, para f ser integravel,
segundo Riemann, em {a, b] é que fseja limitada em [a, b]. Lembramos que dizer que f¢
limitada em [a, b] significa que existe M > 0 tal que, para todo x em [q, b], | f(x) | = M.

Teorema. Se f for integravel, segundo Riemann, em [a, 5], entdo f serd limitada
em [a, b).

Demonstracdo

Como f¢é integravel em [g, b], tomando-se € = 1 existe uma particio P de [a, b] tal que

: w
.M_?_.VE,.LA:T_?%
i= a

qualquer que sejaaescolhadec;em [ x; _ 3. x;1,1 = 1,2, ..., n. Sejam X 18X dois pontos
consecutivos da parti¢do P; vamos provar que f € limitada em [x; _ 1, x;]. Seguird dai que f
serd limitada em [a, b] (por qué?). Temos

n
M .\.Aﬁmv>k~.|h <1
i=1

ou !

.W_ fleh) EN. - L|I<1
%]

.\.AO\V E\ +
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Segue que (lembre: | X + YI=1X1 - 1Y)

_.\.An..\v Eg_ - "W .\.Aﬁ«.v Dk.m ~- Li<1

i=1

i
ou
n
@ _x@v?m_A_Jr_.MH%QLEN.IE.
i=
i#j
Fixemos c;, i # j, em [x; _ y, x;]; como () se verifica para todo cjem {x; _ 1, x;], resulta
que f¢é limitada em T\. -1 @_L. = 1,2, ...,n; logo fé limitada em [a, b]. [ ]

EXEMPLO 1 (de funcdo limitada e ndo integravel). A fungdo

_Jl sexe€e
\C&IT sex € Q

ndo € integrivel em {0, 1].
Solugdo

Para toda parti¢dio P de [0, 1]

i _[1 sec; for racional (i=1,2,...,n)
NW_ fle) Axi = ,ﬁo se m“. for irracional (i=1,2,..., n)

n
logo lim Z f(cp Ax; ndo existe (por qué?) e, portanto, fndo € integravel em [0, 1].
mdx Ax; >0 j=1

[
EXEMPLO 2. A funcao
l sex=0
fy=q1 se0 <=1
X
ndo € integravel, segundo Riemann, em [0, 1], pois, f n&o ¢ limitada neste intervalo. ]

A4.2. SOMAS SUPERIOR E INFERIOR DE FUNCAO CONTINUA

Sejam fuma fun¢io continua em [a, b} e
Pra=xp<x;<x<..<x-;<x<..<x,=buma particio de [¢, b]. Como f¢é
continua, fassume em [x; _ 1, x;] (0 = 1,2, ..., n) valor miximo M; e valor mfnimo ;. As somas

Mﬁ\..&uu“ W ENE_.
i=1
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denominam-se, respectivamente, soma superior ¢ soma inferior de f, relativa a parti¢io P.
Como m; < M, segue que, para toda parti¢do P de [a, bl,

® S(f, P)<S (f, P).

Sejam P e P' duas partigdes de [a, b]; dizemos que P’ é um refinamento de P se P'DP.
O préximo teorema conta-nos que quando se refina uma parti¢@o, a soma superior decresce
¢ a inferior cresce.

Teorema. Seja f continua em [a, b e sejam P e P’ duas parti¢des quaisquer de [a, b],
com P C P'. Entio,

a) S (f, P)<S(f, P). b) S (f, P)= S (f, P).

Demonstragdo

a) Suponhamos que P’ tenha um ponto a mais que P, isto €, P "= PU X, com
X € T@.\ s ML. Assim,

m.“nnonk_A.:Ax\fwA&A:.Ax:Nw

Plra=xy<xp<..<x_< X A&.A.:Aazuw.

Sejam m; e mj, 08 valores minimos de fem [x; _ 1, xle[x, x), respectivamente.

1
Observe que

® mps omyoemp< mj)
onde S\mo/\&o_. minimo de fem F.\ _Lﬁ‘
Temos
n
S(f,.P)= N.M._ m; Ax; + m; D&.
i#
e
n — -
S(f, Py= ~.W,.~ \:NDHM + SJAHH - -+ S\N A\G,I x1).
i
Segue de @

E\._AM~ - L_.I ~v+ E\MA\«\| MHVWS\AM_ Wk.\.l E +\3\.Aks..| M_v
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ou seja,

mj (X1 =% )+ my, (0= X)) = m; Ax;.

Portanto,
S (f, P) < S (f, P). (Interprete geometricamente.)

Deixamos para o aluno demonstrar, por indugfo finita, que se P’ tem # pontos a mais
que P, entdo

S P)=S(f, P)

b) Fica a cargo do aluno. L]

Coroldrio. Quaisquer que sejam as parti¢des Py e P de [q, b}, S (f, B) < S¢( f, B).
(Isto €, toda soma inferior € menor ou igual a toda soma superior.)

Demonstragdo
Seja P = P U P,; assim P é um refinamento de Py, bem como de P,. Por )

S(f.P)<S(f, P

e, pelo teorema,

SRS, P eS(f.PY<S(f B).

Assim,

SRS, P<S(fL,P<S(f. P)

ou seja,

S(f,BA)<S(f, B). .

Seja f continua em [a, b)]. Pelo coroldrio acima, toda soma inferior S (f, P) é cota infe-
rior do conjunto

A={S(f, P)1 P particio de [, b1}

wwmco que tal conjunto admite infimo. Seja L o infimo de A. Como toda soma inferior é
cota inferior de A resulta, para toda particdo P de [a, b],

©) S(f,PYSL<S(f, P).
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Por outro lado, para toda parti¢do P de [a, b] e qualquer que seja a escolha de ¢; em
[x; — 1 il

@ S(PY< X f(e) An <S(f. P).

De 3 e @ resulta

® | 2 fEe) A= LI<S(f. P =S, P)

para toda parti¢do P de [a, b] e qualquer que seja a escolha de ¢; em [x; — 1. x;].
Provaremos, na préxima segdo que, se f for continua em [g, b}, dado € > 0, existird
8> 0tal que

S(fL,P)-S(f,P)<e

para toda particdo P de [, b], com max Ax; < 8.
Seguird, entio, de (B que toda fungdo continua em [a, b] é integrdvel em [a, b].

A4.3. INTEGRABILIDADE DAS FUNCOES CONTINUAS

Antes de passarmos A demonstragdo do préximo lema, observamos que, se f for continua
em p, dado € > 0, existird 8 > 0 tal que, para todo s € ¢ no dominio de f,

s5$tElp—Sp+d[=Ifls)—f(nl<e
De fato, sendo f continua em p, dado € > 0 existird 3 > O tal que, para todo x € Dy,

® ,Hm_u;wizu_:c&@fw.
De M ede
£(s) = FO = 1£) —FP)+ )~ FOI<I) — F@) + 1) = fD) )

segue que quaisquer que sejam s, 1 € Dy

StEIp—8p+é[=2If)—flI<e

Lema. Seja f continua em [a, b]. Ento, dado € > 0, existe uma parti¢do
Pia=xg<xy<x;<.. < x, = bde [a, b] tal que

M —m<e(i=1,2,..n)

onde M; e m; sdo, respectivamente, os valores méximos e minimos de fem [x; — 1. %]
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Demonstragao

Suponhamos, por absurdo, que, para um dado € > 0, nfo exista parti¢iio P de [a, b] para
aqual se tenha M; — m; < eparai = 1, 2, ..., n. Fagamos, entdo, a = a;, b = b e seja €
o ponto médio de [a;, b, ]; segue que [y, ¢;] ou [¢y, b] ndo admitir partigdo que satisfaga
a condi¢do M; — m; < € em todo subintervalo da parti¢do. Seja [a,, b,] aquele dos dois
intervalos acima que ndo admite parti¢éio satisfazendo a condigdo citada. Seja ¢, o ponto
médio de [ay, byl; [ay, c5] ou [cy, b,] ndo admitird parti¢do satisfazendo a condigdo citada;
seja [a3, b3] aquele dos dois intervalos acima que n3o admite tal parti¢io. Prosseguindo com
este raciocinio, construiremos uma seqiiéncia de intervalos

HQT my—“_ ] th* \QN_ D...D _”Q\Q W\L ...
satisfazendo a propriedade dos intervalos encaixantes e tal que para todo natural k = |,
(4, By ndo admitird parti¢do satisfazendo a condigdo M; — m; < e em todo subintervalo de
tal parti¢do. Seja p o tnico real de [a, b] tal que para todo k = 1, p € [ay, b,]. Como f§
continua em p, para o € > 0 acima existe 8 > 0 tal que quaisquer que sejam s, ¢ em [a, b]
StE€EIp—8p+é[=If(s)—fl<e
Por outro lado, existe & tal que
mh\ﬁ mu\ﬁu_ C Hﬁ - AwwNv + M_H
e, assim, para toda parti¢io de [a;, by, terfamos
M;—m;<e

em todo subintervalo de tal particdo, que é uma contradigao. Fica provado, deste modo, que,
para todo € > 0, existe uma particdo P de {a, b] tal que

M, —m<e

em todo subintervalo [x; _ {, x;} determinado por tal parti¢do. n

Teorema. Se ffor continua em [a, b), dado e > 0, existird § > 0, tal que quaisquer
que sejam s, t € [a, b]

ls—tI<d=1f(s) —fOI<e

Demonstragdo

Pelo lema, dado € > 0, existe uma partigdo P de [a, 5] tal que

My —m; <<
2

em todo subintervalo [x; _ |, x;] determinado pela parti¢do. Seja 8 o menor dos nimeros
DHT EN. . D\«xw OBQ@ Em = Hm - Hm —1-
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Sejam s e ¢ dois reais quaisquer em [, b], com Is — #1 < 8. Dois casos podem ocorrer: s
¢ ¢t pertencem a um mesmo intervalo [x; _ |, x;] ou s ou 7 pertencem, respectivamente, a n-

€
tervalos consecutivos Tm. — X le Td._ X+1 1. No 1.° caso teremos | f(s) — f(1) | < > < €

No 2.° caso, teremos

76 = FO1=1£©) ~fo) I +1f () —fFOI< 2+ = =«
Fica provado, assim, que quaisquer que sejam s e f em la, b]
ls—tI<é=21f()—fOI<e ]

Teorema. (Integrabilidade das fungdes continuas). Se ffor continua em [a, b], entdo
fserd integrdvel em [q, b].

Demonstragdo

Segue do teorema anterior que, para todo € > 0, existe § > 0, tal que quaisquer que se-
jam 5, t em [a, b]

Is—t1<8=1f(s)—f(HI< w|m|a

Assim, para toda parti¢do P de [a, b], com mdx Ax; < §, teremos

€

S P -S(f.Py= X (M —m)Ax; < T Ax; =€
i=1

ENHW\Q

€, portanto,

S f(en) Ax — LISS(f, P) = S(f, P) <e
i=1

4
(Veja(®) de A4.2.)

b
ou seja, ¢ integravel em [a, b], com integral ‘_, f (x) dx = L, onde L ¢ o infimo das somas
a

superiores de fem [a, b]. n

Ad.4. INTEGRABILIDADE DE FUNCAO LIMITADA COM
NUMERO FINITO DE DESCONTINUIDADES

Lema. Se F for crescente em [, b[ e se existir M tal que, para todo xem (g, b[, F (x) < M,
entdo existird um real L tal que

lim F(x)=L.

x— b
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Demonstragédo

O conjunto {F (x) | x € [a, b [} é ndo-vazio ¢ limitado superiormente por M, logo admite
supremo L. Dado € > 0, existe x, em [a, [ tal que

L—e<F AROV =
e, portanto, pelo fato de F ser crescente

p<x<b=L-e<F)=

logo, lim F(x)=L. a

x—b”

Teorema. Se f for limitada em [a, b] e continua em [a, [, entdo f serd integravel
em [a, b).

Demonstragdo
Vamos supor, inicialmente, f (x) = 0 em [a, b]. Como fé continua em [a, bl, para todo ¢

t
em [4, B[, ._. £ (x) dx existe. Seja
a

t
FO=[fwdiasi<p

Como f (x) = 0 em [a, b] € limitada neste intervalo, resulta que F € crescente ¢ limitada
em [a, b[; pelo lema, existe L tal que

!
O lim | f(x)de=L.
t—>bh” Ja
Vamos provar que f é integravel em [q, 5] e que ~— S (x)dx= L. Como f € limitada,

existe M > 0 tal que para todo x em [a, 4], 0 < f (x) < M. Tendo em vista (@), dado € > 0,
existe by, a < by < b, tal que

F €
fde—L|< <,
a 4

Podemos escolher »; de modo que M (b — b < M Por outro lado, existe § > 0

(que pode ser tomado de modo 2M§ < Au tal que, para Sam parti¢do P, de [a, b|], com
méx Ax; < 8,

b, €
2 f(e) Ax; ~ Ydx|< =,
.u_\n ._.a fx 2

Apéndice 4 527
Temos, também, para toda parti¢io P, de [b}, &],

I3 f (ci) Ax;1 < < (por qué?).
B, 4

Seja, agora, uma parti¢io P qualquer de [a, b], com méx Ax; < §, e suponhamos que
hE T@..l __RL

o -
*
-
ko
1]
'S
it
—t
[ B

temos

_ ME&E|1 I’z Fle) A, +f(e) Ax; + M.iip.v?_\iu
i=1 i=1 i1=j
Jj—1.
=13 fiep Ax +f(ej) by — T_VL 3;1_ Feydx— L+
=

b5 fle) Ax+ £le) (g by + Fiep A~ F(ey) (by — - 1) -
i=j+1
j—1 by
—fej) = byl <l M_?Eiﬁxsl o= [l read+

+_ﬁ§€&|h_+_ 5 £le) Ax + fle;) & |3_+_> ) —x_ 1) -

i=j+1

5o - flep byl S4S

+5£4
PR

Am
il
o

|.\,An,\m Qu_

Portanto, f € integravel em [a, b] e

his&ur

Deste modo, o teorema fica provado no caso f(x) = 0 em [q, b]. Se fndo verifica esta
condigdo, pelo fato de f ser limitada em [, b}, existird @ > O tal que f (x) + @« = O em
[a, b]. Pelo que vimos acima, f (x) + « serd entdo integravel em [, b]. Para todo x em
[a, b]

fO=[fX)+a]l -«
logo, f € integravel em [a, b], por ser soma de duas integrdveis em [a, b]. ]

Observacido. Do mesmo modo, prova-se que, se f for limitada em [a, b] e continua em
]a, b], entdo f serd integravel em [a, b].
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Deixamos a seu cargo a demonstragdo da propriedade: se f for integrdvel em [, c] e em
[¢, b], entdo fserd integrdvel em [a, b] e

[rea=[rwa[rwa

Como conseqiiéncia do teorema anterior e da propriedade acima, vem o seguinte corol4-
rio, cuja demonstragdo € deixada para o leitor.

Coroldrio. Se f for limitada em [a, b] e descontinua em apenas um mimero finito de
pontos, entdo f serd integravel em [a, b].

A4.5. INTEGRABILIDADE DAS FUNCOES CRESCENTES
OU DECRESCENTES
Se f for crescente em [a, b], f assumird em [g, b] valor maximo f (b) e valor minimo

f(a). Seja P uma particdo qualquer de {a, b]; podemos, entdo, considerar as somas superior
e inferior de frelativa a particdo P:

S(fLP)= X f(x)Ax

i=1

SUf.Py= X f(xi—p) Axg.

- i=]

As propriedades demonstradas no caso de f se continuas permanecem validas no caso de
[ ser crescente. Temos

S(fL.P)-S(f.P)<= .N [f (x;) — f (x;— )] max Ax; (verifique)

€, portanto,
S P =S P LS ()~ f (@] mix Ax;.

Se f(b) = f (), f serd constante, logo integrdavel. Podemos supor, entdo, f (b) > f (a).

Entdo, dado € > 0 e tomando-se & = L, para toda particéo P de [a, b], com
) & - fla
méx Ax; < §,
SU.P)=S(f.P)<e
e, portanto,

S fe) Ay —L|<S(f,P)—S(f,P)<e

i=1
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onde L é o {nfimo das somas superiores S (f, P). Fica provado assim o

Teorema. Se f for crescente em [a, b], entdo f serd integravel em [a, b].

Observacdo. Se f for decrescente em [a, b], entdo — fserd crescente e, portanto, integravel;
como f = — (—f), segue que f serd, também, integravel em [g, b].

O préximo exemplo nos mostra uma funcédo integravel cujo conjunto dos pontos de
descontinuidade € infinito.

EXEMPLO. Sejaf: [0, 1] — R dada por

n n n+1
Fo =TT ® FT S <myz e
1 se x=1
ﬁwgvno se OMRAWP&CQHW se WMRAW&SQ

Como f é crescente, resulta que f € integravel em [0, 1]. Observe que f € descontinua em
todos os pontos do conjunto infinito

n *

A4.6. CRITERIO DE INTEGRABILIDADE DE LEBESGUE

Henri Lebesgue (1875-1941) estabeleceu um critério de integrabilidade que nos permite
reconhecer se uma funcio f ¢ ou nao integravel em [a, b], olhando apenas para o conjunto
dos pontos de [a, b] em que f¢ descontinua. Para estabelecer tal critério, precisamos primei-
ro definir conjunto de medida nula.

Seja A um subconjunto de Re sejaly, I, ..., I, ... uma seqiiéncia de intervalos; dize-
mos que tal seqiiéncia cobre A se

4o
}ﬂN—CNNC..CNxC.." () N~
i=1
isto é, se A estiver contido na reunido de tais intervalos.
. 1 A 111 1
EXEMPLO1.Seja A =< — | n € IN* }; aseqiiénciadadapor I, = |— — —, — + —|,
n n 2" n 2"

n=1,2, ..., cobre A, pois

ACLULULU ...



530 Um Curso de Cdlculo — Vol. 1

1 1 1 i I 1 1
Ob: cteh=|l-=1+=|;—€h=|——=—,—+—
Serve 1 2 N_H 2 2 gm YR >3

No que segue, m (I) indicard a amplitude do intervalo I; assim, se I = [0, 2], entdo

11 1
=2-0=2%se = |=,—|,m()=—-
mD |33l mw-5
Seja A C R; dizemos que A tem medida nula se, para todo € > 0 dado, existir uma se-
giiéncia de intervalos I}, I, I3, ..., I, ... que cobre A e tal que

oo
2 my<e [
n=1
+ k
Observacio: Y m(l)= lim X m().
n=1 ko +e p=1

Antes de passarmos aos exemplos, lembramos que, se 0 < g < 1, entao

q

q P e H g+ = 1 (verifique).
-4
Se tomarmos 0 < g < _M (€ > 0), teremos
€
Q+QN+Qu+:.+Q=+.:H _F <e
) -4q

EXEMPLO 2. Mostre que A = %W tneN ** tem medida nula.
Solugdo

€
1+e

Dado € > 0, tomemos ¢ tal que 0 < g <

Consideremos a seqiiéncia de intervalos

1 1 1 i
IL=|——=4g%—+—4q"|,n=12,.
" f 2T T T
Tal seqiiéncia cobre A e, como m (I} = 4", resulta
i 2 q
S md)=qtqg +..+q+.=—— <e
n=1 Hlﬁ

portanto, A tem medida nula.
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SejaA C R; dizemos que A € enumerdvel se existir uma seqiiéncia a, ay, ..., a,, ... tal que
A = {a,n & N*}, ]
EXEMPLO 3. N é enumerdvel, pois,
N={g,ln& N*}
ondea, =n— 1. n
EXEMPLO 4. O conjunto A dos racionais estritamente positivos é enumeravel.

Solugdo

)
RN
RN

N w
|
W

[NHEN
ENEEN
[VENN

o:aosﬂwn |WQIFQ =
1 _.N ~ww N.u

EXEMPLO 5. O intervalo [0, 1] ndo € enumeravel.
Solucdo

Suponhamos, por absurdo, que fosse enumerével; existiria, entdo, uma seqiiéncia a;,
ay, ... tal que

[0,1] = {a,In € N}.
Seja, agora, ¢; €10, 1[, com ¢; # ay; a; ndo pode pertencer a

0 [0, ¢;] e [y, 1].

Seja [a, 8] o intervalo em (D) que ndo contém q;.
Seja, agora, ¢, € oy, B[, com ¢; # ay; a, ndo pode pertencer a

@ [ay, cpl e ey, Bl
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Seja ay, B,] o intervalo em (2) que ndo contém a;. o . |
Prosseguindo com este raciocinio, construiremos uma seqii€ncia de intervalos

[ag, Bl D lay Bl D ... Dla,, B,1 2D ...

tal que, para todo natural n = 1,

a, & lay, B,]

Por outro lado, existe pelo menos um real p € [0, 1] tal que

p € lay, Bl

para todo n = 1. Segue que
p*a

para todo n = 1, que é uma contradig@o.
EXEMPLO 6. Todo conjunto A enumeravel tem medida nula.
Solucdo

Dado € > 0, consideremos a seqiiéncia

1 1 _
1, Hgaz IMQ:.Q: +MQ=_H_=[H,N,P:.
como 0 < ¢ < € eA= {a, | n € N*}. Tal seqiiéncia cobre A e
l+e

+ o ) .
S miIy)=qg+q +..+qg +.. . <e
n=1

EXEMPLO 7. Prove que A = {1, 2, 3} tem medida nula.

Solucao

A= {a,ln€N*}),ondea, = 1,a, =2,a3 = 3ea, = 3 paran > 3;logo A € enumerével
n >

¢, portanto, tem medida nula.
EXEMPLO 8. Seja A C R; se A for finito, entdo A terd medida nula.
Solugdo

Suponhamos que A tem p elementos; batizando os elementos de A por xy, Xp, s

= = = = x_ para
sulta A = {xy, xp, ... kmw = {a,In EN*}onde a) = x),ay = X, ... @, = X, €3 = X P

n > p. Assim, A é enumeravel; logo, tem medida nula.

Xp TE-
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Vamos, agora, enunciar, sem demonstragio (para a demonstragio, veja Elon Lages Lima,
Curso de Andlise — Volume 1), o seguinte

—

Critério de Lebesgue

Seja flimitada em [a, b} e seja A o conjunto dos pontos de [a, b] em que f¢é desconti-
nua: A = {x € [a, b] | fé descontinua em x}. Entdo,

fintegravel em [a, b] < A tem medida nula.

Exercicios

L. Prove que se A estiver contido em B e se B tiver medida nula, entdo A terd, também, medida
nula.

2. Prove que o conjunto vazio tem medida nula.

W

. Prove que se A e B tiverem medida nula, entio A U B também terd medida nula.

4. T4 foi visto que a fungiio f (x) = ,ﬁ w M M M m ndo é integravel em [0, 1]. Utilizando o critério

de Lebesgue, conclua que [0, 1] ndo tem medida nula.

%)

. Utilizando o critério de Lebesgue, prove que se f for integrvel em [q, b], entdo fserd continua
em pelo menos um ponto p € [a, b].

b
6. Suponha fintegrdvel em [, b] e f (x) > 0 em [a, b]. Prove que ._. f (x)dx > 0.
a

7. Utilizando o critério de Lebesgue, prove que se f for integravel em [q, b], entdo | flef 2 tam-
bém serdo.

8. Seja A o conjunto dos niimeros irracionais pertencentes ao intervalo [0, 1]. Prove que A nido
tem medida nula.

9. D€ exemplo de um conjunto niio-enumerével que tenha medida nula. (Pesquise!)

10. Utilizando o critério de Lebesgue, decida se a fungfio dada é ou nio integravel.

a) f:[0, 1] > R dada por bsuﬁ sexeQ

0 sex&Q
1 1
sen T se sen — # 0
b) £:10,1]1— Rdada por f(x) = sen — *
X
1
l sesen —=0 ou x=0
X
1 sex€A

€) f:10, 11— R dada por f(x) = T scr€d

o:an\»nﬁwgm Z*W,
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DEMONSTRACAO DO TEOREMA
DA SEcAo 13.4

Seja a equagio

&I
Mlm@m@&

onde g e /' sdo supostas continuas nos intervalos abertos /| e I, respectivamente. Conside-
Temos 0s nimeros reais fy e xy, com fy € Iy e x € 15,

Tomemos r; > 0 e ry > 0 tais que

[to—rptg+ ] Chelxy—r,xg+rnlClh.

Da continuidade de g e #’, segue que existem « > 0 e 8 > 0 tais que
Q) tg)<aem[tg—ry 1+ 1]
e
® lh'(x) 1< Bem [xg — ry, xg + 151

Observamos, ainda, que, quaisquer que sejam u e vem [xy — rp, Xg + 73],
® . thw) —hWIsBlu—vl

De fato, pelo TVM existe # entre u ¢ v tal que

h(wy—hW)=h'"(u)u—v)

e tendo em vista Q) segue (3.
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Suponhamos, agora, que x = x (¢), t € I, onde I € um intervalo aberto contido em [y, seja
solugdo do problema

&um:wfxv

@ dt

x (tp) = xg.
Entdo, para todo f em 1,
X W=g®Wh(x®)

e, portanto, para todo  em [

M“wg h(x(s)ds = [x() ) =x(O)~ X
ou s€ja,
® x() —xp = Nﬂw@v h(x (s)) ds.

Sendo x = x (¢), t € I, solugo de (@), tal fungio serd continua, logo, existe r > 0 (com
[#p — 1. tg + r1 C 1) tal que
@ NO|w.ManO.Tﬂ”v\«O\ﬂNMHACMHO+~.wv
Podemos escolher » de modo que
- 1
@ r<rjer< —

af’

Lema 1. Se x = x (#), t € I, for solugdo de @ e se & (xp) = 0, entdo

x () =xgem [ty — r, 1o+ 1]

Demonstragdo

De (5) e da hipétese segue
x() — %= .?9 [k (x (s)) — h (xp)] ds.
f

Segue de @) e de (®) que, paratodo sem [ty — r, £y + rl,
lh(x () —h(xg) < Blx(s) — xpl.

Entdo, para todo rem {#y — r, f + r]

lx(®) — xpl < afl a_x@v —xpldsl.
Iy
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Sendo M o méximo de | x (1) — xg lem [y — r, ty + 7], resulta
t
lx () — xp! < afM| | ds
o
ou
Ix (@) —xpl < oMt — 1l
€, assim, paratodofem [ 5 — r, 1y + 1}

fx( —xpl<apMr

e, portanto,
M =< afSMr (por qué?).
Se tivéssemos M > 0 (observe que M = 0), terfamos | < afBrour = P.m que contradiz
a
@; segue entdo que M = 0. Logo
x()y=xgem [ty —r, fy+ rl ™

Lema 2. Se x = x (f), t € I, for solugio de @ e se h (xg) = 0, entdo

x () =xgeml.

Demonstracdo
Pelo lema 1, existe r > O tal que
x (@) =xpem [ty —r, 1y + 1l
SejaB = {b EIlx () = xgem [ty — r, b [}. Se B ndo for limitado superiormente, tere-

mos x (1) = xgem [z, — r, +oof e +20 serd, entdo, a extremidade superior de /. Se B for
limitado superiormente, admitird supremo b e, assim,

x () =xpgem [ty —r, .wﬂ.

Se b pertencer a I, pela continuidade de x = x (£), resultar x (b)= Xg; seguira, entdo,
pelo lema 1 que existird » > O tal que

x (1) = xgem ﬁw -7 b+ m_
contradigdo. Assim b ¢é a extremidade superior de I. Deixamos a seu cargo concluir que

x{f) = xgem L ]

d
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—

Teorema. Seja a equagio

dx
% ) h(x)

onde g e h sdo definidas em intervalos abertos | e I, respectivamente, com g conti-
nua em [ e ' continua em I,. Nestas condigdes, se x = x (), t € I, for solugio ndo
constante da equac@o, entdo, para todo f em /,

h(x (@) # 0.

Demonstracdo
Se, para algum £, em / tivéssemos % (x (1p)) = 0, pelo lema 2, terfamos, para todo fem 1,

x (1) = x (&p). [ ]




Apéndice
6

CONSTRUCAO DO
CORPO ORDENADO DOS
NUMEROS REAIS

A6.1. DEFINICAO DE NUMERO REAL

Defini¢do. Seja o um subconjunto de (0. Dizemos que « é um niimero real se satisfaz
as condigdes:

R a# pea+ Q.
R)VpgEQ,sepE aeg<p;entiog € a.
(R3) a ndo tem maximo.

A idéia que estd por trds de tal defini¢do € a de caracterizar um nimero real pelo conjun-
to de todos os nimeros racionais que o precedem. Pela definigdo acima, estamos represen-
tando um nimero real « pelo conjunto dos racionais que o precedem.

EXEMPLO 1. a = {p € Q| p < 2} é um nimero real. De fato:

R1) a # ¢, pois, 0 € a.
a+Q,pois, S EQeS5S & a

(R2) Sejam p, g racionais quaisquer, com p € a e g < p. Temos:
PEasp <2
Dep <2eq<p,segueqg<2,logo,q€ a.
(R3) a ndo tem méximo (verifique).

Assim, o conjunto & = {p € 0 | p <2} satisfaz as condi¢des (R1), (R2) e (R3), logo, é
ndmero real.
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Seja r um mimero racional qualquer. Deixamos a seu cargo a tarefa de verificar que o
conjunto {p € Q@ | p < r} éum nimero real. Tal niimero real serd indicado por r*:

r* = {p € Qlp < r} (rracional). -

EXEMPLO2.a=Q_U {pEQ, _vm < 2} é um nimero real (quem € a?).
De fato:

RD a# ¢,pois, Q_ Ca(Q_={x€Qlx<0})
a+ Q,pois,5 EQes5 & a.

(R2) Sejam p, ¢ dois racionais quaisquer, com p € a e ¢ < p. Temos:
(iysep € Q_, entdo g € Q_, logo, g € a.
(i)sep>0eg=0,entdog € a.

(iliysep >0eqg>0

A
MVMWHQNAEN,

De wm < 2, segue Qm < 2, logo, g € a.
(R3) Seja p € a, com p > 0. Temos, para todo n € N*,

2
Tqu =p2+ 4+ = p?+ L+~

ou

Por outro lado,

1 2p+1
2
pr+—2p+H<2 & :VNI|N
n P
2p+1
Tomando-se, entdo, n > N_u|~ resulta
- P
. 2
ﬁ»d + |u <2
n
0 que mostra que & ndo tem maximo. ]

Exercicios

1. E nidmero real? Justifique a resposta.
aya={peQI3p+1<2p—-5}
Ba={(pEQI@p+ 1’ (p-3)<0}
vaqu@_uwlwvm.vmﬁivow
Ha={peIp®+2p'"+5<0}
Qda={pEQIp <3}
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2. Seja o um nimero real e indique por M o conjunto dos racionais que sdo cotas superiores de q,
Prove que

B={pEQI-pEMye—p+minMy)

€ niimero real.

(98]

. Sejam a e B nimeros reais. Prove que o U Be o N B 530, também, mimeros reais.
4. Sejam os nimeros reais a = {p € Q_.uw <5}eB={pEQIp<2} Determine a N Bea U B,

n

—— |*. Complete:
2n+1

5. Para cada n € N, seja o nimero real «, = ﬁ

a)ag = ...

3
d U a,=agUayUarx Uaz =...
n=0

bya; = ... cyay = ...

n
6. Para cada n € N, seja o nimero real «, = h P u*.-‘uﬁoﬁ que
n

+8 — +8
CQ:H % ﬁmQ_wAl W, o:amCQ:Ea..omman:imoamHOQOmOw:mEQBm&E.mQo,
n=0 2 n=>0

QT e Oy e

7.SejaA = {r¥ireQ,r>0e ~.~ < 2 }. Determine a reunifio de todos os reais «, com a € A.
Verifique que tal reunido é um nimero real.

A6.2. RELACAO DE ORDEM EM R

O simbolo R sera usado para indicar o conjunto dos nimeros reais: R = { & | a é niimero
real}.

Defini¢io. Sejam « ¢ B8 dois nimeros reais. Definimos

aAasBeoaCp.

ha<BoalCBeaF P

2

Deixamos a seu cargo verificar que, “<” € uma rela¢do de ordem sobre R, isto &, “<”
satisfaz as propriedades:
ODVaER a<a
2)Va, BER asBeBsa=a=4
B Va, B yERasBefsyaxsy

Para provar (04), vamos precisar do

Lema. Se a ¢ um nimero real e se x € um racional, com x & «, entdo, p < x, para todo
pPEa

Demonstragdo

Suponhamos, por absurdo, que exista p € a, com p = x. Pela (R2), teriamos, entdo, que
X € a, contradi¢fo. Portanto, se x & e, entdo p < x para todo p € a. ]
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Este lema nos diz que todo racional x que nio pertence ao real «, € uma cota superior de a.
Vamos, agora, demonstrar a seguinte propriedade.

Propriedade (04). Quaisquer que sejam ce Bem R, a < Bou < a.

Demonstragdo

Quaisquer que sejam os reais e B, a« C Bou a & B.

Se o C B, entlo, a < 8.

Se « ndo estd contido em B (o € B), entdo existe um racional x, comx € wex & B.

Como x & f3, segue do lema que p < x, paratodo p € 8. Como x € ae, paratodop € 3,
p < x, segue de (R2) que p € «, paratodo p € B,isto €, B C @, ou seja, B < a. [ ]

A6.3. ADICAO EM R

Teorema 1. Se a ¢ [ sdo nimeros reais, entao
y={a+bla€abe B}

também € mimero real.

Demonstragdo

Precisamos provar que 7y satisfaz as condi¢oes (R1), (R2) e (R3).
(R1) Como « e B ndo sio vazios, existem a € a, b € B; assima + b € vy, logo, y # ¢.
Por outro lado, como o # Qe B # (), existem racionais se ¢, com s & aet & B; pelo
lema da se¢do anterior, tem-se:

Va€aga<seVbe B b<t
dai
Va€ag VbEBa+b<s+i.

Logo, s + t & ye, portanto, ¥y # Q.
(R2) Precisamos provar que, se x € yey < x, entdo y € v. Para provar que y € v, precisa-
mos fabricarum s € aeumt € 8, de modoquey =5 + ¢
Temos:

xEyoSx=a+ bparaalguma € wealgumb € B.
Dey <xseguey<a+ b,daiy — a < b;como b € B, segue que y — a € B. Entéo,
y=a+(y—a),coma€Eae(y—a)EP.
Logo,y € v.

(R3) Para provar que ynio tem maximo, precisamos provar que, se x € y, entdo existe y € y
com x < y. Temos:

xE ye>x=a+ bparaalguma € aealgum b € .
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Como a € Bndo tém maximo, existem racionais s € aet € Becoma <seb <; daf,
a+ b<s+ ¢t Tomando-se y = s + ¢, tem-se x < y, com y € 7y. Assim, ¥ nio témy
maximo.

Como (R1), (R2) e (R3) esto verificadas, segue que y € R. N

Definicio. Sejam « e 8 dois niimeros reais; o nimeroreal y= {a +bla€E o, b &
B} denomina-se soma de a e Beéindicadopora + B. Assim,a+ 8= {a+ bla€ q,
be B}

A operagio que a cada par (a, 8) de mimeros reais associa a sua soma « + 8 denomina-
se adicdo e ¢ indicada por +.

EXEMPLO. Sejam r e s dois racionais; prove:
r¥ + 5% = (r+ 5)*.
Solucdo
Precisamos provar que r* + s* C (r + 5)* e que r* + s* D (r + s)*.
Lembramos, inicialmente, que
rrFr=xeQlx<riks*={xeQlx<s}

r+s)*={xeQlx<r+s)

r¥ 4+ g% C(r + 5)*

X Er¥ + s* & x = a + b paraalgum a < re algum b < s, com a e b racionais.

x=a+b
a<r
b<gs

Sx<r+s=>x € (r+ 5*

Provamos, assim, que

XEr*+s*=x€ (r+ 5%
logo, r* + s* C (r + 5)*.

(r+s)* Cr¥ + g%

xEFt+ts)F=2x<r+s=>2x—-—r<s

d
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Tomemos um racional u#, com x — r < u <.

u<s=uEs*
x—r<u=sx—u<r=x—u€rt

Segue que
x=(x—u)tucomx—u€r¥eu € s¥

logo, x € r* + s*.
Provamos assim, que

XE@F+)*=xEr* +5*
logo
(r+ s)* Cr* + s* ]
A6.4. PROPRIEDADES DA ADICAO
Nosso objetivo, nesta se¢do, € provar que a adigdo satisfaz as propriedades (Al), (A2),

(A3), (Ad) e (0A).
Para provar (A4), vamos precisar do

Lema. Sejam « um nimero real, # < 0 um racional e M, o conjunto das cotas supe-

riores de e. Nestas condi¢des, existem p € a, g € M,, ¢ # min M, (caso min M,
exista), taisque p — g = u.

Demonstragdo

« M,
T~
)

O

Estamos interessados em determinarp € «,q € M, g # min M, comp — g = u.
Para isto tomemos um racional s & a, com s # min M, e, para cadan € N, considere-
mos o racional g, = nu + s.

Seja, agora, n 0 maximo dos naturais » para os quais g, € M e g, ¥+ minM,.
Dois casos podem ocorrer:

1.° CASO. g; €E M e g; 41 € .
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95 + | gs=nu+s
4
I‘.\l\\l‘\\//”l-

o kﬂA

Tomando-se ¢ = gz;e€p = gr+1.P — g = U.

2.°CASO. q; € M ¢ g; +; = min M, (que s6 poderd ocorrer se min M, existir).

1 1
Tomando-se ¢ = gz + M:mﬁn gi+1 7t M up—gq=ucompEaeqgeEM,
q #min M.
95 +1 5
—O——+ a
AN 1
P QHQm.vM:

Teorema. A adicdo satisfaz as propriedades:

Al) Associativa: Vo, B, yER, a+ (B+y=(a+ B + v

A2) Comutativa: Vo, BER, a+ =8+«

A3) Existéncia de elemento neutro: ¥V a € R, a + 0* = a.

A4) Existéncia de oposto: Para todo « € R, existe 8 € Rcom a + 8 = 0*.

0A) Compatibilidade da adicdo coma ordem: ¥V o, B, yER, a< B a+ ys< B+ v

Demonstragdo

Al) e (A2) ficam a seu cargo.
A3) Precisamos provarque & + 0* C we  C o + 0*.

a+0*Ca

Lembramos que 0* = {# € Q | u < 0}. Temos:

x€Ea+0*ox=a+uparaalguma € aealgumu <0, u € Q.
u<l0=at+tu<a=>x<a=x€a

portanto,
xEatdF=2xeca
Logo,a + 0* C a.

aC o+ 0*

Precisamos provar que, se x € a, entio é possivel fabricar um ¢ € a e um u < 0 tal que
x=a+t+u
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Entio,
x € @ = Ja € a, com x < a, pois & ndo tem maximo.
x<aga=x—a<(
Assim,
x=a+ (x—a),coma&€ aex—a<0,
logo, x € o + 0*. Portanto,
aC a+ 0%

A4) Seja o um niimero real; de acordo com o Exercicio 2-A6.1,
B={pEQ!-pEM,e—p+minM,}éumnimero real. Vamos provar que a + 8 = 0%,

at+ BCO*

x€Ea+ B=>x=a+ bparaalguma € aealgumb € .
bEB=>-b>a=a+b<0

Assim,

i€ a+ B=>x€E 0% ouseja, a + B C O

0*Ca+p

Precisamos provar que, se x € 0*, entfio x = a + b paraalgum a € aealgum b € B.

Como x < 0, segue, do lema anterior, que existema € a e —b € M, com —b # min M,
taisquex = @ — (—b);assimx =a + bcoma € ceb € .

Portanto, 0* C o + .

Provamos, assim, que, dado um real a, existe umreal 3 tal que o + g = 0*; provare-
mos mais adiante que tal 8 é dnico e serd, entdo, denominado oposto de a € indicado por
—a.

(0A) mo_.mi o, B, 7€ R, com a < B; vamos provar que « + y < 8 + . Temos:
xEa+ y=>x=a+cparaalguma € aealgumc € .
Da hipétese, segue que a € o => a € . (Lembre-se: a < = a C B)
Assimx = a + cparaalgum a € Bealgumc € y. Logo,x € B8 + v.

Provamos, assim, que

as€sfB=zat+yCBty=>atysg+y [ |
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Teorema. (Unicidade do oposto)

Sea+ B=0%ea+ y=0*%entio B = v.

Demonstracédo

B=0"+B=(y+a)+tB=y+(at+P=y+0r=1y "

Teorema (Unicidade do elemento neutro)

Se o + v = aparatodo a € R, entdo y = 0*.

Demonstracdo

Da hipétese, segue que 0* + y = 0*; dai y = 0*. ]
Exercicios

1. Prove: Va,B,yER, a=8=3a+y=8+ .

2. Prove: Yo, 8, yER, a+y=8+y=a=B(eido cancelamento).

3. Prove: VaER, — (—a) = a.

4. Prove: VaER a<s0* 0 < — a.

5. Prove: Vo, B, v, 6ER, a<Beys S a+y<spB+4

A6.5. MULTIPLICACAO EM R

Teorema. Sejam «, B € R, com « > 0* e 8> 0*. Entdo
y=Q_U{abla€a,bEB a>0b>0)

€ um ndmero real.

Demonstracdo

(R1) y# ¢, poisQ_C .
m.vmam provar que y # (1, procedemos assim: como a e 8 sdo niimeros reais, existem raci-
onaismencomm & aen & B, daf:

Va€acoma>0,a<m
YbE B comb>0,b<n

logo,

ab < mn paratodoa € a,a >0, paratodo b € B, b >0, portanto, mn & . (Por qué?)

-
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(R2) Sejam p, g racionais com p € y e g < p; precisamos provar que ¢ € <. Entéo:
(a) Sep =<0, entdo g < 0,logog € v.
b)Sep>0eqg=0,9€ .
(¢)Sep>0eqg >0, vem:

pEyep>0=p=abparaalguma € a,a > 0,eparaalgum b € 8, b > 0.

De 0 < g <p = ab, vem MAme&BNmm_ nMVoLomo,
a a a

,MnoBaumVow Nm_mu
a a

L
a
Portanto, g € .
(R3) Para provarmos que ynio tem méximo, basta provarmos que, se p € ye p > 0, entdo
existe g € ycomg > p.
Temos:
PpE Y. p>0=>p=agbparaalgumac€ a,a>0ealgumb € B, 5> 0.

Como a ¢ B sdo niimeros reais, existem @’ > a, coma’ € «, b’ > b, com b’ € §3; daf
a'b'>ab=p,coma’d’ €. [

A seguir daremos a defini¢fio de produto de dois niimeros reais.

Defini¢do. Sejam «, 8 € R. Definimos o produto de a por 8 por:

Q-vablaca,beB,a>0,b>0} se a>0* ¢ B> 0%
0* se a=0%* ou B=0*%

~{(—a)- B}sea<0* ¢ B>0*

~{a-(—Plsea>0% e B<O*

(—a)-(—B)sea<0* ¢ B<O*

EXEMPLO. Scjaa=Q_U {pE€Q, :uw < 2};prove que a - a = 2%,
Solugdo

a-a=Q_U{abla>0ea’><2,b>0eb” <2}

Precisamos provarque - o C 2*¥*eque 2* C o - a.

- o C2*

xEa aex<0=x &€ 2%
me.Q@\«Vonvannw.ooEaVowamAw,vVonwmAw.
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x=ab= ¥ =d* - b <.
aVomxmAhﬂ.«Aw.wonmEo,
xEa - aex>0ox € 2%,

Segue que a - & C 2%,

2*Ca-a

xE2*ex=s=s0>2>xEa-a

2
amm*oxvoUoA«AmuwAw.

Existe a racional, a > 0, tal que

2
|HM| < g2 <2 (veja adiante).

N N
\a a a x .
Umr ﬁlu ANnoBoiVoo hlu Am,ammczmnzmlm?\ymm:s.
a a a a

X x
coma>0,a€a —>0e —€ a;logo,
a a

€ a-a
Assim,
x€2*ex>0=>x€a a

Portanto, 2* C «* a.
Provamos, assim, que « - & = 2*, ou seja, 2* admite raiz quadrada em R.

2 2
. X L . X

Vamos provar a seguir que, se Y <C 2, entdio existe a > 0, racional, tal que > <ad?<2,

o x2 x2 x2 11
De fato, como x é racional, — <1 ou — >1. Se — <1, basta tomar a = —. Se

2 2 2 10

x2
y= > > 1, tomemos um natural z tal que

S

2 2
T+$ CA:& <2,
n n ¥

_N NH w
OoEo~+|H_+|+|mm_+|,852&0-8:8_@@
n n n n

Apéndice 6 549

H+WAmo:=V|%
n y—1
- , 2 .
onde y = min < y, = b (@ se verifica.
y

. 1 . . . .
Seja u = 1 + —, onde n é um dos naturais que verifica (0. Um dos termos da progressio
n
geométrica

&N, x&. tm.“ veny RN\M

2

esta compreendido entre aq e 2 (por qué?).
Seja k o natural para o qual se tem

Basta, entdo, tomar a = :k. =

Exercicio

Prove que, se a e b sao dois racionais quaisquer, entdo a*b* = (ab)*.

A6.6. PROPRIEDADES DA MULTIPLICACAO

Nesta secdo, vamos provar as propriedades (M1), (M2), (M3), (M4), (D) e (OM). Para
provar (M4), precisamos do

Lema. Sejam « > 0* um ndmero real e #, racional, com 0 < # < 1. Entio, existem
HwomosmavmPami%ooﬁa#E_\ugaknmmoﬁammasamiaov,m:.m@:o 2_y

(M, é o conjunto das cotas superiores de a.) a

Demonstracdo. Fica a cargo do leitor. (Sugestdo: Tome um s € « ¢, para cada natural , con-
sidere o racional g, = su™;, agora, proceda como na demonstragio do lema da Segéo A64.) m

Teorema. Sejam o, B e yreais quaisquer. A multiplicagdo verifica as seguintes pro-
priedades:

M1 (@) y = a(BY).

M2) a8 = Ba.

M3)a-1* = a.

M4) Se a # 0%, existe B € Rtalque o - B = 1*.
Da(B+ 7y =a+ ay

OM)a=sBed* = y=ay< By
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Demonstracdo

(M1) e (M2) ficam a seu cargo.
(M3) Suponhamos, inicialmente « > 0*. Precisamos provar que ¢ 1* Caea C a - 1%

a-1*Ca

Lembramos, inicialmente, que @ - 1* = Q_ U {abla € a,a > 0,0 < b < 1}.

x€Ea l*ex=0=x€E .
x€Ea ' 1*ex>0x=au,coma€ a,a>0,e0<u<l,

Deu<1lea>0,segue au < ae, portanto, x = au € a. Fica provado, deste modo, que
a-1*Ca

aCa-1*

xEaexs0=2xE a- 1*
xEaex>0=3Ja € a,comx < a.

Assim, x = a - Xea 1* pois,a € a,a >0, e X< 1, com > 0. Portanto, a C o - 1*,
a a a

Provamos, assim, que se o > 0*, entdo o+ 1* = av

Se a = 0%, pela defini¢do de produto, a - 1* = 0* - 1* = 0* = q.

Sea<0fqa ' 1*=~[(~a)-1*]=—-[—-a]l =«

Segue que, paratodo o E R, o+ 1* = a.

(M4) Fica a cargo do leitor. (Sugestdo: Suponha, inicialmente, & > 0* e considere o mimero real

1 1
mHQICﬁﬁm@_hVo.|m§qQ|#a=§a%
P 14

Proceda, entdo, como na demonstragio de (A4) e conclua que « - 8 = 1%,

Se a < 0%, —a > 0%, logo, existe Btal que (—a) - B = 1*, mas, (—a) B = a- (—B);
logo, a (—B) = 1*)
(D) Precisamos provar que

a(B+yCaB+ayea(B+ vy DaB+ ay.

1.° CASO: a > 0%, B> 0% e y > 0.

a(B+yCaBf+ ay
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xEa(Btyexsi=xcaf+ay
xEa(B+ vex>0>x=adpaaalguma > 0,a € a,eparaalgumd € B+ vy, d > 0.
deEB+y=>d=b+c,combE BecE vy

Assim, x = ab + ac € a3 + ay, pois, ab € « - Beac € ay. Portanto, a (8 + y) Caf + ary.

aB+ayCa(B+ vy

xEaftayex=0=>x€Ea((B+ ).
Suponhamos, entdo, x > O e x € a8 + ay. Como a8 > 0* e ay > 0*, existem « € a3,
u>0,ev E ay,v>0,tais que x = u + v. (Verifique.)
Segue que existema,a’ € ¢,coma>0ea’ > 0,b € B,comb >0,c € y,comc > 0,
tais que x = ab + a'c.
Supondo a’ =< q, resulta

x=abtac<abtac=abtc)Ea(Bf+ ),
logo, pela (R2), x € « (B + 7). Fica provado que

af + ayC a(B+ v).

2.°CASO: a > 0*%e B+ vy > 0%
Suponhamos 8 > 0*. Temos:

ay=al(B+ N+ (=Bl=aB+y)+ a(=p)(.°caso);
dai
a(B+y)=af+ay
3.°CASO: o> 0%e B+ y < 0%,
aB+y=—la(=B=—M=-[a(=p+ a(=v)]
ou seja,
a(B+y)=af+ ay

Deixamos a seu cargo verificar os demais casos.
(OM) Deixamos a seu cargo. ]

A6.7. TEOREMA DO SUPREMO

Um subconjunto A de R se diz limitado superiormente se existe um niimero real m tal
que, paratodo « € A, a < m.
Para demonstrar o teorema do supremo, vamos precisar do seguinte

Lema. Seja A um subconjunto de R, ndo-vazio e limitado superiormente. Entio,

y=ua ={x€QIlx € a para algum a € 4}
a€A
€ um namero real. (y é a reunido de todos « pertencentes a A.)
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Demonstragdo

(R1) Sendo A # ¢, existe @ € A e, como a * ¢, resulta y # ¢.

Sendo A limitado superiormente, existe um nimero real m tal que « < m, para todg
a € A. Como m € niimero real, existe x racional, com x & m; dai paratodo o € A, x & a,
logo, x & ye, portanto, y # Q.
(R2) Sejam p e ¢ dois racionais quaisquer, com p € ye g < p. Temos:

pEYy=>pE aparaalgum a € A
PEaeg<p=g€a
gEa=>qgE€ .

(R3)p € y= p € aparaalgum a € A. Como a ndo tem méximo, existe € a, com
P >p. p Ea= p € v. Assim, paratodop € v, existe p € v, com p < p. Portanto, ¥

ndo tem maximo.

Como (R1), (R2) e (R3) estdo verificadas, segue que vy é um nimero real. a

Teorema (do supremo). Se A for um subconjunto de R, ndo-vazio e limitado supe-
riormente, entdo A admitird supremo.

Demonstragdo

Seja y= U« . Pelo lema, y € nimero real. Vamos mostrar que y é o supremo de A, isto &,
a€A

¥ = sup A. De fato, como y € a reunido dos a pertencentes a A, segue que, para todo a € 4,
YD a, ouseja, y = a.

Logo, € cota superior de A. Por outro lado, se ¥’ é uma cota superior qualquer de 4, ¥’ = a,
para todo a € A, e, portanto, para todo o € A,

Y Da

logo, ¥' D U =1y, ouseja, ¥ = vy. Assim, y € a menor cota superior de A, isto &,
a€A

Y = sup A. .

A6.8. IDENTIFICACAO DE Q com Q

Inicialmente, vamos definir aplicagdo bijetora (aplicagio e fungio sdo palavras sindni-
mas). Sejam A e B dois conjuntos nao-vazios e ¢ uma aplicagio de A ¢ B.

Dizemos que ¢ € bijetora se
OIme=28
() Vs, tEAsFt= @(5) # ¢ (D).

A condigdo (i) significa que ¢ € sobrejetora e a (1), injetora. Deste modo, ¢ é bijetora
se, e somente se, ¢ for injetora e sobrejetora.
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Seja a um niimero real. Dizemos que « € um niimero real racional se existe um racional
rtal que @ = r¥. L

O conjunto dos nimeros reais racionais ser indicado por Q:@ = {r* I r € Q}.

Seja & um niimero real. Se o nfo pertencer a @, diremos que & € um nimero real irra-
cional. Verifique que

a=Q_U{xeQ,1*<2}

¢ um nimero real irracional. = .
Olhemos, agora, para a aplicagdo ¢ : Q — Q dada por ¢ (r) = r¥, que a cada racional
r associa o real racional r*. Tal aplicagdo € bijetora (verifique). Além disso, temos:

Der+s)=@+)*=r+s¥=0@+ ()
e -)=@*=r*-s*=0@- o).
(iii) r s © r* s st

Tal aplicagiio ¢ nos permite, entdo, identificar o racional r com o real racional r*. Neste
sentido, podemos olhar para @ como subconjunto de R.
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CAPITULO 1
1.2
3 4 1
1. SRAM byx< -2 nvx/lw dyx=1 QVRAM Hx=<l
1 1 1
2. &uxlwvﬁvwmﬂmavw.wmkl—AomﬁmxAW“ualhuovﬁmxnw
b)3 —x>0Oparax<3;3 —x<Qparax>3;3—x=0parax =3
2 2 2
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1 . 1 1
5ma+mVoEExViwwma+_AomﬁmaAiwwua+_uovE.mxn\W
x—1 x—1 x—1
e) >0parax<loux>2; <Qparal<x<2; = ( para
x—2 x—2 x—2

x = 1. A expressdo nio estd definida para x = 2

NECx+ 1D (x—2)>0parax < 1 oux>2;(2x + 1) (x — 2) <0 para

2

IWA\«.AMZNx.TCQINvHo_umExHIWockHw

2 —3x 2 2-3x 2
ST >0para-2<x< I, " < < =2 > =
8 oy 7op TSR oy SR s
2 ~3x 2 . . .

——— = O parax = . A expressio nio estd definida parax = —2

x+2 3

Respostas, Sugestdes ou Solucoes 555

27 x >0parax <2oux>3; 2o x <Opara2 <x<3; 2-x =0
3—x 3—x 3—x

para x = 2. A expressdo ndo estd definida para x = 3
1

c@rcalngB&xAmoivw;w[ca|§vo

k)

wﬁmPAaA W“AN«IH:me&VHowﬁmxHWocxﬂ
2 2 2
NDx(x—3)>0parax<0oux>3x(x—3)<O0paral <x < 3
x(x—3)=0parax=0oux=3

| W

D x(x—1)(2x + 3) >0 para IWARAOOCRV_Y«QI D2&x+3)<0
para x < IW o <x<lix(x—1D2x+3)=0parax =0oux =1
3
oux= ——
2
myx—1D(1+x)2—-3x)>0parax < —1ou W <x<1;
x—-DI+x)(2—3x)<Opara —1 AaAWo:xV 1;

x-D1+x)2—3x)=0parax=1loux=—loux= W

=anm+vaonm§k«VowMQm+wvAowmﬁmHAo;@m+wvuovmam

x=0
1
3@7:@N+:vféivw;w\:@f:AoEfAmw
2 1
2x—1)(x +SHOEH~;HM
b b
p(@>0ax+b>0parax> ——;ax +b<Oparax< ——;ax+ b =0
a a
b
parax = ——
a
. b b
g @< ax+b>0parax < ——;ax+b<Qparax> ——;ax+ b =0
a a
b
parax = ——
a
1 1 i
3. nvthxAM bD)yx<loux>3 nva[Mochm SIwaAM
2 14

&xMMow_me baMoocaWW gx<—-2oux>2 SmAaAM
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10.

11.

13.

17.

19.

20.

1
&RAWOF;WW baAWo:wa a\HA\«Aoo:kVM
1 3
SvaAMochw SkAM 0)x<3

xZ+2x+4
x+2
_x+3 1 1 _x+p

. 3 2 2 3
o nv|wﬂ S|W i) oy Nx +px"+px+p

x+1
2

ayx+1 b c)2x—3 S\W e) —

X

n

1

W3R+ 3xh+ A 0)dx
x(x+h

D2x+h m)—

ax<-2oux>2 b-l1sx<sl )x<-—2oux>2
dx<-—-loux>1 e)x<-3o0u-1<x<3 fHxrx<—20ux>2

w:tho:WMxMN Bx<—-4oux=4 ) —r<x<r
NDxs-—-roux=r

DG-Dx=-2) HE+Da-2) -1 d) -3
x2x—=3) HO-D2x~1) HE=-5&+5) BHx+1)Ex-2)
Dx—3)2x+3) px(2x—-3)

Al <x<2 bP)x<s2o0ux=3 ¢)x<Ooux>3 d)-3<x<3

! 1
e)x<—loux=2 bkAI_o_.;VW gy x#2 SOMXMM
N s . ~ 1
i) Ndo admite solu¢do j)x = 7
a) Qualquer x b) Qualquer x
¢) Nio admite solucdo d) Nao admite solugio

1 , 3
e)x>3 bkMIM Dx=0 hx>1 _VHVM Dx=0

a)l b)—~2 c¢)—-1,1e2 dyl e2 fH—3,-2,2

ax—1Dx+1x+2) SQICNQ+C@IMV Axx+3)x—1
dDx—-2)x+2)(x+3) ex+DEx+2)(x+3) b@l:@~+k+5

aA)x>1 bBx<—-3o0u—-2<x<-1 ¢)-3=<x<-20ux=2
dHx<-3o0ul<x<1
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1. a)7 b)3 ¢)a d)—a easea=0;,—asea<0
fH—asea=0asea<0
2. a)x=2o0ux=-2 bx=20ux=—-4 ¢)x=1loux=0
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3 a)-1=sx=1 b)—-1<x<2 ¢)Nioadmite solugdo SWA\«AM
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6. a) b)

c) d)

7. a)f(x)>0sex>3,f(x)=0sex=3;f(x) <0sex<<3
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14,

2 h)

i) N

a)fx)z0sex<—loux=1fx) <0se —1<x<1
b f(x)=0sex==2o0ux=3;f(x) <0se2<x<3

¢) f(x) > 0 para todo x

df(x)=0se0=sx=<3;f(x) <0sex<Ooux>3
e)f(x) <<Oparax # —1;f(x) = O parax = —1

D fx)>0parax # —=3;f(x) = Oparax = —3

gfx)=0para —3=<x=<3;f(x) <Oparax < —3oux>3

h)f(x) =0parax < —1 —J7 oux= -1 +$C~O®A0mo
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) =0sex=< oux = ————; f(x) <0se <x<

3-47 3447 3-47 3+47
2 2 2 2

D f(x) <0 paratodo x

15.

Respostas, Sugesties ou Solugdes

B)D={(xERIx+ 1}

SU\.H {x€RIx#0}

565

HD={xERIx#0}
Lﬁ_

|2\ T
N
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m) D= {xERIx+1} 17 D={x€RIx<—-1loux=1}

DD={xeERIx#1}

hD={x€ERIx=-20ux=2}

oux =3}
p)D={xERIx#0} N\ 4
// \\\
/// il 7
N
/ ? -3 Im _ 1 3
........ e)D=[-3,3] HD=[-3-1]
./— /////

) D=1, +%f §) D=[-2, +%[ ! [ IR

_ 2 2 2 _ 2
y=A49—x" @x +y =9,y=20||y=y1-(x+2) ﬂ@+wv +z =1,y=0

19. a) f(x)=+4—x2 b)

20. a) y=+1-x2 b) y=+x
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) y= 4 —(x—1)? D+ + =002 +2 ] 2. V2 b5
+oy+1=1 o I .
PHy+1Y=1,
2
yE-loy= -1+ 1-x2 V10 pA2 2. b) y=+3 TW
[ 4
24. &”.\«||:
lx1
-1 13
e NED
, . 2. Esu?fafmﬁum
) k+ 12+ +2r=5y=<-2 Hy=— . L .
\ 27. a) b)
“ i
I
I W,
| H
-1 | i _ ]
B . :
! b
~11
I
N _ .
I - - ’
21. aieuaﬁﬁpm%um By D;= xERIx# 0}
F(=1) = mix {~1,~1} = —1 A | N
Awuuaﬁ wauw /\
2 2 2 2
S I Vil B | 28 a)y=y4-32 &L+~ 50
A1 ) ﬁm Y I
2 V3
.'
y=0
__2 12 2 2
,\M_/ V3 by y=-— 1-4x? & .Hm+w~|uw
\ 7
22. aiﬁwvnémeN_amwTo b) — 17 i Tu
s o
\EH?&A!vM:“ -2 -1 | -172 12
4 Tl T2
1) _ Pl
xh\wwu : S S
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-2 1
29. { QVQI\WH Hy=—-x+1
@y=x+1 by=2u+3 oy=-3-5 dy=--x 22 5
5 15 L s b
=2 =" x4+ —
e)y Dy > Xt 5
3, 35 3. d=""2 It
2 m
32 co=29% 3000m? 33 >u,|w|m
r
2
34, A=x4r?—x? 35. V=ah|r me
36. a) byh(2)=4
n
3b-A-a-
b
AN
2 4 .
37. Quadrado 38. Divida em partes iguais |
10 144 43 24 - o
39, A0 07 40. e —> _ ) <
m+4 w+4 9+43 9+443 - L, Nymox
2 2 2
1 1 1 . g) h)
41. — 12+ =1 @ﬁwluiilunln
a)(x—1)" +y ) | x 2 y=3 5
132, (3Y 32 12 (3}
+ — =+ = | — +—1 + —_ | == N ’
aT L ’ S 5T L T L 2 .}_.J\u.l
2 @3 »o ol a-L o9-2 p-1 BASTE
3 3 3 AR
43. a)y-3=2(-louy=2x+1 Svﬁnmaf
3 2 J
y=x+3 S%HIWx
] 1 4 301
. =-x+3 b)y=—— . =2y—
45. ay=—x )y 3 o)y 35t 3 dy )
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24

b)

[y R

<)

~
~

Of®+g®=0e £% = | paratodox

f
2 +4
2. @h(@=3x+7 Bh@)=2+x2 eiau~|+_
X
dDh(x) = -4+ 18— 17 e h(x) = NH
.

NDh@=—2x+D,x# -1 @h@®=yx2-x "Bh@=xx#1

Respostas, Sugestoes ou Solucées 573

2
3L @A=(xERIx# SLh()= —
B)A={(xERIx<—loux=1}h(x)= x2—1
OA={xERIx< —doux>3},Ax) = ‘TL
Yx—3
5>H§m5;#00aﬁzk~0&”$
X — X
e)A=1-m —BIU-L U3, +al h@) = {2 =22 -1
L0f0= < Bf@=T"2 af@=V% df@=1+Fx
O f=—1+—— f) Fx)=2+1+x
x—2
CAPITULO 3

31
1. a)Emtodopreal b)Emtodopreal ¢)Em todo preal
d)Emtodop #1 e)Emtodop # *1

) Em todo p real

2. 43 B3 ol D5 et 5m 232 mo

2 _
3. =" iixr1n
2x—1
2 _
lim EHN
xo1/2 2x—1
4. a)4
3% OchQQ“»\MI_H Vx 1 = 1 ,x#1
2 x—1  Wx=-DEx+1 Jx+1

d0 e -2 pHo
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11.

g Ve>0,x Wo,_aﬂl)\@_Amﬂ_x_Amm.m—:mo“mmmo.onoﬁoENE.
do-se & = mm, para todo x € U\QW )}

lx—01<8=1Vx —J0I<¢g
logo, f(x) = Vx écontinuaemp =0

B ¥e>0l-e<¥x <l+ec(l-e’<x<(+¢’ Dadoe>0e
tomando-se I = ](1 — mvu. 1+ mvmw 1el,

amNHVHImAM\M <1l+e

logo, 3/x é continua emp =1

Paratodoe > 0, x #0ep # 0,

1 o 1 1 iz 1 _1tep
p x p p x p
1
Parap>0el —ep>0| e<~—
p
WImAr_nAP+mﬂ|~c|AxAliN1l.
D x p l1+ep 1—ep
mﬁmouamaomVo,mAw.@Vov,oﬂoambao-min F.Ilml.
] p l1+ep l—ep
wmhxm~NvWimA WAP + €, logo, &QVMH é continua em p > 0. ;
p x p x 1

Analise o caso p < 0. (Veja como as coisas acontecem graficamente.)

Ndo. Para € = L ndo existe & > 0 que torna verdadeira a afirmagéo

2

“VxXED, I - b<x<1+8= :_Tw <fE<f()+ w

Seja p racional, entdo f (p) = 1; se ffosse continua em p, pela conservagéo do
sinal, existiria 8 > 0 tal que f (x) > O parap — § < x < p + 8, que é impossi-
vel, pois em ]p — 8, p + 8[ existem infinitos irracionais

a){xERIx&EZ} b {xERIx&Z}
¢) {0} (s6 é continua em 0) d){-1,1}

@)L = 4;com L = 4, f(x) = x + 2 para todo x, que é continua em p = 2

bHL=-1

12.
13.

15.

17.

18.
20.
21.

23.

25.
cicio 23(c)

27.

575
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a)4 b)—1 ¢)Nio existe

d)6

Como f ¢ continua em 2, para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que ¥ x € Dy

e)1  f) Nio existe
2-86<x<2+8=8—€e<f(x)<8+e

Em particular, para € = 1 existird § > Otalque 2 — §<x <2 + § =7 < f(x)

Paraseterif(x) — f(p)| < ebastaque setenha M | x — p| < e. Tomando-se

mﬂw._HIE_AmU_\.@vI\Qv—Am

Para se ter | f(x) — f(0) | < € (observe que f(0) = 0) basta que se tenha

&Nn_xlo_mAmoc_xlo_A ~e. Tomando-se & = )\M,
lx =01 <d=21f(x)—fO)I<e

Observe que | f(x) | < x|
Suponha que exista p, com f (p) # 0, e aplique a conservagio do sinal

Apligue o Exercicio 20 a fungdio /2 (x) = g (x) — f(x)

2 _
x+|~:IN7H P -2x+1)
x x

a)lfx)—fl=

<1+ —

b) Observe que
x|

alé 1
x

¢) Dado € > () e tomando-se & = min %W WW

Ix—11<é=21f—-f(DI<e

Verifique I f(x) — f()I=<71x— 1lpara x vw e proceda como no Exer-

€
qﬁw

b) Dado € > 0 e tomando-se 8 = min < I pl,

_klw_AmHv_awlnw_Am

D4 b4 -7 S5 50 H4 g2 I3 HS
D6 Do 2 w2 1 - L !
J )] m) n) avn p) 2 Sw,m Jﬁ\w
1 1 NE
YR Y YU
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34

3.5

10.

11.

Respostas, Sugestées ou Solugées

577

) 36
a2 b)) — o2 1. 2
243 2. 3
. . vy 0é.
No € contfnua em 1. Em 0 ¢ 3. o.ﬁ?waaon Verifique que —Ixi3 < £ m_x_u;#o.v
X
3 1
+ —3x" + ——
a)2x bHdx+1 )0 d)-3x"+2 e 2 N3 4 50
. b) Nio exist
EIW 5)0 ...vkw Suxw 90 P HN 2) p_u "0 5. a)0 ) Nio existe
33p 43P 6. a)0.(Observequelg (1< 44)  5)0
DI NV D mad mar ! o — p-l 7. )0
7 ::%:IH 4
1 2 s SR _f)y R | R
Slwlu r Im §)2x - 3 12. Sugestdo: Para (=): TRl :__n m =1
. 2 1
Como 1 + x) = 2, tomando-se € = —. .. ]
om xHH_H (x ) man € 3 ; 3.8 m
1. &1 B1 )3 d-1 e0 NH3 EM mHo o
Tomando-se € = 1,existe § > 0,0 <|lx —pl< &= &Qvlo <1,logo... 1
g(x) Ho DN| m2p n0 o0)-2 p0 @-7
p
Sugestdo: | f(x) — LI <1 =|f(x)| — I L] <1 (Por qué?) 2. )0
2
. _ Ve>0,36>0 3. a)cosp b)—senp c¢)sec’p d)secptgp
»._wwthhﬂAoA_a|u_AmU:§§|h_Am ) )
- Ve>035>0 CAPITULO
0<lx=pl<8=I(f(x)—L)—0l<e 41
& lim [f(x)— L]=0. 1 5
xop 1. a0 b)0 )5 dy2 e)2 N2 EM SM
a)l b)-1 ¢)1 d)0 e)Nioexiste f)Naoexiste g)1 h)l m i) lim w —= lim 1, m_ _Mo.»no
D2 2 D1 m)Nioexiste al+8kl+M+M|~|v ¥y X H+M+a|~
E falsa _
Nio, pois f néo estd definida em 1 No b&w m) 0 n) 3 o)1 p)o 900 no
)l T\a+_l)\a+wva)\x+p+)§+mvI lim -2 _
s} lim = —_—=
a) 33 Sw avmw &w x> 4o JxH1+Jx+3 x> +w Jxtl+yxt3
1 -2
= lim — =0-(-D=0
D3 5o o2 9l s x ,\ij\fw
3 X x
a) L b)3L ¢)2L dy —L
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4.2

43
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2. 0. (/)= L2 g ().
g(x)
3. SW b) Aplique a defini¢do de limite com
1
€e=—
4
4. a)0
L a)y+w b)-xm ¢)~» d)+w avm He g0h)2
Dy Py DO mo

2. Dadoe>Oetomando-se§= €, x> 8= ¥x >e

3. &0 b W Ot d—=» &0 ft+x g) W k) —o

4. a)-© b-® o)to d-» e+x fl—o gj-w
i)+ j)—o D4+ m)y+x p)+o g¢)+o p)—o
ry—o §)—»

9. Aplique a defini¢do com € = 1

L @2 bB+x ol 40 2 HO g +o sw i)
3. +
2 1
4. = B =
&u vm
s, L
3
1 1
. - b) —
6 nvm vu
aT?
7. _
a) 5

h) +o
Q) +o

579

Resposias, Sugestées ou Solugdes

44
1. a)0(Observe: — lxI<fx)<Ixl)
—14 .n]
2. it
2
4. 2
5 2
6. Sejaf(x) = sen F e considere as seqiiéncias a, = % eb = 2
) ! X , d TR gy (4n+ D7’
Verifique que  lim f(a,) # lim f(b,).
n—+x n—+x
CAPITULO 5
1. f(-1)=—1,f(0)=1efécontinuaem[—1, 0}
2. Verifique que f (x) = © — 4x + 2 tem uma raiz real em cada intervalo
{=3,-2],[0,1]e[1,2]
YN
2 2 4 2 8
S. a)fix)y= :} € continua em [—2, 2]; pelo teorema de Weierstrass exis-
%2
temxy, x, em [—2, 2] tais que £ (x)) < f(x) < f(x,) em [—2, 2]. Assim, f (x)
é o valor minimo n&@wv o valor méximo do conjunto I.%o_lm <x=2
x*
7. a)Sejaf(x) = a® + b’ +ex+de suponhamos ¢ > 0. lim f(x) = 4=
x—+x
e lim f(x) = —x, logo, existem x| e x,, com x; < .x,, tais que f(x;) < Oe
X —»
J(x2) > 0. Como f € continua em [xy, x5] ...
9. SejaJ={fx)Ixel}

1.° Caso. J nao € limitado nem superiormente nem inferiormente.
Para todo m real, existem x; € x, em I com f (x1) < m < f(x,).

Tendo em vista a continuidade de f, pelo teorema do valor intermedidrio
existe ¢ entre x; € x, com f (c) = m. Segue que J = R = ]—oo, +0,

2.° Caso. J € limitado superiormente, mas ndo inferiormente.
Seja M = sup J. Seja m um real qualquer em ]—o, M[. Existem x;, x, em /,
com f (x;) < m < f(x,) (por qué?)

Pelo teorema do valor intermedidrio existe ¢ entre x; € x, tal que f(c) = m.
Segue que ]—, M[ C J. Por outro lado, para todo x em 7, f (x) < M. Logo, se, M

ndo for maximo de J, J = | —, M [; se M for maximo de J, J = |—x, M].
Analise os demais casos.
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11.  Sef(®) = 0ouf(1) = | nada ha o que provar. Suponha que nenhuma das aEm,;.A

6.2
-0es anteriores ocorra; aplique o teorema do anulamento a g (x) = -
i P i §=f)~x 3 1. &2 b)) -4 o 1 &F e)0 fiNaoexiste g)0 h)5
12. Suponha, por absurdo, que existam u, vem [ a, b ], com u < v, e tais que 2 4
F) > f(v).Sef(a) <f(v), pelo teorema do valor intermediario, existe ¢ ey ,
la, u[, tal que f(c) = f(v), contradi¢iio. Se £ (v) < f(a) < f (1) ... ‘ 2. a)x>-1 byx<—-loux>1 Ax<0 dx#0
CAPITULO 6 eyx<—l{oux>1) HNDx>0ex#1
6.1 3. a b) c)
1. a)+» B0 )0 d)0 e)—x HO g0 h)toe i) +x j)+ow
2. a) b) c)
i 1
1
_
d) e) 5
d) e D |
S | I i »
5 _W 2 -1 —
T ,
1 W
8 h) : g k)
ot 4
: TS, N
i LS I
- \ﬂ\,« _
4, a) +x> b) += ) —® 40 e)In2 HIn2 g) —x
] ) 6.3
1. a)¢ b)e c) 2 de* e Pl g) e h) ¢
1 2. Sugestdo: a' = €"'"?
1
aaaaa ﬁllllllw 3. a2 b0 ¢)In5 d) +
|
4
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) 12
CAPITULO 7 ToyE3ety
7.2 9. .«_HA,«IA
1. a2 €)2x
7.4
2. 2 1. y=x+1
3. a3 b) 3 )3
2. y=x-—1
1 1 1 1 x
- — — - 4 h) —— 4. X X X
4 a3 SA s d-1 e 5 ) i g2 vuﬁ a)2’In2  b)5'In5 e)wlnm  d)e
1 1
_ . 6. a b) oL a5t
S. @y=dx—4 bhy=— xfl Jx=6+9=0 dy=x-1 xIn 3 xIn 3 xIn o
7.5
2 1 m O v |~|| \& ||N| _‘m
6. @2+l B3 W D7 95 N0 » s 3 1. a)cosx SW
2. y=x
14 g(x)—g) l% 2sex <l -
. —_— = > )
x—1 Ise x> 1 3. a)-senx b0 ¢) _N3 5/|_ml
B TC R 1 B Ly 10) ? ?
et -1 ro1-  x—1 4. a)sec’x b) sec xtg x
15. )2 b) 5. y=x
, 16. b5 O 6. a) —cosec? x b) -2
, 17. b)Nio 7. a) —cosec x cotg x b) —2
7.7
7.3 . 2 2 i
1. 6. b) 3x° + -
L o 50 ¢ 80 @)6x b3’ +2x )9 — dx )3+
2. a6  b)100x”° D2 = H— , O-6 e 3- ’-u
: . : p . " : e g3~ h 53
ol hy—3*
. 1 . 1 1 2
D2x2+—x +— 2-=-=
3. @H|Ma+H 4. y=-2x+3 2 33x2 0 24 ) S
4
1
. my 18x% + ——  n) 20x° + 3bx° + 2cx
1 1 ! 33x2
5. a) — @vw c) — SN
m.ﬂ,,.x.h 80
2. y=2x
1 1
6. d) —-

b) —— o
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.,_.M 3 u.,.,.
3. a wl V2
2 2
b)
+w* ,,,,,,

4.

1
w

|
-
]
=
R
=]

5. a)f'(x)>0em wlon_
b) +xe —x

c)

5

Iwﬁoﬁdzu +oo[ i f' (x) < Oem Q\W, __H

b f' (x)>0emR

Respostas, Sugestdes ou Solugdes

.2
4.3_\«

585
X2 +2x+1 15x%2 —18x — 15
2 > vv b nv
(x* + 1)~ (x + b~ (5x — 3)?
1—x 1 1 9x2
— 5- -
9 2+x (x+ 1?2 ° (x = 1)? H 240 (3 +2)?
2) 3x — wﬂ

4.3 — 2y — 2
‘ n) 43x° 3—x°)—Tx~+3
6x x

4453 (x2 + 372

SIRINE

2 9 1
-1 2 i
b) g (x)>0em]—1,1[ L] !
g () <0em]—, —1[
eem )1, +o|
E )0

2 .
@) 6x —Ssenx b) (x4 1)sen x + 2x cos x

(x2 +1)?

¢) sen x + x cos x
9
d)x[2tgx + xsec” x]

tgx—(x+ 2 - -
¢) gx —(x : 1) secs x P 3 (cos x —sen x)
tge x

(sen x + cos x)2
2 sec x [3xtgx+2tgx—3]

h) sen
(3x + 2)? )
i) sec x {1+ 2x tg x]

x[2x—-1]+ noma?m + 1]
N)...,__R

J)—3senx+ Ssecxtgx

Heotgx — x cosec?
2
m) 4 sec x tg x — cosec

X
X Sma+w~ma+uxwmnm

x(x+1)cos x +sen x
p)—- ( )

2
X= wOEN X

—(y2
x o) 2x —(x*+1)tg x

S€C X

1+ x cotg x
Qv L
COSec x

1
r) cosec x | 3x2 +

_ —(? +<‘.%Vno~mx 9 Qicoom.aIC?r_.wmo:‘.«l_
2+'x (x—cosx)*
10. a) (2x — D) senx + % cos x b) 0
¢) (6a — 1) sen (3a) + 9a° cos (3a)

d) ANRN — 1) sen ¥ + x* cos x2
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11. @)f' (x) > 0em ﬁoum eem g\ 2w

12.

14.

7.8

f'(x)<Oem H_m mﬁ_H

S5
4

4

N pe
a)x e [2 + x} Su.fM ¢) ¢* [cos x — sen x] &:'.MRJ_M 7.9
B _
. 1.
Oumxtxt2’ Il s+ 2mx
[x1n x]-
eX[x—12 . 1-lnx . xef
i )
k) QN.TCM ) x2 I ﬁ.«+_vw
a) €' |cos x + x cos x — x sen x] Pyx[(1 +1Inx)(2cosx —xsenx)+
+ cos x]
¢ 2 2
¢) ¢ [sen x cos x + cos” x — sen” x]
d) ¢~ 18X + (1 ++x) (g x + sec?x)
Nz_k
@ f () =168 + 2,7 (x) = 48x% e " (x) = 96x
2 6 “ 2.
Bf () = |PN._ frw=Zemw=- ¢ |
x 3 3
of x)=10x+ — \: (x) =10 — n‘.E: (x) = 60x ~6 J 3.
A f (x) = 9x% — o.\: (x) = _mxo%: ) =
2 2xsex=0 ,, . _ [ 2sex>0 s,
afw={ 7320 po={ i Ihrw= {38120
F"(x)=0parax #0
8.
_ [ Psex= _ | 3x%sex=0 4 ﬁ 6xsex=0
D)= —x3sex <0’ \ = -3x2se x <0 fre= —6xse x<0
m«+w¢mx " 2sex <1l
b)f'(x) = 15 mowio\ )= 10sex>1
7.11
n-1 1.
. (—1) 2 cos x sen for impar .
a) f™ (x) = ¢ HfPw=1 =

-D2 sen x se n for par

Respostas, Sugestdes ou Solugoes 587

n+1
(—=1) 2 senx sen for impar
n

of™ =

(- CM cos x se n for par

D0 =" - i

DY =157+6 pd__1 3 H&_ 1
dx dt M\' 12 e (t+1)?
5@H83I;@~: e M@HEII_. b@mﬂ%%@;.c
dt du u (In u) dt
2 —(+3
2 ds _ g ltgt+ sec 1] h) dy _ 3x“senx—(x"+1)cosx
dt dx sen? x
P dy _secu[l+3utgu] &WHIWIM
du 332 dt 2 83
D = dcost—sens] m) Hoqoy-12 n Y ym?
dt dv v dr
dE dE du 12a¢ | 6b
0) = =y p) — =my q) =2 27
dav dv dx 3 47
a) X (x +5) b 2
24x (x +x)? 8
8 4. 36

dt dt
dy ﬂcﬂivih:mﬂu.@

_ 2
dr (x + 1) Vdxly—g 9

12 1
a)6x b)2cost—tsent &ooa +| 5M

X (x2-2x+2
e) —2¢' sent bmlcﬂu%

x
a)4cosdx b)—5senSx ¢)3e>* d)—8sen8x
e) 3¢ cos 1 D 2 2) " cos t h) —¢*sen *
2t+1
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3

23x+1

i) 3 (sen x + cos bw (cosx —senx) j)

5x 2t+3 0) oBX m@ONR

2
Nv N \A,TH
2 +3+9 '

3 m) —5e

n)
3(x+D2 Ylx—1

p) —senxcos (cosx) q)8t Qm + uvw r) —2xsen Cﬂm + 3)

X
5) 1+e

2x+e*

10 3.4

0H3 mnnN 3x u) 3 sec 3xtg 3x

a) e (1 + 3x) b) ¢* (cos 2x — 2 sen 2x) ¢) e *(cos x — senx)

-2t 2 2 4
3cos3t—2sen3t) e) —2xe ¥ +
De " 2x +1 n (ef +e71)2
2 — 5sen Sx sen 2x + 2 cos 5x cos 2x B3 + e (= F + 2xet)
sen? 2x
. 2,2 -3t 2 1
i) 3t°e 1—1¢ e | 2xIn(l+ Vx) +————
) ( ) D ( ) YT
) 3 (sen 3x + cos Nxvm (3'cos 3x — 2 sen 2x) m) e
2. JeX +e*
—
¢ X
oL g tmlter Pnx+ )+ 2
Jx2 +1 4+/x3 + xevx o
2 2
q) E{ r)secx s) Ioaw nOmN xu sen aw
xc+1
G+N®§Aun+_vlliwn‘
f - sen? x + 2 cos? x W e 3t +1
sen’ x {In 3t + D?
a) —25sen5t b) —16cos4t  ¢) —w?senwt  d)9e >
~x2 o2 er (x2+1) 2(1-x%) 2
e)2e (X" — 1) _— y&£ 2/ h)
) A D (x + 1) 8 (x2 +1)2 (x—173
2x (x2 = 3)

e *—de ™  jye ¥(4sen2x — 3 cos 2x) )

(x2 +1)3

12,

16.

23.

28.

7.12

m) 2 Gx3 +3x2 +3x+ 1)
(x? + x)}
0)de F(x— 1)

9 8x3 + 30x2 + 24x + 10

P) —cos x cos (cos x) — sen
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n) —2[4sen 3x + 3 cos 3x]

e

4

% xsen (cos x)

net g2 -3+

Cnmfmvw \«w A\«N+R+:N
3 4x +12
D@2 +3)J2+3 ) 9 3(x +2)8
8 8. 11
*2 13. 1ou?2
a3 sec? 3x b) 4 sec dx tg 4x c) —2x cosec? x*
d) sec” x sec (tg x) tg (tg x) e) 322 sec x° tg X D 2x sec’ x? et® 2
g) —2 cosec 2x cotg 2x h) P [3tg4x + 4x sec? 4x] i) 3 sec 3x
Jy—e Fsec P {1—2xtg xmu ) 6x C% + cotg awvw (1 - cosec? x*
m)2x [tg 2x + x sec? 2x]
b)7 ay=2x—1
4
H 30. 8
i
@) 5 InS5+——0 B) 2x 22 In2+2 32 In 3
xIn3

23 3+ — 2 g Qx| In@xt 2

(2 +Dln2 2x+ 1
) xsen3x ﬁw cos 3x In x + Eg

x
HB+cosx) | In @+oomxviE
3+ cosx
2
2) ¥ [(1 + Inx)sen x + cos x] h) xx+1 w\:bk+E
x

D—1+H "In{d+9H

D@2+ senx)°®3* | —3sen 3x In (2 + sen x)+

DAY+ 107 1n 10

COs X cos 3x
2 +senx
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7.13

11.

7.14

—

x¥ (1 +In x)

m)
1+ x*

0) idx? +Inx)nx+ wg
X

N|H
—*In(l+x)+—
1+ x

X

g A+ x)°¢

@+ 25 In(x+2) +x(x+ 27!

n) ? + Fu» 5? +
X

"™ '+

b) 2x(1+ mﬁxm In C+mxv+\«mﬁ+m3xm\w e*

¢) (4 + sen 3x)" In (4 + sen 3x) + x (4 + sen 3x)* ~ ! (3 cos 3x)

d) 2x (x + )% In(x +3)+ x2 (x +
&) 2x 3+ m In(3+m

ol axtd 5 3
y= .
2x 4
, , _ 2
S&HW S&lvHIM\Q 1 S&HI y
dx ¥ dx 3y2 + x2 dx 2xy + 2
dy 1 d dy 1-y
SL’HJ o) 2~ b|vu|vlm.
dx 1+ 5y dx 4y dx  x+3y
) 3ty . dy P+ eY
%v&]vﬂl ad wv@leg@ Ty Sﬁﬂltw'
dx y+1 dx 3x2y? + x dx xe¥ + x
. d ] dy 1
Nv.@.”l 5 Nw DKH‘V 5v‘.v”..|
dx x2 +y% + 2y dx S5—seny—x dx 2+cosy
1 XoX | Yoy _
v,H\IM.\«+~ 6. Q|N+|ulu
3
a)l SV.I_HIMQIS
H|_.C«+$
y 5. <
a)dy = 3x% dx b)dy = (2x — 2) dx
1 1
c) dy= dx a.,”|]&a
T D=3

wvxw -1

,Dwsu;xw + 7!
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a)dA =21 dl 3. a)ydv=dn’dr

aydy = x + 3) dx b) (dx)>

a)2 —2t d)
b) -2
cyv()>0em|0, 1]

v{) <Oem]l, +oo[

SW b)0

a)v{t) >0em]0, 2[ d) x
v({) <0em]2, +%f

bya(r)>0em|(0, 1]

a{t)y<Oem]l, +oof

¢) —= 12 t

a)f' (D>0em]-» —2feem]0, +=[ d) 4
fr@®H<0em]—2,0[
byf" () <0em]—oo, —1f

f" (@ >0em]j—1, +f

1
]
)
1
E-N

¢)+xe—m

1
[>]
Nlemremmaad
|
—
—fe

—
|

a)f' (v >0em}—22f d)
f () <0em]—», —2[eem ]2, +2[

Bf" (1 >0em]-+12,0[

eem]12, +o[

Frn<0em]-w, —+12]
eem 0, V12

a)v, ek h
c) I_\cwml\a o

e) Yo
k
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11.
15.
17.

19.

7.16

11.
13.

15.

Ponto de abscissa x =

|

(=2,

IW (cm/s)

dx dy

— =1—cosfe —=senéd

dt dt

1
y=—3xe y=—x
a)y xey=3

)y=-2x+3ey=—x+

N =

a)(l,1)

y= —3xouy= —4x

1

1
2

12. %
(101)2
6
16. —
J55
0,9
. (m/
8. Joon (Y
1 4
b) y=—x+—ey=—12x+98
Jy=gprtgey
dyy=2ex=1

3. y=6x—2o0ouy=6x+2

o ol 212
YT T Y TR T
13

b =—_—x+ =
)y Mx 5
1 253
8. (0,12),(-2, —12)e | =, =2
( ), ( ) ﬁm _mu

Pontos de abscissas — e \W 10, y=3x+2

2
1 4

[
[
[

=

+
|

y

I+
—_

e
[
[

=
+
I
=]
=
~
i
e
+
|

12. (a b)talqueb<a’

4. -1
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717
1 342 2
L a-g bl -7 90 o0 p M g0 Su% i1
1 3
290 4 Lo P iz 95 s 2
d) (2 +sen )" | In (2 + sen x) + 20X
2 +sen x
2 _ 2
e)secx f) NLEN sen3t+3cos3t] g hn -t +|£
241 -1
" 32 +dx—1 32— x4+ xP)sec? Ba+ (4 — x2)tg 3
2(x+Dx+1 i) 2 +1)y h (x2+ 4)2
secvx T 0 cam iy [
f) sec x m) ¢ [V mmcwa gVx — 2] n) eX x*(1+ In x)
2x
1—x 1
3 _— 2 -3x)2 12In2
o)1 x p) x2 /._;T x2 Q) IAJ r) ANN: +le~vm
1
) T3 7x cos Ny ) —6e Fcos3x  u) —5cotg 5x
3 B ¥y COS Xy l—y
- ) 3y2 + x cos xy by e
1+3y*Iny ' — oS v
0 S— gy Ysenx —cosy
y - COS X — xseny
5 38
4. y—5=->(x—Dey—5= 2 (x—
y wmQ Xv_ 5 s =D
5. x+ty=2o0ux+y=-2
6. x+4y=90u—x+4y=9
8. x+y=-~1
9. 05m’s
10, 20647 3
3
1L 0,3-0,4rh
\M
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13. Imv,'_ cm/s
3
14. 0,003 m/min
17. a=1
3
21, @) 2 +2 b) 4x° + dx
2 2
22. a)cos(senx) by —-x>  ¢) N ol VI d) 2e3% ple* )2
1+[ln(x2 + D)2
: 23. a)cos (sen x) cos x b) 1
d?x 9
25. ay — = —9x b)) —=
V&N ) 2
27. @) h” (1) = —9cos 3tf' (cos 31) + 9 sen’ 3tf" (cos 3t
28. a)y’+27y b)3
29. a)cosy + (x + seny) (cos 2y — x sen y)
4. P@=PW)+P ()x—1)+ %Ql 1+ % (x — 1), ou seja,
PO =6+5x—1D+3x—17+@x—1)° .
101 1 8 1
39, a) — b)) — ) —— —
) 98 ) 18 17 9 2
; 1 1 6
‘ 41. 1 b — —o +o — =
: a) ) 3 ) d) e) ) h ”
CAPITULO 8
8.1
1. a H b IqH hvm m e IH H IH
vm v@ 3 d) 2 ) y) D 3 g 6
n-r p-T N A
) 2 4 3 7 3 6 ) 6
s 02 mnl ool 93 ox pr 2T mo
2 2 2 3
R kra - —
i) ——
) 3 J) x

Respostas, Sugestdes ou Solugies 595

7. a)g () = x b)
8. g= F

X
9. g(x)= x+1

x—1

10. @)y=In(x+ x2 +1)

b)
f
sy =Ex
\\
\\ £
f
11.
f
\\
\\
.M\N
8.2
2
1. avﬁoﬁmx+$ S% av%l &N'ka
1+ x /_Jloaw z_;lko I+ x
6 e 2
e) N — 8 &3 | 3arcsen 2x + ——
2 | f
1+ (2x + 3) /,;Imma /LI,A\«N
3(1+ 16x2 —4s o et .
) 4! 6x voo.w w« arc tg 4x — 4 sen 3x i) 2 peirete 2 1+ X
(14 16x2) (arc tg 4x)? 1+ 4x2

X
arc tg x +
TR e
J -

cos 2x + 2x arc tg x sen 2x

cos? 2x
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1

(1+x2yarctg x

—e ¥ arc tg e* +

tg x — e arc tg e¥ sec? x

1
Oh:ﬂwv| w

CAPITULO 9
9.2

1. a)Est. cresc. em ]—2¢, 0] e [2, +2¢

1

Est. decresc. em [0, 2]

td

g =1g ()= wﬁzeu 1

g O=1

b)

b) Est. cresc. em | —=, —1]e

4|

Est. decresc. em ﬁlr IWQ

3
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¢) Est. cresc. em ]—o, —1] e [1, +=| d) Est. cresc. em NlNI +
Est. decresc.em [—1,0[ e 0, 1] Est. decresc. em
]—oe, O_” e |0, ﬁ

e) Est. cresc. em |—, 0[ e [/2, +o|  f)Est.cresc.em |—oc, —1]e[l, +oof

Est. decresc. em 10, N,,_,MH Est. decresc.em [~1, 1]

Observe que f' (0) = 0

&) Est.decresc. em ]—oc, ~1}e [1, +[ k) Est. decresc. em ]2, 0]
Est. cresc.em {—1, 1] Est. cresc. em [0, +oc]

-1
T
I/A_
2

i) Est. cresc. em R J) Est. cresc. em |—oc, 0]

Est. decresc. em [0, +x[
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Iy Est. cresc. em {—In 2, +%{
Est. decresc. em |—2o¢, —In 2]

n) Est. cresc. em [1, +2of

Est. decresc. em |—=, 0] e |0, 1]

wIN
Observe: E = x2
X
p)Est. cresc. em [—1, +o¢[
Est. decresc. em |—o%, —1]

r) Est. cresc. em [, +¢[
Est. decresc. em ]—2<, 0[ e O, 1]

m) Est. decresc. em |—, 0] e em

10, +2 [

0) Est. cresc. em _HIW“ mu_

Est. decresc. em ;\8‘ \Wg e
[2, +of

R e B

1
—x+—
x

q) Est. cresc. em }—, 0] e [1, 2]
Est. decresc.em [0, 1] e

§) Bst. cresc. em |—%, 0] e [2, +[
Est. decresc. em [0, 1] e 11, 2]

fog—pempun BRI & W

£} Est. cresc. em ]0, €]
Est. decresc. em [e, +o¢[

AT~

2, [—2, -1}

4, a< —-27oua>5

5. a) -+ b0 ¢) +© d) 0

6. a) mm%. cresc. em |—oo, O e [2, +o9[
Est. decresc. em 10, 2]

|
_ 2

¢) Est. decresc. em 10, 1[ e 11, €]
Est. cresc. em [e, o[
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Observe: g (x) = F.« _

+ - —
2 2(x—1

) Est. cresc. em ]—=, 0]
Est. decresc. em [0, +2°[

Cada um dos intervalos [—3, —2],
[0, 17 ¢ [1, 2] contém uma raiz.

e)0 hH +=

b) Est. cresc. em ?l_. + [
Est. decresc. em ]0, m|J

e-1

_em 1Ny

d) Est. cresc. em Ti_' +oo[
Est. decresc. em 10, ml;

i

b) f'(x)= wwm * e x#0
0

sex =0
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9.3

1. a) Conc. para cima em ]1, +29[
Conc. para baixo em ]—o5, 1]

Ponto de inflexao: 1

¢) Conc. p/cima em ]1, +oo[
Conc. p/baixo em ]—, 1[
Ponto de inflexio: 1

e) Conc. p/cima em ]In 4, +%|

Conc. p/baixo em ] —2¢, In 4[
Ponto de inflexdo: In 4

2) Conc. p/baixo em ]—%, — 3 [
e10,3 [
Conc. p/cimaem ]— NEW Oe
133, +o]
Pontos de inflexdo: * /3 €0
{) Conc. p/cima em ?NW +oo[
Conc. p/baixo em ]0, mwﬂ

Ponto de inflexio: ¢’

I} Conc. p/baixo em}—=, 0f e em 10, 1]
Conc. p/cima em ]1, +o]

Ponto de inflexdo: 1

n)Cong. p/baixo em ]—2, Q[
Conc. p/cima em ]0, +20[
Ponto de inflexdo: nio ha

~
|
—
e =
ittt L

Y] SR

b) Conc. p/cima em g W +oc _H

Conc. p/baixo em ]—2, WM

Ponto de inflexao: W

d) Conc. p/cimaem |-, —1[ e
10, +=¢f
Conc. p/baixoem ]—1, O[
Ponto de inflexdo: —1

£ Conc. para cima em |—c0, — /2 [
el ).\NI, |
Conc. p/baixoem |— V2.4 .m‘ﬁ
Ponto de inflexdo: ndo ha

h) Conc. para baixo em R. Nio

hé ponto de inflexdo

J) Conc.p/cimaem]—x,0[e]l, +oof
Conc. p/baixo em ]0, 1]

Pontos de inflexdo: O e |

m) Conc, p/cima em ]—2, — NEX |
eem ]0, v3 [
Conc, p/baixo em 1—+3 , 0f
eem ]+/3, +oo
Pontos de inflexdo: ++3 €0

o) Conc. p/cima em ]0, +°[
Ponto de inflexdo: ndo ha

<)

=
|
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m)

Observe: —= =x-—2
1+ x? * 1+ x2
_ 7 11
8. a)l0+6b+3c=0¢ vvaIMonHM
10+4b+c¢ #0
9.4
99 2 .
1. a)2 3& c)+x dyt+eo )0 HO g0 h)e )+
J) +© D+>e my+o )0 00 pO0 @O0 rl1 s1
3 a0 b +w )t 5|w
9.5
1. 2.
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10.

12,

14.

G
Wl

Respostas, Sugestdes ou Solugbes 603

15. 16.

17.

19.

Obs. Os pontos de inflexdo estdo localizados

nos intervalos ﬁlw. _4 g ﬁ 0, 3 Q e[2,3]
3 4
9.6
1

b) — ¢ ponto de méx. global

1. a) 1 € ponto méx. global >

—1 € ponto de min. global

¢) Nao hé ponto de méx. local nem de d) 1 € ponto de max. local

. min. local 2 € ponto de min. local
3, . p
e) — 3 ¢ ponto de min. global S 1€ ponto de méx. global
g) O e 2 ponto de min. globais h) m ponto de méx. global
1 ponto de méx. local 7 ponto de min. global
i) —1 e 2 ponto de max. globais J) aéponto de max. global onde o€
0 e 3 ponto de min. globais araiz daequagdo 1 — P sec’x =0.
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) —1e 1 ponto de max. locais

m)2 & ponto de max. global M 5
, 0 e 2 ponto de min. locais M 25, m, L !m. 1
-~ i 2 2 2 2
c p N3 p
n) 0 € ponto de mix. local 0) — —— ¢ ponto de méx. local
3 V2 14
W € ponto de min. local IwW é ponto de min. local 8

1 28. E o retangulo em que AM, OV é um dos vértices.
2. Quadrado de lado £ 3. = 2
2 2
: IR 2. T, wu
4. 2 5. & 2 4
V3 _
4R a 30. Eo reténgulo de vértices (p, 0), W, 0l |p |N[W e F, |@M onde
6. 5 7. = : p i1+p p 1l+p
J A —
p=4+3— 232 .
8. Tangente no ponto de 9. Base Hl e altura /2 v
A2 9.7
3 _ [2
abscissa p = 24 1. a) —1 e 4 pontos de min. local b) — ¢W ponto de max. local
. _ \ B \
. 1 9 — 0 ponto de méx. local — ponto de min. local
10. Raio da base ww‘ e altura w,_| 1. y—-2=-32 (-1 V3
T j T
\.wl B ¢) 1 ponto de inflexdo horizontal d) —1 e 0 ponto de méx. local
12, | _ 13. (1, 1). O coef. angular da reta que
L“._ x=40/Sm g ) q -1 ponto de min. local
4 ﬁmmmmmo:f_vna,ovm\m €0 2
da reta tangente em (1, 1) 6 2. e) 1 ponto de min. local D 0ponto de min. local
- : 2 ponto de max. local
4. (~2,42) 15. t=0 . 5
17. r=leh=1 18. ¢ =3. : 9.8
19. g=4 20. 1. f(—2) = 7 valor max. 2. f(—2) = —27 valor min.
B = im ) = 4
| _ f(3) 2 valor min. f(1) = 0 valor méx.
m 7S m 3 . wq L ,
1 : 3. f(—3)valormin.; f(—2) 4 f ﬁihlu valor méx.; £(0) valor min.
»L <
' valor méx
V3 ;
2. x=22 23.g=10eL, =Ll
* 3 9 0€ Lingx (19 5. f (—1)valor min,;f (0) = 6. f ﬁmu valor max.
f(2) valor max. Nio possui valor minimo.
24, wﬂl~h&+~+hmo=amﬁn%ocvnl% M
i
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CAPITULO 10

10.1

10.

11.

10.2

3.

znmwx 3. x(® =

> Y

a)y=e* byy=-—e* Swnmmma 5!”1%%&&

2
y=e”
O y={22 +1 byy= el ~eo50)
2 2 3 2
DXtk Bk ) btk D+ itk
2 2 3 2
4 4 2
X X 1 x 1
e) — +k e+ x2 +3x+k ——+k h— - ——

2
bk|+_=.«+w

> m) 2x + .M x5

D2SF ek p2Unt

2
) L2 rbx+k evam+x|lk+» sz\a IW+»

2 2 2x2 x
3 Gﬁ
@O2lnx——+k Jnm.. x! +3x+k
X
4 2
.&x|+%+» DX tmmx+k
2 3x3 2
1, —x x? 1
ﬂvmmHnT\ﬂ WV|N +k vanTka.T\a &Wmoﬁmkn_.\ﬂ
QVIWoomma+» b%%alwmlﬁ;’» NVMW:Iooma+»
5 2 2 3
h)3x+senx + k &WAmulmiav+» D I.w.m|wa+»

clwoomua+Wwo=m«+w mylnx + & +k =vluoomW+»
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x 3 | ¥ 1
0) 3sen — + k Yy Z3xt = Ix+k LSRRI P S %
3 r ) x wmnn X q) 3 mm
Hix—e *+k &qux._,»
1 x
&kleouf+» 5~x|u8mW+w
2 4 2
5. nkulu,wasla+m Senqukq+a+w c)y=senx
1 4 x2 11 -
d)y=——cos3x+— € y="—+3x+— =—e " +2
y=-3 X+ 3 )y 7 Y3+ Ny
6. 5%HI1~:+N bHy=3x+Inx—1
x
x2 5 1
) y="—+2/x - = dy=Ihnx——+2
2 2 x
£2
7. avxnﬂ+u«+m B x(2y=10 Aa@®=1
8. HHW 9. kaHao+<on+mnn
2 2
3
10. avxnhu+u~+m wvaHWIN,IM nvanwam+~+_
dx=e¢ '+t avaIFSmun+w+P bxnlwmgwq+wm
4 4 9 3
g)x =arcigt
11. a) b) y = cos 2x

AN N/

D
~
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S TRy ]

c)y=er—1 d)y=arctgx . .
5. Area=4 6. Area=1

CAPITULO 11 : 7. ESHW 8. Area=121
115
L. 72 22 3.2 4.0 5 2 6 12 1. 49
8 10 9 &3 10. 4 1. 0 12 -4 13. -1 : 4
14. 16/3 15 2 16. 12 17. 154 18. 89 19. 458 J/
20. 1310  21. 323 22. 0 23. 0 24, 15/8  25. 253/6 : AN\12
2. —21/8 27. 78 28. 73 29. 203 30. 193 3L 2083 ; -1 H .
32. 1924 33. 11/8 34 9 35 47/6 36. 0 37. 2+In3 .
—5f---
w2+l 30 B4 2 oan Loy s, T
2 4 3 2 4
) ) 1 ) 5
8222w Loy ssor 46 La-css A/ 9 Area=2 10. " Area=>
2 2 5 2
7. 7 48, 3 4. ¢e—1 50. n2 5L 2 52 0
6 n2
5 T T T 2
532 s4. T 55, T s T 5711 58 =
2 1 4 4 n3
59 ¢~ 1 60. 1—T :
1+1n3 4 __ 11
116
2. %Homnm
3 |
Y= x

13.
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15. Area=2(J2 — 1)

17.

19.

21,

23. )2

24, 2

% 32
3

18.

20.

22

25.

11.7

11.8
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1 1.023 14 45 5
= p == = 68 el 2
a) p ) T ) 5 d) e) n h T
15 5 1 1 4
= B3> —[et -1 —[e—1 -2
E% ) n 3 umw ] bw? 1 D 5
V3 1 1 2 2.7
X2 —In2 — ol il P 0
m Mg Vg Py Dby N
192 10.302 429
3 3. 2
2
0 5. 0
-2 _ -1
&m S‘W_sm nv%
3 2 2
8—+27 3.367 243 1 1 _
STNET py 2220 z2 — —(-el
a) 3 ) D c) 2 d) 3 e) mA e )
343 -1 3.5 1 .8
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$xnw~+a~

2) xnwm“IWAmozﬂjfoowa h) anwa\~k+wﬁoom§+mnzm@

- 1—x
. H\a\«:_.; 1) . =k
Dy ¢ Ny x+1
ot _t
a) Q= ke RC by Q=ke RC + CE
R
E -t
)= —|1-e L
i) - e
ﬂ t
ng +20
8
a) C (0 = Cy % b) 8,3287% a.m.
C @) = 20.000 - 3 7. _0In2 o os=17 anos
In3—1In2
RSHWQRICOEFQHEW
o 3
1
y=x+—

X
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CAPITULO 15

15.1
3. Aplique o teorema de Rolle a ks (x) = X
g(x)

6. Verifique que o valor mdximo de f ndo pode ser estritamente positivo e o va-
lor minimo estritamente negativo. (Veja: se o valor maximo f (x,) fosse estri-
tamente positivo terfamos x; em Ja, b[, logo, f' (x;) = 0; seguiria, entdo,
Frap=£)..)

15.2

1. Quaisquer que sejam x € y em I, com x # y, f serd continua no intervalo fechado
de extremo x e y € derivdvel no intervalo aberto de mesmos extremos, entdo, pelo
TVM, existe x no intervalo aberto de extremo x e y tal que
F&x) = f®» =f"(X)(x — y). Dahipétese | f* (x) | < m no intervalo de I, segue
If@ —fO)IsMlx—yl

5. a)0ed b) Nio

6. Suponha que x; e x,, x; ¥ x, sejam pontos fixos e aplique o TVM

CAPITULO 16
16.1
1 1

1. av_+MQIC b)x SN+HN|A\«I$
d)1+x e)l HD1l—x

2. a)2,00025; 11/4,001 — 2,00025! < 10~/

b) 2,000025; 13/32,002 —~ 2,000025 < 10~
€)0,02;1sen 0,02 — 0,021 <1073
d) 1,001; 129 — 1001 1< 1077
€)1;1cos0,01 — 11<107*
H —0,01;11n 0,99 — (—0,01) | < 10™*
16.2
1. nvalw 2 $~+a+Wx~ &I..w@l:lm:@.lcm
2 2 3 9
H1+x e M+w§|$|PQ|3~ NDx g Th
4 64 2

2. @)0,255;11n1,3 — 0,255 1 < 10~ 2 (Utilizamos o polindémio de Taylor de or-
dem 2 de In x em voltade x5 = 1.)

Respostas, Sugestdes ou Solucses 631

b) 2,02484; 1./4,1 — 2,024841 < 107°

c) 1,97484; 1/3,9 — 1,97484| < 1073 (Utilizamos o polindmio de Taylor de
ordem 2 em volta de x; = 4 de Jx )

d) Utilize o polinémio de Taylor de Yx, de ordem 2, em volta de x5 = 8.

H 0,1;1sen0,1 —0,11=<10">,

a)0 b) + »

5 2 4

n1-2-+2
3! 5! 2! 4

¢) Ql_TWQLm+w@>cw|m?|%+wﬁicm

LRI PRPIC RN IPEPIC S L S N S’ JPNE N
&:wc 1 oQ 1 +M:@ 1) mﬁs D +§@ 1
a@=1) , Loema=2) 4 yHa=D@=2)a=3) 4,

2 3t 4
+QAQICAQ1NMV.AQIHW:QI3&M

e) 1+ax+

O polindmio de Taylor de ordem n + 1, de sen x em volta de xp = 0, € (n
fmpar)

5 n—1 X"
x——+——...(—-1) 2 —. Assim
3t 51 n!

5 n—1

R: .\,.erwv CI& +N
— — - — 2 = n
sen x x 3 + 5 T -1 i ! x

Como | £ +2) (x)I < 1 (por qué?), segue a desigualdade

Pelo exercicio anterior

1,1 =1 1
senl—|{1-—+—=——..(-1) 2 —|<——. Basta determinar a,
3 st n! (n+2)!
por tentativas, de modo que 1 <0
(n+2)!
No Exercicio 2, substitua x por xu, assim
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6 10 n=1 opn 2n+4
senx? —|x2 -+ X _— (-1 2 Tl A
31 5 nl (n+ 2!
i 1 6 n=1 op | y2n+4
dac— [ 22—+ p2 2 %m._.x||§
.—%S * O I AR I APy
1 RN:.T# 1 . .
Como ‘_. dx = , basta determinar n, por tentativas,
0 (n+2M (2n+ 5)(n+ 2)!
de modo que L 03

(2n + 5)(n + 2)!
6. Verifique que

2 4 6 2n 2n+1
x x X X X
cosx—|1—-—+——-—"—+ ...+ (1" =

2 4 6 (2n)! @n+ Dt

Para x fixo, faca n tender a -+

w N () —

bl

2

—

2

f=]

31
32.
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