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RECORDACAO
Para 2 eventos A e B lembramos que a probabilidade condicional de A
dado B é:

P(AB)

— P(B) > 0.
P(B) para P(B)
Suponha que X; e X sejam variaveis aleatérias discretas com funcio
massa conjunta de probabilidade dada por px, x,(x1,x2) e fungdo marginal
para X, dada por px,(x2). Chamando

P(A|B) =

A= {Xl = Xl}, B = {X2 = XQ},
Segue que

P(X1 = x1, X2 = x2) _ Px1.% (X, x2)
P(X2 = xp) Px,(x2)

P(A|B) = P(X1 = x1| X2 = x2) =
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

Para 2 variaveis aleatérias discretas X; e X, com funcdo massa conjunta
Px; %, (X1, x2), define-se a funcdo massa condicional de X; dado X> = x; da

seguinte forma:

Px1, %2 (X, X2)
pX1\X2(X‘X2) =
PX> (X2)
e o valor esperado condicional como

Px1.% (X, x2)

Sbaba=2a)= ZX Px; (x2)

X
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

Para o caso continuo a definicdo é similar, suponha que 2 variaveis
aleatdrias continuas X7 e X, com func3o densidade de probabilidade
conjunta fx, x,(x1,x2). Define-se a funcdo densidade de probabilidade
condicional de X; dado X, = x» da seguinte forma:

fxy xo (X, x
le‘Xz(X‘)Q) = 7)( ;_)):ZE)Q) 2)
2

e o valor esperado condicional como

v [T Bax(xxe)
E(X]_‘XQ —X2) = /;oon_)Q()Q)dX.
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EXEMPLO

Suponha que Xj e X5 sejam variaveis aleatérias de Poisson com médias A\q

e A2, e independentes. Calcule o E(X1|X1 + X2 = n).

P(Xl =k, X1+ X5 = n)
P(X1+X2 = n)

P(Xl = k,XQ =n-— k)
P(X1+X2 = n)

P(Xl = k)P(X2 =n-— k)

P(X1 = k|X1 + Xo = n) =

P(Xl +X2 = n)
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EXEMPLO
X1 + X € Poisson com média A\; + \» (mostre isso). Logo

_ _ n—k n

e M)ke Az)\g )/e_(’\1+’\2)()\1 + X2)
k! (n— k)! n!

. n! ( )\1 )k( )\2

B (n—k)'k' A1+ Ao A1+ A2

o n )\]_ k )\2 n—k
o (k) ()\1 —}-)\2) ()\1 —l—)\z)

P(Xl = k‘Xl + X5 = n) =

)nfk

PTC-3440 MoDELOS PROBABILISTICOS 6 / 50



Logo Xi|X1 + Xy é binomial com pardmetros ne p =
temos que

}\].)\1)\—2. COIII |SSO

«O> 4F» «=r «=)» = o>



EXEMPLO

Suponha que X; e X5 sejam variaveis binomiais identicamente distribuidas
e independentes com pardmetros n e p. Para k < min{m, n} calcule
P(X1 = k| X1 + X2 = m). Como antes,

P(Xl = k,Xl —|—X2 = m)
P(X1+X2 = m)

P(Xl = k,X2 =m-— k)
P(X1+X2 = m)

. P(Xl = k)P(X2 =m-— k)

o P(X1+X2 = m)

P(Xl = k|X1 + X5 = n) =
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EXEMPLO
X1+ X, € Binomial com parametros (2n, p). Logo

P(X1 = k|Xi + Xo = m) =
(Rt a=pr(," ) et —pyrmety (20 pra— pyem

= (1) (7)1 ()

Distribui¢do hipergeométrica com parametros (n, n, m).
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EXEMPLO

Experimento pode levar a um entre 3 resultados resultados, sendo p; a
probabilidade do resultado i. n réplicas independentes desse experimento
sdo realizadas. Seja X; o nimero de vezes que o resultado / ocorre,
i=1,2,3. Calcule P(X1 = k| X2 = m), e E(X1|X2 = m).

Resposta: X1|X2 = m & uma binomial com parametros n — m e pl’jrlm.
Logo

P(X; = k|Xp = m) =

n—m P1 k P3 n—m—k
( k )(P1+P3) (P1+P3)

Logo

P1
EXi|Xo=m)=(n—m .
(X1[X2 = m) = ( )lerp3
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

Podemos encarar E(g(X1)|X2) como uma fungdo da variavel aleatéria X; e
portanto também uma variavel aleatéria. Da mesma forma pode-de encarar
P(X1 € A|X2) como uma fungdo da variavel aleatéria X> e portanto
também uma variavel aleatéria. Tem-se o seguinte resultado importante.

E(g(X1)) = E(E(g(X1)|X2))

P(Xy € A) = E(P(X1 € AlX2))
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VALOR ESPERADO CONDICIONAL

o0

EEOWIX =) = [ gl bt ze)

d
o (o)

EEb) = [ ([ st 220 g0) 5 o)ak,

—oo Voo fx, (x2)

_ /OO g(xl)(/_o; o e 01, x0) o )

—00

_ / " £0a)f (a)dba = E((X0))

— 00
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

Calcule o valor esperado e a variancia de uma variavel aleatéria geométrica
com parametro p.

X é o niimero de jogadas até o 1o sucesso, e Y = 1 se a 1a jogada é
sucesso, Y = 0 se for fracasso.

E(X|Y =1)=1
E(X|Y =0) =1+ E(X),

E(X):lxp—l—(1+E(X))><(1—p)z>E(X):Ilj.
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

EX?lYy =1)=1

EXlY =0)=E(1+X)?)=E((1+2X+X?)) =1+ 123 + E(X?),

E(Xz):lxp+(1—|—l2)+E(X2))><(1—p)

1 21—
:>E(X2):—+(72p).
pp
1 2(1-p) 1 1-p
O TR R e
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

Considere X e Y independentes e continuas com funcdo densidade de
probabilidade fx(x) e fy(y). Calcule P(X < Y).

PX < ¥) = EPX < YY) = [~ PX < y]Y = )frly)dy
/ ¥ PX < )y (y)dy = / () ().
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

Suponha que no exemplo anterior X e Y independentes e exponenciais
com parametros Ax e A\y. Calcule P(X < Y).

AX

Y =
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

Um mineiro estd preso em uma mina com 3 portas. A primeira leva a
liberdade depois de 2 horas. A segunda volta a mina depois de 3 horas, e a
terceira volta a mina depois de 5 horas. Seja N o namero de horas até o
mineiro sair da mina.

A) Supondo que o mineiro esquece as portas escolhidas sempre que volta
a mina, calcule E(N) e Var(N).

B) Supondo que o mineiro lembra das portas escolhidas sempre que volta
a mina, calcule E(N) e Var(N).
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

X - primeira porta escolhida, X € {1,2,3} . Temos para o item a) que
E(NIX =1)=2,
E(N|X =2) =3+ E(N),
E(N|X =3) = 5 E(N),
E(N) = (2+3+E(N)+5+E(N)):>E(N):10.
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

E(N?IX =1) =4,
E(N?1X =2) = E(3+ N)?) =9 +6E(N) + E(N?) = 69 + E(N?),
E(N?X =3) = E((5+ N)?) =25 + 10E(N) + E(N?) = 125 + E(N?),
)
) =

=

E(N?

5(4 + 69 + E(N2) + 125 + E(N?)) = E(N?) = 198,
198

Var(N — 08.
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL
X - primeira porta escolhida, X € {1,2,3} . Temos para o item b) que

E(NIX =1) =2,
E(N|X = 2) :3+%(7+2) _ 175
E(NX =3)=5+ 2(5+2) = 7,

EN) = s+ 24+ Xy By =6,

3 2 2
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL
N; numero de horas até sair excluindo a porta J.

E(N?X =1) =4,
E(NIX = 2) = E((3 + No)?) = 9.+ 6E(Ny) + E() = 1=

E(N?|X = 3) = E((5 + N3)?) = 25 + 10E(N3) + E(N3) = ?,

1, 125 149
2

=4+ —=—+)=47
E(N?) = 3(4+ 5+ ) =47,

Var(N) = 47 — 36 = 11.
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

Sejam X e Y variaveis aleatérias e para uma fungdo e(y) defina

H(e) = E((g(X) — e(Y))?).

Deseja-se resolver o seguinte problema (problema de filtragem):

ming(yH(e) = mingyE((g(X) — e( Y))?)

Solucdo 6tima e*:

e’ (Y) = E(g(X)Y).
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL
Defina o produto interno < Zy; Z» >= Cov(Z1, Z2). Mostre que

< g(X)—e*(Y);e(Y)>=0

(isto &, g(X) — e*(Y) L e(Y)), e como isso mostre que e*(Y) é a solugdo
6tima desejada.

v
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

<g(X) e (Y)ie(Y) > = E((g(X) — e*(Y))e(Y))
= E(E((g(X) — e*(Y))e(Y)[Y))

Note que

E((g(X) = e"(V))e(Y)IY) = E((g(X) — e (Y))[Y)e(Y)

= (E(g(X)[Y) = E(e* (V)] Y))e(Y)
(g(X)[Y) = e*(Y))e(Y)
(g(X)[Y)

— E(g(X)[Y))e(Y) =0.

= (E(g

Y
Y
=(E Y

|
|
X))l
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL
Logo

lg(X) = e(V)II* =< g(X) — e(Y); g(X) — e(Y) >
=<g(X) —e' (V) +&Y)g(X) —e (V) +&Y) >

onde
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL
Portanto

lg(X) = e(Y)II> = llg(X) — e*(V)II* + &(Y)I?
+2<g(X)—€e*(Y); é(Y) >
= llg(X) — e (M)II* + (V)12

pela ortogonalidade g(X) — e*(Y) L &(Y), e como o primeiro termo n3o
depende da fun¢io e, o minimo é atingindo quando se faz &(Y) =0, isto &

e(Y) = e*(Y).

PTC-3440 MoDELOS PROBABILISTICOS 26 / 50



PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL
Suponha que a func3o conjunta de X; e X3 seja

Axy(x) — xz)e_(X1+X2) 0<x1<00,0< x<x

fxyx, (X1, Xx2) = {

0 caso contrario

Calcule E(X1|X2 = x2).
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL
Nota-se que

fx, (x2) :/ fxy xo (X1, X2) dxq :/ 4xo(x1 _X2)ef(X1+X2)dX1
X2 x

2

= 4xpe 22,

Obtém-se que para x; > xo,

4xo(x1 — xp)e~batx)
4xye—2x2

fX1|X2 (Xl‘X2) - = (Xl = X2)ef(X17X2)‘

Portanto,

(e.9]

E(X1|X2 = x2) = / x1(x1 — x)e” 17 dxy =2+ x,.

X2
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O MODELO BINOMIAL PARA APREGAMENTO

X(K) = 1 se subiu no instante k
~ 10 se desceu no instante k

Logo S(t) = S(t — 1)uX()d1=X(t) ¢ N(t) & uma variavel binomial com
parametros t e p. Segue que

P(N(t) = n) = <f7> p"(1—p) " n=0,....¢

e a probabilidade do valor do ativo é dada por

P(5(t) = S(0)u"d*"") = P(N(t) = n) = <t> p"(1—p) " n=0,...,t.
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O MODELO BINOMIAL PARA APRECAMENTO

Considere um ativo livre de risco com rentabilidade 1 + r. Para n3o termos
arbitragens devemos ter
u>1+r>d.

Caso isso n3o ocorresse poderiamos montar uma operacdo de arbitragem
(carteira no instante t = 0 vale zero Vy = 0 e no instante seguinte, V; > 0
com probabilidade 1).
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O MODELO BINOMIAL PARA APREGAMENTO

Opc¢io call (européia): & um contrato que da ao proprietario o direito de
comprar um namero fixo de determinada a¢do a um prego fixado K em
uma data especifica T. Na data de vencimento, o valor Ct da opc¢do call é:

CT = max{O,ST — K} = (57’ — K)+.
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O MODELO BINOMIAL PARA APREGAMENTO

Opgao put (européia): & um contrato que da ao proprietario o direito de
vender um nimero fixo de determinada acdo a um preco fixado K em uma
data especifica T. Na data de vencimento, o valor P+ da opc3o put é:

PT = max{O, K — ST} = (K - ST)+.
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Loss

Figure 1-3

Buy Call

FI1GURA: Payoff da call compra

«O»r «F>» DA™




0 % S
Loss Figure 1-4 Write Call
FI1GURA: Payoff da call venda
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Profit
¢

Figure 1-5

Buy Put

FIGURA: Payoff da put compra
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Profit

=2

Fiaurs 1.4

Writa Dut

FIGURA: Payoff da put venda
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O MODELO BINOMIAL PARA APREGAMENTO

Como dar um valor a uma opg¢do? Vamos considerar um modelo binomial
com T = 1. Nesse caso o valor da opcdo inicial € C e no instante T =1
pode valer C, se a acdo subir, e Cy se a acdo descer. Por exemplo, no caso
de uma call,

C, = (uSo — K)™ se a agdo subir
Cq = (dSo — K)™ se a agdo descer.
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O MODELO BINOMIAL PARA APREGAMENTO

Vamos montar um portfolio replicante contendo A unidades da acdo e B
do ativo livre de risco. Queremos determinar A e B de forma a replicar o

valor da opc3o no instante T = 1. Logoem T =0
Vo = B+ SoA
e no instante T =1

V= (1+r)B+ uSoA = C, se a agdo subir

Vg =(14r)B+ dSpA = C, se a agdo descer.
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O MODELO BINOMIAL PARA APREGAMENTO
Com isso obtemos que

G — Cy
= T
(u—d)So’
B— qu—dCu
S (u—d) (1 +r)

Para n3o termos arbitragens, devemos ter:
C=VWVw=B+AS

1
- — (qC,+(1— ,
1Jrr(qC + (1 - q)Cq)
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O MODELO BINOMIAL PARA APREGAMENTO

onde

_1—|—r—d

0.
u—d =

Importante: n3o depende de p.
q é conhecida como a probabilidade neutra ao risco. E a unica
probabilidade § tal que

Ea(5t+1|5t) = aust -+ (1 — a)dst = (1 + r)St.
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A férmula acima nos diz que
1
C=—
1+4r

q(Cl)
Isso sugere que em geral devemos ter

c 1

~ @+

Eq(CT)-

DA

a
n}
a
8]
a

it

-
it
.

[



No caso de uma call, C+ = (S — K)*, com
ST _ SOUN(T)dT_N(T),

PMT) =) = () "= )T "n=0.....T




1

=t

.
2 G (D (1-q) 7"
n=0




Temos que
Sou"dT " > K & In(Sod ™) + n In
Seja

u SodT
> In(K) & n > Ou |
d) (K) o
K
n
A=min{ne{0,...., T}n> (nSOdT) .

DHa
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O MODELO BINOMIAL PARA APREGCAMENTO
Temos que
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O MODELO BINOMIAL PARA APREGAMENTO
onde
. ug
=1
Note que
1 g=1- uq :1—|—r—uq_1+r—uljrdd
1+r 1+r 1+r
(I +r)(u—d)—u(l+r—d) du—(1+r)) (1-gq)d
N (1+r)(u—d) A+ n)(u—-d) 14r
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O MODELO BINOMIAL PARA APREGAMENTO
A férmula de aprecamento binomial de uma opcio call é:
C=5(n, T A)—iK ®(h, T,q)
— 90 y 1,4 (1 + f')T y 15,4)-
onde
_1+r—d
q u— d )
. ug
q - 1 + rv
In(<X
A=min{ne{0,...,T};n> I(n5(°§;)},
e
: t
g _ neq _ p\t—n
&, t,0) = Z (n) (1 —10)
n=i
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O MODELO BINOMIAL PARA APREGAMENTO
Considere o seguinte exemplo: So =80, T =3, K =80, u = 1,5,
d=0,5 r=0,1. Segue que

qg=0,6

e o valor da op¢do call em t = 0 deve ser

C = 34,065.
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(.216)

(.36)
P
(.48)
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(288)
(.16)
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(nea

F1GURA: Evolucio do Valor da Acdo
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60.463
(.848)
34.065
(.719)
2974
(.136)

FIGURA: Valor da Op¢io Call
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