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PROCESSOS ESTOCASTICOS

Um processo estocastico {X(t);t € T} € uma colegdo de variaveis
aleatdrias indexadas em T, isto &, para cada t € T, X(t) é uma variavel
aleatéria. Por exemplo, poderiamos ter T = {0,1,2,...} ou T = [0, c0).
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PROCESSOS ESTOCASTICOS

Vamos considerar
T=Z={..,-1,0,1,...}

ou
T=2*={0,1,...}.

Definimos

(k) = E(Xk),
R(k, 1) = Cov(Xy, Xj) = E((Xk — p(k))(Xi — (1))

onde Xy é um vetor d-dimensional, R(k, /) (fungdo covariancia) é uma
matriz d X d. No caso d = 1 escrevemos r(k, /).
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PROCESSOS ESTOCASTICOS

Define-se o processo centrado como sendo XS = Xy — u(k). Note que X[
tem média nula e a mesma funcio covariancia que X,. Note que

R(k, 1) = R'(I, k)

e que

n
E(QaiXg)?) =Y aiR(ki, kj)aj > 0
i=1 ij
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PROCESSOS ESTOCASTICOS

O processo X é dito ser normal se todas as suas distribuicdes finitas s3o
normais. Isto implica que, para instantes ty, ..., t, quaisquer, o vetor
aleatério nd dimensional

/
th,...,tn = (Xt117 coog Xt1d7 ey thla ccog thd)

é normal com média ¢/ = (u(t1), ..., u(ts)) e matriz de covariancia
R(tl,tl) R(tl,tn)
Q= : . :
R(tp, t1) ... R(ta, tn)
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PROCESSOS ESTACIONARIOS

Um processo {X(t); t € T} & dito ser estacionario se suas distribuicGes ndo
variam com o tempo, isto &, para qualquer kg, k1, ..., k, as distribuicdes
dos vetores n dimensional (no caso de d = 1)

Xkl Xk1+k0

@

Xkn Xkntko

sa0 as mesmas.
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PROCESSOS ESTACIONARIOS

Portanto todos os Xj tem as mesmas distribuicdes que, por exemplo, Xp.
Logo, u(k) = u(0) e para qualquer ko, k, /,

R(k,1) = R(k + ko, | + ko) = R(k — 1,0).

Define-se agora R(/) = E(XkX,_;) = R(/,0). Note que
R(k, ) = R(k — I). Temos entdo que

R(—I) = R(—1,0) = R(0,) = R'(1,0) = R'(/)
= R(-1)=R'())
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PROCESSOS ESTACIONARIOS

A forma mais simples de um processo estacionario é a sequéncia

{Xo, X1, ...} de variaveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas. Se F representa a distribuicio comum, ent3o a distribuicio do
vetor aleatério (Xy,, ..., Xt,)' € dada por (d = 1)

Ftl,...,tn(alu o0 '7an) — P(th S 317' °c 5th S an)
=P(Xy, <a1)...P(Xe, <ap)=F(a1)...F(an)

A média a a covariancia sdo dadas por: p(k) = E(Xo), R(k, ) = Cov(Xo)
para k = [, 0 caso contrario.
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PROCESSOS ESTACIONARIOS

O processo acima é conhecido como um sequéncia de ruido branco. Uma
processo {X(t);t € T} com média constante e fungdo covariancia

satisfazendo _
R(k,) = R(k—1)

para alguma funcio R & dito ser fracamente estacionario ou estacionario no
sentido amplo.

Exercicio: D& um exemplo de um processo que seja estacionario no sentido
amplo, mas que n3o seja estacionario.
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PROCESSOS ESTACIONARIOS

Uma sequéncia de ruido branco no sentido amplo {Xp, X1,...} € um
processo estacionario no sentido amplo com a média igual a zero e a
fungdo covariancia dada por R(0) = Q, R(k) = 0 para k # 0 onde Q > 0.
Ou seja, {Xp, X1, ...} tem a mesma média e covariancia (0 e Q) e que X,
X; sdo descorrelacionados para k # [. A matriz Q sempre pode fatorada na
forma Q = AA’ onde A é d x m, para algum m < d, e portanto

X, = AY,

onde {Yp, Y1,...} € uma sequéncia m-dimensional de ruido branco no
sentido amplo com média nula e covariancia igual a identidade.
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EQUACOES ESTOCASTICAS A DIFERENCAS

Considere a seguinte equagdo (Ap ndo singular)

Aoyk + Aryk—1+ -+ AnYk—n = Bowk + ... + Bawi—,

1

De forma mais compacta (z~" & o operador atraso):

Az Ny = B(z ) wi,
Az ) =Ag+ Az + ..+ Az,
B(z')=By+Biz'+...+ B,z ",
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CONDICOES INICIAIS
Duas formas de condicdes iniciais sdo consideradas:
@ Sio fornecidos os valores y;, I = —1,...,—n, wj, j=—1,...,—n.

@ Sequéncia infinita passada {wp, w_1, w_p,...}. Neste caso
-1
k= T(z"")wk
onde

T = (g6 =3 Tz
i=0

no qual g(z71) = det(A(z™1)) e G(z71) = (Adj(A(z71)))B(z71).
Para isso se deve ter os zeros de det(A(c)) fora do disco unitario
fechado.
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CONDICOES INICIAIS

Exemplo

Yk — aYk—1 = Wk,
Alc)=1—-ac=0<o0=1/a
Para |a| < 1 segue que

1
1—aco

=1+ac+(a0)’+ (ac)®+...=> T =4

o0 oo
Y=Y (Tiz we =Y a'wy
Py i=0
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PROPOSICAO

Seja o processo definido por A(z™")yx = B(z~')wy, onde {wj} & um ruido

banco no sentido amplo com média nula e matriz de covaridncia W.
Considere que os zeros de det(A(c)) estejam fora do disco unitario
fechado. Temos que {yx} tem média nula e & estacionario no sentido
amplo. O processo tem funcdo covariancia dada por:

Ym0 Ti+eWT] £20

SR TWT), <0

E(ykteyk) = R(£) = {
]
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PROPOSICAO

Fazendo ¢t =i — /¢,

E(yk+evk) Z Tiwicqo—i Z wi_; Tj)

= Z Z T+ W(j — 1) Tj

1=—£ j=0

onde §(0) =1, (k) = 0 para k # 0.
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PROPOSICAO
Para ¢ > 0,

Z Z T, eWO(j — 1) Z T WT/

1=—¢ j=0 j=0

e para £ < 0,

> 3 T - 0T} = 3 T oW

1=—0 j=0 j=—
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EXEMPLO

No nosso exemplo, T; = a’. Segue que para £ > 0,

R(¢) :Za”gaj = aZZazj =1
j=0 j=0

e para £ < 0,
e . o
R()=) dd " ="—.
j=0
Logo
1|
a
R({) = ——

3¢
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MODELO ESTOCASTICO NO ESPACO DE ESTADOS

Considere o modelo estocastico no espaco de estados:

Xk+1 = Axx + Cwy,
Vi = Hxx + Gwyy.

Suponha que {wy} seja uma sequéncia de ruido branco no sentido amplo,
com E(wy) =0, Cov(wy) = I para todo k e que E(xg) = po,
Cov(xg) = Po. Defina pux = E(xx), Px = Cov(xk). Temos que

Pkl = Apik
Pii1 = APkA/ + CC'.
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MODELO ESTOCASTICO NO ESPACO DE ESTADOS

Como E(wy) = 0 é facil verificar que
pir1 = E(xky1) = AE(xk) + CE(wk) = Auk.
Definindo a variavel centrada x{ = xj — p segue que
Xip1 = Axg + Cwy.

Temos que Py = E(xg(xg)"). Note que

E(x¢w;) = 0.
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MODELO ESTOCASTICO NO ESPACO DE ESTADOS
Logo

Pk+1 = E((AXIS I CWk)(AX;S = CWk)/) = APkAI + CcC’
Note que (vamos retirar o € por simplicidade)
Xk = Aij_j + A’iilCWk_j + ...+ CWk_l.

Logo,

E(xkx,/(fj) =E((Axj+ A Cwy i+ ...+ ka,l)x,/(fj) =AP_;

v
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MODELO ESTOCASTICO NO ESPACO DE ESTADOS

Temos também que
E(Xle/(_j) = E((Aij_j I Aj_]'CWk_j T oooTF CWk—l)W//(_j) —A1C
Segue que para 1 < j < k,

Cov(yk, Y—j) = E(vayik—j) = E((Hxx + Gwi)(Hx—j + Gwy_;)")
= HE(xx,_j)H' + HE(xkwj_;)G' + GE(wywy_;) G’
= HAP,_;H + HA™CG’

Para j = 0 é facil verificar que

Cov(yk) = HPkHI + GG'.
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EQUACAO DE LYAPUNOV

Suponha que A seja uma matriz estavel, e M o espago de matrizes n x n.
Para uma matriz D € M defina P(D) como sendo

P(D) = i AKD(AKY
k=0

Pela hipdtese de estabilidade de A, ,B(D) é bem definida. Segue que

P(D) =D+ i AKD(AFY
k=1

- D+ A( i AkD(Ak)’>A’ — D+ AP(D)A'.
k=0
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EQUACAO DE LYAPUNOV

Suponha que A seja uma matriz estavel. Entdo para qualquer Py segue que
P, — P onde P é a unica solucdo da equacdo de Lyapunov:

vV =AVA + CC’
Note que resolvendo iterativamente a equacio
Piy1 = APA + CC’
segue que
k—1

P = AKPo(A%) + > A CCI(AY.
j=0
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EQUACAO DE LYAPUNOV

Como A é estavel, AXPy(A¥) — 0 quando k — co. Logo
Pe— Pi=> ACC(AY.
Jj=0
e P satisfaz a equacdo de Lyapunov. Suponha que temos outra solucio
P = APA + CC'.

Fazegdo Py = P, segue que Py = P para todo k, e como P, — P segue
que P = P.
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EQUAGAO DE LYAPUNOV

Considere {wy} uma sequéncia de ruido branco no sentido amplo.

Considere o sistema
I -1 2
Xev1 = |1 1 )Xkt 1) Wk
3 4

@ A matriz A é estavel? Para isso determine os aultovalores de A.

@ Se A é estavel, determine a solu¢do P da equagdo de Lyapunov e
verifique por iteracdo numérica que P, — P, onde

Pis1 = APA + CC.
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