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VETOR GAUSSIANO
X1 M1
X = | i | —vetor gaussiano com parametros = | : | e matriz n por

Xn Hn
n X. Neste caso a fungio densidade de probabilidade fx(x) é dada por
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VETOR GAUSSIANO

F(x) =

1 1 —
(27)3 (det(T))1/2 exp{—5 (= u) TN x — )}

Verifica-se que E(X) = p e Cov(X) = X. No caso em que as variaveis

X1, ..., X, sdo descorrelacionadas, tem-se que
2
o1 0
Y= : :
0 o2
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VETOR (GAUSSIANO
e segue que

fx(x) =[]

%exp{—i(x,- = ,u,-)z} = fx,(x1) - .. fx, (xn),
i—1 (2m)20;

20’,-2

ou seja, X1, ..., X, sdo independentes. Portanto para variaveis aleatérias
conjuntamente gaussianas, descorrelacionadas é equivalente a
independentes.
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VETOR (GAUSSIANO

Outra propriedade importante é que se X & um vetor gaussiano com
parametros e X, e
Y = AX + b,

entdo Y também é um vetor gaussiano com vetor de média py e matriz de

covariancia Xy dados por

ny = A/'L + b7
Yy = ATA.
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VALUE AT RISK
O retorno P de um portfolio é dado por

P=wR=wRi+...+wyR,

onde R representa o vetor com os retornos dos ativos e w o vetor com as
proporcdes investidas em cada ativo. Suponha que R seja um vetor
gaussiano, com média p e matriz de covariancia £. Considere também o
valor inicial da carteira como sendo Vj. Qual é a perda maxima da carteira
com 95% de chances?
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VALUE AT RISK

Pelo exemplo anterior temos que P também é gaussiano com média

pp = w'p e variancia 0% = w'Tw. Temos também que o valor final da
carteira é dado por: Vr = (1+ P)Vo = Wo + VP e portanto V¢ também é
uma variavel gaussiana com média py, = (1 + pp) Vo e variancia

2 _ 2.2
oy, = Vgop. Temos dessa forma que
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VALUE AT RISK

Vi — (1 +pp)Vo
V()UP

€ uma variavel aleatéria gaussiana padrdo, e portanto pela tabela segue que

Ve — (1 Vi
P(f (14 up)Wo

<1, ) — 0,05.
T < -1,65

Ou seja, com 95% de chances,

Ve > Vo [(1 +up) — 1,65UP].
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VALUE AT RISK

Considerando o exemplo anterior, temos que up = 13,72% e
op = 15,10%. Segue que

(1+ pp) — 1,650p = 1,1372 — 0,24915 = 0, 88805.

Ou seja, com 95% de chances, a perda maxima da carteira (Var) sera de
11,195%.
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RECORDACAO
Para 2 eventos A e B lembramos que a probabilidade condicional de A
dado B é:

P(AB)

— P(B) > 0.
P(B) para P(B)
Suponha que X; e X sejam variaveis aleatérias discretas com funcio
massa conjunta de probabilidade dada por px, x,(x1,x2) e fungdo marginal
para X, dada por px,(x2). Chamando

P(A|B) =

A= {Xl = Xl}, B = {X2 = XQ},
Segue que

P(X1 = x1, X2 = x2) _ Px1.% (X, x2)
P(X2 = xp) Px,(x2)

P(A|B) = P(X1 = x1| X2 = x2) =
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

Para 2 variaveis aleatérias discretas X; e X, com funcdo massa conjunta
Px; %, (X1, x2), define-se a funcdo massa condicional de X; dado X> = x; da

seguinte forma:

Px1, %2 (X, X2)
pX1\X2(X‘X2) =
PX> (X2)
e o valor esperado condicional como

Px1.% (X, x2)

Sbaba=2a)= ZX Px; (x2)

X
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

Para o caso continuo a definicdo é similar, suponha que 2 variaveis
aleatdrias continuas X7 e X, com func3o densidade de probabilidade
conjunta fx, x,(x1,x2). Define-se a funcdo densidade de probabilidade
condicional de X; dado X, = x» da seguinte forma:

fxy xo (X, x
le‘Xz(X‘)Q) = 7)( ;_)):ZE)Q) 2)
2

e o valor esperado condicional como

v [T Bax(xxe)
E(X]_‘XQ —X2) = /;oon_)Q()Q)dX.
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EXEMPLO

Suponha que Xj e X5 sejam variaveis aleatérias de Poisson com médias A\q

e A2, e independentes. Calcule o E(X1|X1 + X2 = n).

P(Xl =k, X1+ X5 = n)
P(X1+X2 = n)

P(Xl = k,XQ =n-— k)
P(X1+X2 = n)

P(Xl = k)P(X2 =n-— k)

P(X1 = k|X1 + Xo = n) =

P(Xl +X2 = n)
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EXEMPLO
X1 + X € Poisson com média A\; + \» (mostre isso). Logo

_ _ n—k n

e M)ke Az)\g )/e_(’\1+’\2)()\1 + X2)
k! (n— k)! n!

. n! ( )\1 )k( )\2

B (n—k)'k' A1+ Ao A1+ A2

o n )\]_ k )\2 n—k
o (k) ()\1 —}-)\2) ()\1 —l—)\z)

P(Xl = k‘Xl + X5 = n) =

)nfk
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Logo Xi|X1 + Xy é binomial com pardmetros ne p =
temos que

}\].)\1)\—2. COIII |SSO
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EXEMPLO

Suponha que X; e X5 sejam variaveis binomiais identicamente distribuidas
e independentes com pardmetros n e p. Para k < min{m, n} calcule
P(X1 = k| X1 + X2 = m). Como antes,

P(Xl = k,Xl —|—X2 = m)
P(X1+X2 = m)

P(Xl = k,X2 =m-— k)
P(X1+X2 = m)

. P(Xl = k)P(X2 =m-— k)

o P(X1+X2 = m)

P(Xl = k|X1 + X5 = n) =
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EXEMPLO
X1+ X, € Binomial com parametros (2n, p). Logo

P(X1 = k|Xi + Xo = m) =
(Rt a=pr(," ) et —pyrmety (20 pra— pyem

= (1) (7)1 ()

Distribui¢do hipergeométrica com parametros (n, n, m).
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EXEMPLO
X1+ X, € Binomial com parametros (2n, p). Logo

P(X1 = k|Xi + Xo = m) =
(Rt a=pr(," ) et —pyrmety (20 pra— pyem

= (1) (7)1 ()

Distribui¢do hipergeométrica com parametros (n, n, m).
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EXEMPLO

Experimento pode levar a um entre 3 resultados resultados, sendo p; a
probabilidade do resultado i. n réplicas independentes desse experimento
sdo realizadas. Seja X; o nimero de vezes que o resultado / ocorre,
i=1,2,3. Calcule P(X1 = k| X2 = m), e E(X1|X2 = m).

Resposta: X1|X2 = m & uma binomial com parametros n — m e pl’jrlm.
Logo

P(X; = k|Xp = m) =

n—m P1 k P3 n—m—k
( k )(P1+P3) (P1+P3)

Logo

P1
EXi|Xo=m)=(n—m .
(X1[X2 = m) = ( )lerp3
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

Podemos encarar E(g(X1)|X2) como uma fungdo da variavel aleatéria X; e
portanto também uma variavel aleatéria. Da mesma forma pode-de encarar
P(X1 € A|X2) como uma fungdo da variavel aleatéria X> e portanto
também uma variavel aleatéria. Tem-se o seguinte resultado importante.

E(g(X1)) = E(E(g(X1)|X2))

P(Xy € A) = E(P(X1 € AlX2))
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VALOR ESPERADO CONDICIONAL

o0

EEOWIX =) = [ gl bt ze)

d
o (o)

EEb) = [ ([ st 220 g0) 5 o)ak,

—oo Voo fx, (x2)

_ /OO g(xl)(/_o; o e 01, x0) o )

—00

_ / " £0a)f (a)dba = E((X0))

— 00
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

Calcule o valor esperado e a variancia de uma variavel aleatéria geométrica
com parametro p.

X é o niimero de jogadas até o 1o sucesso, e Y = 1 se a 1a jogada é
sucesso, Y = 0 se for fracasso.

E(X|Y =1)=1
E(X|Y =0) =1+ E(X),

E(X):lxp—l—(1+E(X))><(1—p)z>E(X):Ilj.
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

EX?lYy =1)=1

EXlY =0)=E(1+X)?)=E((1+2X+X?)) =1+ 123 + E(X?),

E(Xz):lxp+(1—|—l2)+E(X2))><(1—p)

1 21—
:>E(X2):—+(72p).
pp
1 2(1-p) 1 1-p
O TR R e
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

Considere X e Y independentes e continuas com funcdo densidade de
probabilidade fx(x) e fy(y). Calcule P(X < Y).

PX < ¥) = EPX < YY) = [~ PX < y]Y = )frly)dy
/ ¥ PX < )y (y)dy = / () ().
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

Suponha que no exemplo anterior X e Y independentes e exponenciais
com parametros Ax e A\y. Calcule P(X < Y).

AX

Y =
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

Um mineiro estd preso em uma mina com 3 portas. A primeira leva a
liberdade depois de 2 horas. A segunda volta a mina depois de 3 horas, e a
terceira volta a mina depois de 5 horas. Seja N o namero de horas até o
mineiro sair da mina.

A) Supondo que o mineiro esquece as portas escolhidas sempre que volta
a mina, calcule E(N) e Var(N).

B) Supondo que o mineiro lembra das portas escolhidas sempre que volta
a mina, calcule E(N) e Var(N).
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

X - primeira porta escolhida, X € {1,2,3} . Temos para o item a) que
E(NIX =1)=2,
E(N|X =2) =3+ E(N),
E(N|X =3) = 5 E(N),
E(N) = (2+3+E(N)+5+E(N)):>E(N):10.
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

E(N?IX =1) =4,
E(N?1X =2) = E(3+ N)?) =9 +6E(N) + E(N?) = 69 + E(N?),
E(N?X =3) = E((5+ N)?) =25 + 10E(N) + E(N?) = 125 + E(N?),
)
) =

=

E(N?

5(4 + 69 + E(N2) + 125 + E(N?)) = E(N?) = 198,
198

Var(N — 08.
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL
X - primeira porta escolhida, X € {1,2,3} . Temos para o item b) que

E(NIX =1) =2,
E(N|X = 2) :3+%(7+2) _ 175
E(NX =3)=5+ 2(5+2) = 7,

EN) = s+ 24+ Xy By =6,

3 2 2
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL
N; numero de horas até sair excluindo a porta J.

E(N?X =1) =4,
E(NIX = 2) = E((3 + No)?) = 9.+ 6E(Ny) + E() = 1=

E(N?|X = 3) = E((5 + N3)?) = 25 + 10E(N3) + E(N3) = ?,

1, 125 149
2

=4+ —=—+)=47
E(N?) = 3(4+ 5+ ) =47,

Var(N) = 47 — 36 = 11.
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

Sejam X e Y variaveis aleatérias e para uma fungdo e(y) defina

H(e) = E((g(X) — e(Y))?).

Deseja-se resolver o seguinte problema (problema de filtragem):

ming(yH(e) = mingyE((g(X) — e( Y))?)

Solucdo 6tima e*:

e’ (Y) = E(g(X)Y).
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL
Defina o produto interno < Zy; Z» >= Cov(Z1, Z2). Mostre que

< g(X)—e*(Y);e(Y)>=0

(isto &, g(X) — e*(Y) L e(Y)), e como isso mostre que e*(Y) é a solugdo
6tima desejada.

v
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL

<g(X) e (Y)ie(Y) > = E((g(X) — e*(Y))e(Y))
= E(E((g(X) — e*(Y))e(Y)[Y))

Note que

E((g(X) = e"(V))e(Y)IY) = E((g(X) — e (Y))[Y)e(Y)

= (E(g(X)[Y) = E(e* (V)] Y))e(Y)
(g(X)[Y) = e*(Y))e(Y)
(g(X)[Y)

— E(g(X)[Y))e(Y) =0.

= (E(g

Y
Y
=(E Y

|
|
X))l
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL
Logo

lg(X) = e(V)II* =< g(X) — e(Y); g(X) — e(Y) >
=<g(X) —e' (V) +&Y)g(X) —e (V) +&Y) >

onde
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL
Portanto

lg(X) = e(Y)II> = llg(X) — e*(V)II* + &(Y)I?
+2<g(X)—€e*(Y); é(Y) >
= llg(X) — e (M)II* + (V)12

pela ortogonalidade g(X) — e*(Y) L &(Y), e como o primeiro termo n3o
depende da fun¢io e, o minimo é atingindo quando se faz &(Y) =0, isto &

e(Y) = e*(Y).
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL
Suponha que a func3o conjunta de X; e X3 seja

Axy(x) — xz)e_(X1+X2) 0<x1<00,0< x<x

fxyx, (X1, Xx2) = {

0 caso contrario

Calcule E(X1|X2 = x2).
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PROBABILIDADE E VALOR ESPERADO CONDICIONAL
Nota-se que

fx, (x2) :/ fxy xo (X1, X2) dxq :/ 4xo(x1 _X2)ef(X1+X2)dX1
X2 x

2

= 4xpe 22,

Obtém-se que para x; > xo,

4xo(x1 — xp)e~batx)
4xye—2x2

fX1|X2 (Xl‘X2) - = (Xl = X2)ef(X17X2)‘

Portanto,

(e.9]

E(X1|X2 = x2) = / x1(x1 — x)e” 17 dxy =2+ x,.

X2
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FuNGgAO MOMENTO GERADOR

Define-se a funcdo momento gerador de uma variavel aleatéria X como
sendo:

ox(t) = E(e™) = / e™ fx (x)dx.
Notemos que

etX
dx(t) = d¢x(t) E(ddt ): E(Xet™)

— (ﬁx(O) = E(X),
. / otX otX
ox(t) = d¢c)l(t(t) - dE(jt ) - E(X dEE:’t !
= ¢x(0) = E(X?).

): E(X2eX)
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Em geral, temos que:

¢x"(0) = E(X")
onde ¢x"(0) representa a n-ésima derivada de ¢x(t) em t = 0.

«O> 4F» «=r «=)» o>




FUuNGCAO MOMENTO GERADOR

Seja X uma variavel binomial com paradmetros (n, p). Segue que

kZ( > etp)<(1 — p)nh)
p

=0
=(1-p+ep)”

e portanto

¢x(t) = n(1— p+e'p)"*pe’ = ¢x(0) = E(X) = np.
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Temos também que

= &X(O) = E(X2) =n(n— 1)p2 + np

«O>» «Fr «=» «=)» DHa e

ox(t) = n(n—1)(1 — p+ €'p)"(pe")® + n(1 — p + e'p)"*pe’




e portanto

Var(X) = E(X?) — E(X)? = np(1 — p).




0<t<)

Seja X uma variavel exponencial com pardmetro A > 0. Segue que (para

bx(t) = E(e) = /0 " et re Moy =

A—t




e portanto
. X |
D S
ox(t) 2
Temos também que

1
ix(0) = E0X) = £,
<}5'x(t) _ ﬁ
= éX(O) = E(Xz) _ ;2




e portanto

Var(X) = E(X?) — E(X)* =

1

A2
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FuNGAO MOMENTO GERADOR

Seja X uma variavel normal com paradmetros 1 e 0. Pode-se mostrar que

02t2
QbX(t) _ E(etX) — e +ut

e portanto

dx(t) = (0%t + p)e”s 4t — 3y (0) = E(X) = p.
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22

Temos também que
&X(t) = (Uzt"‘u)?ea

o242
> tut + 0_2eT+“t
- ¢X(O) - E(Xz) = ,u2 -+ 0'2

= eI

Var(X) = E(X?)

— E(X)2 _ 02.

Hao

a
u]
N
|
a
i
v
it
v
i



FUNGAO MOMENTO GERADOR

Sejam X e Y variaveis aleatérias independentes. Segue que

ox+v(t) = E(e"XHY)) = E(e™etY) = E(e™)E(e") = ¢x(t)ov ().

Por exemplo, suponha que X e Y sejam uniformemente distribuidas no
intervalo (0,1). Segue que
ef —1

t

1
ox(t) = dv(t) = /0 etde = Lo} =
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e porta nto

¢X+Y(t) _ (et . 1)2

t2
Derivando segue que

Pxty(t) =

2(et — 1)(tet — et + 1)
e portanto

t3

ox+v(0) = E(X+Y) =1.

A
49 / 79



FuNGAO MOMENTO GERADOR

Uma propriedade importante da fungdo momento gerador ¢x(t) é que ela
define de forma anica a variavel aleatéria X.

Sejam X e Y variaveis aleatérias de Poisson independentes com parametros
A1 € Ao respectivamente. Pode-se mostrar que

ox(t) = D

py(t) = 271,
Segue que

¢X+y(t) _= eAl(et_l)e)‘z(et_l) — e()\1+>\2)(et—1)

e portanto X + Y também é uma variavel aleatéria de Poisson com
parametro A1 + Ao.
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FuNGAO MOMENTO GERADOR
Sejam X e Y variaveis aleatérias normais independentes com pardmetros

(p1,02) e (u2,03) respectivamente. Segue que

0_2 2 0_2 2 0_2 0_2 2
Px+v(t) = ox(t)ov(t) = (F i) (Ftit) _ AR Gt

e portanto X + Y também é uma variavel aleatéria normal com pardmetros
2 2
(M]_ + M2, Ul + 02).
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PROCESSOS ESTOCASTICOS

Um processo estocastico {X(t);t € T} € uma colegdo de variaveis
aleatdrias indexadas em T, isto &, para cada t € T, X(t) é uma variavel
aleatéria. Por exemplo, poderiamos ter T = {1,2,...} ou T = [0, o0).
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RUINA DO JOGADOR

Um jogador, a cada instante de tempo, pode ganhar R$1,00 com
probabilidade p, ou pode perder R$1,00 com probabilidade 1 — p. Seja
X(t), t € T=4{0,1,...} a fortuna do jogador no instante t. Temos que
{X(t); t € T} é um processo estocastico que obedece a seguinte equagdo:

X(t+1)=X(t)+ U(t+1)

onde U(t) = 1 com probabilidade p e U(t) = —1 com probabilidade 1 — p,
e X(0) é a fortuna inicial. Pergunta: Qual é a probabilidade da fortuna do
jogador atingir uma determinada meta N antes de quebrar?
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PROCESSOS DE MARKOV
Vamos supor que T = {0,1,...} e que {X(t);t € T} seja um processo
estocastico tomando valores em um conjunto contavel X', por exemplo

X ={0,1,2,3,...} ou ¥ ={0,1,2,3,..., N}. Diremos que {X(t);t € T}

& uma cadeia de Markov se
P(X(k+1) =j|X(0) =1ig,...,X(k—=1) = ix_1,X(k) = i) = pj.

para todos os estados possiveis iy, ..., ik_1,1,j € k > 0. Devemos ter
pij > 0 e para todo j € X,
> pi=1

jeX
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Definimos a matriz de transicio P como sendo:
Poo POl -

P=| Pi0o P11
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RUINA DO JOGADOR

A ruina do jogador com meta de fortuna N é uma cadeia de Markov com
X ={0,1,2,3,..., N} e a seguinte matriz de transicdo de probabilidade:

poo = 1,
pi+1 =P, Pi-1=1—p,
pnn = 1.
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HUMOR DO MERCADO FINANCEIRO

Suponha que o mercado financeiro possa a cada dia estar em um dos 3
estados:

@ Estado 0: estavel
© Estado 1: em alta
© Estado 2: em baixa
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HUMOR DO MERCADO FINANCEIRO
Suponha que a cadeia de Markov possua a seguinte matriz de transicdo P:

0,5 0,4 0,1
P=10,3 0,4 0,3
0,2 0,3 0,5

Em 1 ano qual é proporcio do tempo que o mercado fica em cada um dos
estados acima?
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MODELO DE PREVISAO METEOROLOGICA

Suponha que a probabilidade de chover ou n3o dependa das condicdes
meteorolégicas dos 2 dias anteriores. Definimos os estados:

@ Estado 0: choveu hoje e ontem
@ Estado 1: choveu hoje mas n3o ontem

© Estado 2: n3o choveu hoje mas choveu ontem

@ Estado 3: ndo choveu hoje nem ontem
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MODELO DE PREVISAO METEOROLOGICA

Suponha que se tenha as seguintes informacdes ap6s analise estatistica:

o
2]

Probabilidade de chover amanh3 dado que choveu hoje e ontem é 0,7

Probabilidade de chover amanh3 dado que choveu hoje mas n3o
ontem é 0,5

Probabilidade de chover amanh3 dado que n3o choveu hoje mas
choveu ontem é 0,4

Probabilidade de chover amanh3 dado que n3o choveu hoje nem
ontem € 0,2
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Obtemos que a matriz de transicdo P é:
0,7

0

0,3 0
p_|05 0 05 0
0 0,4 0 0,6
0 0,2 0 0,8

DA

a
n}
a
8]
a
it
-
it
.
[



Considere X = {0,+1,+2...} e

pi+1 = P, pi-1=1—p.
Este processo é conhecido como a caminhada aleatéria.

«O> 4F» «=r «=)» = o>




R1scoO OPERACIONAL
Suponha que uma empresa financeira classifique os seus estados de

processamento de transacdes de 0 a 5 de acordo com o tempo necessario

para a sua liquida¢do, segundo o modelo abaixo.
@ Estado 0: transacdo esta sem atraso
Estado 1: transacdo esta com 1 dia de atraso

Estado 2: transacdo esta com 2 dias de atraso

(2]

(8]

@ Estado 3: transacdo esta com 3 dias de atraso

@ Estado 4: transacdo liquidada sem pagamento de multa
o

Estado 5: transacdo liquidada com pagamento de multa
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RI1SCO OPERACIONAL

A instituicdo tem uma série de dados no tempo razoavel, e esses dados
indicam que a cadeia de Markov possui a seguinte matriz de transicdo P é:

006 0 0 04 0
0 0 06 0 04 0
b_|0 0 0 0406 0
00 0 0 08 02
00 0 0 1 0
00 0 0 0 1

Qual é a probabilidade de uma transacio terminar em um estado com
pagamento de multa? Supondo 1000 transacées por dia, cada transacio
envolvendo cerda de R$1.000.000,00 (um milhdo), que a multa seja de
0,01% ao dia, e que as transacdes liquidadas com multa tenham em média
8 dias de atraso, qual é a perda esperada por dia e por més (22 dias)?
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Definimos a matriz P(") = [pf] onde

Pi =

P(X(n+ m) =

jIX(m) = i).

«O> 4F» «=r «=)» o>




EQUACOES DE CHAPMAN-KOLMOGOROV

Temos ent3o as equacdes de Chapman-Kolmogorov:

n+m

pi ™ = P(X(n+m)=j|X(0) =)
=Y P(X(n+m)=j,X(n) = £|X(0) =)

lex

= 3" P(X(n+ m) = jIX(n) = £,X(0) = )P(X(n) = £X(0) = i)

lex

=Y P(X(n+ m) = j|X(n) = £)P(X(n) = £]X(0) = )

lex

=Y P(X(m) = j|X(0) = £)P(X(n) = £|X(0) = i)

lex

= phpl]

lex

Ou seja, P(") = P7.
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feira? Resposta: 0,61.

Dado que choveu na 2a e 3a feira, qual é a probabilidade de chover na 5a

«O> 4F» «=r «=)» o>



ESTADOS DA CADEIA

Os estados de uma cadeia de Markov podem ser classificados de recorrentes
e transientes. Um estado /i é recorrente se a probabilidade de re-entrar nesse
estado comecando dele mesmo é 1, transiente caso contrario. Em uma
cadeia de Markov finita n3o se pode ter todos os estados transientes. Uma
cadeia de Markov é irredutivel se todos os estados se comunicam entre si.
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Markov é ergodica.

Todos os estados sdo recorrentes. Nesse caso diz-se que a cadeia de

e todos os outros s3o transientes.

Temos 2 estados recorrentes (na verdade chamados de absorventes), 0 e N,

Temos 2 estados absorventes, 5eb, e todos os outros s3o transientes.

DA

u]
‘ 8]
l
n
it



PROBABILIDADE LIMITE

O que podemos dizer sobre lim, o, P" ? Vamos considerar a matriz P
finita e 2 situacdes.

1lo Caso: A matriz P pode ser escrita como:
T A
p— ( ! |> .

onde T contém os estados transientes, e |, a matriz identidade, contém os
estados absorventes.
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PROBABILIDADE LIMITE

Efetuando os calculos obtemos que

. (T" >iso TkA) |

0 |
Segue que
lim T" =0
n—o0
e
k -1
n';";oZT n
Portanto,

n—00 0 |

i pr= (0 0T,
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TemOSque
06 0 0
0 0,6
h 0
0

0 -
0 N p
0 o 0] asfos o
0 0 0 4




Ri1scO OPERACIONAL
Segue portanto que

0,9712 0,0288

Ctv1a | 0,952 0,048
U= = 0,92 0,08
0,8 0,2

Portanto temos que a probabilidade de uma transacdo terminar em atraso
com multa, comecando de sem atraso é 2,88%, e obviamente de terminar
sem multa é de 97, 12%.
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RI1SCO OPERACIONAL

A perda esperada para 1 dia é:

Perda esperada em 1 dia

=~ 1000 x 0,0288 x ((1,0001)8 — 1) x 106 = R$ 23.000, 00.

Perda esperada em 1 més (22 dias) = R$ 22 x 23.000, 00 = R$500.000, 00.
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PROBABILIDADE LIMITE
20 Caso: A cadeia é ergodica. Nesse caso temos que limp_ pPjj = Tj,

independente de /. Chamando de 7 o vetor formado por 7; temos que 7 é

a (nica solucdo que satisfaz:

7 =7a'P
1= g .
ieX

Temos também a seguinte interpretacdo para ;. 7; representa a propo
do tempo que a cadeia de Markov permanece no estado /.

rcao
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HUMOR DO MERCADO FINANCEIRO
Assumindo ja as distribuicBes estacionarias, temos que resolver as seguintes
equacoes:

mo = 0,579 + 0,371 + 0, 272,

m = 0,4my + 0,4m; + 0, 37y,

my = 0,17 + 0,371 + 0, 57,
1 =mg+ m + mo.

Temos a seguinte solugdo:

21 23 18
—33,87%, 71 = — = 37,1%, T = — = 29,03%.

0= 62 62 62
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A RUINA DO JOGADOR

Qual é a probabilidade do jogador atingir a fortuna N antes de quebrar,
dado que comecou com i ? Poderiamos resolver esse problema usando a
formula do Caso 1 visto anteriormente. Vamos entretanto resolver esse
problema de forma analitica, usando o célculo de probabilidade por
condicionamento. Seja A; o evento o jogador atinge N antes de quebrar,
comecando de i. Seja Y = 1 se a primeira jogada é vitoriosa, Y = 0 caso
contrario. Temos que

P(Aj) = E(P(AilY)).

Temos também que para 1 </ < N -1,

P(AilY =1) = P(Ai11)
P(AilY =0) = P(Ai-1).
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A RUINA DO JOGADOR
Logo,

P(A) = E(P(AIlY)) = p x P(AilY =1) + (1 — p) x P(Ai|Y =0)
= px P(Ai1) + (1 = p) x P(Ai-1).

Escrevendo P; = P(A;), g =1 — p, temos a seguinte equagdes a diferengas
e condicdes inicial e terminal:

Pi=px Pit1+qx Pi—1, Po=0, Py =1.
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Resolvendo para g # p temos a férmula fechada,
1- (ﬂ '
p=— P/




