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Formulario

Um sistema dindmico linear gaussiano de tempo discreto € descrito pelas equagdes:

Tt = Atxt_1 + Btut + € (1)
Zt = Cta?t + 6t (2)

Os simbolos sdo:
t: Variavel tempo, que assume valores discretos.
4. Vetor de estado do sistema no instante ¢.
uy: Vetor de entrada do sistema.
€;: Ruido de processo do sistema, varidvel aleatéria gaussiana com média nula e matriz de covariancia R.
A;: A matriz de dindmica do sistema.
B;: A matriz de atuacgio do sistema.
2. O vetor de medidas (ou saidas) do sistema.
C;: A matriz de observagio do sistema.
d¢: Ruido de observagio do sistema, varidvel aleatdria gaussiana de média nula e matriz de covaridncia Q;.

O conhecimento estimado pelo filtro de Kalman sobre o estado do sistema no instante ¢ é descrito por uma
distribuicdo gaussiana de média p; e covaridncia ;. Para tanto, além das matrizes das equagdes (1.1) e (1.2), sdo
necessdrias as matrizes Q; e R, e o conhecimento sobre o estado inicial do sistema x, representado por uma
distribuicao gaussiana de média yo e covariancia Y.

O estado € estimado pelo sistema de equacdes recorrentes:

Ty = Aypre—1 + Byuyg 3)

=A% AT + R, “)
— — -1

K, =%, (G0 +Q) (5)

e = oy + K, (Zt - Ctﬁt) (6)

3= (I-K:C) %y @)

A distribui¢io N (ﬁt, it) expressa o conhecimento sober o estado previsto no instante ¢ antes de incorporar a
medida z;. A matriz K; é chamada de ganho de Kalman.



Exercicios

1. Considere uma grandeza fisica x de valor desconhecido e presumido constante ao longo do tempo. Esta

grandeza € submetida a diversas medidas z;. Cada medida z; € igual ao valor de x somado a uma varidvel

aleatéria independente que segue uma distribuigdo normal de média nula e covariancia o?.

a) Explique por que neste caso o passo de previsio do filtro de Kalman reduz-se a i, = ;1 € 3¢ = 3¢_1.

b) Mostre que a covariancia estimade de = no instante ¢, >4, é o inverso da soma dos inversos das covari-

ancias o2.

¢) Mostre que o valor estimado de z no instante ¢, i, € a média ponderada de z; com os correspondentes
pesos 1/02.

Sugestoes:

e O filtro de Kalman trabalha exclusivamente com distribui¢des Gaussianas. Modele o conhecimento
inicial sobre a varidvel x como uma varidvel aleatéria que segue uma distribuicio Gaussiana de média
V' e covariancia U. Trate o primeiro passo de correcdo do filtro de Kalman da seguinte maneira:

= i K —
pa = Nim V+Ki(n—V)
U—+oo
Observe que o valor de p1 neste caso nao depende de V.

e Use prova por indugdo finita. Mostre que existe algum valor de ¢ para o qual as propriedades valem.
Mostre que se as propriedades sdo validas para t — 1, também sao validas para ¢.

2. Seja um sistema linear gaussiano de tempo discreto unidimensional descrito pelas equacdes:

Ty =aTi—1 + €

zt:$t+6t

onde €; e § sdo varidveis aleatdrias gaussianas de média nula e covariancias r > 0 e ¢ > 0 respectivamente.
Para este sistema vale 0 < |a| < 1.

(a) Mostre que existe uma Unica covariincia inicial X* para a estimativa de estado de z; que torna a
covariancia >; do filtro de Kalman constante (ou seja, ;1 = X* = X = ¥ _1).

(b) Mostre que a covarifincia da estimativa converge para £*, ou seja, |3, — ¥*| < |Z;_1 — E*|.

3. Uma massa unitéria desloca-se livremente sobre uma guia. O estado do sistema é considerado em instantes
discretos, com At = 1, ou seja, t = 0,1, .... Sobre esta massa atua uma forca F', composta pela sobrepo-
sicdo de um valor controlado u; e um ruido aleatério €, gaussiano de média nula e covariancia 0, 25. Um
sensor 1€ a posi¢do do sistema com ruido. A variavel obtida z; € igual a posi¢do z; somada a um ruido
aleatorio z;, gaussiano de média nula e covariancia 0, 125.

(a) Mostre que o vetor de estado do sistema X; = [z, vt]T, onde z; € a posi¢do da massa e v; a velocidade
criam uma representacdo Markoviana do sistema, ou seja, a distribui¢do de z; depende somente de
X1, us e da distribuicéo de €; e J;. Escreva a equacdo de evolug@o do sistema que expressa X em
fungdo de X;_1, u; e a equacdo de medida do estado que expressa z; em fungdo de X; e §;. Calcule
a matriz de covaridncia do ruido de processo, ou seja, a matriz covaridncia da variavel aleatéria X;
dados X;_1 e u;.

(b) Suponha que tenta-se manter a posi¢do da massa ao redor da origem com um controlador por feedback
de estado. A lei de controle é:
w=—[1 3/2] X,

Mostre que para t > 2, a velocidade e posi¢do da massa sdo varidveis aleatérias de média nula, inde-
pendentes e de covaridncias 0, 5 e 0, 125 respectivamente.



(©)

(d)

(e)

Suponha que em ¢ = 0 o conhecimento sobre o estado do sistema é o descrito no item anterior. Calcule
para o filtro de Kalman as matrizes K; e X1, respectivamente o ganho de Kalman e a covariancia da
estimativa de estadoem ¢ = 1.

Sejam as codigdes iniciais as mesmas do item acima. Se z; = 0.5 e 22 = 0, qual a velocidade estimada
em t = 2?7 Qual a sua covariancia?

Suponha agora que o controlador nio tem acesso diretamente a varidvel de estado e usa a estimativa
¢ do filtro de Kalman como estado. Calcule para ¢ = 2 a matriz de covaridncia da varidvel de estado,
supondo que este parte da origem em ¢ = 0.

Sugestdo: Note que neste caso, Xo depende de €2, X e u;. Estas duas ultimas ndo sdo independentes!
Escreva X5 como uma transformagdo linear de e e do vetor [X; p1]. Calcule a matriz de covariancia
deste dltimo.



Solucoes

Exercicio 1

a) A varidvel € suposta constante. Isso significa que o valor da varidvel em um instante ¢ é o mesmo do instante

anterior ¢ — 1. Deste modo a covariincia do erro de processo R; € nula, a matriz de dindmica A; é identidade
e ndo ha entrada, ou seja, Byu; = 0. Aplicando-se estes resultados a expressdo do passo de previsao do filtro
de Kalman, chega-se a i, = p1;—1 € ¥y = X;_;. Nota-se também que a matriz de medicéo C; é identidade.

b) Parat = 1, o ganho de Kalman é dado por:

K1 =%0/(Z0 +01)

U
T U+ 0%
Assim,
= 1 V+K -V
pr= lim V+ 1(z1 )
~ g v &Y ;/)
U—+oo U + o7
. o2V n Uz
= 1m =z
Ustoo U+02  Uto? !
e

21 = lim (1—K1)U
U—+oo

U
E 1——
U—l>r£oo< U+CT%)U

. Uo? 9
= lim 5 =01
U—+oo U+01

(1.1)

(1.2)

(1.3)

. . . - . b
A propriedade a ser demonstrada é (note o uso de sigma maitisculo tanto para o simbolo de soma ) quanto

para o valor de covaridncia 3;):
1

22:1 1/‘71‘2

Esta propriedade ¢ verdadeira para ¢t = 1 como visto acima.

Zt:

Ora, mas se ela € verdadeira para ¢t — 1, entdo o ganho de Kalman em ¢ ¢é:

Ky =Y 1/(S¢-1 +07)
! 1
= i1 T 2
Yimi /ol sty T
1
=1
1+o0735 1 1/0?
1/0f
=1
1ot +372,1/07
1/of

Zle 1/01'2

Neste caso, a covariancia estimada é:

(1.4)

(1.5)



£ = (1 - )T

(- 1/0? 1
Y102 ) i 1/}

_ 22:1 1/‘71‘2_1/0752 1
- Si1 1/0? Sii1/o? (1.6)
o YiLier 1

EDYERVES SV
1

- =t 1, o
dic 1/‘71'2

¢) A propriedade que deseja-se demonstrar é:

t
g = 212:1 Zi/Ui2

Ei:l 1/‘72'2

Como visto no item anterior, esta propriedade ¢ trivialmente verdadeira parat = 1.

(1.7)

Ora, mas se existe valor t — 1 para a qual ela é vélida, entdo,

pe = pre—1 + Ky (26 — pe—1)
t—1 t—1
Sisia/ot | /o < _Xi a/o?)

—1
25:1 1o? = > 1/07
_Xitimfo?, ep < S Yo -3 z,»/a?>
t t—1
i 1/of

= +
: Siii1/0?

Yol Y1l
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Talet (Sier) (Sisye?)
(Zizt20/02) (i 1/0?) + 20/o? ST 1/0? = 1/o? £ /o

(Siii1/0?) (Sizi1/0?) (1.8)
(Zizt2i/02) (i 1/0? = 1/0% ) + 20/ SoI21 1o
(zii1/02) (X2 1/0?)
(Ziztzi/o?) (Sint 1/02) + zfo? izt 1/0?
(i 1/02) (X2 1/02)
_ Siiia/ol + ajo?
Sii1/o?

N 22:1 Zi/o'z'2
= T
die1 1/‘71'2

Exercicio 2

a) Pela defini¢do do filtro de Kalman,



it = azZt_l +r

K, = —
Yi+q

Et == (1 - Kt)Et

Substituindo-se (2.2) em (2.3) chega-se a:

3 — Y
Zt(l t >2t‘“
X +q

Substituindo-se (2.1) em (2.4) chega-se a:

5 _ qa®%_1 +qr
Ty, + q+r
Pela condi¢do no exercicio,

. _ 40X tqr
A g+
a22*2+(r+(17a2)q)2*7qr:0

Cujas solugdes sdo:

(1*a2)q+r+\/(r+(1fa2)q>2+4a2qr

¥ =
2a2
O R e L
- 2a2

@2.1)
2.2)

2.3)

(2.4)

2.5)

(2.6)

2.7)

Para 0 < |a|] < 1, a solugdo (2.6) é positiva e a solugéo (2.7) é negativa. Assim, a dnica covariancia possivel é

a dada por (2.6).

b) Seja d; = ¥; — X*. Aplicando-se (2.5),

dy = q2@22t—1 taqr T
a*Xi 1 +q+r
qa®S._1 + qr qa®s* +qr
- 321 +q+r @S 4q+r
ga* (Z* +dia) +qr qa’T* +gr
(S +di1)+qt+r a®S +q+r
a’q (aQE* +7“)
g+r+a® (X +di—q)) (g+1r+a?S*)
a’q (aQE* —|—r)
(g+7r+a?Si1)(g+ 7+ a?S¥)
a’q r+a?%*
(g+7r+a?2; 1) qg+7r+a?2*

= dt—l(

=di_1

=di—1

Comovaler > 0,q >0, |a| < 1eX;_; > 0,entdo |d;| < |d, | ou [E; — E¥| < |81 — T

2.8)



Exercicio 3

a)

b)

Seja a(x) a aceleragéio da massa em fun¢do do tempo. A velocidade em um determinado instante ¢ é dada por:
vy = vp—1 + a(t)At

Como a massa e At sdo unitdrios, v; = vs_1 + Ut + €.

Do mesmo modo, a posi¢cdo em um determinado instante ¢ é dada por x; = x;_1 + Atvy_1 + At?a, /2. Assim,
xy = x4—1 + vi—1 + (ur + €)/2. Percebe-se que esta varidvel depende unicamente de xy_1, vi_1, Us € €.
Finalmente, a medida é obtida por z; = x; + d;. Assim a distribui¢do da medida depende unicamente do valor
do estado proposto para o sistema, da entrada no instante ¢ e da distribui¢do dos ruidos €; e ;.

As equagdes de estado e medida do sistema sdo:

[ij N [(1) ﬂ [ittﬂ + [Iﬂ (ue +et) 3.1)

=1 0] [f}j + 6 (3.2)

Sabe-se que se X ~ N(u,X)eY = AX+B,entdo Y ~ N(Au+ B, AXAT). Assim, a matriz de covariancia
R do ruido de processo é dada por:

R= Fﬂ i [1/2 1] = Fl/ /186 }?ﬂ (3.3)

Aplicando-se a lei de controle ao estado do sistema, tem-se:
x| _ (|1 1] 1/2 Ti_1 1/2
= (o a0 o) [+ [
12 1/4 | (mea 1/2
A R RS E

Seja a matriz de dindmica do sistema controlado A dada por:

A= {1_/12 _11/;12}

Observa-se que AA = 0.

Como a média da distribuicdo de ¢; é nula, o valor esperado de X, é dado por:
ZTol|
an ] <o

Note que o valor esperado independe do valor inicial do sistema. Naturalmente, para instantes > 2 este valor
esperado permanece nulo. Observagdo: Nota-se aqui que os pardmetros do controlador foram calculados de
modo a zerar o estado do sistema em duas unidades de tempo.

Seja A; a matriz de covariincia da variavel de estado X; no instante ¢. O seu valor no instante ¢ = 1 é dado
por:
A = AAMAT+ R

E no instante ¢ = 2 € dado por:

Ay =AMAT + R
= AAA (AA)" + ARAT + R



O primeiro termo, como visto, é nulo. Substituindo-se os valores de A e R, chega-se a:

Az = {1(/)8 1(/)2]

Finalmente, observa-se que A3 = AA; AT + R = Ay. Assim, parat > 2 a covaridncia permanece constante.
Observa-se com esta matriz de covariancia que a velocidade e posicao sdo independentes.

¢) Neste caso tem-se

_|1/8 0
>0 = [ 0 1/2}

Observa-se também que X, = X (vide item anterior).
Assim,

8 o1 18 011 -

=[50 3] o) (1 a5 1] fo) +9)

_[1/2

10
E

e (5 -4 o) 2

- {1/016 1(/)2}

d) Emt=1,=[0 0]" +[1/2 0]" (1/2—0)=[1/4 0]". Assim,
__|1/2 1/4]|1/4] | 1/8
F2=1_1 12| 0]~ |-1/4

Para prosseguir é necessario calcular ¥y e Ko:

R eyl | v | v R iy

-T2 7ot

ko= 1 e B (0 o s 0 [ o)
-

Finalmente, chega-se a yi = [1/8 —1/4]T—|—[7/15 2/15]T (0— 1 0][1/8 —1/4}T> = [1/15 —4/15]T.

Assim, a velocidade estimade em ¢t = 2 é —4/15. Segue-se o célculo de s:

m= ([0 8- [ o) [ 3
_ {71 //16200 113//6300}

A covariancia da velocidade em ¢ = 2 é 13/30.



e) Substituindo-se X por u; no controlador do sistema, chega-se a seguinte dindmica do sistema (atualizagao de

1 omitida):
xe={lo o ({70 w)] ] [ @

Tem-se também Xy = 0 e o = 0, de modo que:

X, - {1{2] .

A matriz de covariancia do estado A; é ento a prépria matriz de covariancia de ruido de processo R:
Pela lei de previsao do filtro de Kalman, também segue-se que z; = 0, ou seja, ndo é varidvel aleatéria.
A covariancia da previsdo do estado em ¢t = 1 é do mesmo modo o préprio ruido de processo R.

Assim o ganho de Kalmanem 7" = 1 é:

o= [ IR (0 ol 3 o)

_ |13
T 12/3
A variavel p; é dada por:
pr = Kz
O valor exato de uq nfio é relevante, mas a covaridncia do vetor composto [X; ul]T. Nota-se que z; =
10" X, + 6.
Assim,

X1 I 02><1
= X1+ 1)
] = Lo o [
Seja I'y a covaridncia do vetor [ X ul}T, com Y7 a matriz de covariancia de p1 e €27 a matriz de covariancia
entre X1 e 1.

Entdo

I, = [él; gj = {Kl [i O]T} A [T 1O KT+ {0?11] 1/8 [01x2 K{]

De modo que

o= [y

_ 1748 1/24
Ti= {1/24 1/12}

Como antecipado, as varidveis p; € X1 ndo sdo independentes.

Finalmente, é possivel calcular a covariancia de Xs:

1 0
1 —1/2 —3/4 1 1

AQ_{O 1 -1 —3/2]Fl 12 1 | TR
~3/4 —3/2

B {11/24 35/96]
T [35/95 27/64



