AULA DO DIA 13 DE MAIO - MAP-2313

MAIS UM EXEMPLO DE EQUAQAO DE LAPLACE EM COORDENADAS POLARES

Nesta aula, estudaremos a equagao de Laplace em mais uma regiao, onde as coordenadas polares sao tuteis.
Descrevemos o espaco R? usando as coordenadas 7 e 6 definidas como z = 7 cos () e y = rsen (#). A regido
considerada serd descrita, por coordenadas polares, da seguinte maneira:

Q=A{(r,0) €Jro,m1[x]0, B[},
em que 1 > 19 > 0 e 8 €]0,2n[. Nosso objetivo é resolver a equacgao de Laplace nesta regido:
{ Au(z) = 0,
u(z) = g(x)
No caso em que 19 = 1, r; = 2 e § = 7, a regidao pode ser vista abaixo. Ela corresponde a regiao entre as

T

linhas cheias. A linha pontilhada s6 mostra que o angulo é 7
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Nas coordenadas r e 6, a Equagao (0.1) pode ser escrita como:
Tu(r,0) + 124 (r.0) + L 28 (r,0) = 0, (r,0)eQ
u(ro,d) = g0, 6€]0,p]
u (r,0) = h(r), r€lro,ri]
u(r,B) = k(r), re€lro,m|

O problema acima pode ser dividido em dois problemas mais simples, assim como fizemos com a equagao
de Laplace num retangulo. Vamos considerar os seguintes problemas:

P (r,0) + 222 (r,0) + L 28 (r,0) = 0, (r,0)€Q

U(T’O’g) - 9(0)7 GE]O,B[
(0.3) v (r1,0) = f), 0€]o,p[ ,
v (r,0) = 0, re€]ro,m]

v(r,B) = 0, r € lro,m|
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CH 0+ 158 (o) + 5% () = 0, (r0)eQ

w (1o, 0) = 0, 0¢€]0,]

(0.4) w(ry,0) = 0, 0 €10,0]
w (r,0) = h(r), r€lro,m]

w(r, ) = k(r), r€lro,m|

Logo, se v e w sdo solugdes das equagdes acima, é simples (faga como exercicio! E facil.) verificar que
uUu=v-+w

é solugao da Equacao (0.2). Aqui, no entanto, vemos que as equagoes de contorno para v e w levam realmente
a situagoes diferentes. Nao basta trocar r por 6, ja que o laplaciano depende de 7 e de 6 de maneiras diferentes.
Vamos, entao, precisar resolver as duas equagoes acima.

0.1. Resolvendo a equagao para v. Nesta subsegdo vamos resolver a Equagao (0.3). Nosso método é
o de sempre: separacao de variaveis. Vamos usar trés passos. No primeiro procuramos solugoes da forma
R (r)© (0). No segundo usamos as condigdes de contorno iguais a zero. Por fim, no altimo, somamos todas
as solugoes particulares obtidas e usamos as condigoes de contorno diferentes de zero.

Primeiro Passo
Vamos procurar solugdes da forma v (r,0) = R (r) © (8). Substituindo na equagio de Laplace, temos

d*R 1dR 1 d’*e
e (r)© () + P (r)e )+ T—QR(T) 23 (0)=0.
Dividindo tudo por R (r) © (), obtemos
PR+ ) E20) \
R(r) ©(0) '
Assim,
d*e 5 d*R dR
Logo
O (0) = A6 + B, se A=0 ou ©(0) = Acos (\/XQ)—}—BSGH(\/X@), se A # 0,
R(r)=A+Bln(r), se A=0 ou R(r) = Ar¥V> 4 Br—VA, se A # 0.

Segundo Passo
Vamos impor as condigoes de contorno que sao iguais a zero:

{U(T,O) = 0, r€lro,m]
v(r,f) = 0, r€lro,ri]

Logo, devemos ter
ou seja,

Assim, se O (0) = A0 + B, temos

00)=0 = A0+B=0 = B=0
0pB)=0 = AB=0 = A=0"

Portanto, nao existe solugdo © nao nula. Portanto, basta considerar O () = A cos (\f)\ﬁ) + Bsen (\[\9)
Neste caso, temos

00)=0 = A=0
0() =0 — Bsen(ﬁﬁ)zo — /\:<M>2,ne{1,2,...}'

As solugbes particulares obtidas séo:

o (1, 0) = (anr(%) n bnr—(%)) sen (n7r0> .
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Terceiro Passo
Vamos agora somar todas as solugoes obtidas

08 = 3 () 45, () sen ("5).

n=1

Usaremos as as condigoes de contorno que sao diferentes de zero para determinar as constantes a,, e by:

{v(roﬂ) = 9(0), 0€]0,0[
v(r,0) = f(0), 6€]0,f

Aplicando as condigbes acima, concluimos que
522 (anrs ) by 7)) sen (222) = g (0)
P anrg 7) + by, T;(T) sen ("7”9) = f(0)
Usando nosso conhecimento de séries de Fourier seno sobre o intervalo |0, 5[, concluimos que
an ( )—|—bnr BfO ben("’re)dﬁ
a rg )+b rl =2 fo ) sen ("”9) do

Resolvendo essa equacao para a, e b,, concluimos que

n1r

<1 (%) /3fo ) sen (%) d@—ﬁ; #) ﬂfo Sen("ge)d9>

0.2. Resolvendo a equagao para w. Vamos agora resolver a Equagao (0.4). Novamente faremos os mesmos
passos.

Primeiro Passo
Vamos procurar solugoes da forma w (r,6) = R(r)© (0). Como visto anteriormente, temos solucoes da
forma

w(r,0) = (A0 + B) (C+ Dln(r))
ou, para A # 0, da forma

w(r,0) = (A cos (ﬁ&) + Bsen (\F)\G)) (Crﬁ + Dr*ﬁ) .

Segundo Passo
Vamos impor as condigoes de contorno que sao iguais a zero:

w(rg,0) = 0, 6€]0,p]

w(ry,d) = 0, 6€]0,p]
Logo, devemos ter

R(rg)©®(0) =R (r1)©(0) =0, V8 €]0,4][,
ou seja,
R(’/’o) :R(Tl) = 0.
Assim, se R (r) = C + D1n (r), entdo
C+Dln(rg) =C+ Dln(ry) =0.

Logo
D(In(rg) —In(r)) =0 = D =0.
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Por outro lado,
0=C+Dln(rg) =C.

Assim, néo existe solugdo nao nula. Portanto, basta considerarmos solugdes da forma R (r) = crvA 4
Dr=V, para A # 0. Usando que R (r9) = R (r1) = 0, temos

CT(}E—FDTO_A:CTIE—FDTI‘&:O

s ) (5)-(3)
rlﬁ‘ Ty VA D 0/
Para obter solucao nao nula, o determinante da matriz acima deve ser nulo:

VA VX 2Vx
det(ro "o )zO{z}rSﬁrlﬁzroﬁr;ﬁ@(ﬁ) =1

)

ou seja,

T,I/X T;\/X TO

= eQﬁln(%) =1 < 2Vl (m) =2nmi,n €N < V= nr ,n€N.

To

Para essas constantes \, vamos procurar C e D adequados. Devemos ter?
nwi nwi -nm In(r) - nmIn(r)

R(r) = cr () L pr(R) = ce_zln(%) + De ()

nm (In(r) —1n (ro)) + Dsen nm (In(r) —1n (r9))
In (7) In (70)
nw (In(rg) — In (r))

n (In(rg) —In (o)) + Dsen =C.

In (:—;) In (%)

R(r) = Dsen nﬂ'ln( )

()

Note que a equagdo acima automaticamente satisfaz R (r1) = 0.
Assim, as solucoes encontradas sao

In (%)

= (C cos

Assim, R (rg) = 0 implica que

0= C cos

Concluimos que

Sl=

—_

3P

wy, (r,0) =sen | nw A,, cos nm 0| + B,sen ﬂ&
In (T—l> In (T—l> In (T—1>
T0 T0 To
In <%) nw nm
sen | nw A,, cosh 0 | + Bysenh 0 ,n€N.

In (T—1> In (T—1> In (T—l)
0 0 To
Terceiro Passo

Vamos agora somar todas as solugoes particulares obtidas e usar as condi¢oes de contorno que nao sao
iguais a zero.

w(ne):isen nﬂ'lz Eé% A, cosh lnz;)ﬁ + B,senh 1117(”’;(1))9

1Aqui estamos escrevendo Ce® + De~ % como Ce?ei(0=%) 4 De~i?e~i(0=¥) Usando a férmula de Euler, concluimos que
dadas constantes C,D e ¢, existem constantes C' e D tais que

Ce'® + De™¥ = Ccos (0 — @) + Dsen (6 — ) .

g nm Iln(r
Nas contas acima, usamos ¢ = _TT(IS).
(L

70
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Sabemos que

{w(r,O) = h(r), ré&lro,ri]
w(r,B) = k(

Logo

i Ay sen mrln (i)g =h(r)
n=1 =
i sen | nw o (%) A,, cosh nrf nrf

+ B,senh
=\ m(R) () (%)

Como podemos determinar A, e B,? Devemos usar nosso conhecimento sobre problemas de Sturm-
Liouville. Consideremos o problema

—_
=}
S

(=)

=k(r).

rd% (r% (r)) = AR(r)
R (7"0) =0
R (7"1) = O

Note que r-& (rdf (r)) = 7“2‘(1127}23 (r) + r9E (r) e a equacdo acima é exatamente a equacdo que resolvemos
anteriormente. (Compare com a equagao que define o problema de Sturm-Liouville da aula do dia 22 de abril
e note que aqui a =719, b=r1, w(x)=r(z)=ze f(zr)=0)

Vimos que as solugoes sao dadas por

(=)

ln(ri) N = nm 2.

()

/rl R, (1) Ry, (1) ? =C,Chn /rl sen mri Efg sen mwiz Ei’g %
" o o
r

1
> / sen (nmy) sen (mny) dy = C,,Cy, In <rl> O
0

0

Note que

T0

De oo (”
To

1
em que em (1) fizemos a mudancga de coordenadas y = 1% dy = —L—dr.
m(s) (i)

Se escolhermos C,, = —X— para todo n, concluimos que R,, sdo funcdes ortonormais em relacao ao
v
In (4
produto interno:
T

day=[ F@gw

70

dr
8

Pelo Teorema de Sturm-Liouville (veja aula do dia 22 de abril), toda fun¢do f continua por partes pode
ser escrita como

Assim,
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Concluimos que
o In (& 1 In{=
ZAnsen nw (TO) =h(r) = A, = ! / sen | nw <TO) h(s)@
n=1 In (:—0) In %) ro In <%) s
0 In(XL
Zsen nmw (TO) A,, cosh nf )—O—anenh _nmb_ =k(r).
=\ () () ()
r In (=
= | A, cosh nf )+anenh nmfp ) L /lsen nm <TO> k(s)ﬁ
In (:—O) In (:—é) In (:—é) To In (:—;) $
r In( = s r In{ = s 3 nmw
5, _ "C) (o (i) ko ) - (Jom (e o) ot (25 )
senh (m?:?))
Concluimos que
o0 In(L r In(2
w(T,G)—Zsen nm <TO> ! /lsen nm (T()) h(8)§ cosh | —2 g
ne1 In (%) In :—0) o In (%) In (%)
(=) 05)- ()02 )
iy L e () 10 2) = (0 on (om0 ) o (25 L

Principais resultados e ideias dessa segao:

1) Vimos mais um exemplo de equagdo de Laplace com coordenadas polares.

2) Para resolver o problema, dividimo-lo em 2 problemas mais simples.

3) A técnica de resolugao para ambos os problemas foi a mesma: separacao de variaveis. Os passos foram:
Passo 1) Procuramos solugdes da forma R (r) © (6).

Passo 2) Usamos as condigoes de contorno que sao iguais a zero.

Passo 3) Somamos todas as solugbes particulares que obtivemos no passo 2 e usamos as condigoes de
contorno que nao sao nulas.




