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1 Introducao

Apresento abaixo dois modelos de epidemias. A dedugéao é feita usando a regra
do produto e soma logica da probabilidade para manipular assercoes associadas
as varidveis do problema. Alguns pontos serao esclarecidos e outros vocés de-
vem completar. Estes serao indicados por (®). O objetivo desta lista é adquirir
experéncia em modelagem de sistemas complexos usando técnicas de probabil-
idade, tentando deixar claras as hipdteses subjascentes em cada decisao sobre
como construir o modelo. A anélise destas hipoteses pode ser usada para criar
outros modelos. Estes modelos sao muito simplificados, mas a partir deles pode-
mos facilmente colocar mais ingredientes de forma a que sejam tteis -se nao para
administrar a crise atual- pelo menos para que entendam o qué os especialistas
estao fazendo. KEsta modelagem também deixa claro que tipo de informagao,
caso a tivessemos, seria util para obter melhores modelos.

2 Modelo SI

O estado de um agente (uma pessoa?) é descrito por uma varidvel aleatéria X,
que toma valores em {S, I}, que significam susceptiveis (ou sadios) e infectados
(ou doentes) respectivamente. Precisamos um indice temporal ¢ que evolui de
forma discreta - talvez dia a dia, ou por hora. Também poderemos considerar
o limite zero do intervalo. Por simplicidade, algumas vezes escreveremos a
asser¢ao X; = S de forma simplificada como S;.

As variaveis de interesse sao as probabilidades

P(S:|A) e P(I;|A), (1)

onde A é a informacao disponivel - tal como condigoes iniciais e modelo de
transmissdo. Obviamente 1 = P(S;|A4) + P(I;|A)

O modelo de transmisséao é definido por P(I;+|S;A) que por agora supomos
constante e independente do tempo. O significado de tT é um tempo inter-



medidrio de transicdo entre t e t + 1 1. E em ¢* que ocorrem as transigoes.
Neste modelo vamos supor que nao hé chance de sarar e portanto temos a
seguinte relagao entre assergoes

®R7"Xpp1=1"="X,=1" OU ("X; = S E ”infectou em ¢ : t — ¢t +17).

A assercao "estd infectado hoje” é equivalente a ”estava infectado ontem ”
OU 7”estava sadio ontem E ficou doente hoje”.

Ou seja, ha duas formas de estar doente hoje: ja estava ou acabou de fazer
a transigao.

Entao a probabilidade P(I;41]A) pode ser escrita como

P(Xe1 =1I4) = P((Xe=1)V((Xe=9)A(Xy =1))|4),

P(Xep1 = 1]A) P((X: = I[A) + P((X¢y = S) A (X = I1+)|A)

P(Xe1 = 114) = P((X0 = I14) + P((X, = S)A)P(X,e = D|(X, = 8) A A),
P(li1|4) = P(L]|A) + P(S)|A)P(Ii+]S:A), (2)

onde a tultima expressao estd escrita com uma notagao mais simples. Acima
simplesmente usamos a regra da soma e do produto légicos. Também temos, da
normalizagao

P(St41|A) = 1 = P(I111]|A) = P(Se|A) — P(Se| A)P(L+| S A) (3)

Se multiplicarmos estas probabilidades por IV, o nuimero de agentes, teremos
uma estimativa das populacoes infectadas e sadias.

A probabilidade de transi¢ao de sadio para doente serda parametrizada por
(®):

P(I;+]S:A) = aAtP(I|A), (4)
proporcional a At em primeira ordem. «, a taxa de transicdo por unidade de
tempo do estado sadio para doente é o tnico parametro do modelo. Note, e
aqui estd um ponto muito importante, que também aparece o fator P(I;|A),
Se nao houvesse doentes o agente nao ficaria infectado, portanto em primeira
ordem é proporcional a probabilidade de outros agentes estarem infectados.
Como supomos uma sociedade homogénea, os outros agentes estdo infestados
com probabilidade igual entre si.

Se denotarmos as populagoes por letras mintdsculas as populagoes evoluem
de acordo com ((®)):

alt .
St+1 = St(]. — N Zt), (5)
. . alt
i1 = (14 Tst) (6)

Podemos escrever as diferencas dividas por At e tomar o limite para tempo
continuo para obter o sistema de equagoes diferenciais

. o
S (7)
!Em processos estocdsticos a tempo continuo a escolha de P(I,4|StA) ou P(I;41]StA)
pode levar a resultados diferentes. Temos o cuidado de escrever tT para denotar o instante
de transicado. As escolhas diferentes estao associadas aos nomes de It e Stratonovich.




sujeito a condigoes iniciais que satisfacam s(0) +4(0) = N.
(®) E facil mostrar que

. i(0)
i(t)=N 10
®) 1(0) + e=2*(N —i(0)) (10)
substituindo s = N — ¢ em 8 e usando fragoes parciais para fazer a integral.
(®) Faga um programa para entender a evolugao do sistema a tempo discreto
e a tempo continuo.
(®) No sistema 6 faca a substituicao x; = it#ﬁm) e ss = N — 1; para
obter o mapa logisitco:
Tiy1 = T.’Et(]. — .’Et), (11)

onde r = 1 4+ aAt . A diferenga entre este mapa e as equagoes diferencias
obtidas no limite At — 0 é que para o mapa podemos ter comportamento
muito complexo incluindo um regime de sensibilidade as condigoes de contorno
que recebe o nome de caos. Mostre que se aAt < 1 a populacdo se mantém
positiva. Para nao ter problemas com valores negativos de populagoes, que nao
ocorrem na versao 8 a tempo continuo, podemos estudar o mapar discreto

iy

o1 = NAd— b
bt N+ —1)i

(12)

Ao fazer a escolha 4, entre outras coisas definimos ¢ para poder tomar o limite
continuo. Equagao acima pode ser obtida fazendo outra prescricao que a que
leva & equagao 10.

3 Modelo SIR

A varidvel X que descreve o estado de um agente agora toma 3 possiveis valores
S, I, R, que significam susceptiveis, infectados e recuperados. Temos agora a es-
peranca de recuperacao e neste modelo o recuperado néo volta a ficar infectado,
desenvolvendo imunidade permanente.

Podemos ter neste modelo transi¢oes de

susceptivel — infectado

infectado — recuperado

e nenhuma outra. Portanto introduzimos os parametros a e y por ®:

P(I+]S:A) = aAtP(L]A), (13)
P(Ri+|I;A) = 7A€, (14)

que modelam as taxas de infeccdo e cura. A probabilidade de cura ndao depende
de quantos ja estao recuperados na populacao.



Precisamos entender quais as assercoes importantes para entender o prob-
lema e atribuir-lhes probabilidades, que neste caso serao treés.

Primeiro ®:

” Agente esta recuperado em t 4 1”7 é equivalente a ” Agente esta recuperado
em t” OU (" Agente esta infestado em ¢” E ” Agente se curou em ¢ : ¢t — ¢t41")

P(Xpi1 = RIA) = P((X,=R)V (X, =) A(Xpe = R))|A)

P(Xip1=R|A) = P(X;=R|A)+ P(((Xy =1) A (Xy+ = R))|A)

P(Xys1 = R|A) = P(X,=R|A)+P(X, = I|A) (Xp+ = R|(X, = I) A A)
P(Ri1|A) = P(Ri|A) + P(It|A)P(Ri+ |1 A) (15)

onde a equagao 15 estd escrita na notacao simplificada.

Segundo, a assercao

” Agente estd infectado em t+1” é equivalente a ” (”agente esta infectado em
t”) E ("agente nao recupera em t* ”7)” OU ”(”agente esta suscetivel em ¢ 7) E
(”agente ficou doente em t;+ 7)” .

Traduzindo para uma linguagem mais simples:

P(Ii11]A) = P(I|A)(1 = P(Rp+ |1t A) + P(S:|A)P(I;+]S:A)  (16)

onde usando as regras de manipulacao de probabilidades, o OU em vermelho se
transforma numa soma aritmética, e os E em azul em produtos.
Terceiro, a assercao, equivalente & do modelo SI (®)

P(Si41]|A) = P(Si|A) — P(Si|A)P(I1+]S:A) (17)

Multiplicando pelo niimero total de agentes N, podemos escrever o mapa

alAt .
St+1 = St(l — T Zt) (18)
. . aAt
i1 = (1 - N st)) (19)
Tep1 = Tr+ YAl (20)

(1) = —5sitt) (21)
i) = (55—t (22)
i) = () +7i) (23)
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Figure 1: Modelo SIR. Distanciamento Social constante. Linha continua « baixo,
linha tracejada. « alto. A linha horizontal mostra um hipotético limiar do sistema
de saide. Se o numero de infectados o ultrapssa, o sistema de saide fica muito mais
ineficiente.

Na figura 1 vemos o resultado da simulagdo das equagoes do modelo SIR
(egs 23). As curvas de infectados para dois valores do pardmetro de contdgio «
mostram o resultado de ter uma politica de ”distanciamento social”. Suponha
que o sistema de satide possa lidar s6 com 20% da populacdo infectada (®).
Para o valor alto de a o nimero de infectados passa rapidamente do valor
critico. Para « pequeno fica, o niimero de infectados fica abaixo do limiar da
quebra do sistema de satide.

Talvez a parte mais dificil ao usar estes modelos é ter estimativas corretas
dos valores doa parametros. Eu nao fiz nenhum esfor¢o em usar parametros
realistas, mas vocés podem ir atrds de dados razoaveis. Para dados realistas no
Brasil talvez possam usar: https://covid19br.github.io/

4 ® Taxas a e v

Voltemos as taxas de infectagao e recuperacao 14.



Suponha que numa sociedade um agente tenha v vizinhos sociais. Isto au-
menta o niimero de varidveis para IV, pois cada agente j = 1...N, tera seu estado
descrito por X]. Com probabilidade P(I}|A) esses vizinhos estao infectados.
Queremos a probabilidade que nosso agente em foco (agente focal, f) seja con-
tagiado por um agente j da sua vizinhanca. Mostre que é razoavel um modelo
onde a probabilidade de "o agente focal infectou em ¢ : ¢t — t + 1”7 é dada por

J151A) = ZPI’\A (1.1} 8] A), (24)

onde P(I] T |17, A) ¢ a probabilidade que tenha sido j quem contaminou f em
+t.

E claro que a probabilidade que podemos atribuir a cada agente estar con-
taminado depende do que sabemos sobre sua histéria que poderia incluir con-
tatos anteriores e o estado do seu sistema imunolégico. Se nao soubermos nada
que distinga um agente de outro diremos que P(I7|A) é independente de j.
Também diremos que P(Itf+ |17 S/ A) = @At é 0 mesmo para todo f e j. Discuta
porque o At aparece. Com isso chegamos a

P(I,+|S:A) = aAtP(I|A), (25)

com a = va. O valor de & depende do virus em questao. Suponha que nao
podemos fazer nada com ele. A tnica ferramenta possivel é controlar o niimero
de vizinhos v. Sua diminuigao tem recebido o nome distanciamento social.

O outro parametro v ndo depende em primeira aproximacao do nimero de
vizinhos infectados, mas poderia caso ultrapasse o limiar do sistema de satde,
depender do nimero de agentes recuperados ou suscetiveis, pois sem eles o
infectados nao receberiam os mesmos cuidados.



5 Cenarios

Abandona Distanciamento social em 80

100

20

Figure 2: Modelo SIR. Estrategia mista. Abandona estrategia de distanciamento
social en t = 80.



6 Cenarios

Abandona Distanciamento social em 120
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Figure 3: Modelo SIR. Estrategia mista. Abandona estrategia de distanciamento
social en ¢t = 120.

Suponha que vocé é um governante de um pais, ou seu assessor. Como todo
bom estratega baseia seus conselhos e decisoes em evidéncia. O modelo acima
é muito simples mas podemos usa-los para gerar cendrios.

(®) Faga um programa para simulagdo do modelo SIR. Coloque N = 100. Na
figura 1 s(0) =99, (0) = 1,7(0) = 0. Foram usados os valores de a/ N = 0.001
e 0.002. v = .05. Recupere estes resultados.

(®) Mude as taxas « e 7 para ver os efeitos. Determine com duas casas



decimais asg, o maior valor de a para que nao seja ultrapassado o limite de 20%
de infectados. E claro que nao hé possibiliade de controlar o com esta precisao.

(®) Estratégia mista: Os efeitos na economia de um periodo de distancia-
mento social podem ser muito piores que o relaxamento de politicas de restrigao
de movimento dos agentes. Podemos tomar a decisao de relaxar a estratégia
de distanciamento a partir de um certo instante. Encontre o valor de ty, 0
menor tempo em que ao passar do valor alto a/N = 0.002 para o valor baixo
a/N = 0.001, o nimero de infestados nao passa do valor critico.

7 Extensoes

Estas generalizagoes sao para que voces se divirtam pensando em como melhorar
os modelos. Nao fiquem estressados em fazé-las. Dada as perspectivas, temo
que voceés terao tempo para considerar estas variantes.

e Generalize o modelo para diferentes classes de agentes: idosos, adultos
criancas

e Generalize o modelo para incluir efeitos de geografia.

e Suponha uma distribuicao de probabilidades para «

e Suponha que ha uma vacina disponivel. Pode nao ser totalmente eficiente,
pode nao ter o mesmo efeito para todos os agentes. Que mudanca devemos fazer
no modelo?

e Podemos modelar o impacto de o grande na economia para decidir quando
mudar a estrategia de distanciamento social. Podemos incluir uma taxa de
mortalidade devido a doenca quando o sistema de saude funciona, uma taxa
de mortalidade devido a doenca quando o sistema nao funciona, e uma taxa de
mortalidade devido & ineficiéncia da economia.

e Suponha que tenhamos um teste para saber se uma pessoa que teve a
doenca assintomadtica estd recuperada e nao contamine os outros. Podemos
liberar essa pessoa para trabalhar e melhorar a economia. Como seria um
modelo deste tipo?

e Use dados de https://covidl9br.github.io/ para estimar os pardmetros
do modelo. Vocé acredita que esses dados sejam realistas? Nao que sejam
mentira, mas todo processo de medida tem erros e certamente esses niimeros
subestimam o que deve estar occorrendo.

e Com base na andlise feita, quando vocé acha que poderemos voltar a uma
vida normal?
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