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VALOR ESPERADO E VARIANCIA

O valor esperado E(X) de uma variavel aleatéria X é definido como sendo

E(X) = /OO xfx(x)dx (caso continuo)

— 00

E(X) = Zx,-px(x;) (caso discreto).

i
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VALOR ESPERADO E VARIANCIA
Para o caso discreto do exemplo anterior, o valor esperado de Ry é:

E(Ry)=0,1x0,5+0,15 x 0,3+ 0,25 x 0,2
= 14,5%.

Para o caso continuo do exemplo anterior,

1 0,25

- d
0,15 Jo,

E(R1)

r? 0,25 0
= ﬁ 0,1 = 17,5%)
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EXEMPLOS

Uma seguradora paga R$ 30.000,00 em caso de acidente e cobra taxa de
R$ 1.000,00. A probabilidade de um acidente é 3%. Qual & o lucro
esperado da seguradora?

E(L) = 1000 x 0,97 — 29000 x 0,03 = 100, 00
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EXEMPLOS
Considere um jogo em que se paga R$ 20,00 para entrar, e se joga 3

dados. Se apenas uma das faces der 1 ganha-se R$ 20,00, se exatamente 2

faces derem 1 ganha-se R$ 50,00, e se as 3 faces derem 1 ganha-se R$
80,00. Qualquer outro resultado ndo se ganha nada. Qual é o lucro
esperado do jogador?

25 5 1 125
E(X)=0x 22 430x = +60x — —20x —— ——9.21
(X) =0 25 +30x 5 460 x ¢ * 216 ’
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EXEMPLOS

Para defender um cliente em um processo por danos resultante de um
acidente de carro, um advogado deve decidir se cobra honorarios fixos de
R$ 7.500,00 ou de contingéncia que receberad somente se ganhar o caso.
Como o advogado deve estimar as chances de seu cliente se:

A) ele prefere honorarios fixos de R$ 7.500,00 a uma contingéncia de R$
25.000, 007

B) ele prefere honorarios de contingéncia de R$ 60.000, 00 aos honorarios
fixos de R$ 7.500, 007

A) E(X) = 25000 x p+0 x (1 — p) = 25000p < 7500 = p < 0, 3,
B) E(X) = 60000p > 7500 = p > 75/600 = 0, 125.
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VALOR ESPERADO E VARIANCIA

X — binomial com parametros n e p
" /n
EX)=) i "(1—p)" = np.
(X) ;l(,)p( p) np

X — geométrica com parametro p

EX) =pY il—p) ! = %
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VALOR ESPERADO E VARIANCIA
X — distribui¢do uniforme (a, )

B 1 B+«
E(X):/axﬁ_adx: 5

X — distribuicdo normal com pardmetros e o

> 1 x — 11)?
E(X):/_wx\/%aexp{—%}dx:u.
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VALOR ESPERADO E VARIANCIA

A varidncia de uma variavel aleatéria X, que representaremos por Var(X)
ou simplesmente 0’§<, é definida como:

Var(X) = E((X — E(X))?).

Pode-se mostrar que

Var(X) = E(X — E(X))?) = E(X?) - E(X)? > 0.
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VALOR ESPERADO E VARIANCIA

Para o caso discreto do exemplo anterior, a varidncia de Ry é:

E(R?)=0,1% x 0,5+ 0,152 x 0,3 + 0,25 x 0,2
= 0,01 x 0,5 +0,0225 x 0,3 +0,0625 x 0,2
= 0,005 + 0,00675 + 0, 0125
= 0,02425

Portanto, lembrando que E(Ry) = 14,5%, temos que

ok, =0,02425 — 0,145% = 0,003225

or, =5,67%.
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VALOR ESPERADO E VARIANCIA

Para o caso continuo do exemplo anterior, a variadncia de Ry é:

, 1 025
E(Rl):015/01 redr

3
' 0,25
0,45°01

= 0,0325.

Portanto, lembrando que E(R;) = 17,5%, temos que

ok, =0,0325 —0,175> = 0,001875

oRr, = 4,33%.

PTC-3440 MoDELOS PROBABILISTICOS 11 / 74



EXEMPLOS

Uma loja de automéveis observou que nos altimos 300 dias de opera¢io
teve 54 dias sem vendas de automdveis, 117 dias com a venda de 1
automoével, 72 dias com a venda de 2 automéveis, 42 dias com a venda de
3 automéveis, 12 dias com a venda de 4 automéveis, e 3 dias com a venda
de 5 automéveis. Calcule o valor esperado e o desvio padrdo do nimero de
automoéveis vendidos em um dia.

_5% o _ur 72 0 42 0 12 3
Po= 300" P = 300" T 300" P T 300" ”* T 300" P 300

A) E(X)=1,5,
B) E(X?)=3,5, 02 = Var(X)=3,5—-(1,5)>=1,25 = ¢ = 1,118.
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EXEMPLOS

Um analista acredita que a tabela 1 é uma descricdo satisfatéria da
distribuicdo de probabilidades da taxa de retorno de uma certa ac3o.

TABELA: Retornos e probabilidades

cenario probabilidade retorno
1 0,15 —10%
2 0,25 —2%
3 0,30 5%
4 0,30 15%
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EXEMPLOS

De acordo com os dados contidos na tabela, o retorno esperado e o
desvio-padrdo da taxa de retorno da acdo sdo, respectivamente:

A) 5,5% e 10,86%

B) 5,5% e 8,66%

C) 4,0% e 25%

D) 4,0% e 10,86%
)

4,0% e 8,66%

E

@ E(R)=-0,1x0,15-10,02x 0,25+ 0,05 x 0,3+ 0,15 x 0,3 = 4%,
(5]

Var(X) = (—0,1 — 0,04)? x 0,15 + (—0,02 — 0,04)? x 0,25

+ (0,05 — 0,04)% x 0,3+ (0,15 — 0,04)% x 0,3 = 0,0075

= 0 = 8,66%.
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X — distribuicdo gaussiana com pardmetros p e o
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CURTOSE

A curtose € uma medida de dispersdo que caracteriza o pico ou
“achatamento” da curva da funcdo de distribuicio de probabilidade. O
excesso de curtose &€ normalmente definido como:
4
_EX-EX)Y)

ot
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CURTOSE

A distribuicdo normal tem excesso de curtose igual a zero (72 = 0).
Distribuicdes com excesso de curtose zero sio chamados mesocirticas. Se
72 > 0 entdo a distribuicdo em questdo é mais alta (afunilada) e
concentrada que a distribuicio normal. Nesse caso diz-se que esta
distribuicdo de probabilidade é leptocurtica, ou que a distribuicio tem
caudas pesadas (significa que é relativamente facil obter valores que se
afastam da média a varios multiplos do desvio padrdo). Se o valor &

~v2 < 0, entdo a funcio de distribuicdo é mais “achatada” que a distribuicdo
normal, com caudas mais curtas e finas, e chama-se platicartica.
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VETORES ALEATORIOS
X1

Um vetor aleatério X = | : | & uma fung¢do do espaco amostral Q para o
Xn

R”. E caracterizado pela sua funcdo densidade de probabilidade conjunta

fx(x1,...,%,) para o caso continuo, ou pela sua fun¢do massa conjunta
px(x1, ..., xn) para o caso discreto.
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VETORES ALEATORIOS
Temos para o caso continuo que

Fx(Xl,...,Xn) = P(X1 SXl,...,Xn §Xn)

X1 Xn
:/ / fx(z1,...,2zp)dz1 ... dz,

onde Fx(xi,...,%,) é a fungdo distribuicdo de probabilidade conjunta de

X. Para o caso discreto

P(X1=x1,...,Xn =xn) = px(X1,- -, Xn)-
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VETORES ALEATORIOS

As fungdes densidade de probabilidade marginais fx,(x;) sdo obtidas da
funcio densidade de probabilidade conjunta simplesmente integrando de
—00 a 00 0s termos nas outras variaveis. Por exemplo, para obter a funcio
densidade de probabilidade marginal fx,(x1), basta calcular

fx,(x1) = / / fx(x1,22,...,2p)dz ... dz,.

Resultado analogo vale para o caso discreto.
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EXEMPLO DE 2 VARIAVEIS DISCRETAS

Sejam R; e Ry as rentabilidades de dois investimentos, com a distribuicdo
conjunta dada a seguir:

TABELA: Retornos e probabilidades

R1 R> probabilidade

10% 5% 0,1
10% 8% 0,1
10% 12% 0,3
15% 5% 0,1
15% 8% 0,1
15% 12% 0,1
25% 5% 0,05
25% 8% 0,05
25% 12% 0,1
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EXEMPLO DE 2 VARIAVEIS DISCRETAS
As probabilidades marginais para R; e R, sio:

TABELA: Retornos R; e R, e probabilidades

R1 probabilidade

10% 0,5
15% 0,3
25% 0,2

R> probabilidade

5% 0,25
8% 0,25
12% 0,5
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O vetor valor esperado E(X) é o vetor formado pelos valores esperados
E(X1),...,E(Xy), isto &,

E(X1)
E(X) =

E(Xn)

DA

a
n}
a
8]
a
it
-
it
.
[



EXEMPLO DE 2 VARIAVEIS DISCRETAS
Repetindo os calculos anteriores, obtém-se que (verifique isto):
E(R2) =9,25%,
Var(R,) = 0,00087,
oR, = 2,95%.

= (He) - (i)

Logo, segue que
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E(g(Xl,...,Xn)):/ / g(x1, ..., xn)fx(x1, ..., xp)dxq ... dxp
E(g(Xe, .. Xa) =D .Y _glin,--yin)px (i, . in)
i1 in

n}
8]
it
it
[
S
o
i)



Considere

Temos que

X=Xi1+...+X,+b

E(X) = E(X1) + ...+ E(Xa) + b

«O> 4F» «=r «=)» o>




APLICAGAO: X BINOMIAL COM PARAMETROS (n, p)

X=Xi+...+ X,

onde X; = 1 se o experimento i for sucesso, X; = 0 se for fracasso. Logo X
conta o nimero de sucessos em n experimentos. Temos que

E(Xi))=1xp+0x(1—-p)=p

Logo, como visto antes,

EX)=EX))+...+EXp)=p+...p=np
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APLICAGCAO: RETORNO ESPERADO DE UM PORTFOLIO

Considere os retornos aleatérios Ry e Ry vistos anteriormente. Considere
um portfélio que aplica 30% da riqueza no ativo 1 e 70% no ativo 2. Ou
seja, o retorno do portfélio é:

P=0,3xR;+0,7 x Ry,
_ (E(R1)Y _ [14,5%
E(R) = (E(R2)> = (9,25% '
Qual e o retorno esperado desse portfélio?
E(P)=0,3x E(R1) + 0,7 x E(Ry).

Portanto,

E(P)=10,3 x 14,5% + 0,7 x 9,25% = 10, 825%.
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COVARIANCIA

A covariancia de 2 variaveis aleatérias Xi, X2, denotada por cov(Xi, X2),

ou simplesmente o, x,, € definida por
cov(X1, X2) = E((X1 — E(X1)) (X2 — E(X2))),

e é claro que cov(X1, X2) = cov(Xz, X1).
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COVARIANCIA

Tem-se que
COV(Xl,XQ) = E(X1X2) — E(X]_)E(X2)

COV(Xl,Xg) = E((Xl — E(Xl))(X2 — E(Xz)))
= E(X1 X2 — X1 E(X2) — XoE(X1) + E(X1)E(X2))
= E(X1X2) — E(X1)E(X2) — E(X2) E(X1) 4+ E(X1)E(Xz2)
= E(X1X2) — E(X1)E(X2).
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Define-se o coeficiente de correlagdo px, x, da seguinte forma:
COV(Xl,Xz)
PX1,X% =
e segue que |px; x| < 1.

\/ Var(X1) Var(Xz) N

OX1,X2

0X10Xo
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COEFICIENTE DE CORRELAGAO
Px1.x, = i variaveis sdo perfeitamente positivamente correlacionadas,

px;.x, = —1 variaveis sdo perfeitamente negativamente correlacionadas.

Pode-se mostrar que quando |px, x,| = 1 tem-se que

g
X = £=2 (X, — E(X2)) + E(X2). (1)
TX,
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EXEMPLO DE 2 VARIAVEIS DISCRETAS
Voltando ao nosso exemplo com 2 variaveis discretas (o1 = 5,68%,
o2 =2,95%) , temos que
E(RiR2)=0,1x0,05x%x0,14+0,1x0,08%x0,1+0,1x0,12x0,3
+0,15x%x0,05%x0,140,15%x0,08x0,140,15x%x0,12x0,1
+ 0,25 x 0,05 x 0,05
+ 0,25 x 0,08 x 0,05+ 0,25 x 0,12 x 0,1
— 0,013275.

Logo,
cov(R1, Ry) = 0,013275 — 0, 145 x 0.0925 = —0,00013750.

Segue também que o fato de correlagdo é:

cov(Ri,Ra)  —0,00013750 GG

P T o0a  0,0568 x 0,0295
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VARIANCIA DE COMBINAGAO LINEAR

w1

: . X
Considere o vetor aleatério X = < 1) e o vetor w = <
X2 wo

> € R2. Defina

a variavel aleatéria

P=wiXi+wXo = w' X + b,

em que w’ representa o transposto de w.
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VARIANCIA DE COMBINAGAO LINEAR

Tem-se que

E(P) = le(Xl) +LU2E(X2) +b= OJ/E(X) +b

Var(P) = w3 VarX;y + 2wiwa Cov(X1, X2) + w3 Var(Xz) = w'Tw
onde a matrix de covaridncia  é dada por:

Var(X1)  Cov(Xi, X2)

2= Con(Xi, X)) Var(Xa)
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VARIANCIA DE COMBINAGAO LINEAR

Tem-se que

P=wi X1 +wXo+ b
E(P) = le(Xl) +w2E(X2) +b

e subtraindo a 1a da 2a equacdo e elevando ao quadrado temos que

(P — E(P))? = wi(X1 — E(X1))* + w3(Xe — E(X2))?
+ 2w10(Xa — E(X1)) (X2 — E(X2))
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VARIANCIA DE COMBINAGAO LINEAR
Logo, tomando o valor esperado,

Var(P) = E((P — E(P))?) = Ww?E((X1 — E(X1))?) + w3 E((X2 — E(X2))?)
+ 2(,01(,02E((X1 — E(Xl))(X2 — E(Xg)))
= wiVar(Xy) + 2wiws Cov (X1, Xo) + w3 Var(Xz)
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INDEPENDENCIA
As variaveis aleatérias Xi, ..., X, sdo ditas independentes se para todo

X1y -y Xn,
fx(x1, - xn) = (1) - - - x, (xn)

(o caso discreto é analogo) e nesse caso é facil verificar que

E(g1(X1) .- gn(Xn)) = E(g1(X1)) - - - E(gn(Xn))-
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VARIAVEIS DESCORRELACIONADAS
As variaveis aleatérias X; e Xo ditas sdo descorrelacionadas se

COV(Xl, X2) = 0.
Note que, se X; e Xy sdo independentes, entdo E(X1X2) = E(X1)E(X2),

portanto segue que cov(Xi, Xz) = 0. Logo, independéncia implica variaveis
descorrelacionadas, mas o reverso n3o é valido.
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SOMA DE VARIAVEIS ALEATORIAS DESCORRELACIONADAS

Suponha que Xj e X5 sejam variaveis aleatérias descorrelacionadas. Tem-se
que para
X =a1 X1+ aXo + b,

E(X) = a1E(X1) + aE(X2) + b,
Var(X) = a}Var(Xy) + a3 Var(Xz).
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EXERCICIO

Suponha que X e X5 sejam independentes uniformemente distribuidas no
intervalo (0,1). Determine o valor esperado e a varidncia de X = Xj + Xz.

1 1 1
1 3
1 1 1 1 1 1
E(X?) = 2 = X Mo s Var(X) = — (5P = — - = —
1 1
Var(X) = Var(X1) + Var(X3) =2 x 5= &
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EXERCICIO

Seja X o resultado da soma de 2 dados justos, ou seja
X = Xl + X27

onde X; é o resultado do dado i. Determine E(X) e Var(X).
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EXEMPLO

O verdo na cidade de S3o Sebastido é classificado como sendo um verdo
chuvoso ou um verdo ensolarado. Os lucros das 2 principais empresas de
S3o Sebastido, o hotel S3o0 Sebastido e a indastria de guarda-chuvas S3o
Sebastido dependem da classificacdo do verdo, conforme a tabela 4.

PTC-3440 MoDELOS PROBABILISTICOS 43 / 74



EXEMPLO

TABELA: Lucros das empresas

Tipo de Verdo  Lucro do Hotel Lucro da Indastria de Guarda-Chuvas

verdo chuvoso - R$1.000 R$ 4.500

verdo ensolarado R$2.000 - R$500
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EXEMPLO

Sabe-se que 20% dos verdes sdo chuvosos e 80% sio ensolarados. Sejam
as variaveis X1 e X o lucro do hotel S50 Sebastido e da indastria de
guarda-chuvas S&o Sebastido respectivamente. Determine cov(Xi, X2).
Qual é o fator de correlacdo entre X1 e X7
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EXEMPLO

Resposta: Temos que E(X1) = R$1.400, E(X2) = R$500, o1 = 1200,
oo = 2000, cov(X1, X2) = —2.400.000, 00, e portanto p = —1. O sinal
negativo indica que quando uma empresa vai bem a outra vai mal e vice
versa. Mais ainda elas s3o perfeitamente negativamente correlacionadas.
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EXEMPLO

Voltando ao exemplo do hotel, suponha que voce seja proprietario do hotel
e da empresa de guarda-chuvas. Qual é o lucro esperado e risco do
empreendimento?

Resposta: O lucro esperado & E(Xy + X2) = E(X1) + E(X2) = R$ 1.900.
A variancia é 02 = 0% + 03 + 2p0102, ou seja,

02 = 1.400.000 + 4.000.000 — 2 x 1.400.000 x 4.000.000 = 640.000. Logo
o =800 < 01 = 1.200 < 02 = 2.000.
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EXEMPLO

Suponha que vocé seja proprietario de a% do hotel e (1 — a)% da fabrica
de guarda chuvas. Qual deve ser o valor de a para vocé ter risco zero?
Qual é o lucro esperado nesse caso ?

Resposta: Nesse caso o seu lucro é dado por:
X=aX;+(1-a)Xo
Como p = —1 e queremos risco zero, temos que

02 = Var(X) = a°0% 4 (1 — a)%05 — 2a(1 — a)o102

= (aal — (1 — 2)0'2)2 =0
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EXEMPLO
Ou seja:
ac1 — (1 —a)op =a(o1+02) —00=0—a= o2
01 oy = alo1 + o2 oy = _014‘02.

No nosso exemplo:

g 2000 _ 5

~ 120042000 8’
e o lucro garantido é
5 3 8500
X =aE(Xy)+ (1 —-a)E(Xp) = §1400 + §500 =5 = 1062, 50.
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EXERCICIO

TABELA: Média e Desvio Padrdo de R; e R»
R1 R>

media 14.5% 9,25%
desvio padrio 5,68% 2,95%

Considere o retorno de um portfolio dado por:
P=wiR+ (]. = wl)Rg

Supondo p = —1 qual é o valor de w; que levarad a um portfélio de risco
zero? Qual serd o retorno garantido nesse caso?

o2 2,95
o1+02  2,95+5,68
P =0,3418 x 14,5% + 0,6582 x 9,25% = 11,044%

wy = =0,3418,
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EXEMPLO DE 2 ATIVOS - CASO GERAL

TABELA: Média e Desvio Padrdo de R; e R»

R R

média H1 o 2

desvio padrdo o7 o>

correlagdo entre Ry e Ry é p.

COV(Rl, R2) = po103.
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P=wiR + (1 -wi)Re,
po=wip1 + (1 —wr)p2

= (,U;]_ - IUZ)CU]_ o 112

«Or «F>r «Er «E>»

Do



0_2

=aw%—|—b<.u'1+c,

8= af + 0% — 2po107,

b= —203(02 — po1),

@~ @,

«O>r A Fr A =) « =) DA™




EXEMPLO DE 2 ATIVOS

Pode-se obter também a composicdo do portfolio que fornece a variancia
(risco) minimo. Para isto deve-se notar que para uma fungdo

f(x)=ax>+ bx+c

onde a > 0, o minimo da fun¢o é em:

—b
Xmin = 25’
e o valor da func3o nesse ponto é:
b2
f(Xmin) = ¢ — —.
( ) 4a
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EXEMPLO DE 2 ATIVOS

Voltando ao exemplo com dois ativos, considere uma carteira com
rentabilidade P tal que

P=wiRi + (1 —wi)Rs.
Temos que
Var(P) = 0,00437w? — 0,00201w; + 0, 00087
A equagido para o retorno é:

E(P) = w114,5% + (1 — w1)9,25%
= 0,0525w; + 0,0925.
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EXEMPLO DE 2 ATIVOS

Podemos obter a relac3o risco X retorno para varios valores de wy.

Obtemos a tabela abaixo:

TABELA: Relag3o risco X retorno para varios valores de w;

w1 risco retorno
0,0 2,95% 9,25%
0,1 2,67% 9,78%
0,2 2,53% 10,30%
0,3 2,57% 10,83%
0,4 2,76% 11,35%
0,5 3,09% 11,88%
0,6 3,51% 12,40%
0,7 4,00% 12,93%
0,8 4,53% 13,45%
0,9 5,10% 13,98%
1,0 5,68% 14,5%
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Risco X Retorno
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No nosso caso obtemos:

Var(P) = 0,00437w? — 0,00201w; + 0,00087
a=0,00437

b = —0,00201,
0,00201
“1= 05 oog7a ~ 0B
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EXEMPLO DE 2 ATIVOS

Para esta composi¢do de portfolio (23% no ativo 1, e 77% no ativo 2)
obtemos o portfolio de risco minimo, com

Omin = 27 52%7
Hmin = 107 46%

Percebe-se que omin < 0, i = 1,2 com . < fimin < r», exemplificando o
efeito da diversificacdo para reducdo dos riscos.
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EXEMPLO DE 2 FUNDOS
Considere dois fundos com as caracteristicas abaixo:

TABELA: Média e Desvio Padrdo do Fundo A e Fundo B
A B
média 12% 15%
desvio padrao 20% 18%

Suponha que o fator de correlagdo seja:
p=0,277.

Vale a pena investir no Fundo A?
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Tem-se que

p = 12w + 15(1 — w)
02 =0,2%240,18%(1 —w)? +2x 0,2 x 0,18 x 0,277 X w(l — w)
= 0,04w? + 0,0324(1 — w)? + 0, 02w(1 — w)
=0, 0524w? — 0, 0448w + 0, 0324
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Considere a seguinte composi¢cdo: 25% no Fundo A, 75% no Fundo B.
Tem-se que w = 0,25 e

p=12x0,25+15 x 0,75 = 14,25%
02 =0,22x0,25% 4+ 0,182 x 0, 75+
2x0,2%0,18 x 0,277 x 0,27 x 0,75 = 0, 0245

o = 15,64%.
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Ou seja, através da diversificacdo conseguimos uma carteira com risco
menor que os riscos dos Fundos A e B, e rentabilidade préxima a maior das
rentabilidades.

pa = 12% < p = 14,25% < pg = 15%

0c=15,64 < og =18% < o4 = 20%
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A carteira de minima variancia é obtida fazendo

., 0,0448
" 0,1048

=42,75%

Ou seja deve-se aplicar 42,75% no Fundo A e 57,25% no Fundo B. Tem-se

nesse Caso que:

p=13,72%,

o = 15,10%.
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EXERCICIO

Considere 2 ativos com retornos R; e R, e fator de correlacdo, médias, e

desvios padrdo dados por
p = —0,5, n = 15%, rp = 20%, g1 = 20%, 02 = 40%.
Considere um portfolio com retorno

P=wiR+ (1 —wi)Re.

ITEM A)

Suponha que voce seja um investidor cauteloso, e que deseje um

investimento de modo a minimizar o seu risco. Quanto voce deve alocar no

ativo 1 e no ativo 2 nesse caso? Qual & o valor do retorno esperado e
desvio padrdo de seu portfolio nesse caso?
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ITEM B)

Suponha agora que voce seja um investidor mais arrojado, e deseje um
portfolio com desvio padrdo o = 20% e maior retorno esperado i possivel
(isto &, maior que 15%). Isto é possivel? Caso seja, determine a
composicio de seu portfolio e o valor esperado de seu retorno.
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VETOR GAUSSIANO
X1 M1
X = | i | —vetor gaussiano com parametros = | : | e matriz n por

Xn Hn
n X. Neste caso a fungio densidade de probabilidade fx(x) é dada por
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VETOR GAUSSIANO

1 1
K = g Pl i) T )
Verifica-se que E(X) = p e Cov(X) = X. No caso em que as variaveis
X1, ..., X, sdo descorrelacionadas, tem-se que
o? 0
r=|: :
0 o2
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VETOR (GAUSSIANO
e segue que

() =]] %exp — (% — i)} = f (x1) - . - B, (Xn),

1 2
i—1 (2m)20; 20]
ou seja, X1, ..., X, sdo independentes. Portanto para variaveis aleatérias
conjuntamente gaussianas, descorrelacionadas é equivalente a
independentes.
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VETOR (GAUSSIANO

Outra propriedade importante é que se X & um vetor gaussiano com
parametros e X, e
Y = AX + b,

entdo Y também é um vetor gaussiano com vetor de média py e matriz de

covariancia Xy dados por

ny = A/'L + b7
Yy = ATA.
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VALUE AT RISK
O retorno P de um portfolio é dado por

P=wR=wRi+...+wyR,

onde R representa o vetor com os retornos dos ativos e w o vetor com as
proporcdes investidas em cada ativo. Suponha que R seja um vetor
gaussiano, com média p e matriz de covariancia £. Considere também o
valor inicial da carteira como sendo Vj. Qual é a perda maxima da carteira
com 95% de chances?
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VALUE AT RISK

Pelo exemplo anterior temos que P também é gaussiano com média

pp = w'p e variancia 0% = w'Tw. Temos também que o valor final da
carteira é dado por: Vr = (1+ P)Vo = Wo + VP e portanto V¢ também é
uma variavel gaussiana com média py, = (1 + pp) Vo e variancia

2 _ 2.2
oy, = Vgop. Temos dessa forma que
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VALUE AT RISK

Vi — (1 +pp)Vo
V()UP

€ uma variavel aleatéria gaussiana padrdo, e portanto pela tabela segue que

Ve — (1 Vi
P(f (14 up)Wo

<1, ) — 0,05.
T < -1,65

Ou seja, com 95% de chances,

Ve > Vo [(1 +up) — 1,65UP].
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VALUE AT RISK

Considerando o exemplo anterior, temos que up = 13,72% e
op = 15,10%. Segue que

(1+ pp) — 1,650p = 1,1372 — 0,24915 = 0, 88805.

Ou seja, com 95% de chances, a perda maxima da carteira (Var) sera de
11,195%.

PTC-3440 MoDELOS PROBABILISTICOS 74 / 74



