Propriedades estruturais de sistemas multivariaveis

Profa. Vilma A. Oliveira
USP Sao Carlos
Abril 2017

I [T [N o= Lo SRRSO TP TP PRT PP 2

2. Descrigéo de sistemas dinAmiICOS HINAIES............ccoiiiiiiieiee e 2

K =TS 7= o 11 o= Vo -SSP 3

3.1 BIBO Stabilidade .......ceevieiiicciicce et 3

CaSO MUILIVAITAVEL ........c.ooieieee ettt be e te e e 4

3.2  Estabilidade de polindmios: o teorema de Hermite Biehler...........cccocevviieivciciinceee, 5

3.3  Estabilidade nos modelos espago de eStado ...........cccceveieiiiiiiiisiceeee e 6

RESPOSA A0 ESTAUO-ZEI0 ... .eveeiieiieieie ettt sttt ettt st renre e eneenean 6

ReSPOSta @ ENErAA NUIA ........cveiieieee et e e aenneenns 6

3.4  Estabilidade local para sistemas lineares OU N0 ..........cccvveiieeiieeiie e 7

Estabilidade UNITOIMME ......coviiiiccce et 7

Estabilidade assintOtica UNITOIME..........c.coviiiiiiiiee e 8

3.5 MEALOUO U LYAPUNOV ....oveiiiieiiieiieiieie ettt sttt ettt st abe e eneans 8

3.6  Estabilidade de SiStemas [INEAIES............eoiveeiiiiiie i 10

Cas0o INVArTANtE NO tEIMPO .....eieeieeiecie st eie st e e e e este et e e esreesteesaesseesteaseesreesaeeneeaneeneas 11

4. Controlabilidade e estabilizabilidade, observabilidade, detectabilidade...........cccccooevveiinnnen. 12

4.1 Controlabilidade ........ooveeiece e 12

Sistemas Variantes N0 tEMPO ....cveieeiieieeiecee st ee e ste e e e e s e e sbeeneesreesaeeneeaneeneas 12

Sistemas INVariantes NO TBIMPO ........oiiiiiiiieiie ettt sreesbe e sbeeae s 13

4.2 EStabilizabilidade ..........oooviiieee e 15

N @ o1yt V7 o] [0 - To SRS 15

SiStemas Variantes N0 tEIMPO ....c.ueieiiieiieiesiee ittt st be et esreesbesneesbeene s 15

Sistemas INVariantes NO TBIMPO ........eiiiiiiiiiiie et sb e sreesbe e sbeeae s 16

B =) (=Tt - o1 o= Vo SRS 16
4.5 Controlabilidade e observabilidade para sistemas lineares invariantes e discretos no tempo

.................................................................................................................................................... 18

CoNtrolabIlIOAAE ..o ae s 19

ODBSErVADIIIAAAE. ... ..o 19

oI o 11T o (=T o] o - T OSSPSR 23

T =0 0T Tor= ol [T Y 1o U 1o Y PSSRSR 26



1. Introducéao

Durante as Gltimas duas décadas a estrutura de sistemas lineares tem sido exaustivamente estudada por diversos
autores em diferentes contextos. Destacam-se as contribui¢cdes de Wolovich (1967), Kailath (1980), Wonham (1985)
e Rosenbrock (1970). A estrutura de polos e zeros do sistema e propriedades de controlabilidade, estabilizabilidade,
observabilidade, detetabilidade desempenham um papel importante no projeto de sistemas de controle. As estruturas
de zeros finitos e infinitos das funcdes de transferéncia do sistema dado e da malha objetivo tém um papel
preponderante na analise e procedimento de recuperacdo de funcdes de transferéncia do sistema. Na verdade, o tema
recuperacdo de funcbes de transferéncia de malha pode ser visto como o estudo de atribuicdo de uma estrutura de
zeros a um sistema a malha fechada dentro das condi¢des impostas pelas estruturas dos zeros da planta e da malha
objetivo. As representacdes de sistemas relacionadas com as propriedades de sistemas utilizam a decomposicdo de
Kalman e uma base de coordenada especial de Saberi.

Referéncias utilizadas:

Colaneri, P., Geromel, J. C. & Locatelli, A. (1997). A Control Theory and Design - An RH, e RH,, Viewpoint.
Academic Press, London.

Zhou, Kemin, J. C. Doyle & K. Glover (1996). Robust and Optimal Control. Prentice Hall, Upper Saddle River.
Morris, Kirsten (2002). Introduction to Feedback Control, Academic Press.

Antsaklis & Michel (2007). A Linear System Primer, Birkhauser, Boston.

Jean-Jacques E. Slotine & Weping Li (1991). Applied Nonlinear Control. Prentice Hall, Englewood Cliffs.

2. Descricao de sistemas dinamicos lineares

Considere a representacao de sistemas na forma espacgo de estado
X = Ax+ Bu,

y =Cx+ Du 1)

onde U € R™¢é aentrada, yeR P asaida, X € R"oestado, A, B, C e D matrizes nxn, nxm, pxn e pxm.

Um sistema com uma entrada (m=1) e uma saida (p=1) é chamado sistema SISO das iniciais de single input and
single output, se ndo for o caso o sistema é chamado MIMO das iniciais de multiple input and multiple output). A
correspondente matriz de transferéncia entre y e u € definida por:

Y (s) =G(s)U(s) @)

onde
G(s)=C(sl-A)'B+D

Supde-se que G(s) tem posto completo e Posto(G(s)=min(p,m):=r.

A seguinte notacéo é usada:

A|B

{c D} =C(sl—A)'B+D
@)

(A, B,C, D) denota o sistema dinamico linear na forma espago de estado.

O modelo espaco de estado (A, B,C, D) tal que G(s) = C(sl — A) ™ B + D é denominado uma realizagio

espaco de estado de G(s).



3. Estabilidade

3.1 BIBO estabilidade

Definigdo 3.1: Um sistema linear relaxado é dito ser BIBO estavel se e s6 se para qualquer entrada limitada a saida
for limitada.

Caso continuo

Teorema 3.1: Um sistema monovariavel relaxado descrito por

v = [ 9(t. Du(r)de

(4)
é BIBO estavel se e s6 se existir um finito k tal que
I;|g(t,r)|dr£k<w t € (0,0) -
Teorema 3.2: (Chen, 1999) Considere um sistema monovariavel relaxado
t
y(t) = [, 9t u()dz o

t
Se _[0 Ig(t, T)|dt <k <o paraalgum k entdo tem-se:

1. Se u for uma fungio periddica com periodo T; U(t) = u(t +T) para todo t > 0 entfo a saida Yy(t) tende a uma
funcéo periddica com 0 mesmo periodo T.

2. Se u(t) for limitada e tender para uma constante entdo a saida tende para uma constante.

3.Se u for de energia finita, ou seja:

||u||2=UO uc) dt) <k <o -

entdo, a saida é também de energia finita, existe k, dependente de k ; ou seja,

.2 \h
Ivl, = UO () dtj <k, <o
®)

Observacao: A saida apresenta as mesmas propriedades da entrada em um sistema BIBO estavel.
Considere o espaco linear com norma L, em R™ denotado por L, (0,00;R™).
Definicdo 3.2: Um sistema é L, estavel ou externamente estavel se para toda entrada u pertencente ao espaco linear

comnorma L,,ouseja, ueL,(0,00;R™),asaida y € L,(0,0;R™).

Corolario 3.1: (Resposta em frequéncia). Seja o sistema invariante no tempo



y(0) = [t u(z)dz

9)
se E|g(t, z')|dr <k <oo paraalgumkese u(t) = senmt, t> 0entio
y(t) = |9 (jo)|sen(et +6) t— o0 w0)
onde
6 tan 1M IU®) g(J_O))
Reg(jw)
Verificacédo:

Lembrando que sen(t —z) = sentcosz —cos t senz tem-se:
t
y(t) = [ g(r)u(t-r)dz

= Sencotjow g(r)coswzdz —COS® tf g(r)senodr — J':O g(r)senow (t-7)dr

Uma vez que

‘ [ g(r)seno(t - 7)dr

< L “lo(z)[seno(t - 7)dz < fo|g(r)|dr

e g é integravel), ou seja f|g(r)|dr -0t — o0, tem-se:

y(t) > senot(Reg(jw))+cosot(Img(jo))
com g(jw)a transformada de Fourier de g(t).Agora, usando a identidade de Euler para sen e cos, i.e.

senot =4 (e —e ), cosat=4(e'* +e7'”), temse que y(t) =&[g(jo)e™ —g(-jw)e "].

Finalmente, usando a notagdo  fasorial para g(jw), ie, g(ja))=|g(j(o)|ej9 e
g(-jo) =9 (jo) = |g(j0))|e_j'9, pode-se escrever
1 Img(jw)

y(t) >|g(jw)[sin(wt +6) com 6= tan’ .
o Re g(jo)

Teorema 3.3: Um sistema monovariavel e relaxado descrito por g(s) propria é BIBO estavel se e s6 se todos os polos
de g(s) estiverem no semiplano lateral esquerdo do plano s ou, equivalentemente, se todos os polos de g(s) tiverem a
parte real negativa.

Caso Multivariavel

Defina g;; como a resposta impulsional entre a j-ésima entrada e i-ésima saida.

Teorema 3.4: Um sistema relaxado



y(t) = [ G(t.7)u(r)dr w

é BIBO estavel se e s6 se existir k finito tal que

[]IGt7)|dr =k < oo, Wt (12)

onde ||G (t,r)” = ”G(t,f)”w = maXZ‘gij ‘ e G(.,.) e R? xR™. Na verdade qualquer norma poderia ser usada.
I "
i

Teorema 3.5: Um sistema multivariavel e relaxado descrito por Y(S) = G(S)u(s) onde G(S) é uma matriz
racional propria, é BIBO estavel se e s se todos os polos de cada elemento de G(S) tiverem parte real negativa.

3.2 Estabilidade de polindmios: o teorema de Hermite Biehler

O teorema de Hermite Biehler fornece condic6es necessarias e suficientes para a estabilidade de polinémios usando a
condicédo de entrelacamento.

Propriedade 3.1: Se P(s) € um polindmio real de Hurwitz entdo todos os seus coeficientes sdo ndo zero e tém o
mesmo sinal, ou positivo ou negativo.

Propriedade 3.2: Se P(s) € um polindmio real de Hurwitz de grau n, o arg[P(jw)] é uma fun¢&o continua e
estritamente crescente de W € (—o0,00) . Além disso, a fase para W € (—o0,0) é nr.

Teorema 3.6 (Hermite Biehler): Seja 5(S)=a,+aS+...+ anfls”’l +a,s" um polinémio real de grau n.
Escreva 6(S) = 5, (s?) +55,(s*) onde &,(s*) e SJ,(s*) séo as componentes de 5(S) de poténcias de s pares

e impares, respectivamente. Sejam W,;, W,,,- - zeros reais ndo negativos de o, (—w?)ew,

1) Wy, ZErOS reais

néo negativos de &, (—W?), ambos dispostos em ordem ascendentes de magnitude. Entdo, &(S) é Hurwitz estavel
se e 0 se todos os zeros de &, (~W?), &, (~W?) séo reais e distintos, J,, 5, , possuem o mesmo sinal e 0s zeros

reais ndo negativos satisfazem a seguinte propriedade de entrelacamento: 0 < W,; < W, <W,, <W,, <---. Os
graficos abaixo ilustram um polinémio estavel.

@0 poiindmio em w

pane imagindiia
F

Uma caracterizacdo analitica equivalente do teorema de Hermite Biehler foi dada por Bhatachaaryya (1991) seguida
por sua generalizacdo com vistas a utilizacdo da propriedade de entrelagcamento de polindmios estaveis no projeto de
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obtencdo de familias de controladores estabilizantes para sistemas monovariaveis ndo necessariamente de fase
minima.

3.3 Estabilidade nos modelos espaco de estado
Considere o sistema (A, B,C, D)

x=A(t)x+ B(t)u

y=C(t)x (13)
X(t) =s(t;t,, X,,0) + s(t; t,,0,u) (14)
Resposta ao estado-zero

t
y(t) = L COP(t,7) B(r)u(r)d

=[Gt r)u(r)dr

t (15)
onde ®(t, 7) ¢ a matriz transigdo de estado.
Seguem as principais propriedades da matriz de transigdo de estado:
1. ot,t)=1 (16)
2. d(t,t,) = D(t,, 1) (17)
3. d(t,t,) = (L, t,)D(L,,t,) . (18)

Teorema 3.7: Aresposta ao estado zero de (A, B,C, D) é BIBO estavel se e so se existir um namero finito k tal
que

[ lc@, )BE)|dr <k <o (19)

para todo t, e para todo t > t,

Resposta a entrada nula

X = A(t)Xx

X(t) =s(t;t,, X,,0) = O(t,t,)X, (20)

Definigdo: Um estado X,de (A, B,C, D) é um estado de equilibrio em t, se e s6 se
X, = S(t;ty, X,,0), paratodo t>t; e x, =0, para todo t>t,.

O estado de equilibrio é solucdo de A(t)x =0, t>t,.



Observagao: O estado zero, 0, é sempre um estado de equilibrio de X = A(t)X.

3.4 Estabilidade local para sistemas lineares ou ndo

Definigéo 3.2: Um estado de equilibrio X, é estavel em t; no sentido de Lyapunov (i.s.L) se e s6 se paratodo € > 0,
existir um nimero positivo J(g, t,) tal que se ||X0 - Xe” <0, entdo
Is(t;ts, %,,0) — X, < & paratodo t >t,

A
x(t)

= = = e mm e o o = e o o = e e = o = = = =

e e = o e e e e e e e e e e e e e = = =

Estabilidade uniforme

O estado de equilibrio X, é uniformemente estavel no sentido de Lyapunov (i.s.L) sobre [to, ) se e s6 se para cada
€ > 0, existir um & positivo que depende de € mas ndo de t, tal que ||X0 — X, || <0, entdo

Is(t;t,, %,,0) - x| <& paratodot, >t, epara todo t>t,

"Escolhe-se primeiro uma bola B, e para cada B, deve existir uma bola B tal que trajetdrias iniciando dentro de B;
ndo escapa de B,, quando t cresce indefinidamente".

Definicdo 3.3: O estado de equilibrio X, é assintoticamente estavel em t, se for estavel (i.s.L) em t, e se toda
trajetdria iniciando suficientemente préximo de X, converge para X,quando t — oo. Dado algum y > Otal que se

||X(tl) — X, || < y, entdo para qualquer € > Oexiste um T, T(z,y,t) >0 tal que

Istt, x(t).0)-x,|<&, todo t>t+T



x(t)

Estabilidade assintética uniforme

O estado de equilibrio x. é uniformemente assintoticamente estavel sobre [ty, ) se T na Defini¢éo 3.3 independe de
.

No plano de fase pode-se fazer a seguinte interpretacdo de estabilidade. Para haver estabilidade da origem, requer-se
que o angulo entre o vetor de estado x e vetor velocidade x seja maior do que 90 graus quando uma componente do
vetor velocidade aponta para a origem (a outra é ortonormal ao vetor Xx) isto é:

(xTx)/||x||x|| = cos 8 < 0.

De fato, uma vez que x=Ax, tem-se que x”Ax < 0 o que implica real 1 < 0, ver figura.

[
™~
0,5
Ll
\ N >} 6< o0
&N -0.5 -
\ P /
1 \
15 —
-2
-0,8 -04 -02 0 02 04 08 1

x

3.5 Método de Lyapunov

Considere o sistema

x=f(x); f(0)=0

Aidéia basica do método de Lyapunov é associar a estabilidade do sistema a variacao de energia. Se um sistema
possui um estado de equilibrio estavel X,, entéo a energia total armazenada no sistema decresce com o tempo até a

energia total atingir o seu valor minimo no estado de equilibrio. A estabilidade é analisada via uma funcéo escalar
especial chamada funcdo de Lyapunov.

Definigdo. A fungdo de Lyapunov V (X) satisfaz as seguintes condigdes para todo t;, >t e paratodo X na

vizinhanga de X,,com X =0 um ponto de equilibrio do sistema

1. V(X) e suas derivadas parciais sdo definidas e sdo continuas.

2. V(0)=0



3. V(x)>0 paratodo X% 0eV <Ocom V aderivada de V (X) em relacdo ao tempo, i.e.
V =LV(x)
=Grad V(x)" f(x)

1004 \\A V@A /

V)

2 90 10 0 10 =20 | 0

1
@ (b)

Representagdo geométrica de uma funcéo de Lyapunov. (a) Representacdo 3D da funcéo de Lyapunov ilustrando
V(x) ao longo de uma solucdo iniciando em x,, (b) Curvas de nivel: V; <V, < V5 e a solugdo x(t) iniciando em
xo-

Sistema estavel
(Grad, Vf (x))

7 cos® = <
|Grad V|| f ()

Teorema 3.8. Suponha que uma fungdo de V (X) possa ser determinada para o sistema. Entdo, o estado de

equilibrio X = 0 é assintoticamente estavel se V for negativa definida e estavel no sentido de Lyapunov se V for
semi-definida negativa.

Teorema 3.9 (Estabilidade local). Se em uma bola BRO existe uma funcdo escalar V (X) com derivadas continuas
tal que:

1. V(x) > 0 localmente



2. V() < 0 localmente em B, -

Ent&o, o ponto de equilibrio X, =0 é estavel. Se Y, (X) <0em BRO entdo a estabilidade é assimptdtica.

Nota-se que a derivada de V (X) é o produto escalar de dois vetores. A fungdo f (X)é um vetor que aponta no
sentido da tangente da trajetoria X(t) do sistema naquele ponto, e gradV (x) é um vetor normal, no sentido de
crescimento de V (X) em relagdo a uma curva de nivel V(x)=c,c>0. A figura ilustra o caso em que a
derivada de V (X) é negativa. O teorema seguinte pode garantir a estabilidade assintética do sistema mesmo que a

derivada da funcdo de Lyapunov V (X) seja semi-definida negativa. A Definigdo 3.3 é necessaria para entender o
teorema.

Defini¢do 3.3 O conjunto M é dito invariante com respeito ao sistema X = f (X) se para X, € M, a solugéo do

sistema S(t;t,, X,,0) € M paratodo teR.

Assim, um conjunto invariante com respeito a X = f (X) indica que se a solugéo pertence a M em um instante t,
entdo a solucéo pertence a M para todo tempo futuro.

Teorema 3.10 [Principio de invariancia de La Salle] Suponha V (X) uma fungdo definida positiva continuamente
diferenciavel ~ contendo a origem X =0 tal que em @, ={X:V(X)</} tem-se V <0 . Defina
E ={xew, :V(x)=0}. Entio, toda solucio S(t;t

0 maior conjunto invariante em E. Se E ndo conter outra trajetdria a ndo ser X =0, a origem € assintoticamente
estavel.

X,,0) iniciando em @, ={x:V (X) < /} é atraida para

0!

3.6 Estabilidade de sistemas lineares

As definicbes de estabilidade de estados de equilibrio dadas anteriormente tém uma natureza local porque ndo se
sabe quédo pequenas as constantes & e y devem ser. Entretanto, para sistemas lineares por causa da propriedade de
homogeneidade & e y as definicbes de estabilidade podem ser estendidas para todo o espaco de estado. O que
significa que em sistemas lineares estabilidade local implica estabilidade global.

Teorema 3.11: O estado de equilibrio X,de X = A(t)X é estavel no sentido de Lyapunov em t, se e sé se existir
alguma constante k(to) tal que

ot t)]| <k <o paratodo t>t, 1)

se k for independente de t, tem-se estabilidade uniforme i.s.L.
Observacao: Se o estado zero for assintoticamente estavel, entdo, o estado zero é o Unico estado de equilibrio do

sistema. Se existisse outro diferente de zero, escolhendo-o como condigéo inicial este ndo se aproximaria do estado
zero.

Teorema 3.12: O estado zero de X = A(t)X é assintoticamente (exponencialmente) estavel em t; se e s6 se

||<I>(t,t0)|| <k(ty) <o e ||<I>(t,t0)|| — 0 quando t — . O estado zero é uniformemente assintoticamente
estavel sobre [ty, o] se e s6 se existem nimeros positivos k; e ks tais que

10



”q)(t, t, )” < kleikz (o) (22)

para qualquer t, > Oe paratodo t >t,.

Caso invariante no tempo

At

Inspecionando a solugdo X(t) =e"" X, com

_l 1 - _ n; _ -17(n;-1-k)
Ak_k!—(ni—l—k)!lerp[[S )" (sl =AML

pode-se estabelecer o seguinte teorema para estabilidade.
Teorema 3.13: O estado de equilibrio X,de X = AXé

1. assintoticamente estavel se e s6 se todos os autovalores de A tiverem parte real negativa ou seja
Rel, <0,i=1---,n.

2. estavel no sentido de Lyapunov ou marginalmente estavel se e s6 se todos os autovalores de A tiverem parte
real zero ou negativa, ou seja, Re 4, <0,1=1,---,n, e aqueles com parte real zero Re A; =0forem

raizes simples do polinémio minimo de A quando
- . _1+(n;-1-k)
Ay =limlls-4)" (sl =A™ 1" ]1=0, k=1--,n, =1.

sS4
3. instavel se e so se condicdo (2) nao for satisfeita.

Método de Lyapunov e Funcdes Quadraticas

Teorema 3.14. Considere o sistema linear X = Ax com det A= O0e X, =0. Considere
V(x)=x"Px, P=P" >0. Entio, V(X) éuma fungio de Lyapunov do sistema linear se e sé se para
qualquer Q =QT > Oexiste P =P > Otal que:
ATP+PA=-Q
Prova. Condicéo suficiente. Para V (X) = X" Px, P =P >0 tem-se V(x) = X" Px+ X" PX. Usando
X = Ax pode-se escrever V (X) = X" ATPx + x" PAX . Entfo,
V(x) = X" [ATP + PA]x

=—Xx"Qx<0,vx#0

11



e o resultado segue.
Exercicio: Provar a condigdo necessaria do Teorema 3.14.

Caso discreto no tempo

x(k +1) = Ax(k) (23)
solugio x(k): x(k) = A*x, (24)

Teorema 3.15: Aequacdo X(k +1) = Ax(k)é marginalmente estavel ou estavel segundo Lyapunov se todos os

autovalores de A tiverem magnitudes menores ou iguais a 1 e aqueles com magnitudes iguais a 1 forem raizes
simples do polinémio minimo de A.

Teorema 3.16: Aequagdo X(k +1) = Ax(k) é assintoticamente estavel se todos os autovalores de A tiverem
magnitudes menores do que 1.

Lyapunov para o caso discreto

V (x(k)) >0, AV (x(k) =V (x(k +1) -V (x(k) <0
Equacdo de Lyapunov

P-PA'P= Q
4. Controlabilidade e estabilizabilidade, observabilidade, detectabilidade

4.1 Controlabilidade

Sistemas variantes no tempo

O conceito de controlabilidade esta relacionado com entradas e estados e o conceito de observabilidade com saidas e
estados. Sdo propriedades estruturais dos sistemas (A(.), B(.),C(.), D(.)) que fornecem informacGes relevantes

para o projeto de controle. Antes de definir controlabilidade, o conceito de independéncia linear para funcbes do
tempo é necessario (ver Antsaklis, 2007).

Definigao 4.1: Um conjunto de fungdes f,(t),i=1,...,n, f." (t) € R"¢ linearmente dependente em um intervalo

[tl,tz] no corpo dos nimeros complexos se um vetor & # 0 N x1 constante no corpo dos complexos tal que
f,(t)

f(t
a’ 2:() =Oparatodo t e[t,,t,] .

f.(0)
Note que nesta definicdo as linhas sdo fungdes de t.

Definigdo 4.2: Um sistema (A(.), B(.),C(.), D(.)) é controlavel em t, se existir uma lei de controle u (continua

por partes) que transfira qualquer estado inicial X, € R"a um estado arbitrério X, € R" em um tempo finito t;>t,.

Ver conceito de alcanc¢abilidade
12



Teorema 4.1 (Chen, 1984): Seja fi uma fungdo continua de valor complexo definida em [tl,tz]. Seja F uma
matriz nxm com f; sendo sua i-ésima linha. Defina a matriz

W(t,t,) = [ FOF @)t (32)

Entdo f, f,... f, sdo linearmente independentes em [t,,t,]se e s6 se W (t,,t,) for ndo singular.

Teorema 4.2 (Chen, 1999): Um sistema (A(t), B(t),C(t), D(t)) é controlavel em t, se e s6 se existir um t;>t,

finito tal que as n linhas da matriz nxm @(t,,t)B(t), sejam linearmente independentes (L1) em [to, t,].
Verificacéo:
Suficiéncia. Se as linhas de D (t,,t)B(t) forem LI em [to, t1], pelo Teorema 4.1 a matriz
1 * *
Wit,,t,) = fo O(t,, 7)B(z)B(r) @ (t,, 7)d7

é ndo singular. Para qualquer x(t;)=xo e qualquer x; pode-se mostrar que a entrada

u(t) = =B ()@ (t,, W ~ (to, )X, — P(ty, 1)x,]

(33)

leva X, ao estado x; em t=t;.

Necessidade: Por contradigdo. Suponha (A(t), B(t),C(t),D(t)) controlavel em t, mas com as linhas

d(t,,t)B(t) linearmente dependentes em [t,,t;], >ty finito. Entdo existe um vetor N x1 constante « # O tal
que
a' D(t,, t)B(t) =0, te[t,,t,] . (34)

Considere agora a solugdo da equacéo espaco de estado para t =1,
tl
X(t) = Dt ) x(t) + [ P(t,7)B(r)u(r)dz

Pré-multiplicando a solugao acima por q)('[0 ,tl) e escolhendo x(t)=xo=c’#0 tem-se

(35)

Dty t)X(L) = Pt L)L, t)er + [ Dy, t)D (L, 7)B()u(z)d 7
(36)
=a+ [ Ot 7)B(r)u(r)dr

Agora, premultiplicando por o' tem-se:

a" Ot )X(t) =aa + [ ad(t, 1)B(D)u()dr

Por hipétese, (A(t),B(t),C(t),D(t)) é controlavel em t,. Assim, para qualquer estado x;, em particular
X, =X(t,) =0, existe u(t), t em [t,,t;] tal que x(t,)=0. Uma vez que por suposicdo
a'®(t,,)B()=0,telt,t,], x(t,) =0implica a'a =0 e consequentemente que o =0, o que é uma

contradicéo e o resultado segue. 0

Sistemas invariantes no tempo
Teorema 4.3: As seguintes proposicdes sdo equivalentes.
1. Osistema (A,B,C,D) é controlavel em qualquer instante t,e[0,0).

2. Aslinhasde e "'Bsdo LI em [0,20) sobre o corpo dos nimeros complexos.
3. Amatriz de controlabilidade U=[B AB A’B --- A"™"B] possui posto n.
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t
4. Amatriz W, (t) = Io e BB e "dr ¢ nao singular para qualquer t>0.

Prova. Apresenta-se a seguir a prova de 1 — 3. Considere a solu¢io de (A, B,C, D) no intervalo [0,t]
x(t)) = D(t; — to)x(ty) + fttol @(t, — T)Bu(r) dr. Para simplificar considere X(t;) = 0 . Assim,
x(t,) = —j::d)(to —7)Bu(r)dr (lembre-se que ®(t) =e™ e que d(t —t,) = D(t — t)P(t; — to)ed(t — to) L =

d(t, — t)). Utilizando o teorema de Cayley-Hamilton pode-se escrever
n-1

A = Z(ak) A",k > neentio

Usando a expressdo acima na equacéo de X(t,) e definindo y; (t) = Z (o), o tem-se
n-1 t,
X(tp) ==Y A'B 7, (t; - 7u(z)dr
i=0 0
n-1
= _Z A'Bqg;
i=0

il
com g, :jt 7, (t, —7)u(r)dz . Assim, pode-se escrever

X(t,) =-Ugq com U =[B AB A’°B---A""'B] e q=[0,0,.-.0,,] . Esta equacio é um sistema de n
equacdes algébricas lineares com nm incdgnitas. O problema de determinar u(t) para obter X(tl) = O reduz-se a

solucédo deste sistema de equacgdes. Da algebra linear sabe-se que o sistema possui solucéo para X(to) arbitrario se o
posto de U for igual a n e o resultado segue.

Teorema 4.4. O sistema dinamico (A,B,C,D) ou equivalentemente o par (A,B) é controlavel se e sé se as condi¢des
equivalentes seguintes forem verificadas:

a) Popov-belevitch-Hautus (PBH) teste:
posto[sl — A B]=n,Vs a7
o0 conjunto de autovalores da parte ndo controlavel de (A,B) coincide com o conjunto de valores de s para os quais a

matriz acima perde posto.
b) Kalman teste:

posto[B AB .- (A)"'B]=n (38)

c) Wonham teste: Dado um conjunto arbitrario simétrico A de n nimeros complexos, existe uma matriz K tal que o
espectrum de A+BK coincide com A.

14



Prova. a) Volta: Suponha que postO[SI -A B] < N para algum s. Entdo, existe autovetor v # 0 tal que
V'[(Al = A) B]=0para Ao autovalor correspondente. Assim, uma vez que V-4l =v Ae v'B =0,

V'[B AB A’B---A"'B]=V'[B AB A*B ---A""'B] = 0 0 que implica que (A,B) ndo ¢ controlavel pelo teste
de Kalman.
a) Ida: Suponha agora que (A,B) ndo é controlavel. Entdo, existe v = 0 tal que

V' [B AB A’°B---A"'B]=0.0queimplicaque V'A'B=0, i=0,---,n—1. Assim,
[SI - A B] perde posto em S = 1.
Corolario: 4 corresponde a um modo ndo controlavel de (A,B,C,D) se e s6 se existe um autovetor v, =0
satisfazendo v[41-A B]=0.

4.2 Estabilizabilidade

Teorema 4.5: O sistema dinamico (A,B,C,D) ou equivalentemente o par (A,B) é estabilizavel se e s6 se as condi¢des
equivalentes seguintes forem verificadas:

b) PBH teste:
postofsl —A B]=n, Re(s)>0 (39)

b) Kalman teste: A parte ndo controlavel do sistema é estdvel. Ja4 para a parte instavel o posto
pOStO[SI -A B]: N, o que significa que para todo A e correspondente autovetor v tal que VA=V de

Re(1)>0tem-se v B 0.

c) Wonham teste: Existe uma matriz K tal que A+BK é estavel.

4.3 Observabilidade

Sistemas variantes no tempo

Considere o sistema (A(.), B(.),C(.),D(.)):

X = A(t)x+ B(t)u,

y =C(t)x+D(t)u (25)
onde Ue R™é a entrada, Y€ RP", asaida, x e R" 0 estado, A(.),B(.),C(.), D(.) matrizes nxn, nxm, pxn e
pxme t € (—o0,0).

Definicéo 4.3: Um sistema (A(.), B(.),C(.), D(.)) é observavel em t, se e s6 se existir um instante tempo finito t;,

t1>1o, tal que para qualquer estado inicial X, € R" a entrada u e a saida y séo suficientes para determinar unicamente
X(to).

Acresposta do sistema (A(.), B(.),C(.), D(.)) é dada por

Y(t) = COD(t, Hx(to) +C )|} Dty 7)B(r)u()dz + DR o6

No estudo da estabilidade de um sistema, a saida y e a entrada u sdo conhecidas e o estado inicial é desconhecido. Se
X(to) for conhecido o estado pode ser computado para t>t, a partir de
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t
X(t) = O(ty, t)x(ty) + J.tOCD(tO,r)B(z')u(r)dr + D(t)u(t) 27
Teorema 4.6: Suponha as matrizes A(.) e C(.) (n-1) vezes diferenciaveis. Entdo, o sistema (A(.), B(.),C(.),D(.))¢é

observavel em t; se existir t; > t; finito tal que

No(t)
N, (%)
posto| N,(t) |=n

N ()
(28)
onde

Ny, (t) = Nk(t)A(t)+%Nk(t), k=04---,n—1e Ny(t) = C(t)

Teorema 4.7: O sistema (A(.), B(.),C(.), D(.)) é observavel em t, se existir t; > t, finito tal que as n colunas da
matriz pxn C(.)D(t,,.) forem Llem [t,,t,].

Sistemas invariantes no tempo

Teorema 4.8. O sistema dinamico (A, B,C, D) ou equivalentemente o par (A,C) é observavel se e s6 se as
condicOes equivalentes seguintes forem verificadas (T. Kailath, 1980):

1. Popov-Beleirtch-Hautus (PBH) teste:
sl —A
posto c =n,Vs (29)

0 conjunto de autovalores da parte ndo observavel de (A,C) coincide com o conjunto de valores de s para 0s quais a
matriz acima perde posto.

2. Kalman teste:
posto[CT ATCT ... (AT)™'C']" =n (30)
comO=[C" A'C" -~ (A")"'C']" amatriz de observabilidade.
3. Wonham teste: Dado um conjunto arbitrario simétrico A de n nimeros complexos, existe uma matriz L tal

que o espectrum de A+LC coincide com A.
4

Corolério: 4, corresponde a um modo néo observavel de (A,B,C,D) se e sd se existe um autovetor v, =0
satisfazendo

4.4 Detectabilidade
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Teorema 4.9 : O sistema dinamico (A, B,C, D) ou equivalentemente o par (A,C) é detectavel se e sé se as
condicOes equivalentes seguintes forem verificadas:

a) PBH teste:
sl — A
posto{ c }: n, Re()=0 (31)

sl — A
ou seja pOStO{ C } possui posto coluna completo.

b) Kalman teste: A parte ndo observavel do sistema € estavel. Isto é, para todo A e correspondente autovetor v tal
que Av=Ave Re(1)>0tem-se Cv 0. Caso tenha-se Cv=0, pelo PBH teste, 0 sistema néo seria
detetavel pois

S
posto[

coluna completo.
C) Wonham teste: Existe uma matriz L tal que A+LC & estavel.

sl — A
}V =0com Cv=#0, tem-se que pOStO{ C }< N, contradizendo a condicdo de posto

Teorema 4.10: (Teorema da dualidade)
O par (A,B) é controlavel se e sO se 0 par (AT BT ) for observavel

t
Prova. O par (A,B) é controlavel se e s6 se W, ) = J-O e’ BBTeATTd 7 for ndo-singular para qualquer t. O par
t
(A,C) éobservavel seesose W, (t) = IO e *CCe*"d 1 for ndo singular. Substituindo Apor A" e C por BT

em W, (t) tem-se W, (t) = JZ e*"BBe” *d que & ndo-singular . Assim, W, (t) e W, (t) sio idénticas e o

teorema segue.

Exercicio (Kailath, 1980): Considere um carrinho com dois péndulos invertidos:

u
—>
- - 7z 7z -

Equacdes do movimento:
mv =-mgé, —mgé, +u

m(v+1.6,)=mgé,,i=12
onde v é a velocidade e u a forca externa aplicada.

Pergunta-se:

1. E possivel controlar os 2 péndulos (manté-los na vertical com u(-))?
2. Osistema é observavel comy = ,?
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Solucdo. Definindo X, =6, X, =6,,X; = 91, X, = 92 e eliminando V nas equacdes de movimento tem-se:

X=Ax+bu
onde
0O 0 10 0
0O 0 01 0
A: , =
a a, 0 0 -1/ M/,
a, a, 0 0 -1/M7,
com
alzw L a,=9 5, =M a4=(M +m)g
M?y M/, M?, M?,

1. Para manter os péndulos na vertical, a realizagéo tem de ser controlével: &, =0 =6, .
postoU — det(U) =0 quando ¢, =/, (M?g%e2 0% (0, ~1,)*=0)
onde U é a matriz de controlabilidade. Portanto, se ¢, = ¢, 0 sistema néo é controlavel.
, Yy=0, , c=[1000]
det(0) =-a’ = _(mg)”® #0

MZ,

onde O é a matriz de observabilidade. Portanto o sistema é observavel.
4.5 Controlabilidade e observabilidade para sistemas lineares invariantes e discretos no tempo

As equacOes de espaco de estado discretas sdo normalmente escritas como:
X(k +1) = Ax(k) + Bu(k), x(0)=x,, k=0

y(k) = Cx(k) + Du(k) (@0)
A natureza recursiva das equacgdes espaco de estado discretas torna facil a verificacdo da controlabilidade e
observabilidade. A matrizes de controlabilidade de dimensdo nxmn

. 2. . ANl
U :=[B AB A’B---A"B] 41)

e observabilidade de dimensdo pnxn
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f e
CA
V =| CA?
. (42)
_CAnil_
desempenham um papel importante na andlise de sistemas de controle.
Controlabilidade
A partir das equacOes de estado pode-se escrever a sua solucdo para k no intervalo [0 n-1]
fu(n-1) |
u(n-2)
x(n)=A"x, +[B AB A’B---A"'B]
u(d)
L U@ (43)
ou
u(n-1)
u(n—-2)
X(n)—A”X0 =[B AB AZB---A”’lB] :
u(1)
u() |

A equagdo acima pode ser rescrita no intervalo [0 K].
Cu(k —1) |
utk —2)
x(k)— A*x, =U,|

u()
u() |

onde
U, =[B AB A’B--- A“'B]

Analisando a equagéo acima, qualquer estado inicial X,pode ser transferido para um estado qualquer em no maximo
N passos se e sO se a matriz de controlabilidade U, tiver posto n. Em outras palavras existe [U, ,U, , ---uluo]T para
quaisquer x(k) e X, se e s6 se o posto U, =N . E, pelo Teorema de Cayley Hamilton precisa-se verificar se posto

U, =naté k =n.Note que X(k) pertence ao espaco imagem de U, .

Observabilidade
A partir da equacio de saida pode-se escrever a sua solucio para K no intervalo [0 n-1]:
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y(0) =Cx(0)
y(@) =Cx(@)
= CAx(0) + CBu(0)
y(2) = Cx(2) = C(Ax(1) + Bu(l)) = CA*x(0) + CABu(0) + CBu(l)

y(k —1) = CA**x(0) + CA*?*Bu(0) + CA**Bu(l) +---CABu(k —3) + CBu(k — 2)

(44)
Na forma matricial tem-se:
y(0) u(0)
1 1
YO 1wy +1| U (45)
y(k-1) utk -2)
com
o 0 e 0]
CB 0 -0
T=| CAB CB -« 0
|CA“?B CA“®°B .- CB|

Analisando (45) acima pode-se afirmar que o estado em t=k pode ser recuperado unicamente a partir das entradas e
saidas se e s6 se a matriz de observabilidade V tiver posto completo. A equacao acima pode ser rescrita para a entrada

u(.) igual a zero e solugdo y(.) no intervalo [0 Kk —1].
y(0)
Y _vx(0)

y(k-1) (46)
onde

C
CA
Vk = .

De acordo com resultados da algebra linear, x(0) pode ser recuperado unicamente se e s se posto V, =n, para algum
k. E, pelo Teorema de Cayley Hamilton precisa-se verificar se posto V,=naté¢ K =n.

Alcancabilidade

Teorema 4.11: Uma realizacdo (A, B,C, D) é minima se (A,B) for controlavel e (A,C) observavel.
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5. Formas canénicas

5.1 Decomposicao de Kalman
Teorema 5.1: Decomposicéo de Kalman. Seja

(AB,C,D).: x=Ax+Bu
y=Cx+Du

A|B
existe uma transformag&o equivalente {CA*B} = C(sl — A)™ B+ D tal que o sistema (A,B,C,D) torna-se:

X; Zco 0 Kl3 0 Ycu Eco
- — _ K Kcﬁ A Y = Ecﬁ
(ABCD):| . " |="" P o | Xa )y

0 0 A, O0/[x, 0

Xso 0 0 0 Ayl %o 0
y=[Co 0 Cw O0]x+Du

Em que
< . vetor de estado controlavel e observavel;

x|

.5 - vetor de estado controlavel e néo observavel,

>

= . vetor de estado ndo controlavel e observavel;

X : vetor de estado ndo controlavel ndo observavel.

e a fungéo de transferéncia de (A,B,C,D) é dada por :

G(5)=Ceo (Sl — Aw) ™ Bew + D

a qual depende apenas da equacao controlavel e observavel do sistema.

Verificacdo: Se o sistema (A,B,C,D) ndo é controlavel, este pode ser transformado em

X;c Kc le K: EC
= i N I u
Xc:| [0 A"} {Xc:| l:o}

vl a]mwu

X
c

| X

>

com X :=QX, Xz[ c} eQ=[0, - 9, 9. - a,] sendo[q;, - -0, ] gerado pelas colunas linearmente
C

independentesde [B AB .-~ A"'B]. Ai-ésimacolunade A & a representacio de Ag; com respeito a base

[g;,--qy,]. O vetor Aqg,,i=1..k1 sdo linearmente dependentes no conjunto [q; ---q,,] e linearmente

independentes em [ K q] Portanto a matriz A tem a forma mostrada. As colunas de B representam as colunas
de B com respeito a base Q = [ql o Oy O qn] e as colunas de B dependem somente de [qkm, -~-qn].

Portanto, B tem a forma mostrada. O sistema controlavel é entdo dado por:
);(C = Ac Xc + Bcu

y:Ec;c
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X 0
Assim, o espaco de estado X é particionado em dois espagos ortogonais: { OC}} e {{ }} com o primeiro sendo o

C
subespaco controlavel e o segundo o subespaco nao controlavel. Entdo, o subespago controlavel é gerado pelas
colunas @, i=1--- kl ou, equivalentemente , pela imagem da matriz de controlabilidade.

Se a parte controlavel ndo for observavel esta pode ser transformada em:

X - A Ax XcB B
L= e a1
XCO 0 ACO Xco BCO

y=lo Cu] F“’}Du

XCO
onde o sistema observavel e controlavel é:

);(CO = Ac XCO + Bcou
y=Cco Xco

Similarmente, a parte ndo controlavel pode ser decomposta em parte observavel e parte nao observavel.

Combinando estas duas partes chega-se & forma candnica de decomposi¢éo do sistema. Resta mostrar que
C(slI-A) B+ D =C (sl — Aco)7l Beo +D

Utilizando a forma proposta as seguintes correspondéncias podem ser tiradas:

B - — 41—
Sl — Aco 0 o A13 0 B
Csl-A ' BolCw 0 Co 0| A2 S17A0 —Ax Ay B..
0 0 sl — A, 0 0
. O 0 0 sl-Ag || | O
sl _Z\co 0 X 0 ? Eco
Z[Eco 0 Co 0] 5 Sl = Aa o X Beo
0 sl — A, 0 0
0 0 0 sl — _707 0
ECO
=[Eco (SI-Z\CO)_l O X 0] BCE
0
0

:Eco (Sl —Kco)ilgco +D

Assim, (Aco, Beo,Cco) é observavel e controlavel. A figura abaixo ilustra as conexdes entrada-saida do sistema.
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Observacao 1: De (53 ), tem-se que o espaco controlavel é da forma {[Xco, X5 ,O,O]T}e 0 espaco ndo observavel é

da forma {[0, x[;,0, X, 1'}.

Observacao 2: Existe uma perda de informagao sobre a dinamica das variaveis de estado ndo observaveis, e ndo é
possivel atuar sobre variaveis ndo controlaveis.

5.2 Forma de Jordan
Para um sistema (A,b) controlavel, a forma de Jordan pode ser obtida a partir da transformagdo de similaridade
dada por

X = Pxcom P_lz[q1 q, - qn], 0;, I =1,...n autovetores de A.

A forma de Jordan permite verificar por inspecdo a controlabilidade e observabilidade de um sistema (A,B,C,D).
Considere o sistema espaco de estado

(J,B,C): x=Jx+Bu
y = Cx
J esta na forma de Jordan. Considere
J:=diag(J,,J,)
onde J; consiste de 3 blocos de Jordan associados a um mesmo autovalor A; e J, 2 blocos associados a um autovalor
A
‘]1 = diag(Jnv le, J13)
‘]2 = diag(‘] 21 Jzz)
Denote a linha de B correspondente a Gltima linha de J;; como b/,ij e a coluna de C correspondente a primeira coluna

de Jj como Cg;.

Teorema 5.2. O sistema (J,B,C) ¢ controlavel se e s6 se as linhas de B {b,;,0,,,,b,,3} forem linearmente
independentes e os vetores {b,,;, D, ,, } forem linearmente independentes. 2. O sistema (J,B, C) ¢ observavel se e s6

se as colunas de C {Cy;,C¢y,, C;5} forem linearmente independentes e as colunas {C; ,;,C; ,, } forem linearmente
independentes.
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Verificagdo. Utilizar o PBH teste: posto[sl —J B]=n, fazendo S = A, e operagdes elementares de colunas e
depois repetir o procedimento para S = A,.

Exemplo
(4, 1]/0]l0]0 0 0] [0 O O] by
0 4|/0/0[0 0 O 1 00| by
0 olal0]l0 0 O 0100 b,

x= 10 0|0 4|0 0 Ofx+[1 1 1u b,
0 olofofa 1 O 12 3] by
0 0/0|0|0 4, 1 0 1 0| by,
0 0/0]|0[0 0 4| |1 1 1| b,
11 2 0 0 2 1

y=11 0 1 2 0 1 1[x
1 0 23 0 20

Cfll C/ll Cf12 Cfl3 CfZl C221 C/,Zl
X :[Xlll X[ll XélZ Xll3 X121 X221 XﬂZl]I

Sistema controlavel: [1 0 O];]J0 1 O];[L 1 1]séo linearmente independentese [1 1 1]diferente de
zero.

1/12]1]0 0
Sistema n&o observavel: |1[;| 1 |;| 2 | linearmente independentes, mas, | O |igual a zero.
111213 0
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1 X121 j
S- A ' : ’ y

% HGﬂ)jw

Observagdo: Para um sistema com g blocos de Jordan associados ao mesmo autovalor e com m entradas e p saidas o
sistema é controlavel (observavel) seesése g <m(q< p). Caso SISO q=1.

5.3 Forma modal

A forma modal pode ser obtida a partir da transformagéo de similaridade X = PX com Pt= QCj em que

X = PX com (j , por exemplo, para 2 polos complexos dada por:

I 0 - 0 0
0 05 -05j 0 0
0 05 05j 0 O
1 0 0 05 -05]
0 0 0 05 05j]|

O|
I
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6. Equacgdo de Lyapunov

Os testes de estabilidade, controlabilidade e observabilidade podem ser feitos indiretamente via a equacéo de
Lyapunov. Considere a equacéo de Lyapunov (lembrar da equacgdo de Sylvester vista anteriormente

AM +MB =Ccom Anxne BmXm
T —
AP+PA+Q=0 (7)
com A e Q matrizes quadradas conhecidas). Sabe-se que esta equacdo possui solucdo Unica se
4(A)+ 4 (A")#0,Vi,j=1---,n. Para mostrar essa condicio, escrever (47) da forma

(A® A)vec(P) =vec(Q) em que vec(X) é um vetor coluna formado pelas colunas de P empilhadas e @ é a soma de
Kronecker definida por A@B=(A®]1,)+(l, ®B) e C"™™ com ® o produto de Kronecker, por exemplo,
sé A é nxn e B mxm, entdo, o produto de Kronecker A ® B ¢ a matriz bloco nmxnm:

a,B - a,B

A®B = :

a,B : a,B
Agora, verificar que os autovalores de A® Asdo dados pela soma 4, (A) +4,(A), Vi, j=1,---,n . Aseguir estuda-se a
relacdo entre a estabilidade e a solugdo P.

Lema 6.1: Suponha A estavel. Entdo, as seguintes afirmacGes sdo verdadeiras.

i) P=["e"'Qe"
iIP>0se Q>0eP>0se Q>0
iii) Suponha Q>0. (A, Q) éobservavel ssse P>0

Prova. A afirmagcdo i) segue substituindo P na equac¢éo de Lyapunov:
AP+ PA= j: ATeA'Qedt + j: e Qe Adt

_ wi ATthAtdt
o dt

_ eATthAt‘;a

=0-Q=-Q
Para verificar as afirmac@es ii) e iii) suponha A um autovalor de A e v um autovetor correspondente tal que
Av = Av . Pré-multiplicando A" P + PA+Q = 0 por v" e pés-multiplicando por v usando v" A" = v"1 obtém-se:
2Re(A)(V'PV) +Vv Qv =0.Agora, desde que A é estavel tem-se P >0se Q >0e P >0 se Q> 0e portanto
ii) segue. O resultado iii) pode ser mostrado usando o teste de Kalman para observabilidade do par (A, Q) que diz
que para todo A e correspondente autovetor v tal que Av = AV tem-se QV # 0. Necessidade. Desde que A é
estavel e Q > 0tem-se Qv =0 se P > 0. Suficiéncia. Suponha P >0entdo Qv # 0e (A, Q) €é observavel.

Coroléario 6.1: Suponha A estavel. O par (A,C) é observavel se e s6 se a solucdo da seguinte equacdo de Lyapunov
for definida positiva:
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AL, +L,A+C’C=0 (49)

A solucdo L, é chamadade Gramiano de observabilidade. Similarmente, o par (A,B) é controlavel se sé se a solucao
da seguinte equacao de Lyapunov for definida positiva:

AL +LA+BB =0. (50)
A solucdo L é chamada de Gramiano de controlabilidade.

Lema 6.2. Suponha P € a solugdo da equagéo de Lyapunov AP +PA+Q=0.
i)ReL(A)<0seP>0e Q=0
ii) A é estavel seP>0e Q>0
iii) A € estavel se P>0, Q>0 e (A Q) é detectavel

Prova. Suponha A um autovalor de A e v um autovetor correspondente tal que AV = AV . Pré-multiplicando
AP + PA+Q =0por v" e pés-multiplicando por v usando v AT = v" A" obtém-se:

2Re(A)(V'Pv) +vQv=0. (52)
Agora, se P >0entdo V' Pv>0e fica claro que Re(1)<0se Q >0e Re(1) <0se Q >0Daqui i) e ii)
seguem. O resultado iii) segue usando contradicdo. Suponha Re(A) > 0. Uma vez que Q >0, isto implica que

V*QV =0, ou seja, Qv =0usando (52). Isto implica que A é um modo instavel e ndo observavel contradizendo a
suposicdo (A,Q) detectavel.

Lema 6.3. (Desoer, 1991) Suponha Q =Q" > 0e que a equacio de Lyapunov tem solugéo Gnica P=P">0, entdo o

estado de equilibrio zero de X = AX é exponencialmente estavel, i.e. 1(A) c C_.

Prova: Considere a forma quadratica:
V(X) = X Px

Desde que P=P">0, pode-se obter P =U AU com U U = | e A a matriz diagonal contendo os autovalores de P
e entdo pode-se escrever:

Jin P SV () < A P)X[", WxeC”
utilizando
X Px=xU"AUx = 2'Az; 2 :=Ux
Amin (P S A< A (P)]

'z= ||x||2

Calculando a derivada de V (X) obtém-se
V(x) = X[ATP + PA]x = -x"Qx,
ecomo Q=Q" > 0tem-se
Auin QX" < x"Qx, ¥xeC"

Daqui, ao longo de qualquer trajetoria VX, € C", X, #0, Vt; eR, tem-se
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V. Amn(Q)

< =-2a<0, Vtxt,
V mln(P)

Por integracdo tem-se:
V(X) <V (x,)exp[-2a(t—t,)], Vixt,
Finalmente, usando a desigualdade de V(x) acima pode-se escrever:

2o P _ V)
Ao PYo [V (%)

0 que da

<exp[-2a(t—t,)]

||x||2< E))exp[ 2a(t— )]

Assim, com X(t) = D(t,t,)X, e usando a norma induzida:

(st )] = sup 1210l
oo ¥
tem-se:

ot t)]* < :f:((P))exp[ 2a(t-t,)], izt

e pelo Teorema 3.11 segue que o sistema € exponencialmente estavel.

28



	1. Introdução
	2. Descrição de sistemas dinâmicos lineares
	3. Estabilidade
	3.1 BIBO estabilidade
	UCaso Multivariável

	3.2 Estabilidade de polinômios: o teorema de Hermite Biehler
	3.3 Estabilidade nos modelos espaço de estado
	UResposta ao estado-zero
	UResposta a entrada nula

	3.4 Estabilidade local para sistemas lineares ou não
	UEstabilidade uniforme
	UEstabilidade assintótica uniforme

	3.5 Método de Lyapunov
	3.6 Estabilidade de sistemas lineares
	UCaso invariante no tempo
	UCaso discreto no tempo



	4. Controlabilidade e estabilizabilidade, observabilidade, detectabilidade
	4.1 Controlabilidade
	Sistemas variantes no tempo

	4.2 Estabilizabilidade
	4.3 Observabilidade
	USistemas variantes no tempo
	USistemas invariantes no tempo

	4.4 Detectabilidade
	4.5 Controlabilidade e observabilidade para sistemas lineares invariantes e discretos no tempo
	U55Controlabilidade
	Observabilidade

	5.2 Forma de Jordan
	UExemplo


	6. Equação de Lyapunov

