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Introdução
Problemas gerais

O controle do pêndulo invertido pode ser dividido em três
principais aspectos.

I Levantamento e captura: Conhecido na literatura como
swing-up-catching

I Estabilização: Conhecido na literatura como stabilization

I Seguimento de referência: Conhecido na literatura como
tracking
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I Limitação de tensão

I Incertezas no modelo
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Modelagem matemática

Utilizando o método de LAGRANGE:

d
dt

(
∂L
∂q̇

) − ∂L
∂q

= 0
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Introdução
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L = T − V

Onde:
I L: Função de Langrange
I T : Energia cinética
I V : Energia potencial
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Introdução
Modelagem matemática

L = T − V , (1)

com:

T =
M
2

ẋ2
a +

m
2

(Ẋ 2 + Ẏ 2), (2)

V = mgY , (3)

onde:

X = xa + lsin(θ),

Ẋ = ẋa + lcos(θ)θ̇,

Y = lcos(θ),

Ẏ = −l θ̇sin(θ).
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ẋ2
a +

m
2
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Introdução
Modelagem matemática

Portanto:

(Ẋ 2 + Ẏ 2) = ẋ2
a + l2θ̇2 + 2l ẋaθ̇cosθ, (4)

desta forma, temos que:

L =
1
2

(M + m)ẋ2
a +

m
2

l2θ̇2 + mlẋaθ̇cosθ − mglcosθ (5)
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Modelagem matemática

d
dt

(
∂L
∂ẋa

) − ∂L
∂xa

= 0, (6)

d
dt

(
∂L
∂θ̇

) − ∂L
∂θ

= 0. (7)

Então, de 6 e 7 temos respectivamente que:

(M + m)ẍa + ml θ̈cosθ − ml θ̇2sinθ = 0

ml2θ̈ + mlẍacosθ − mglsinθ = 0
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ml2θ̈ + mlẍacosθ − mglsinθ = 0



27

Técnicas de controle e
filtragem robusta
aplicadas em um
pêndulo invertido

Mauricio Escalante

Pêndulo invertido

Problema

18Modelagem
matemática

Escola de Engenharia de
São Carlos

Universidade de São Paulo
Março 22 de 2017

Introdução
Modelagem matemática

Analisando as forças que interagem no sistema, temos que:

(M + m)ẍa + ml θ̈cosθ − ml θ̇2sinθ = F (t) − bẋa

ml2θ̈ + mlẍacosθ − mglsinθ = −(ξθ̇ + Inθ̈)
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Introdução
Modelagem matemática

(m + M)ẍa + bẋa + ml θ̈ cos θ − ml θ̇2 sin θ = ku̇
(In + ml2)θ̈ − mgl sin θ + mlẍa cos θ + ξθ̇ = 0

Definição Parâmetro Valor
Aceleração gravitacional g 9,81 m/s2

Momento de inércia In 0,0076 kgm2

Massa do carro M 2,4 kg
Massa da haste m 0,23 kg
Comprimento da haste l 0,4 m
Coeficiente de atrito b 0,05 Ns/m
Coeficiente de amortecimento ξ 0,006 Nms/rad
Constante do motor k 8
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Introdução
Modelagem matemática

Para pequenas variações de ângulo ao redor do ponto de
equilíbrio instável (posição superior ). As considerações
normalmente são escritas como aproximações, logo:

sin θ = θ

cos θ = 1

θ̇2 = 0
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Introdução
Modelagem matemática

(m + M)ẍa + bẋa + ml θ̈ = ku̇
(In + ml2)θ̈ − mglθ + mlẍa + ξθ̇ = 0

Manipulando algebricamente a expressão anterior, é possível
obter o modelo em espaço de estados, já seja em termos de
(ẋa e θ̇) ou (ẍa e θ̈).
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Introdução
Modelagem matemática

I Modelo nominal χa(x , t)

θ̇ =
−(m + M)ẋa − bxa + kmu

ml
,

ẋa =
−(In + ml2)θ̇ + mgl

∫
θdt − ξθ

ml
. (8)

Substituindo o termo de θ̇ na expressão de ẋa e vice-versa,
temos:

θ̇ =
ξ(m + M)θ − b(ml)xa − mgl(m + M)

∫
θdt + km(ml)u

−ml2M − In(m + M)
,

ẋa =
−ξ(ml)θ + b(In + ml2)xa + g(ml)2

∫
θdt − km(In + ml2)u

−ml2M − In(m + M)
.
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Introdução
Modelo em espaço de estados

Desta forma, o primeiro modelo em espaço de estado é obtido.
As variáveis de estado são: a posição angular x1a = θ, a
posição linear x2a = xa e a ação integral da posição angular
x3a =

∫
θdt .

 ẋ1a
ẋ2a
ẋ3a

 =


ξ(m+M)

∆f
− bml

∆f
−mgl(m+M)

∆f

− ξml
∆f

b(In+ml2)
∆f

g(ml)2

∆f

1 0 0


 x1a

x2a
x3a



+


kmml

∆f

− km(In+ml2)
∆f

0

u. (9)

sendo ∆f = −ml2M − In(m + M).
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Introdução
Modelo em espaço de estados

O modelo nominal definido anteriormente é aumentado
incluindo a ação integral da posição linear xint =

∫
xadt como

variável de estado:

ẋ = Fax + Bau
y = Cax + Du

Ca =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
,D = 0.

[
ẋ

ẋint

]
=

[
Fa 0
Ci 0

] [
x

xint

]
+

[
Ba
0

]
u.

onde:

Ci =
[

0 −1 0
]
.
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Introdução
Modelo em espaço de estados

I Modelo nominal χb(x , t)

θ̈ =
ξ(m + M)θ̇ − b(ml)ẋa − mgl(m + M)θ + km(ml)u̇

−ml2M − In(m + M)
,

ẍa =
−ξ(ml)θ̇ + b(In + ml2)ẋa + g(ml)2θ − km(In + ml2)u̇

−ml2M − In(m + M)
.
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Introdução
Modelo em espaço de estados

O segundo modelo em espaço de estado é apresentado. As
variáveis de estado são: posição angular x1b = θ, posição
linear x2b = xa, velocidade angular x3b = θ̇ e velocidade linear
x4b = ẋa.


ẋ1b
ẋ2b
ẋ3b
ẋ4b

 =


0 0 1 0
0 0 0 1

−mgl(m+M)
∆f

0 ξ(m+M)
∆f

− b(ml)
∆f

g(ml)2

∆f
0 − ξ(ml)

∆f

b(In+ml2)
∆f




x1b
x2b
x3b
x4b



+


0
0

km(ml)
∆f

− km(In+ml2)
∆f

 u̇. (10)

Da mesma forma ∆f = −ml2M − In(m + M).
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Introdução
Modelo em espaço de estados

Analogamente ao modelo χa(x , t), o presente modelo também
é aumentado como em para incluir a ação integral do
deslocamento como variável de estado xint , com Ci = [0 −1 0
0].

[
ẋ

ẋint

]
=

[
Fb 0
Ci 0

] [
x

xint

]
+

[
Bb
0

]
u̇. (11)
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