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1. Introducéo

A saida em regime de um sistema linear a uma entrada exponencial complexa é dada pelo produto da entrada

pela funcéo de transferéncia na frequiéncia correspondente. Seja
u(t) = u,e®
t ST

y(t) = [ g(t—7)uedz

= j; g(t—7)e*dru,
comt, =t-7
y(t) = [; 9(t,)e*" dtyu,

= [P g(t,)e " dtu,e”
Reconhecendo a Gltima integral como a transformada de Laplace da resposta impulsional tem-se
y(t) = G(s)u,e™.
Para S = jw tem-se a chamada resposta em fregiiéncia
y(t) = G(jw)uee™

= [G(iw)u,fe !¢
com G(Jw) atransformada de Fourier do sistema e ¢ = atan(imagG( jw)/RealG( jw)) .

Exercicio 1: Para U(t) = & coS(Wt + &) verificar que asaida Y(t) em regime é dada por

y(t) = a|G(jw)|cos(wt + & + @) com ¢ ja definido.



2. Ganho para Sistemas MIMO

com |||| a norma Euclidiana. Observe que multiplicando a entrada por um escalar ndo altera o ganho do

sistema, assim

minM < Ganho < maxM
v fug s Juol
ou

m:r}”G(jw)uO” < Ganho < ﬂnﬁjne(j"")“o”

Néo existe uma defini¢do Util de fase para sistemas MIMO. A resposta em freqiiéncia de sistemas MIMO é

limitada portanto pelo maximo e minimo ganho do sistema.

3. Decomposicgdo de matrizes
Seja
> 0} .
H=Y U
0 0
onde
HeC™P, Y eCP*® UeC™ siomatrizes unitarias e 2. = diag(o,,-+,0,) com

0,20,2....20, >0 emin(m, p)>r. Ascolunasde U sdo formadas por autovetores ortonormais

de H'H eascolunasde Y por autovetores ortonormais de HH ™.

Notacéo
o(H)={o,:i=1...r}
Omex (H) =03
o.i.(H)=0,.

Norma induzida de matriz

Hu
], -
o = T,

Se a norma-2 for utilizada para o vetor u, obtem-se a norma-2 unduzida de matriz ||H ||2 = max”Hu”2 .
u 2:l

Pode ser verificado que



O (H) = max|, (HH )]
O (H) = minf2, (H°H )}
eque 0, (H) = ||H||2
em que A(.) denota autovalor.
Definicdo 1: Uma matriz U € F"*" ¢ dita uma matriz unitaria se e s6 se U'U =UU" =1 .
Equivalentemente, as n colunas de U formam uma base ortonormal de F", i. e.
x 1 i=j
il =9 :{o i %

Se F=R a matriz U é chamada ortogonal.

Observacao 1: Matrizes unitarias preservam o produto interno e daqui a norma de vetores:

U e F™" éunitria entdo Vx,y e F " (Ux,Uy) = (xy) e daqui [Ux], =|x],

Observagdo 2: A matriz H ndo possui valores singulares zero (o ... (H) > 0) se e s6 se H tiver posto

min

coluna completo. Quando H for quadrada tem-se ,... (H) > O se e s6 se H for ndo singular.

min

4. Interpretacdo de H como operador

Sejam

H:C’P—C"

um— Hu

U =[u,] U, eC™ vy =[VY,] Y eCP*

H[U,U, ]=[Y, Z:0]

em que

HU,=Y,Y ou H=Y,XU,.
r

A forma diadica paraH é H = ZO} y;U; com U, e Y, colunas de U e Y, respectivamente. Os vetores U,
i=1

e Y; sdo chamados vetores singulares a direita e a esquerda de H, respectivamente. De fato, tem-se que

U,=[u,---ule Y, =[y,~-y,] eusando H =Y, 2 U, pode-se escrever

oo 0 0y oY,
Doyl = s =Dyl
0 0 o|u o.u
:[O'lyluu"'"""o'ryrurl O'1Y1u1m+"'+O'rYrurm]
:[Glyl[ull”'ulm]+ "’O'ryr[url"'urm]]

= Zrlo'i yiu;.
=

Uma vez que U é unitaria u’; Uj = & , segue que u; € mapeado em o;Y; por H:



Huj = (ziai yiui*)uj

=0y
entdo, H rotaciona (U; — Y;) eescalona (y; — oY) . Em R pode-se visualizar graficamente o

efeitode Hemu

Uy o
1Y1
02Y2

Ug

Exercicio 2. Mostrar que o valor singular pode ser computado a partir do problema de autovalor, uma vez

* *
que 0'-2 é um autovalorde H H ,ouseja H Hui = O'i2Ui . Sugestdo. Utilizar a forma diadicade H e

*

H.

O méximo valor singular GmaX(H) e 0 minimo valor singular T min (H) desempenham um papel

importante na anélise e projeto de sistemas de controle multivariaveis e sdo dados pelas identidades:

o (H)= max||Hu|| o (H)= mlrl]”Hu” seanorma-2 |uf, for utilizada.
Verificagao:
[Hu[* =u"U ZY'Y ZU"u
=x" X% X
com x ' Dt e -} . max]Hul, = =,

Agora

||Z X||2 = Zr:aiz|xi|2 , Sujeito a ||X||2 =1, é maximizado com X, =1 e X, =0 paratodo i #1 e é

i=1

minimizado com X, =1 e X; =0 paratodo i #r eentdo o, (H) = ||HU||

onn(H) = mln”Hu” Portanto, tem-se

max |Hu|
H) =|H|, = max|Hu|, = 2
R S Ry )
ou seja o, (H) é a norma do operador H induzida pela norma Euclidiana também conhecida como
norma-2.

O ganho do sistema para todas as entradas é menor do que 0 maximo valor singular



Uma maneira intuitiva de entender este resultado é notando que o; é o maximo ganho sobre o conjunto
ortogonal de dire¢des da entrada definido pelos vetores singulares a direita. Assim, o ganho maximo pode

ser obtido quando a entrada u é proporcional a U, . O calculo do ganho da matriz para a entrada ou, fornece

r
o] (G| o] iy ey,
|0‘|H“1 e

aul 0!U1 ol

|

uma vez que ||yi || = ||ui || =1.
5. Norma H-infinito para sistemas
[GE). =sup 0, G(iW)

6. Ganhos Principais de um Sistema
y(t) = G(jw)u,e™

A decomposicdo de valores singulares da matriz de funcéo de transferéncia é dada por
r

G(jw) = z o, Y;U; para cadaw. Os valores singulares em funco da freqiiéncia sio chamados valores
i=1

principais.

Exercicio 1. Dado o sistema (A, B,C)

-1 3 10 11 .
A= ,B= ,C = , obter a matriz de transferéncia G( jw) e os seus ganhos
0 -2 0 2 -11

principais. Utilizar os comandos sys=ss(A,B,C,D), sysf=tf(sys) e sigma(sys).
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