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Capitulo 1

Modelos Matematicos de
Sistemas Dinamicos

Um sistema fisico pode ter diferentes modelos dependendo das condigoes da sua ope-
racao e aplicagao. Na nomenclatura de controle, os modelos de sistemas fisicos sao
denotados sistemas e os sistemas fisicos plantas ou processos. Por sua vez, os modelos
podem ter diferentes representacoes ou descri¢oes matematicas. E usual tratar sistemas
como dispositivos que processam as entradas aplicadas para produzir saidas.

Neste capitulo sao introduzidas as representagoes entrada/saida e espago de estado,
bem como as suas propriedades principais. A solugdo de equagoes deferenciais e a
diferenga é dada em termos dos modos do sistema e como determinam a resposta a
entradas tipicas. A solucao de equacgoes do tipo diferencial-diferenca é também estudada
destacando a existéncia de infintas solugoes devido a existéncia de um termo exponencial
na variavel complexa s na equagao caracteristica. Também, o conceito de linearizacao
local é apresentado discutindo a aproximacio de Taylor, e as de Teixera e Zak (Teixeira
and Zak, 1999) e Taniguchi (Taniguchi et al., 2001). Exemplos ilustram a obtencéo de
modelos de sistemas dindmicos. As principais referéncias usadas neste capitulo foram
Chen (1999), Geromel and Palhares (2004) e Castrucci et al. (2011).

1.1 Descricao Entrada-Saida

A descrigao entrada-saida fornece uma relacdo matemaética entre a entrada e a saida
do sistema. As propriedades do sistema sao obtidas através da aplicacao de entradas
de teste. As entradas sdo denotadas por um vetor u = [uj - - - u,,]T e as saidas por um
vetor y = [y1---y,]T. A representacio simplificada do sistema na forma de diagrama
de blocos é mostrada na Figura [1.1]

1.1.1 Equagoes de sistemas dinamicos continuos

As equacoes diferenciais de um sistema sao obtidas a partir das leis que descrevem o seu
comportamento no tempo. Por exemplo, a lei de Newton e a lei de tensao e corrente de
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— Sistema AN

Figura 1.1: Sistema a malha aberta.

Kirchhoff sao a base da construgao das equagoes de movimento para sistemas mecénicos
e para sistemas elétricos, respectivamente.

Se a relagdo entre u e y for descrita por uma equacao algébrica o sistema é dito
ser estatico, se por equacgao diferencial o sistema é dito ser dindmico. Se u e y sao
relacionados por uma equagao diferencial nao linear tem-se um sistema dindmico nao
linear. Se a equagao diferencial for linear e tiver coeficientes constantes tem-se um
sistema linear e invariante no tempo. Uma equacao diferencial linear de coeficientes
constantes de ordem n é da forma:

d"y(t) d"ly(t) d"y(t) dy(t)
dtn +a dtn—1 a2 dtn—2 Tt ana dt + any(t) =
d™u(t) du(t)
. 1.1
™ gm + 40 i + bou(t) (1.1)
em que y(t) é a saida e u(t) é a entrada e a;,4 = 1,--- ,n, b;,i = 0,--- ,m constantes

com m < n.

Exemplo 1.1 Considere o circuito RC mostrado na Figura[1.9 com entrada v, e saida
a corrente i na malha. Suponha que a corrente € medida por um sensor de efeito hall
com ganho a. Obter a equagao diferencial relacionando a tensao de entrada de tensao
e a saida de tensao dada pelo sensor.

Figura 1.2: Circuito RC.

A equacgio da malha de tensao é:

1 t
Ri+ 6/O idt = ve(t).

Neste caso, a saida € proporcional & corrente, ou seja, y = vs = i e a entrada u = Ve,
e a equagao diferencial é:
dy du(t)

E + aly(t) = blT
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comalzR—lc,blz%ebo:O

Exemplo 1.2 Considere o motor de corrente continua (CC) descrito pelo diagrama
eletromecanico equivalente mostrado na Figura[I.3 com parametros definidos na Tabela
[I71 Obter as equagdes de movimento do rotor, circuito elétrico da armadura e obter a
equacao diferencial do motor CC para a velocidade e tensao aplicada na armadura.

Figura 1.3: Diagrama eletromecénico do motor CC.

Tabela 1.1: Parametros do motor

Parametros Elétricos Parametros Mecanicos

R, resisténcia armadura [{2] J momento inércia [N m s?/rad]

L, indutancia armadura [H] B coeficiente atrito viscoso [N m s/rad]
K, constante da forga F coeficiente atrito estatico [N m)]

contra eletromotriz [V s/rad]
K constante torque [N m/A]

Utilizando a lei de Newton para sistemas rotacionais obtém-se a equacao do torque:
To(t) = Kyig(t) = J%w(t) + Bu(t) + F.
Por sua vez, utilizando a lei de tensao de Kirchhoff obtém-se a equagdo da tensdo:
Ve (t) = Raiq(t) + La%ia(t) + Kw(t).

Usando o operador diferencial % pode-se obter i,(t) da equagdo do torque com F =0

na forma:
1 d
o = — |J—+ B
g K, {Jdt + ] w,

a qual substituida na equagao da tensao fornece a equacao diferencial de ordem 2 rela-
cionando a saida y = w e a entrada u = v, aplicada na armadura dada por:

d?y(t) dy(t)
a2z Mg

+ azy(t) = bou(t)
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RyJ+LyB , _ R B+K:iK. p _ K
= LoJd » Y0 = T

Diversos exemplos da construgao do modelo de equagoes diferenciais de sistemas podem
ser encontrados em Franklin et al. (1994) e Ogata (1997).

1.1.2 Equagoes de sistemas dinamicos discretos

Sistemas dinamicos discretos podem ser descritos por equagoes a diferenca. A forma
mais geral de escrever uma equagao a diferenca linear de coeficientes constantes de
ordem n é

yk+n)+ayk+n—1)+ -+ apn_oylk +2) + an_1y(k + 1) + apy(k) =
bou(k +m) + -+ byu(k + 1) + bou(k)
(1.2)

em que k é o instante de tempo, y(k) é a saida e u(k) a entrada e a;,i = 1,--- ,n,
b;,1=0,---,m sao constantes com m < n.

Exemplo 1.3 Considere o ciclo de uma populagdo de plantas daninhas mostrado na
Figura [1.4] Descrever a dindmica de plantas daninhas anuais através de fatores de-
pendentes e independentes da densidade de plantas e do numero de sementes por drea
(densidade de sementes) nos sucessivos ciclos a partir do nimero de sementes do ciclo
inicial (Sakai, 2001).

Assim, a densidade de sementes existentes no ciclo k+ 1 é determinada pela densi-
dade de sementes do ciclo anterior k:

y(k+1) gosy(k) + (1 — g)vy(k)

= (gos+ (1 —g)v)y(k)

em que y € o numero de sementes por drea, g, 0, s e v sGo as taras de sucesso de
germinagao, floragdo, produtividade (nimero de sementes produzidas por planta) e de
sementes vidveis no solo no ciclo sequinte, respectivamente. O segundo termo repre-
senta as geracoes sobrepostas e portanto, se nao ficaram sementes no solo durante um
ciclo implica v = 0. O modelo descrito para a densidade de sementes pode ser reconhe-
cido como uma equagdo a diferenca do tipo comn=1eu=0. A densidade de
plantulas de daninhas denotada q pode ser expressa por q(k) = gy(k). Em geral, os
pardmetros o e s do modelo da densidade de sementes sao dependentes de q levando a
um modelo nao linear em vy.

1.1.3 Convolugao entre a entrada e saida

Se o sistema estiver em repouso ou relaxado quando a entrada u for aplicada, a saida y
de um sistema linear pode também ser descrita pela convolucdo. A seguir, o sistema é
representado por um operador denotado H.
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Sementes no ano k
(k)

—<&

Numero de plantulas
q(k)

(1-2)y

<
|

Floragoes

-

Sementes no ano k + 1
y(k+1)

Figura 1.4: Ciclo de vida de plantas daninhas anuais.

Definigao 1.1 Um sistema é dito ser relazado em ty se e sé se a saida y[tg,o0) €
excitada unicamente por u[ty, 00).

Pode-se escrever:
y[to, 00) = Hultg, o) (1.3)

ou simplesmente y = Hu.

Definigao 1.2 Um sistema € dito ser causal Sistema causal ou ndo antecipatdrio se
a satda do sistema mo instante t nao depender da entrada aplicada depois do tempo t;
depende apenas da entrada aplicada no tempo t e antes do tempo t.

Para um sistema causal e relaxado pode-se escrever:

y(t) = Hu(—ooy) para toem (—o0,00) (1.4)

Defini¢ao 1.3 Um operador € linear se para entradas u, e us obter-se:
H(alul +a2u2) =a1Huy + asHus (15)

Para sistemas lineares e relaxados o operador H pode ser descrito em termos de uma
integral ou somatoério, usando a fungao delta ou impulso de Dirac definida a seguir. Seja
a funcao:
0, t<t;
Salt—t) =4 %, ti<t<t;+A (1.6)
0, t>t+A
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em que da(t —t;) é a chamada fungéo pulso. Se faz-se A — 0 tem-se a chamada fungao
impulso de Dirac ou fungao delta 6(t —¢;) := iim0 Ia(t —t;). Seja
—

y = Hu. (1.7)
Aproximando u por uma série de fungoes pulsos (ver ilustragdo na Figura :

u(t) = Oalt — tiu(ti)A (1.8)

e substituindo uw em (1.7)), para H linear, tem-se

Hum Y [HOA(t — t;)] u(t;)A (1.9)
fazendo A = 0 e Y — [ tem-se:

y(t) = [ " HS(t = 7)u(r)dr (1.10)

Definindo Hé(t — 1) := g(.,7), em que a segunda variavel 7 é o tempo em que a fungao
0 € aplicada e a primeira o tempo em que a saida é observada, tem-se

vt) = [ gltryutrydr (111)
em que g(t,7) é a chamada resposta impulsional do sistema. A integral (l.11) é a

chamada integral de superposicao. Portanto, se g(¢,7) for conhecida, a saida y(t) pode
ser obtida para todo t.

S u(t)
(t,) d.(t-1,) 4
~] u
| t
iI t t,+4 >

Figura 1.5: Representagao da entrada por uma soma de fungoes pulso.

Observagao 1.1 Um sistema linear relazado pode ser interpretado como um operador
linear que mapeia o espago de fungdes continuas por parte em (—oo,00) em outro espago
de fungoes continuas por parte.

Para chegar a conhecida integral de convolugao do sistema este deve ser fixo, ou
estacionério o que significa que as suas caracteristicas nao mudam com o tempo. Um
sistema fixo ou estacionério é dito ser invariante no tempo. A definicao de invariancia
no tempo é dada a seguir.
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Definigao 1.4 Um sistema linear e relazado é invariante no tempo se e s6 se
HQq u=Q.Hu = Quy (1.12)
para Yu e Vo com Q, o operador de deslocamento definido por Q.u(t) = u(t + ), Vt.

A resposta impulsional ¢(t,7) de um sistema relaxado e invariante no tempo depende
apenas da diferenca t — 7. De fato, pela definicdo de invaridncia no tempo tem-se:

Quag(,7) = Qo HI(t —7)=HQu(t —7) (1.13)
e, usando a definigao de g(t, 7), pode-se escrever:
Hét—(t+ ) =g(,7+ ). (1.14)

Agora, pela definigao de Q,, da equagdo Qng(.,7) = g(., 7+«) tem-se que para o sistema
ser invariante no tempo deve-se ter g(t,7) = g(t + o, 7 + «), V7, t,e a. Escolhendo
a = —7, tem-se g(t,7) = g(t — 7,0) = g(t — 7),Vt,7 (lembrar que g(¢) é a resposta
impulsional & uma entrada impulso aplicada em 7 = 0). Pode-se concluir entdo que
a resposta impulsional de um sistema linear relaxado e invariante no tempo depende
apenas da diferenga entre ¢ e 7. Portanto, pode-se obter a resposta y(t) em termos da
chamada integral de convolugao:

vy = gt - u(r)dr

= glt) ult) (1.15)

em que a saida depende da entrada no intervalo [0 oo]. Se o sistema for causal, a
saida depende da entrada no intervalo [0 t]. Um sistema dinamico causal é portanto
um sistema cuja saida no tempo t denotada y(t) depende da entrada denotada wu(t)
no intervalo [0 ¢]. Se a saida de um sistema em ¢ = ¢; depender somente da entrada
aplicada em t = t; o sistema é chamado sistema instantdneo ou sistema sem memoéria
ou sistema estatico. Entao, para um sistema estatico, a saida no tempo t s6 depende
da entrada no tempo t e a integral de convolugao torna-se:

y(t) = Ku(t) (1.16)

em que g(t) = Ko(t), com §(t) a fungdo impulso definida anteriormente, a qual descreve
um sinal intenso mas de duragao muito curta que com as seguintes propriedades:

) =0, t£0, (1.17)
/ S(t)dt = 1. (1.18)

Para o caso discreto a resposta ao impulso pode ser obtida de forma analoga ao
caso continuo. Sejam {u(kTs)} sequéncia de entrada, {y(kT,)} sequéncia de saida com
k € N e Ts o periodo da amostragem. Sem perda de generalidade u(kTs) := u(k) e
y(kTs) := y(k), k = 0,1,2,---. Tratando-se de sistemas lineares pode-se descrever a
saida como uma sequéncia ponderada da entrada:

y(k) = > g(k,m)u(m) (1.19)
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com ¢g(kTs,m) a forma equivalente discreta da resposta ao impulso:

y(k) = g(k,m)u(m) (1.20)

=0

com u(k) = (k) dada por

1, k=0
o(k) —{ 0. k£0 (1.21)
ou seja, y(k) = g(k), k > 0.

Para um sistema causal, tem-se g(k,m) = 0, k < m e portanto:

k
y(k) = g(k,m)u(m) (1.22)

m=0

E, para um sistema invariante no tempo tem-se:
glk,m)=g(k—m),k>m (1.23)

fornecendo o somatoério de convolugao:

k
y(k) =Y gk —m)u(m),k=0,1,.. (1.24)

m=0

1.1.4 Funcoes de transferéncia

Para a entrada u(t) do tipo exponencial a saida y(t) vai ser também do tipo exponencial.
Para ver isso, usar u(t) = e em e obter y(t) = G(s)e®t, G(s) é a chamada fungao
de transferéncia do sistema e é definida como a transformada de Laplace da resposta
impulsional g(t):

G(s) = /OO g(t)e stdt. (1.25)

Em usou-se a transformada de Laplace unilateral, uma vez que foi considerado
que o sistema é causal, isto ¢, g(t) = 0,¢ < 0. A existéncia da transformada depende da
convergéncia da integral em ((1.25)) (ver Geromel and Palhares (2004)). Por exemplo, se
f(t) = €t com o real, entéo existe se Res > 0. Neste caso, o plano complexo
Re s > o é chamado de regiao de convergéncia.

A funcédo de transferéncia é definida para sistemas lineares invariantes no tempo e
pode ser interpretada como a relacao entrada-saida:

y(s)
G(s) = —/=. 1.26
(=25 (1.26)
A relagao entrada-saida também pode ser obtida via a equagao diferencial do sistema.
Considere novamente a equacao diferencial de coeficientes constantes (1.1). Dada a
entrada u(t), t > 0, a saida y(t), t > 0 pode ser determinada se as condigdes iniciais:

u(0) = [u(07),@(07), - ,u™~1(07)] (1.27)
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bem como
y(0) = [y(07),5(07),--- ,y"1(07)] (1.28)

forem conhecidas. A transformada de Laplace da derivada é dada por:

dy

211 =sy(s) —y(07). (1.29)

A transformada da derivada segunda pode ser obtida de ([1.29)):

d?y

2y dy
dt?

| = 5212 -0

= s%y(s) —sy(07) = g(07). (1.30)

Assim, usando a propriedade de diferenciacdo no tempo da transformada de Laplace n
vezes tem-se:

3[%} = Sny(S) — Snfly(oi) — e — Sy’ﬂ*Q(O*) . ynfl(of). (131)

A solucao entao pode ser escrita da formas:

P(s,y(0) ~ Q(s,u(0))  N(s)

y(s) = D(s) + D(S)u(s) (1.32)
em que
D(s) = s"+as" '+ +a, (1.33)
N(s) = bpns™+bm 18"+ +b, (1.34)
P(sy(©0) = 5" Hy(07) 457 2(07) 4 5 5G07) 4y H07)
+ ai(s"Y(0T) + o+ 0T )+ anay(07) (135)
Qovu(0) = b(s™ u(07) + 5™ H(07) 4 5 IOT) e+ (07))
+ b1 (8™ 2u(07) 4 U™ T2(07)) + - 4 biu(07). (1.36)
E a fungdo de transferéncia G(s) é obtida por:
_ N(s)
G(s) D(s) (1.37)
Obtendo a inversa de (1.32) obtém-se:
y(t) = yo(t) + yu(t). (1.38)

O primeiro termo de (1.38]) depois da igualdade corresponde a resposta a condigoes
iniciais denotada yo(t) e o segundo a resposta a entrada denotada y,(¢). O polindémio
dado por D(s) é conhecido por polinémio caracteristico.
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Exemplo 1.4 Um sistema € especificado pela equagao diferencial:

d3y d?y dy d*u du
— 44—+ 11—+ 1dy=4—+2—
as g T T T A Ty

com condigdes iniciais §(07) =1, 4(07), 9(07) =3, y(07) = 2.
Aplicando Laplace, obtém-se y(s) na forma de (1.32)) com:

N(s) = bos®+bys+by

D(s) = s°+a15°+ags+as
P(s,y(07)) = s*y(07) +s9(07) +§(07) + ar(sy(07) +9(07) + azy(0™)
Qs,u(07)) = ba(su(07) +u(07)) 4 bru(07)

emqueay =4, as =11, a3 =14 eby =4, by =2, bg = 1.

A fungao de transferéncia pode também ser derivada da integral de convolugao
(1.15), aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados para tp = 0, como
segue:

y(s) = /0 h { /0 ol —T)u(T)dT] et dt (1.39)

Uma vez que o sistema é causal tem-se g(t — 7) = 0 para 7 > t, entdo

y(s) = /ODQ {/000 g(t — T)u(T)dT:| e Stdt. (1.40)

Mudando a ordem de integracao tem-se:

y(s) = /OOO {/000 gt — T)G_Stdt] u(T)dr (1.41)

e usando a propriedade de deslocamento da transformada de Laplace: £ [g(t — 7)] =
e 5TG(s) tem-se:

y(s) = G(s) /OOO e Tu(r)dr (1.42)

e o resultado segue.

1.1.5 Polos e zeros

Os valores de s = z; tais que G(z;) = 0 sdo chamados zeros e os valores de s = p; tais
que G(p;) = oo sao chamados polos. Os polos determinam o comportamento natural do
sistema ou modo nao for¢ado ou simplesmente modo e os zeros bloqueiam a transmissao
de frequéncia s coincidindo com a locagao dos zeros. Se z; = p; ocorre cancelamento e
portanto, a ordem do sistema é dada pelo grau do denominador com N(s) e D(s) co-
primos. Usando o conceito de causalidade, conclui-se que nenhum sistema fisico possui
n < m, ou seja um nimero maior de zeros do que polos, pois, indicaria que a resposta
no tempo t dependeria da entrada ocorrendo em tempo futuro maior que .
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Exercicio 1.1 Usando os comandos Matlab abaizo plotar o grdfico de G(s) e o mapa
de polos e zeros. Verificar que no zero tem-se um vale com G(—4) = 0 e no polo um
pico.

clear all; close all; clc;

[x,y] = meshgrid(-6:0.125:6);

z = 10*abs(x+ikxy+4) ./abs (x+ixy+2) ;
figure(1)

meshc(x,y,2);

axis([-9 4 -9 4 -1 20]);

s=tf(‘s’);
G=10%*(s+4) /(s+2) ;
figure(2)

pzmap (G)

Usando os comandos Matlab dados a seguir, obter os polos, zeros e ordem dos sistemas

G1(s) e Ga(s).

s=tf(‘s?);

G1=(2*s+10) / (s~ 3+8*s~2+19*s+12)
G2=(s"3+12*s"2+29%s+18) / (s* (s~ 3+41%s~2+528*s+2160) )
zpk(G1); zpk(G2)

pole(Gl) ;pole(G2) ;order(Gl) ;order (G2)

Exercicio 1.2 Considere as equagoes diferenciais do motor CC obtidas no FExemplo
[L.2 Pede-se:

1. A partir das equacdes de torque e tensio com F = 0 determinar as seguintes
funcoes de transferéncia:

o w(s) s) — 9(3) s) — Za(s) s) = TE(S)
AO=nm Y TnE YT ue YT
w(s) 0(s)

Gs(s) = - Go(s) = -

2. Usando blocos de integradores obter o diagrama de blocos do motor para entrada
v (8) e saida 0(s).

3. Incluir um torque de perturbagao e refazer o diagrama de blocos do item[3

4. A partir dos diagramas de blocos obtidos nos itens [4 e [3 obter as fungdes de
transferéncia Ga(s) e Ga(s).
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1.1.6 Resposta impulsional e modos

A resposta impulsional de um sistema dinamico denotada ¢(t) ¢ definida como a trans-
formada inversa da funcdo de transferéncia G(s) é composta pela soma de termos cha-
mados modos os quais sao determinados pelos polos p;. Os modos sdo do tipo ePif,i =
1,2,...,n, ePit tepit t2epit ... tm—lepit  oRe(Pi)t cos(Im(p)t) e efePtsen(Im(p;)t)
para o caso de polos reais simples, polos de multiplicidade m e polos complexos, res-
pectivamente.

Exemplo 1.5 Considere a funcao de transferéncia:

s+ 1

Gls) = (s+2)(s?+2s+5)

Pede-se os polos p1, pa, p5 e 0s coeficientes c1, ca, s usando a transformada inversa de
Laplace.

A resposta impulsional g(t) € da forma:
g(t) = (crePrt + coeP?t 4 cheP2))1(t)

com 1(t) a funcao degrau unitdrio. Por inspecdo da fungdo de transferéncia tem-se que
0s polos sao —2,—1+ 2j. Assim,

g(t) = cre™ " + Re(ca)e ™ [e?! 4 €79 + jIm(co)e™ M [[e?? — 7).
Utilizando a formula de FEuler tem-se:
g(t) = cre™ + 2Re(cz)e tcos2t + 2Im(cy)e tsen2t
em que ¢ = —1/5, co =1/2+ j1/5. No Matlab utilizam-se os comandos:
syms t s

num=(s+1) ; den=(s+2)*(s°2+2*s+5) ;
ilaplace(num/den) ;

o que fornece:

1 2
g(t) = —ge_zt + e~ teos2t + 5e_tsen2t.

Exercicio 1.3 Para o Fxemplo obter a solugao y(t) para condigées iniciais nulas
e entrada do tipo degrau.

1.1.7 Teoremas do valor inicial e final

Para obter o valor inicial e final da resposta do sistema a partir da funcao de transfe-
réncia, os seguintes resultados sao tteis.
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Teorema 1.1 (Valor final) Se as transformadas de y(t) e da sua derivada forem de-
finidas, entao,
lim y(¢) = lim sy(s). (1.43)

t—o0 s—0

Prova: A transformada de Laplace da derivada é:

R CRCs

/io %B_Stdt (1.44)
entao,
lim [sy(s) —y(07)] = lim [/m dye—stdt}
s=0 s—=0 | Jo- dt
= (O[>
= Jim y(®) —y(07) (1.45)
e tem-se tlg]élo y(t) = 11_1}(1) sy(s). -

Teorema 1.2 (Valor inicial) Se as transformadas de y(t) e da sua derivada forem
definidas, entao,
y(0T) = lim sy(s). (1.46)

§— 00

Prova: Para verificar estes teoremas, considere a transformada de Laplace da derivada,

dada por:
I CRCe

< dy st
_ Y st gy 1.47
/, dt A
entao,
ot o0
B dy st dy —st
B _ Y st gy —Ze Stdt
sy(s) —y(07) /, dt +/o+ at*
=y |9 ¢t
y() 0 4’/0+ dte
< d
- y(0+)—y(0‘)+/ et (1.48)
o+ dt
e tem-se:
[es) dy
) B + 2d —st
Slggosy(s) = y(0 )+51§20 o+ dat € dt

= y(07). (1.49)
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Note que a existéncia dos limites é garantida se os polos de sy(s) estao localizados no
semiplano esquerdo do plano-s e se o sistema é estritamente proéprio, ou seja, n > m,
para o caso do valor final e valor inicial, respectivamente.

Exemplo 1.6 Determinar os valores final e inicial de y(t) para uma entrada degrau
unitdrio do sistema descrito pela func¢ao de transferéncia:

10s + 50
(s+2)(s+4)(s2+4s+5)

Uma vez que os polos de sy(s) sdo {—2,—4,—2 + i}, pode-se aplicar e obter
lim; 00 y(¢) = 1,25. Por outro lado, uma vez que m = 1 e n = 4, pode-se aplicar (|1.46))
e obter y(0™) = 0. Para conferir, pode-se encontrar a solugio y a4 uma entrada degrau
unitéario e obter via comandos Matlab:

G(s) =

syms s;
y=(10%s+50) / (s* (s+2) * (s+4) * (s\~2+4*s+5) ) ;

y=ilaplace(y)

y= exp(-4*t) /4- (15*%exp(-2*t)) /2+6xexp (-2*t)* (cos(t)-sin(t)/3)+5/4

Aplicando o limite, os mesmos resultados dos Teoremas [I.1] e [T.2] sao obtidos.

1.1.8 Funcao transferéncia a partir da equagao a diferenga

A fungao de transferéncia de equagao a diferenga é obtida a partir da chamada transfor-
mada Z. A transformada Z é uma aplicagdo matemética que faz corresponder a cada
sequéncia de nimeros, uma funcdo da variavel complexa z. A transformada Z dde uma
sequéncia discreta u(k) denotada por u(z) é definida como:

u(z) = Zlu(k)]

= iu(k)z*k. (1.50)

A funcao de transferéncia discreta da equagao a diferenca é obtida usando a propri-
edade de deslocamento da transformada Z: Z{y(k + 1)} = zy(z) — zy(0). Para obter
Z{y(k+2)} aplicar 2 vezes a propriedade acima: Z{y(k+2)} = z"Z{y(k+2)} —zy(1) =
22y(2) — 2y(1) — 2%y(0). Assim, obtém-se Z{y(k +n)} = 2"y(z) — Z;ZOI 2" Iy(4). A
descrigao de um processo é dada na forma de uma equagao diferenca com o deslocamento
para tras do tipo:

y(k) + ary(k —1) +agy(k —2) + - + any(k —n)
=bpu(k — 1) 4+ bp—1u(k — 2) + - - - + bou(k — m). (1.51)
Defina o operador deslocamento unitario z~! por 2~y (k) = y(k—1). E o operador ana-

logo ao operador diferencial no dominio do tempo continuo. Através das propriedades
do operador deslocamento, pode-se entao rescrever ([1.51)) como:

y(z)+a12_1y(z)+a22_2y(z)+- ctanz "y(z) = bmu(z)—&—bm,lz_lu(z)—i—- c4bozT " u(z)
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com o operador deslocamento unitario aplicado n vezes tem-se y(k — n) = z "y(k)
com as condigoes iniciais iguais a zero, ou seja, y(—1) = y(=2) =--- =y(-n) =0e
u(—1) =u(—=2) =--- =u(—m) = 0. Entdo, a sua funcao de transferéncia é dada por:

b bz bz
T ozl tasz2 - tapz

G(z) (1.52)

Analogamente ao caso continuo, a resposta impulsional de um sistema dindmico
denotada g(k) € definida como a transformada inversa da fungéo de transferéncia G(k)
é composta de uma combinacao de termos chamados modos os quais sao determinados
pelos polos p;. Os modos sdo associados aos polos p¥,i = 1,2,...,n, e sdo do tipo:
Pl kpk, K2pk . (kM IpE R cos(Bk), r¥sen(Bk)), pi = re’?, para o caso de polos reais
simples, polos de multiplicidade m e polos complexos, respectivamente. A solucdo é da
forma:

g(k) = (c1 + cok + c3k? + -+ cnk™ DpF + cppapk o + -+ k. (1.53)

Exemplo 1.7 Determinar os valores final e inicial de y(k) para uma entrada degrau
unitdario do sistema descrito pela funcao de transferéncia:

10z + 5
G(z) = .
&) = 305212 55)

O walor inicial pode ser calculado a partir do limite:

y(0) = lim G(z) L

Z—00 1—z"1

e o valor final

li =1l .

J2re, yik) = B, GL2)
Para confirmar, calcular a inversa da transformada z. Os polos sio p1 = —0,5 e
pa=—-1+j2ep;=—-1—72.

Escrever:

z ¢ c c ch
e o e e 6
z z—1 240,65 (z4+1—35) (24+1+})

usando u(z) = ﬁ e entao determinar os coeficientes da mesma forma que no caso

continuo usando o teorema dos residuos:

c=lz-p) 2.,

em que a inversa correspondente a cada modo entdo pode ser obtida da tabela de
transformadas como:

Zil |:Zc_72;?:| = Ci(pi)ka 1= 17 N

O que fornece:
y(k) = co + c1(—0.5%) + calpa|Fe?PF + c&|po|FeI5E

Usando o comando de Matlab obtém-se as constantes C' = [¢; ¢o ¢}
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[C P Kl=residue(N,D)

com N e D o numerador e denominador de y(z)/z. Assim, obtém-se:

y(k) = ¢o + c1(—0, 5]“) + 2Re(02)|p2|k cos(Bk) + 2[m(02)|p2|ksen(ﬁk‘). (1.54)

Caso G(z) nao possui um zero na origem, a transformada inversa pode ser obtida do
Exemplo [I.7] da seguinte forma:

_ Ciz
z =2

Z—Di

Z_1

] =cilp)*t i=1,---,n. (1.55)

1.1.9 Versao discreta dos teoremas do valor final e inicial

As versoes discretas dos teoremas do valor final e inicial sdo obtidas de modo analogo
ao continuo.

Teorema 1.3 Suponha que y(k) = 0 para k < 0 e que a resposta tende para uma

constante tem-se:
lim y(k) = lim(1 — 2z~ Hy(2). (1.56)

k—o0 z—1

Prova: Usa-se a transformada Z de y(k) e a propriedade de deslocamento. Isto é
Zly(k —1)] = 27 y(z). Assim,

1-2"Ny(z) = yl2)—2""y(2)
= > (k) —y(k—1)="" (1.57)
k=0
Expandindo o somatoério chega-se ao resultado. (I

Teorema 1.4 Suponha y(k) =0 para k < 0. Entao,
y(0) = lim y(z). (1.58)

Z— 00

Prova: Para obter o valor inicial usa-se a definicao de transformada Z:
oo
y(z) = S y(k)e . (1.59)
0

Tomando o limite de todos os termos do somatorio de y(z) para k — oo o resultado
segue. O

No Capitulo [2] técnicas de discretizagao de sistemas e de amostragem de sinais e
sistemas incluindo a correspondéncia entre os planos complexos s e z sao apresentadas.
No Apéndice [A] sao apresentadas as principais propriedades da transformada Z assim
como uma tabela das transformadas de fungoes bésicas. Um texto completo e didatico
em transformadas de Laplace pode ser encontrado em Geromel and Palhares (2004) e
em transformadas s e z em Castrucci et al. (2011).



1.2. Descricao Espaco de Estado 17

1.2 Descricao Espaco de Estado

Equacoes diferenciais organizadas como um conjunto de equagoes diferenciais de 1¢
ordem simultaneas, definindo um vetor de estado, cuja solugao é dada por uma trajetoria
no espago vetorial formando uma equagao vetorial denominada espago de estado. A
descrigao espago de estado é composta pelas equacoes de estado e de saida como segue:

&= F(x,u)
y = Hiz.u) (1.60)
com u € R™ a entrada, y € R? a saida e z € R™ o chamado estado e F(.,.) e H(.,.) s@o
vetores de dimensoes apropriadas.

Definigao 1.5 O estado de um sistema em to, x(tg), € a quantidade de informagdo em
to que, juntamente com u € [tg,00) determina unicamente o comportamento do sistema
para todo t > tg e descreve a distribuicdo de energia interna do sistema.

Pode-se associar cada componente do vetor de estado denotado variavel de estado a ar-
mazenadores de energia. Por exemplo, posi¢ao (energia potencial), velocidade (energia
cinética), tensdo no capacitor (energia elétrica) e corrente no indutor (energia magné-
tica).

Exemplo 1.8 Considere o circuito RLC mostrado na Figura [1.6] abaizo com Ry =
Ry = R3 =1Q, L = 1H e C =1F. A representagio espago de estado pode ser obtida
escolhendo como varidveis de estado a tensao no capacitor e a corrente no indutor. Por

il Rl i2 L VL
+ 1<+ 2 R; +

u CT) X _—" C %) V3

Figura 1.6: Circuito RLC.

imspecao, usando a lei de correntes de Kirchoff pode-se obter:

11 =U—T1,V] =U— T1,V2 = T1

ip = T2, U3 = X2,V = X1 — U3
Portanto, a representagao € a sequinte:
T = 4y — iz — T
= u—2x1 — T9
j?g = X1 — X2.

Assim, com a solucdo das equagdes de estado e saida, todas as tensdes e correntes do
circuito RLC podem ser calculadas. A representacdo espago de estado, com a saida
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definida como a tensdo vz, € entdo:

- [ A )
y = [ 0 1]z

Exemplo 1.9 Considere um péndulo simples ilustrado na Figura[1.7l Obter a equagao
de movimento rotacional em torno do centro de massa pela sequnda lei de Newton:

Ia=T

em que T é a soma dos torques atuantes na massa dado em N.m, I é o momento de
inércia em torno centro de massa dado em Kg.m2, a € a aceleracdo angular do corpo
dada por rad/s?.

As forcas que atuam na massa m sao a tragdo no fio e o peso mg em que mg =
mgcos(0) + mgsen(0). A primeira componente do peso € anulada pela for¢a de trag¢ao
no fio. Assim, os torques sobre o péndulo sdo o torque aplicado denotado T, e o torque
devido a for¢a peso mg dado por mgl sen(8). Aplicando a lei de Newton tem-se:

160 = T,, — mglsen(0)

e entao T
u g
mé? L sen(6)

com I = mf? no suporte. O modelo espago de estado pode ser construido definindo
como estado a posi¢ao 6 e a velocidade 6, u="T, ey = 0. Assim, obtém-se:

é:

i’l = 9 = T2

. i Ty g b

To = = — =senxry — —=2<
2 me2 ¢ Vo

em que foi introduzido o torque devido ao atrito viscoso b para considerar amortecimento
no movimento. O diagrama de simula¢ao para uma entrada degrau € mostrado na Figura
[I:8 Na forma vetorial tem-se:

xQ 0
T = g b + { 1 ] u
—zsen(xl) — v peey P
1.2.1 Linearizagao local
Considere um sistema da forma
& = F(z;u) (1.61)

onde z & o vetor de estado, u o vetor de controle e F'(.,.) composto de fungdes suaves.
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, mg cost

Figura 1.7: Esquematico das forcas no péndulo.

[/t T | N[

s ] =
(g/D*(sin(x1))

dx2/’dtL,T| x2 LE

E ll(m*(l"\l)) g IS—I velocidade

torque

Y

Figura 1.8: Diagrama simulink das equagoes do péndulo.

Definigao 1.6 Um estado z. € um estado de equilibrio ou ponto de equilibrio do sistema
se uma vez igual x(t) igual a x.,x(t) permanece em x. para todo tempo futuro.

Podemos estudar o comportamento de sistemas na vizinhanga do ponto de equi-
librio), fazendo uma linearizagdo neste ponto. Suponha que z.,u. seja um ponto de
equilibrio de (1.61)). Para uma pequena perturbagéo z e v tem-se

T=1Te+2,U="1Us+ V. (1.62)
Substituindo agora (1.62)) em (1.61) obtém-se:
z2=F(ze+ 2,ue +0). (1.63)

Assim, translada-se o ponto de equilibrio (z.,u.) de (1.61)) no ponto (z.,v.) de (1.63).

Aproximacao de Taylor

Supondo F na classe de fungoes diferencidveis C2, pode-se expandir (1.63) em uma série
de Taylor em torno do ponto (x.,u.), e entao:

Z= F(xe,ue)+[gradxF]T|$ W 2t [graduF}TLD ... v+ (termos ordem superior) (1.64)
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em que [grad,F])T = ‘?d—i e [grad,F)T = %—i sao as matrizes Jacobianas de F(z,u) em

relacdo a x e u, respectivamente. Dessa forma:

xS [gradxF]T|w z+ [graduF}TL: . vV=Az+DBv (1.65)

E?u

com A e B calculadas em (x.,u.) como segue:

OF, OF, .. on oF, OF, . OFy
1] ox ox 19} 19 a9
A= oz Oxo . Oxy, B— ouq uo O,
oF, oF, .. . O0F, OF, oF, ... oF,
Oy Oxo Oxn T=Te ,U=Ue Juy OJuz Oum T=Te,U=Ue

A equacdo da saida linearizada pode ser obtida de forma analoga, ou seja, y =
lgrad, H)T ;. u, + [grad,H|T|;, .. Para um sistema linear com z. = 0 e u, = 0 tem-se
portanto:

Ti = aaT1 4+ @inTn + biiur + - F bimum (166)
Yj = Cjix1+ -+ Cinkp + dj1$j +--- 4+ djnum (167)
o que fornece parai=1,--- ,nej=1,--- p:
a1 o QAln [ bi1 b
A = ,B -
[427% I Ann L bnl T bnm
C11 et Cln i d11 e dlm
C = ,D ==
Cpl - Cpn ] dpl e dpm,

D

Figura 1.9: Diagrama de blocos.

Exercicio 1.4 A equac¢do para o nivel do sistema de escoamento ilustrado na Figura

é da sequinte forma

.1
h = TT(Qi_Qo)
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em que Q, € a vazio de saida e Q; = K+/(h) é a vazio de entrada com K =nyAs\/(2g)
para ny o nimero de furos e Ap a drea do trapézio. Para K = 0.13 10—2[m3s*1/2] e
A1 = 6.7510—3[m?] pede-se a equacio do sistema linearizado para o nivel em torno de
he = 0.08m.

o 1

0,

Figura 1.10: Sistema de escoamento.

Foérmula de linearizagao de Teixeira e Zak

Considere um caso especial de ((1.61)):
&= F(z) + G(u). (1.68)

Teixeira and Zak (1999) introduziram uma féormula de aproximagio local de sistemas
nao-lineares, que produz uma boa aproximacao do sistema na vizinhanga do pontos de
operagao escolhidos, mesmo que estes nao sejam pontos de equilibrio. Considere Z um
ponto de operacao, nao necessariamente um ponto de equilibrio. O objetivo é obter
matrizes A e B de dimensoes apropriadas, tais que na vizinhanga de Z o sistema ([1.68|)
possa ser descrito por

F(z) + G(x)u = Az + Bu, para todo u (1.69)

F(z) + G(Z)u = AZ + Bu, para todo u (1.70)

para F(.), G(.), e u como anteriormente definidos. Dado que u é arbitrario, tem-se
G(Z) = B. Desta forma, o procedimento se reduz a encontrar a matriz A de forma que
na vizinhanca de z tem-se

F(z) = Az (1.71)

F(z) = Az. (1.72)
Seja al a i-ésima linha da matriz A. Entao (1.71)) pode ser representado por

Fi(z) ~ alx (1.73)

em que o 4-ésimo componente de F' ¢ F; : " — R. Expandindo (1.73]) em torno de Z e
desprezando os termos de ordem superior a dois tem-se

Fi(z) + VT F(2)(x — 7) = a] (z — 7). (1.74)
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em que [grad, F;|T = %I; ¢é o gradiente de F;(x). O objetivo é encontrar a; que seja o

mais proximo possivel de VT F;(z) e satisfaz al 7 = VT F;(z). Seja
1
£ = LIV E(@) - of | (1.75)

Pode-se chegar ao seguinte problema de otimizagao convexo:

minimizar ,, £
sujeito a  al 7 = F;(%).

i

(1.76)

Uma condicao necessaria de primeira ordem para o minimo de E é também suficiente
(Chong and Zak, 1996). As condigoes de primeira ordem para o problema de otimizacao
(1.76)) sao

V. E+ AV, (al' 2o — Fi(z)) =0, (1.77)
al & = Fy(7). (1.78)
A solugao do problema de otimizacao acima é dada por

Fy(z) — 2TV F;(7)

a; = VFZ(.i‘) + —
1z

;2 #0 (1.79)

em que a; sao as colunas da matriz A, VF;(Z) é o gradiente de F;(.) calculado em
relagdo a x, T é o ponto de linearizacao escolhido e ||Z|| ¢ a norma-2 do vetor Z. Esta
formula é referenciada como formula de linearizacio de Teixeira and Zak (1999) e produz
aproximagoes lineares em vez de afins, geralmente obtidas da férmula de linearizacao
de Taylor. Para verificar esta afirmacao, considere a féormula de linearizacao de Taylor
apresentada acima:

_ .- 9F@)
A=VF(z):= e | (1.80)
cuja aproximagao de F'(z) é dada por
F(z) = F(z) +VF(z)(x — 7). (1.81)

Desta forma, quando F(Z) # 0 esta aproximagao produz modelos afins em vez de linea-
res, como mencionado. Utilizando a férmula de linearizagao de Teixeira e Zak, pode-se
obter varias representagoes lineares do sistema em pontos de linearizagao escolhidos.

Exemplo 1.10 Considere o problema de controle de um péndulo invertido em um carro
em movimento, conforme ilustra a Figura[I.11l Obter os modelos lineares do pendulo
em dois pontos do espago de estado usando formula de linearizacao de Teixeira e Zak.

O movimento do péndulo pode ser descrito pelas equagdes (Zhang et al., 2014):

.2'71 = X2
gsen(x1) — amlx3sen(2z1)/2 — acos(z1)u
40/3 — aml cos?(z1)

Ty =

em que x1 denota o dngulo do péndulo com a vertical, x5 é a velocidade angular, g =
9,8 [m/s?] € a constante gravitacional, m € a massa do péndulo, M é a massa do carro,
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0 =x, 0 =1,

mg sen 0
u
‘K'J

Figura 1.11: Esquematico do carro com um péndulo invertido.

a=1/(m+ M), 20 é o comprimento do péndulo e u € a for¢a aplicada ao carro. Os
seguintes pardmetros foram escolhidos: m = 2[kg], M = 8[kg] e £ = 0,5[m)].

O objetivo do controle € estabilizar o péndulo na faiza aprozimada x1 € (—7/2,7/2).
O sistema do péndulo possui pontos de equilibrio em x1 = +km, k =0,1,2,..., exs = 0.
Portanto, escolheu-se os pontos (0,0) e (= £7/2,0) para a linearizagdo. Através da
técnica de linearizacao de Taylor obtém-se o sistema linear na origem.

Seja & = F(x,u).

OF
A(ze,ue) = %(IOa UO)
OFy 0F,
TM(LU) 672(”3’ u)
| om OF, ’
oz, @Y g, (@) )
com
OF; B
871:1(.'1], U) = 0,
0Fy B
873:2(% u) = 1,
0F;, (44/3 — aml cos®(z1))(g cos(z1) — ambx3 cos(z1) + asen(zy)u)

87351(% W= (4€/3 — aml cos?(x1))?
(2sen(z1) cos(z1))(gsen(z1) — amlbzdsen(2z1)/2 — acos(z1)u)
(4¢/3 — aml cos?(x1))? ’

= —amlzysen(2z),

87:2@’“)
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0
oF
B(ze,ue) = a—(;ve,ue) = —acos(z1)
U 40/3 — aml cos?(xq) (o)
Na origem tem-se:
0 1
A(0,0,0) = g ,

40/3 — aml
0
B(0,0,0) = —a

40/3 —amt

Observe que o mesmo procedimento efetuado no ponto (= +7/2,0) resulta em um
sistema afim, ao invés de linear, devido a presenca dos termos F (e, ue) ¢ —(Az.+Bue).
Para contornar este problema serd utilizado a férmula de Teixeira e Zdk.

Aplicando a formula dada na Secao para x1 = 88°mw/180° e xo = 0, tem-se

ai = [O 1},
29
T _
2 = 7w(40/3 — aml) 01

onde ¢ = cos(88°7w/180°) e a;, i = 1,2, € a i-ésima linha de A. Portanto,

0 1
A(88°7/180°,0,0) = 29
w(40/3 — amlp)

A matriz B € obtida a partir da equagdo para B(xz,ue):

0
B(88°7/180°,0,0) = —ag
40/3 — aml?

Substituindo os valores dos pardmetros tem-se

0 1 0
A1:A(0,0,0):{16 8 o}’ B1=B(0,0,0):{_0 081},

As = A(88°7/180°,0,0) = { 4024 (1) } , B2 = B(88°1/180°,0,0) = { -0 %026 ] '

Exercicio 1.5 Considere as equagées do péndulo simples mostradas no Ezxemplo [1.9
Usando ¢ = 0,5 [m], m = 10 [kg], g = 9,81 [m/s?], b = 0,04 [N s/m], simular a
posicdo do péndulo nao linear e linear para T,, = 2 [Nm], mostrar as respostas em um

mesmo grdfico.
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1.2.2 Modelos lineares locais

E possivel representar exatamente certas classes de sistemas nao lineares usando uma
combinacao convexa de modelos lineares locais. A representacao exata do sistema nao
linear foi proposta por Taniguchi et al. (2001) a qual depende dos méaximos e minimos
das nao linearidades na regiao de operacao e pode ser global ou nao. Considera-se a
seguinte classe de sistema nao linear:

di= Y Fj@)z(t) + > Gi(@)ur(t),i=1,---,n (1.82)
j=1 k=1

em que z;(t) e ug(t) sdo as variaveis de estado e entrada, respectivamente. Para obter
a representacao exata do sistema definem-se:

D={zeR":|z,| <dp},peZ C{l,---,n} (1.83)

e
ajjn = r?gi(Fij(x(t))’ Qijo = I;l&r)l Fij(z(t), i,j=1,---.,n (1.84)
bikn = T&?Gik(x(t»v bik2 = gl(itr)lGiklf(t% k=1,---,m (1.85)

O namero de modelos lineares é dado por r = 2°, onde s é o numero de nao linearidades.
Defina:

Fij(x(t) — aij2

hiji(x(t)) = PR shija(x(t)) = 1 = hiji (x(t)) (1.86)
’Uikl(x(t)) = CW, Uikg(l‘(t)) =1- vikl(m(t)). (187)

Sem perda de generalidade, suponha nao linearidades em Fio, Fb3,G32,G13 € entdo o
numero de modelos lineares é r = 16 e as fungoes de ponderagio (chamadas de fungoes
de pertinéncia) sdo dadas por:

= hi11 * hazt * v321 * v131, ho(x(t 111 * haz1 * V321 * V132

= hii1 * hast * U302 * V131, ha(x(t 111 * P23t * U322 * V132

(@(

(@(
= hi11 * hasa * U321 * V131, hﬁ(l"(t = hi11 * haga * U321 * V132

(@(

he(z(t)) = it * hasa * v322 * v131, he(x(t
hg(z(t = hi12 * ha31 * V321 * V131, hio(z(t 112 * 231 * U321 * V132
hii(x(t 12 * h231 * U322 * V132

)
)
)
) = 111 * hasp * U3go * V132
)
)
= 112 * hage * U321 * V131, hia(T t)
)

(z(t)) =h
= hi12 * haz1 * U322 * V131, h12($(t =hy

( ( = hi12 * hasg * U321 * V132
= hi12 * hago * V322 * 131, hig(x(t)) = hi12 * hasy * U322 * V132

(1.88)

Portanto, o sistema nao linear pode ser exatamente representado por:

(1) = Z hi(2(t))(Asz(t) + Byu) (1.89)
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no conjunto D e Y., h; = 1. A obten¢do dos modelos locais A;, B;,i = 1,--- 7 é

ilustrada no seguinte exemplo.

Exemplo 1.11 Considere o sistema nao linear:

.’bl = $2(t)
Zo = x1(t)cos(za(t)) — x3(t)
23 = x1(t)xs(t) + (140, 5sen(xs(t)))u(t).

O sistema pode ser escrito como:

0 1 0 0
= | cos(za(t)) 0 -1 + 0
0 0 z(t) (140, 5sin(zs(t)))u(t).

As nao linearidades sao:

For(x(t)) = cos(xa(t))
Fys(x(t) = a1(?)
Ga(z(t) = 14 0,5sen(zs(t)).

Pede-se obter os modelos linearizados do sistema para representar exatamente o sistema
nao linear.

Defina:
azil = Mmazgcos(xa(t)), aziz = mingq{cos(w2(t)}
azsr = mazypyr1(t)), azs2 = mingri(t)
bs11 = margp{l+0,5sen(x3(t))}
bs1a = mingy{1+0,5sen(xs(t))}.

Escolhendo o intervalo para x1 como {—5 < x1 < 5}, tem-se:

a1 = 1, as;2 =—1
azz1 = 5, azzz = —9H
b3ir = 1,5, b312=10,5
e
Fo1 — t 1
ho11 = 2~ 2 _ cos(wa(t)) + yhoto =1 — hopy
az11 — G212 2
F33 — t 5
h3z1 = 38 7 B931 _ it) + ,haze = 1 — hssz1
a331 — a332 10

G31 — bai2 _ sen(x3(t)) + 1
b311 — b312 2

V311 ,v312 = 1 —v311.
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Entao, as fungoes de pertinéncia sao dadas por:

hy =
hy =
hy =
hy =

h211h331U311, ho = ha12h331v311
ho11h332v311, ha = ha12h330v311
ha11h331v312, he = h212h331V312

ha11h332v312, hs = ho12h3320312.

27

Portanto, o sistema nao linear pode ser exatamente representado por:

0

no conjunto D = {x € R?: —5

A =

A3 =

As =

By=By=Bs=B,=

O codigo a sequir apresenta os comandos principais para gerar
mostra a resposta do sistema descrito pela soma ponderada de

resposta do sistema nao linear

8
= hi(x(t)(Aiz(t) + Biu)

<z <5} com:

01 0 01 0
1 0 -1 |,4,=| -1 0 -1
00 5| . 00 5
01 0] 01 0
1 0 —1 |, A4=] -1 0 -1
00 —5 | | 0 0 -5
01 0] 0 1 0
1 0 -1 |,4=|-1 0 -1
00 5| 0 0 5
01 0 0 1 0
1 0 —1|,45=1] -1 0 -1
00 —5 | 0 05
0

0 | ,Bs =Bs=DB;=DBg =
1,5

)

para comparagao.

% Solucdo sistema nfo linear u=0
f= @(t,x)[0 1 0; cos(x(2)) 0 -1; 0 0 x(1)]*x + [0; O; 1+0.5%sin(x(3))]1*u

% Defina condigio incial
x0=[1;1;1]; t=0:0.01:10;

% Resolva a equagdo espago de estado

[t,yl=o0de45(f,t,x0)
plot(t, y(:,1),’b?,
t, y(:,2), ’y’, t, y(

:,3), ’r’, ’LineWidth’,1)

legend(’x_1(t)?,’x_2(t)?,’x_3(t)?)
A=cell(1,8); % Soma ponderada dos modelos locais

o o

0,

(@23

a Figura a qual
modelos lineares e a
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A{1,1}=[0 1 0; a211 0 -1; 0 O a331];
A{1,2}=[0 1 0; a212 0 -1; O O a331];
A{1,3}=[0 1 0; a211 O -1; 0 0 a332];
A{1,4}=[0 1 0; a212 0 -1; O O a332];
A{1,5}=A{1,1}; A{1,6}=A{1,2};
A{1,7}=A{1,3}; A{1,8}=A{1,4};
% Para verificar as matrizes dos modelos locais
celldisp(A); B=cell(1,8);
B{1,1}=[0;0;b311]; B{1,5}=[0;0;b312];
B{1,2}=B{1,1}; B{1,3}=B{1,1}; B{1,4}=B{1,1};
B{1,6}=B{1,5}; B{1,7}=B{1,5}; B{1,8}=B{1,5};
celldisp(B) % Para verificar as matrizes dos modelos locais
t1=0:0.5:10;
[t1,y]l=0ded5(’ff’,t1,x0);
function ff=fun_modelo (7,x)
AH=h1%A{1,1} + h2xA{1,2} + h3*A{1,3} + h4*xA{1,4}+...
h5*A{1,5} + h6*A{1,6} + h7*A{1,7} + h8*A{1,8};
BH=h1*B{1,1} + h2*B{1,2} + h3*B{1,3} + h4*B{1,4}+...
h5xB{1,5} + h6*B{1,6} + h7*B{1,7} + h8*B{1,8%};
% Equacdo matricial
ff=AH*x + BH*u;

20

Mze%

_60 L

‘ IO ‘
0 2 4 6 8 10

-80

Figura 1.12: Comparagao das respostas: o soma ponderada dos modelos locais e —nao
linear
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1.2.3 Resposta impulsional e funcao de transferéncia

Aplicando a transformada de Laplace no sistema na forma espago de estado obtém-se:

sz(s) —xog = Ax(s) + Bu(s) (1.90)

fornecendo
x(s) = (sI — A) "tz + (sI — A)~ ' Bu(s) (1.91)
y(s) = C(sI — A) oo + [C(sI — A)"' B + D]u(s). (1.92)

com zg := x(0). Um sistema com uma entrada (m = 1) e uma saida (¢ = 1) é chamado
sistema com uma entrada e uma saida (SISO, das iniciais em inglés) se nao for o caso é
chamado sistema com multipla entrada multipla saida (MIMO, das iniciais em inglés).
A correspondente matriz de transferéncia entre y e u é definida por:

y(s) = G(s)uls) (1.93)

onde
G(s)=C(sI —A)'B+D (1.94)

Supde-se que G(s) tem posto completo e Posto(G(s) = min(p, m)).

O modelo espaco de estado (4, B,C, D) tal que G(s) = C(sI — A)"'B + D ¢é de-
nominado uma realizacdo espaco de estado de G(s). Para obter z(t) podemos usar
L {eAt} = (sI — A)~! o que pode ser verificado a partir da aproximagao em série de
Taylor :

0 am
et = ety + ae‘%h:g t+ ...+ %6‘4%20 t". (1.95)
Esta série foi obtida usando:
= 1
eM=>" HtkA’“. (1.96)
k=0
A partir da transformada de Laplace
oo 1
LleM] = / >t At (1.97)
0 k=0"

e usando E[%] = 5~ (b1 pode-se verificar que L[eA!] = s~ 3 (s~ T A)*. Uma vez que
f(s):(l—s)’l:1+s+s2+....:Zsk, (1.98)
k=0

pode-se obter
S (TR = (T -5 A7 (1.99)

Desta forma pode-se escrever:

sy = CIEAT gy (1.100)

s—1
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e portanto
L[eM] = (sI — AL (1.101)

Considerando a aproximacao de e* em torno de t = t, obtém-se:

t
z(t) = Aty +/ "7 Bu(r) (1.102)
0

notando que o segundo termo de z(¢) é a convolugdo de exp(At) com Bu(t). A solugdo
y(t) é dada por:

t
y(t) = Celio)yy + / [CeAt=T) B 4+ D§(t — 7)|u(r)dr. (1.103)
0

Suponha u(t) = 0. Tem-se entdo a resposta a entrada nula:
z(t) = eAlt=to) gy, (1.104)

Denotando
B(t, tg) = A1) (1.105)

pode-se escrever a solugao devido a condicao inicial:
s(t) = ®(¢, to)xo. (1.106)

A matriz (1.105)) é a chamada matriz de transigao de estado a qual descreve a propagacao
do estado de tg ao tempo t. Pode ser interpretada como um operador.
Suponha agora xy = 0, tem-se entao a resposta ao estado zero:

z(t) = /O t eA=7) Bu(r) (1.107)

y(t) = /0 t[CeA("‘T)B + Dé(t — 7)u(r)dr. (1.108)

Assim, s(t) = ®(t,tg)xo ¢ chamada resposta a entrada nula e G(t) = CeA*=") B4+ Dj(t)
é a chamada resposta impulsional.

Notacao 1.1 A solugio do sistema (A, B) € dada por s(t) = s(t; to, xo,0) + s(t; to, 0, u)
em que o primeiro termo € a resposta & entrada nula e o sequndo a resposta ao estado
Zero.

A obtencéo da relagdo entrada/saida é feita considerando zy = 0:

G(s) = [C(sI—-A)"'B+ D]
C{adj(sI — A} B
det(sI — A) D
C{adj(sI — A} B+ Ddet(sI — A)
det(sI — A) (1.109)

Os valores de s = z; tais que G(z;) = 0 sdo chamados zeros e os valores de s = p;
tais que G(p;) = oo sdo chamados polos . Supde-se que G(s) tem posto completo e
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que Posto G(s) = min(p,m) := r. O polindomio dado por det(sI — A) é o chamado
polinémio caracteristico de A e é denotado por A(s).

Os modos podem ser introduzidos também em termos da solucao da espaco de estado
a partir da decomposicio de et como segue:

m n;—1
At Z Z Aiktke)\it
i=1 k=0
m
= Z [Ai()e)\"’t + AiltBA"’t —+ -4 Ai(nifl)tni_lekit] (1.110)
i=1
com Aq,---, Ay, 0s autovalores com multiplicidade n; distintos de A e
A=t b gy “(s )M (8T — A)‘l]”i_l_k] (1.111)
h k! (nl—l—k)'sﬁ)\i ! '

¢ o . . ot
em que [.]" denota a (-ésima derivada com respeito a s. O termo A;zt*e*it ¢ chamado
modo do sistema.

Considere agora o caso em que n; = 1,5 =1,--- ,n. Neste caso et toma a forma:
n
M =" Agett (1.112)
i=1

com A; = limg_,,, [(s — ) (s — A)*l]. Para esse caso, existe um procedimento alter-
nativo para computar et usando A; = \;v; com v; € R" e uZT € R™ autovetores a
direita e a esquerda de A, ou seja, v; e u; sdo obtidos a partir de (\I — A)v; =0 e

ui(\I—A) = 0, respectivamente. De fato, com Q := [vy, -+ ,v,] e Q71 := [ug, -, up]|’
e usando A = Qdiag[\1,- -+, \,]JQ ! pode-se escrever
(sI — A"t = (sI —Qdiag[\,---,\]JQ 1)t

= Q(sI —diag[\i,---,A\])'Q 7!
= Qdiag[(s - )‘i)il’ Tty (S - An)il]Qil

n
= ) vui(s—A) 7 (1.113)
i=1
Aplicando a inversa de Laplace obtém-se:
n
et = Zviuiekit. (1.114)
i

Em particular, se zo = av;, entao,
s(t) = et

viulxoe)‘lt + -+ vnunacoe’\"t

= aveM? (1.115)

uma vez que u v; = &;;.



32 Capitulo 1. Modelos Matematicos de Sistemas Dindmicos

Para o caso discreto, a representacao espaco de estado é da forma:

xz(k+1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k). (1.116)

Similarmente ao caso continuo pode-se obter a solugao da equagao de estado no dominio
da frequéncia via transformada Z. Entao,

z(k+1)z7F

I
M8

Zlz(k +1)]

X

I
IS
M -

x(r)z

r=1

2(r)z~" — 2(0)] = z[z(z) — 2(0)] (1.117)

= Z

¢

Il
=)

T

Aplicando portanto a transformada Z na equagao espaco de estado acima tem-se:
zx(z) — zx(0) = Az(z) + Bu(z) (1.118)
A solugao da equagao de estado é da forma:
2(2) = (2I — A)"'22(0) + (21 — A)" ' Bu(z) (1.119)
e daqui,
y(z) = C(zI — A)"22(0) + D(2)u(2) (1.120)

O primeiro termo de y(z) é a saida devido a entrada nula e o segundo termo a saida
devido ao estado zero. A solucdo do sistema discreto espaco de estado pode ser obtida
a partir da func¢do de transferéncia discreta. A fungdo de transferéncia discreta pode
ser obtida como:

G(z)=C(2I —A)'B+D. (1.121)

Pode-se tirar a transformada inversa de x(z) e y(z) para obter, similarmente ao caso
continuo, as solugodes:

k—1
(k) = A¥z(0) + Y | A" Buli) (1.122)
t=0
k—1
y(k) = CAF2(0) + > CA* "' Bu(i) + Du(k) (1.123)
=0

e a resposta impulsional

Gk) = { CAB ko, (1.124)
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1.2.4 Sistemas equivalentes

E facil verificar que um dado sistema de equacoes diferenciais pode ter muitas descrigoes
espaco de estado. A realizagao espago de estado de uma funcao de transferéncia nao é
dnica. Através de uma mudanga de variaveis

=Tz (1.125)

com T nao singular pode-se obter outra realizagao. Desde que existe uma infinidade de
matrizes T existe uma infinidade de realizacoes.

Definicao 1.7 Seja T uma matriz n X n nao singular com coeficientes no corpo dos
numeros complexos C, e defina x = TZT. Entdo

&= Az + Bu
y=Cz+ Du (1.126)
¢ equivalente ao sistema (A, B,C,D) com A=T'AT, B=T"'B,C=CT,D=D
e T € a transformagdo de equivaléncia.

A relagdio A = T~ 'AT & conhecida como transformacdo de similaridade, A e A sdo
chamadas matrizes similares representando o mesmo operador.

Definicao 1.8 Dois sistemas sdo estado-zero equivalentes se e so se tém a mesma
matriz resposta impulsional. Sdo entrada-nula equivalentes se e sé se para qualquer
condigao inicial x(ty) existir um estado inicial e vice-versa tal que os dois sistemas
tenham a mesma resposta a entrada-nula.

Teorema 1.5 Dois sistemas equivalentes a saida € estado-zero e entrada-nula equiva-
lentes.

Prova: A primeira parte do teorema pode ser mostrada da seguinte forma. A matriz
resposta impulsional do sistema (A, B, C, D) ¢ da forma G(t) = CeA*B + D§(t) e para
o sistema (A4, B,C, D) é G(t) = Ce B + DJ(t). Se os dois sistemas sdo equivalentes,
tem-se A=T"'AT, B=T"'B,C =CT, D = D. Consequentemente, eAt = T1leAtT
e Ce™B + D6(t) = CeB + D§(t). Assim, os dois sistemas sdo estado-zero equiva-
lentes. A segunda parte é mostrada como segue. A resposta entrada-nula do sistema
(A,B,C,D) é y(t) = CeAlt=t)g e a resposta do (A, B,C,D) & y(t) = CeAll=to)z.
Entdo, se escolhermos Zg = T 'z os dois sistemas apresentam a mesma resposta ao
estado-zero. ]

1.3 Sistemas Lineares com Atraso

Os sistemas lineares com atraso podem ser descritos por equagoes do tipo diferencial-
diferenca, uma equagao em variaveis com argumentos que diferem por um nimero fixo
de valores.

F(y(t)vy(t_wl)a"' ’y(t_wm)v"' ?y(t)"" 7y(t_wl)a"' 5
Gt —wm)s -y @),y Mt —wr), -y (E—wm)) =0 (1.127)
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em que F' é uma fungao dada de 1+ (m+1)(n+1) variaveis, e os nameros reais wy, -+ - , Wy,
sdo chamados retardos. As derivadas e diferencas aparecem em varias ordens. A ordem
da diferencial é a ordem mais alta da derivada e a ordem da diferenca o namero de
atrasos distintos menos 1.

Exemplo 1.12 Obter as ordens das equagies diferencial-diferenca
1og(t) =yt =1) +y(t) =0
2. 9(t) —y(t—1) +y(t —v2) =0
3. y(t) = 2y(t) +y(t —1) —2y(t — 1) = 0.

A primeira possui ordem 2 nas derivadas e ordem 1 nas diferencas, a seqgunda ordem
1 nas derivadas e ordem 2 nas diferencas e a terceira ordem 1 nas derivadas e ordem 1
nas diferencas.

1.3.1 Equacgoes lineares com coeficientes e retardos constantes

Uma equagao diferencial-diferenga linear de ordem diferencial n e ordem diferenga m
pode ser escrita na forma (Cossi, 2011):

DD awy ™t —wy) = ult). (1.128)

k=0 j=0
A equagdo
n m
ZZakjy(k)(t—wj) =0 (1.129)
k=0 j=0
é chamada equacao diferencial linear homogénea com coeficientes e retardos constantes.

Considera-se que 0 = wg < w1 < wo < ... < Wym_1 < Wy, Na literatura encontra-se a
seguinte classificagao de sistemas com atraso (El’sgol’ts and Norkin, 1973).

1. Se o coeficiente ang # 0 e os outros a,; = 0,j =1,...,m, isto é:

n—1 m

anoy" (t) + Z Z arjy™ (t —w;) =0

k=0 j=0

entdo (1.128]) é uma é uma equagao diferencial-diferenca do tipo retardo. Neste
caso, nao tem atraso associado & derivada de maior ordem.

2. Se ano =0 e, se para apenas um j > 0, a,; # 0, isto é:

n—1 m

anjoy™ (t = wjo) + Y Y aky™(t—w;) =0

=0 j=1

para somente um jo € {1,...,m}, entdo (1.128)) é uma equagao diferencial-diferenga
do tipo avancado.



1.3. Sistemas Lineares com Atraso 35

3. Se ang # 0, e, se para apenas um j > 0, ay; # 0, isto é:

n—1 m

anoy™ () + anjoy™ (t = wjo) + > > arjy™ (t —w;) =0
k=0 j=0

para apenas um jo € {1,...,m}, entdo (1.128) ¢ uma diferencial-diferenca do tipo
neutral. Neste caso, tem atraso associado & derivada de maior ordem.

Uma solugao particular (1.128]) é da forma:

y(t) = e (1.130)

em que s é a variavel complexa. Substituindo ((1.130) em (1.128) e cancelando e,
obtém-se a equacao caracteristica:

iiakje*wf‘ssk =0. (1.131)

k=0 j=0

O lado esquerdo de ([1.131]) denotado §*(s), isto é:

0% (s) = zn:iakjefszsk (1.132)

k=0 j=0

é chamado funcao caracteristica. Multiplicando ([1.132]) por e¥™*  obtém-se:

0(s) = e“m%6%(s) = Z Zakje(”’"f“’j)ssk (1.133)

k=0 j=0

o qual é chamado quasi-polindémio caracteristico. O quasi-polindémio (1.133)) possui um
conjunto infinito de raizes, cada raiz s corresponde a solugao y(t) = e***. Os zeros de
5*(s) e 8*(s) x e sdo os mesmos. Combinagdes lineares de solugdes Z%:o crestt com
coeficientes constantes e mesmo a soma das séries infinitas:

> epe! (1.134)
k=0

de solugoes, se a série converge e admite n sucessivas diferenciagoes, sdo solugoes
de (TI28).

Se todos os coeficientes ai; s@o reais, entdo as raizes complexas s = p £ ig de
(1.133) correspondem & solugdo complexa y(t) = P! ou as solugdes reais e cos(qt)

e ePlsen(qt), as quais sdo as partes reais e imaginarias correspondentes da solugao
+ig)t
e(p q .

1.3.2 Localizagao das raizes de quasi-poliné6mios

O quasi-polinémio é uma fungdo analitica. Se a funcdo d(s) ndo degenera em um
polinomial, entdo d(s) possui um conjunto de zeros infinitos, o Gnico ponto limite é o
infinito.
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Se (L1.128]) é uma equacdo com o argumento retardo, entdo todas as raizes s do
quasi-polindmio d(s) situam-se no semiplano esquerdo, ou seja, Re(sx) < 0. No caso
(1.128) é do tipo avancado, entdo todas as raizes s; do quasi-polindémio §(s) situam-
se no semiplano direito, ou seja, Re(sy) > —o, com o um escalar positivo. No caso
(1.128) & do tipo neutral, entdo todas as raizes sp do quasi-polindmio §(s) situam-
se no semiplano direito Re(sg) < . Uma peculiaridade da localizacao das raizes do
quasi-polindmio §(s) correspondendo a do tipo neutral é que sempre existem
sequéncias de raizes assimptoticas para as quais k — oo, Re(sg) = a < oc.

Exemplo 1.13 Obter as raizes assimptoticas do quasi-polinémio correspondente de
y(t) + ay(t — 1) = 0. A funcgdo caracteristica da equagao diferencial-diferenca acima €
s+ae * =0, e o quasi-polinémio caracteristico € §(s) = se® + a.

As raizes de 6(s) sdo

1 In(k)

2k :I:(isgn(a)Jer)ﬂ'iJrO( ’ )

s = —In

com O(.) a ordem de grandeza do erro e k =0,+£1,£2,---.

Exemplo 1.14 Obter as raizes assimptdticas do quasi-polindmio para a segquinte equa-
¢ao do tipo neutral

g(t) +ay(t —1) +by(t —1) = 0,a # 0.

A equagao caracteristica desta equagdo tem a forma s + (as + b)e™* = 0. Obtém-se
entdo as sequintes raizes para 6(s) = se® + (as + b)

1
Sk +in(—a) £ 2kmi + O(%), a<0

1
s = Hin(a) £ (2k+ 1)mi+ O(E),a > 0.

Considere uma classe especial de ((1.133)) com apenas um retardo que aparece em pro-
blemas de engenharia de controle:

§*(s) = D(s) + e LN (s) (1.135)

com D(s) = s”JrZZ;é aros®, L > 0, N(8) = by, s™+by,—15™ 1+ - ~+bg, e multiplicando
§*(s) por eX* obtém-se
§(s) = e*D(s) + N(s). (1.136)

Neste quasi-polinémio tem-se a,g = 1. Se m < n tem-se um quasi-polinémio (|1.136)
de uma equagdo do tipo retardo. Se m = n tem-se quasi-polinémio (1.136)) de uma
equagao do tipo neutral.
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Qe QS
O
Sensor
o) O Tm

Figura 1.13: Modelo estufa.

Exemplo 1.15 Considere uma estufa elétrica com capacitincia C[J/°C)], resisténcia
elétrica R, [Q)] e resisténcia térmica do isolador R[°C/W] representada na Figura[1.13,
Sejam Q.[J/s] o fluzo de calor fornecido pela estufa e T[°C) a temperatura de saida da
estufa.

Sabendo que hd troca de calor com o exterior, por conservagao de calor, tem-se
Qe =Qr+ Qs com Qr[J/s] o fluzo de calor gerado e Q4[J/s] o fluxo que sai da estufa.
A temperatura do interior € a diferenca T = Trp — T,, com T e T, as temperaturas
gerada pela estufa e do exterior, respectivamente. O fluxo de calor e temperatura sao
andlogos & corrente e tensio em um circuito elétrico sendo dadas por (Garcia, 2005):

1
s = =T
@ R
. 1
T = —(Qc—Qy).
£(@.- Q)
Assim, para o caso da estufa tem-se:
dr
Qe = C%‘i‘Qs
ar T
— Ci _
i "R

A fungao de transferéncia € entao dada por:

B T(s) B K
"~ Qe(s) CRs+1

G(s)

com K um ganho. Como existe um atraso de transporte entre a medida da temperatura
pelo sensor, denotada Ty, e o fluzo na saida tem-se T,, = T(t — L) com L o atraso em
sequndos. Assim,

Tm(‘S) _ K 67Ls
Q.(s) CRs+1

O quasi-polinémio é:
e*H(RCs +1) + K =0.
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Capitulo 2

Sistemas Amostrados e
Discretizacao

A realizacao de controladores digitais pode ser implementada a partir de microcompu-
tadores, microcontroladores ou mesmo por microprocessadores. Em geral os microcom-
putadores sdo empregados na fase de desenvolvimento e analise e, uma vez finalizado o
projeto, transfere-se a logica de controle para um hardware composto por microproces-
sadores ou microcontroladores.

Neste capitulo sao tratados os sistemas amostrados caracterizando-se a discretizacao
de sistemas e técnicas de amostragem de sinais e sistemas. A discretiza¢do de sistemas
permite proceder & analise e projeto de controladores de sistemas utilizando técnicas
digitais, dando origem aos controladores digitais. As principais referéncias deste capitulo
sao Isermann (1989), Ogata (1997) e Franklin et al. (1994).

As aulas de laboratorio tém a finalidade de investigar as técnicas de aquisigao digital
de sinais analogicos e também verificar o teorema de amostragem.

2.1 Amostragem em Sistemas de Controle

A utilizagao de microcomputadores para implementacao de malhas de controle teve ini-
cio ja por volta de 1960. Porém, computadores dessa época nao eram apropriados para
aplicacao industrial, pois tinham uma arquitetura voltada para gerenciamento de dados,
de certa forma lentos e nao se dispunha de aplicativos adequados para a realizagao de
uma estrutura de controle. Ja na década de 70 surgiram os chamados microprocessado-
res com uma arquitetura digital voltada para um interfaceamento entre o processo a ser
controlado (analogico) e o microprocessador. Desde entdo, o microprocessador passou
a ser um elo integrante da malha de controle. Na Figura[2.1] é representado um sistema
de controle digital com um microcomputador como um elemento da malha de controle.

Para a implementagao de controle digital torna-se necesséario a compatibilizagao dos
varios sinais do tipo analogicos e digitais. Na sua forma digital, opera-se com ntmeros
ou entidades numéricas, os quais podem ser manipulados como se queira através de
aplicativos especificos. Na sua forma analogica os sinais representam grandezas fisicas e
continuas no tempo e que s6 podem - se necessario - ser processadas por dispositivos ou
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circuitos analégicos. A compatibilizacdo destas formas de sinais é realizada pelo bloco
A/D para a conversdao Analogico-Digital e pelo bloco D/A para a conversao Digital-
Analogica. Determinados processos ou agoes de controle sdo inerentemente do tipo
digital, nao necessitando propriamente de uma conversao. Nesse caso, 0s processos sao
ditos naturalmente amostrados.

Supervisdo
Protecao
Alarme

v y

— A/D » Microcomputador D/A |+ Planta T—

A4

Clock

-~

Realimentagao

ZY

Figura 2.1: Diagrama geral de um sistema de controle digital.

A integragao de um microprocessador na malha de controle possibilita a execucao
de outras tarefas além do controle propriamente dito, como supervisdo do processo,
emissao de relatorios, protegao, alarmes, coordenagao etc., permitindo a realizagao de
sistemas com um alto grau de automatizagao. Outra caracteristica muito importante
é o grau de flexibilidade dos sinais digitais. Isto ¢, um determinado sinal pode ser
redimensionado para fornecer um melhor rendimento ou desempenho, simplesmente
através da reprogramacao do algoritmo de controle ou de supervisao.

Uma primeira implicagao da incorporac¢ao do microprocessador na malha de controle
é que nos sinais digitais as operagoes matematicas que devem ser realizadas necessitam
de um certo tempo para serem processadas pelo microprocessador. Durante esse pe-
riodo o microprocessador fica “desligado” do ambiente externo analogico. Desse modo a
conexao efetiva entre o microprocessador e o processo é realizada apenas em instantes
determinados e periddicos, surgindo entao o conceito de amostragem ou discretizagao.
Entre dois instantes de amostragem é realizada conversao A /D do sinal a ser processado,
o microprocessador processa o algoritmo de controle e fornece o comando de controle
para a conversao D/A. Todo esse processo deve ser sincronizado e repetido a cada
periodo de amostragem.

Para processar uma grandeza analdgica através de um microcomputador, é necessa-
rio introduzir um processo de amostragem da grandeza a ser processada e posteriormente
uma conversao desta amostra em uma quantidade digital. Apds o processamento desta
quantidade digital por um determinado algoritmo de controle, a quantidade processada
que ainda se encontra na forma digital deve ser aplicada ao processo analogico, através
de um processo inverso que a converte em uma grandeza analogica. Esse procedimento
de conversao pode ser representado como indicado na Figura
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| |
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y
N )| A/D | C) | D/A |—

y Ya Uy ur

Figura 2.2: Amostragem e caracterizagao de sinais em processos discretos.

O procedimento de amostragem é periédico, com periodo denominado T, para que se
possa estabelecer a descrigao do processo pela transformada Z e por equagao a diferenga.
A saida processada digitalmente serd fornecida ao processo analogico também de forma
periodica com o mesmo periodo Ts.

Na Figura sao indicadas também a representacao do sinal via processos de con-
versao em que os pontos indicam a forma discreta do sinal. Assim, o sinal continuo se
transforma em ntmeros que sao processados iterativamente a cada passo do controlador.

Uma vez que o sinal original, continuo no tempo, é definido para qualquer instante de
tempo, este carrega consigo um certo nivel de informagao a respeito do comportamento
instantaneo deste sinal. A partir do procedimento de amostragem e conversdo A /D,
pode-se dizer que apenas poucas porcoes deste sinal estao disponiveis, ou seja, na forma
discreta apenas poucos pontos do sinal original estao disponiveis. Para executar uma
estratégia de controle adequada, é necessario que suficiente quantidade de informacao
esteja disponivel nesta forma discreta. Isto determina que a amostragem do sinal a
ser analisado ou controlado deve seguir algumas regras, de forma que este possa ser
devidamente reconhecido e interpretado dentro da malha de controle.

O procedimento de amostragem, descrito, pode ser representado por um processo de
modulagao entre o sinal continuo e uma portadora periédica como um trem de pulsos
de amplitude 1 e frequéncia ws. Matematicamente, a modulagao é representada pelo
produto entre o sinal e a portadora denotada p(t). O sinal continuo denotado wu(t) é
definido em qualquer instante de tempo. A portadora considera um trem de pulsos
unitarios de periodo Ty dado por:

o0

= [ul(t — kT.) — u(t — kT, — hT,)] (2.1)
k=0

em que u(t) é a fungdo degrau unitario. Admitindo h << T, o sinal p(t) pode ser
aproximado por uma sequéncia de impulsos dada por:

= 4t —kTy) (2.2)
k=0
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No caso ideal entao, obtém-se o sinal amostrado como sendo dado pela convolucao do
sinal com o trem de pulsos:

ur(t) = u(t) * p(t) = u(t) Y o(t — kT%). (2.3)

k=0

Como resultado do processo de modulagao, verifica-se em que do sinal ori-
ginal, resta apenas uma sequéncia de impulsos de amplitude equivalente aquela do
sinal original. Também como resultado da modulagao, sabe-se que o sinal modulado
ird4 apresentar as caracteristicas do sinal continuo acrescido das mesmas caracteristi-
cas centradas em frequéncias harménicas em +w,. Para que nao ocorra sobreposicao
das frequéncias originais com as harmonicas, a frequéncia de modulagao, aqui no caso,
a frequéncia de amostragem, deve ser elevada o suficiente. O limite da frequéncia de
amostragem, para que nao haja sobreposicao de espectros é dado pelo teorema da amos-
tragem (Isermann, 1989).

Teorema 2.1 Um sinal x(t) com espectro limitado em banda para |w| > wg ou seja
X(w) = 0 para |w| > ws pode ser reconstruido a partir dos seus valores amostrados
X(kwg) se a frequéncia de amostragem ws for tal que ws/2 > wg ou wy > 2wg.

O teorema da amostragem estabelece entao que a frequéncia de amostragem deve ser
pelo menos o dobro da frequéncia (méxima) do espectro do sinal a ser amostrado.

2.2 Fungao de Transferéncia com Discretizagao

Sejam a sequéncia de entrada {u(kT,)} e a sequéncia de saida {y(kTs)}, com k € ZT e
T, o periodo da amostragem. Para simplificar a notacéo usamos a seguir u(kTs) := u(k)
e y(kTs) := y(k). Tratando-se de sistemas lineares pode-se descrever a saida como uma
sequéncia ponderada da entrada:

y(k) = > g(k,m)u(m) (2.4)
com

umy =4 Li=m (2.5)

0,1 #%m '
Supondo causalidade tem-se g(k, m) = 0 para k < m e portanto:
k
y(k) = > g(k,m)u(m). (2.6)
m=0
Agora, supondo invaridncia no tempo tem-se g(k, m) = g(k —m) para k < m e portanto
k

y(k) =Y gk —m)u(m), k=0,1,.. (2.7)

m=0
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Considere a sequéncia discreta descrita em (2.3). Utilizando a transformada de
Laplace obtém-se:

ur(s) = L(u(t)=p(t))
= Z:u(k:Ts)e*kTss7 (2.8)
k=0
uma vez que o
L[6(t — kT,)] = / 5(t — kT,)estdt = e~ *T+5, (2.9)
k=0

Diferentemente do caso continuo, a transformada de Laplace dos sinais discretizados
resulta em uma sequéncia representada no somatoério em . Da mesma forma, con-
siderando o somatério de convolucao em , o uso da transformada de Laplace com
auxilio de produz a representacao discretizada da funcao de transferéncia dada
por:

<

G*(s) :=

uls

(s) _ ig(kTs)e*’“TsS. (2.10)
) k=0

—~

A funcao de transferéncia relacionando entrada e saida discretas é entao dada em
termos de uma sequéncia infinita descrita no somatorio em e nao na formulagao
algébrica de razao de polindmios como no caso continuo. A anélise de sistemas discretos,
portanto, com o uso da transformada de Laplace nao oferece simplificacao do tratamento
matematico comum aos sistemas continuos. A solucao para isto é o uso da transformada
Z definida a seguir.

2.3 A Transformada Z

A transformada Z é uma aplicagao matemaética que faz corresponder a cada sequéncia
de nimeros, uma fungao da variavel complexa z. A variavel complexa z é definida como:

z = el=o. (2.11)

Usando (2.11) em (2.8)), obtém-se a seguinte representagao do sinal discreto na variavel
z:

u(z) = Zlur(t))
= Z u(kTy)z "
k=0
= u(0) +u(Ts)z™ ' +u(2T)z2%--- . (2.12)

A transformada u(z) ¢ entdo uma série infinita de poténcias da variavel z denominada
transformada Z do sinal discretizado em (2.8). Da mesma forma, usando obtém-
se a transformada Z da fungao discretizada em .

Em muitos casos é possivel obter uma funcao explicita em z que representa esta
série, utilizando propriedades de séries de poténcias, ou progressoes aritméticas ou ge-
omeétricas. A fungao assim obtida é referenciada como fungao em z. A transformada Z
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da sequéncia discreta u(k) denotada por u(z) é entdo definida como:
u(z) = Zlu(k)]

= f: u(k)zF. (2.13)

Exemplo 2.1 Seja a fungdo degrau unitdrio u(t) = 1(t). Na forma discreta tem-se:
ur(t) = w(kTs) = 1(kTs).
Aplicando a definicdo de transformada Z dada em obtém-se:
u(z) =14z 42724
Observa-se que a fungao u(z) acima representa uma série geométrica do tipo
fry=a+ar ' +ar 2+

e para esta série, sabe-se que,
a

1) = 5

) . L . @ .
No caso acima diz-se que a série f(r) converge para a fungao dada por 1. Assim,

- T

fazendo a =1 er = 27! tem-se a transformada Z da da funcdo degrau:

Ao final do livro encontra-se no Apéndice uma tabela contendo as fungoes usuais
de sistemas de controle e suas respectivas transformadas de Laplace e transformada Z.

2.4 Correspondéncia entre Plano-s e Plano-z

A partir de (2.11) tem-se o mapeamento do plano-s no plano-z por meio da defini¢do
da transformada Z. O mecanismo inverso pode entao ser descrito por:

1
s= T In(z). (2.14)

Desmembrando-se (2.11)) através da introdugao da variavel s = o & jw chega-se a:

eTss

eTS (oc+jw)

= 7T | cos(wTy) + jsen(wTy)|. (2.15)
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“Plano-s” “Plano-z”

Eixo Imaginario Positivo:
0, =0 0 <jw, < jm/Ts Semicircunferéncia superior de raio 1

Eixo Imaginéario negativo:
0; =0 —jr/Ts < jw; < 0 Semicircunferéncia inferior de raio 1

Faixa do semiplano esquerdo:
0, <0 —jrn/Ts < jw; < jm/Ts Interior do circulo unitario

A expressdao entre colchetes em (2.15) representa um circulo unitério cujo raio é
multiplicado pelo fator e’s*. Através de (2.15]) verifica-se o0 mapeamento do plano-s no
plano-s pela equivaléncia dos seguintes trechos:

Por meio da mesma expressao verifica-se cada trecho do semiplano esquerdo
largura 27 do plano-s mapeia um novo circulo unitario no plano-z. Observa-se também
que qualquer valor ponto do plano-s no semiplano direito é mapeado na regiao externa
ao circulo unitario. Esta correlagao entre o plano-s e o plano-z é vista na Figura 2.3

Plano-s Im Plano-z

v

Figura 2.3: Mapeamento do plano-s ao plano-z.

2.5 Meétodos de Discretizagao

Os principais métodos de discretizacao sao os métodos de aproximagao por integragao
numérica, equivaléncia de mapeamento de polos e zeros do planos-s para o plano-z e
equivaléncia com segurador (sample hold em inglés), também conhecido como método
da resposta invariante ao degrau (Castrucci et al., 2011).
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2.5.1 Discretizagao por aproximagao numérica

Os procedimentos de discretizagdo por aproximagao numeérica da integral sdo classifi-
cados em trés diferentes métodos, os quais devem produzir o mesmo resultado quando
se adota elevadas taxas de amostragem ou de discretizagao, ou seja, quando Ty — 0.
Na Figura sao indicadas 3 formas de se obter a integral da fungdo e(t), a qual
corresponde & area sob a curva por meios da aproximagdo por um somatério de areas
elementares de base ou largura T,. As aproximagoes nas Figs. 2.4ta e [2.4tb represen-
tadas por areas elementares sao designadas por aproximacao retangular para a frente e
para trés, respectivamente. A forma indicada na Figura [2.4}c é denominada aproxima-
¢ao trapezoidal, ou Tustin ou bilinear.

e(t) e(t) e(t)

/T, /T, tT,
k-1k k+l g kel k K+l i’ k-1 k k+1 !

Figura 2.4: Aproximagoes de integragdo numérica. (a) Retangular para a frente. (b)
Retangular para tras. (c) Trapezoidal.

Considerando constante o periodo de amostragem T := ¢ —t;_1 pode-se aproximar
a integral pela area sob uma curva continua como um somatoério de retdngulos elementa-
res como indicado na Figura2.4}a. Para compreender estes procedimentos, considera-se
a aproximagao diferencial ou de integracao numeérica em termos da variavel “z”.

Aproximacgao discreta da integracao pela diferenca anterior

O célculo da integral é aproximado pela area de retangulos com altura dada pelo valor
de e(t) no instante (k — 1)T e largura dada pelo periodo de amostragem.

UI(t):/o e(T)dr. (2.16)

Aplicando a aproximagao retangular anterior em (2.16) tem-se

ur(k) =) | o e(j)- (2.17)

j=0
A partir de (2.17) pode-se chegar entao a seguinte equagdo recursiva:
ur(k) =wur(k — 1) + Tse(k — 1). (2.18)

A aproximacio ¢ também referenciada como aproximacio retangular para a
frente. Usando o operador atraso unitario z~!, aplicando a transformada Z em ,
obtém-se:

up(2) = 27 Yup(2) + Tez te(2). (2.19)



2.5. Métodos de Discretizagao 47

e chega-se & seguinte fungao de transferéncia:

ur(z) Tzt
e(z) 1—2z-1
T
= . 2.2
z—1 (2.20)

Finalmente, lembrando que a transformada de Laplace da integracao é dada por %,
para a obtencao da aproximacao da forma discreta pode-se usar, para o caso da férmula
retangular anterior:
z—1
T

Através de (2.21) tem-se que o mapeamento do plano-s ao plano-z ocorre como uma
simples ponderagao dos pontos por T e deslocamento do ponto 1 do plano-z, ou seja, um
semiplano deslocado no plano-z, como ilustrado na Figura [2.5] e expresso pela relagao
(12.22):

(2.21)

S =

z=sTs+ 1. (2.22)

Embora englobe o circulo unitario, este procedimento pode produzir polos/zeros ins-
taveis (fora do circulo unitario). Novamente aqui, um mapeamento condizente s sera
possivel para elevadas taxas de amostragem. Esta proposta de discretizacao restringe,
portanto, a possivel drea de mapeamento dos polos/zeros do sistema continuo no plano-
z. Polos ou zeros que estariam no circulo unitario, mas, fora da regiao mapeada seriam,
portanto, mal representados e a discretizagao provocaria uma distor¢ao do caso conti-
nuo.

Plano-s JUUURRILS | EERIN .._ Plano-z

Figura 2.5: Mapeamento plano-s ao plano-z usando a férmula retangular.

Aproximacgao discreta da integracgao pela diferenca posterior

Um procedimento semelhante ao caso anterior pode ser avaliado para aproximacao da
integragao pela soma das areas de retangulos elementares da Figura [2.4}b também
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conhecida como aproximacao retangular para tras. O célculo da (2.16]) para a Figura
[2:4}b ¢ dado pelo somatorio:

k
ur(k) = 3T, e(j). (2.23)

Jj=0

De ([2.23)) pode-se chegar entdo a seguinte equagao recursiva:
ur(k) =ur(k —1) + Tse(k). (2.24)

Usando-se a transformada Z em (2.24]) obtém-se a funcdo de transferéncia relativa a
operagao de integragao como sendo:

ur(z) T,
= 2.2
e(z) 1—271 (2.25)
Ty z
Coz—1

Associando-se expressdo em ([2.25) com a respectiva transforma de Laplace da operagéo
de integracdo 1 resulta em:

S

z—1
= 2.26
ST (2.26)
ou seja, o mapeamento do plano-s no plano-z é obtido como sendo:
1
= —. 2.27
TI1-T.s (2.27)

Considerando a projegao do eixo imaginario por meio da expressao (2.27) resulta que
cada trecho de extensao 2 m descreve um circulo de raio 0,5 centrado no ponto 0,5 do
plano-z tal como indicado na Figura |2.6

N Im
Plano-s m e Plano-z
T
/Ts
Re -1 i1 Re
o,
/Ts

Figura 2.6: Mapeamento do plano-s ao plano-z usando a aproximacao da integracao
pela diferenca posterior.
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Aproximacgao discreta da integracgao pela formula trapezoidal

Usando-se a aproximagao trapezoidal, também denominada método bilinear ou método
Tustin, a férmula pode ser obtida a partir do somatério dos trapézios elementares
formados nos instantes de amostragem k e k — 1 indicados na Figura 2-4}¢ resultando
no somatorio das areas obtidas com o valor médio das amostras multiplicado pelo valor
do periodo de amostragem Ts. De forma similar ao feito anteriormente com retangulos
tem-se:

kTs—Ts kT
uy(kTy) :/ e(T)dT—I—/ e(r)dr
0 k

T, —Ts

Usando a aproximagao trapezoidal para a area entre kT e kTs — T, tem-se:

T

ur(k) = up(kTs — kTs) + [e(kTs) + e(kTs — kTs)]?s.
Assim, a integracao de 0 a k-1 é dada pelo somatorio:
= (e(Ty) + e(jTs — Ty)
ur(k) = Z ( 5 ) Ts.
7=0
A forma recursiva para u(k) é dada resulta em:
T
uI(k) = U[(k’ — 1) + 7(6(]6) + €(k3 — 1)) (2.28)

Para este caso a representagao em termos da transformada Z produz a relagao de funcao
transferéncia como sendo:

ur(z) Tel+z71
= —— 2.29
e(z) 21—271 (2:29)
. Tsz+1
221
Assim, usando a correspondéncia a 1) com % tem-se a equivaléncia
T,z—1
=— . 2.30
2 z+1 ( )

O mapeamento do plano-s no plano-z sob esta aproximagao pode ser verificado a partir

(2.30) como sendo:

- ggfz (2.31)

Mapeando-se o eixo imaginario do plano-s com s = 0 & jw em (2.31) e processando-se
a notagao complexa para o modo polar chega-se a:
(Ts/2)2 + w? ej@

z= e (2.32)
(T/2)% + w? e

sendo § = arctan 2w/Ts. Desta forma, verifica-se que o eixo imaginario é mapeado no
circulo de raio 1. O mapeamento do semiplano esquerdo para essa transformagao é
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obtido da seguinte maneira. Se um sistema é estavel tem-se Re(s) < 0 o que implica

Re(;__}) < 0 com T, > 0. Substituindo z = 0 + jw tem-se:

o+jw—1

R
L

) <0 (2.33)

o que fornece 02 — 14 w? < 0 e portanto, o2 +w? < 1. Assim,verifica-se que o semiplano
esquerdo do plano-s é mapeado no interior do circulo unitario, como no caso da defini¢ao
da transformada Z em e correspondente a Figura

A discretizacdo de Tustin embora produza distor¢oes na resposta em frequéncia,
mapeia todo o semiplano esquerdo do plano-s na totalidade do circulo unitario do plano-
z exatamente como feito pela defini¢ao e representado na Figura[2.3]

Aproximacao discreta da derivada

Esta aproximacao pode ser obtida de maneira similar ao ja visto para a aproximagao
da integral. Considere a aproximagao pela diferenca posterior e seja

_de

= (2.34)

up (t)

Integrando ambos os lados tem-se:

e(t):/o up(7)dr. (2.35)

Trocando up(t) por e(t) e ur(t) por e(t) em (2.18)) obtém-se:

e(kTs) = e(kTs — Ts) + Tsup (kTs). (2.36)
Assim,
up(kTs) = %[e(kTs) +e(kTs — Ty)). (2.37)

2.5.2 Mapeamento de polos e zeros

Neste método, faz-se o mapeamento do plano-s ao plano-z pela definigao da transfor-
mada Z. Isto equivale a mapear os individualmente os polos/zeros do controlador do
plano-s para o plano-z, tal que:

z=els® (2.38)

sendo T adequadamente escolhido de forma a atender o teorema da amostragem. Por-
tanto, se o controlador for obtido na sua forma continua, por exemplo,

H;nzl(s + B5)

G.(s) = K.=7—7— 2.39
) [T (2 + o) ( )
através do mapeamento polo/zero chega-se a:
™ (z—eTsBi
Gp(z) = Kp i ) (2.40)

[1i(z — e o)
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O valor do ganho discreto Kp equivalente deve ser obtido da condicao de regime per-
manente. Para a devida correspondéncia deve-se ter

|Ge(8)ls0 = 1GD(2)]. 1 - (2.41)

J& que segue a definigao (2.48]), mapeia todo o semiplano esquerdo do plano-s no circulo
unitario.

2.5.3 Meétodo da resposta invariante ao degrau

Os métodos anteriores apresentam as técnicas usuais de discretizagao e fornecem resul-
tados aproximados. Porém, é possivel obter um modelo discreto exato amostrando o
sistema continuo . A técnica mais usual é aquela que emprega a invariancia ao degrau,
pois produz uma resposta mais proxima & forma continua e independe do periodo de
amostragem. Neste caso, ambas G(s) e G(z) apresentam a caracteristica de que as suas
respostas ao degrau y(t) e y(k) sdo iguais em t = k7. Isto é conseguido quando

L 1o as?! (2.42)
t=kTs

1—2-1 s

z1 [G(z)

em que o lado esquerdo de (2.42)) é igual a y(kTs) e o lado direito é igual a y(t) em
t = kTs. Todos os outros métodos tém forte dependéncia do periodo de amostragem.
Aplicando a transformada Z em (2.42)) obtém-se

—sT
Giz)=(1-2YHz {GS)} -z Fia(s)} = Z[Gh(s)G(s)] (2.43)
em que Gp(s) é a funcdo de transferéncia de um amostrador (em inglés, sample hold)
de ordem zero. Um segurador amostrador de ordem zero, como o préprio nome sugere,
amostra o sinal e o retém por um periodo de amostragem. A Figura ilustra o
procedimento de amostragem. Na Figura o bloco D/A representa a conversao
digital /analogica e pode ser realizada com um decodificador e um segurador amostrador.
Por outro lado, a conversdo analdgica/digital representada pelo bloco A/D pode ser
realizada por um segurador amostrador, um quantizador e um codificador (Hermely,
1996).

u(kT,) u(t)

() WkTy)
——{ D/A > >

»» A/D |—

Sistema
G(5)

Figura 2.7: Diagrama de blocos de sistema a malha aberta amostrado.

A funcgéo de transferéncia do segurador amostrador de ordem zero pode ser obtida
a partir da transformada Laplace de um trem de pulso de peso 1 e duracao T5:
p(t) = 1(t) - 1(t - T2) (2.44)
em que 1(t) é a fungdo degrau unitario. Assim, obtém-se
ZOH(s) = £(p(t)) (2.45)
= (1—e %) /s,
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obtendo o diagrama da Figura com §(t) designando a funcao impulso de Dirac.

y(1) y(kT)

| (k1) F—

u(kT. ) M([) g
(KT,) (1 - &%) | Sistema

s 1 G

Figura 2.8: Diagrama de blocos do procedimento de conversao de sinais.

A funcéo de transferéncia de u(kT) a y(kT,) na Figura[2.7 incluindo os componentes
A/D e D/A pode ser dada por:

— e 57Ts
Ge) = 2(-—S)60) (2.46)
= -anzEY,

S

que é a mesma fungao de transferéncia obtida em ([2.43). A saida amostrada em t = kT
é dada por:

y(kTo) = 5(t — KT )y(b). (247)
k

Neste método, usa-se a relagao do plano-s com o plano-z pela defini¢ao da transformada
Z:
z=els® (2.48)

sendo T adequadamente escolhido de forma a atender o teorema da amostragem. Ja
que o método segue a definicao , tem-se que uma faixa horizontal no semiplano
esquerdo do plano-s serd mapeada no interior de um circulo unitario no plano-z, como
mostrado na Figura|2.3

Exemplo 2.2 Considere um controlador tipo avango de fase (ver Secao 7?), proje-
tado no dominio de tempo continuo para um determinado processo. O controlador nesta
forma, apresenta a funcao transferéncia :

~—

u(s

G(s) = —=

(s) o(s)
10(s +0,5)

s+0,1 °
As respectivas formas discretas do mesmo controlador sequndo os procedimentos de
discretizagdo enunciados e usando um periodo de amostragem de 1 [s] sio indicados a
sequir:

1. Aprozimagao pela diferenca anterior dada por (2.21)):
u(k) =0,9091 u(k — 1) + 13,6364e(k) — 9,091e(k — 1).
2. Aproximagao pela diferenca posterior conforme (2.26|):

u(k) = 0,9 u(k — 1) 4 10, 0e(k) — 5, 0e(k — 1).
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3. Aprozimagado pelo método trapezoidal conforme (2.30)):

u(k) = 0,904762 u(k — 1) 4 11,904762e(k) — 7,142857e(k — 1).

4. Discretizag¢do por mapeamento (s — z) conforme (2.38)):

u(k) = 0,904963u(k — 1) 4 12,093¢(k) — 7, 334e(k — 1).

5. Discretizagdo por invariéncia ao degrau conforme (2.42)):

u(k) = 0,9048u(k — 1) + 10, 0e(k) — 5, 2420e(k — 1).

Exercicio 2.1 Em relag¢ao ao Exemplo [2.3 visto anteriormente pede-se:

1. Se o erro e(k) se comporta como uma excita¢io degrau, obtenha e plote a resposta
degrau do controlador continuo e discreto em cada uma das formulacdes indicadas

no Ezemplo [2.3.

2. Repita o Exemplo assumindo que o periodo de amostragem seja agora de 4 [s]
e obtenha a resposta ao degrau comparando com o item anterior.

Como no caso da representacao entrada-saida de sistemas pode-se obter o sistema
espago de estado discretizado a partir de um sistema continuo via um segurador-
amostrador . Considerando um conversor D/A segurador amostrador de ordem zero,
tem-se

u(t) = u(kTs), kTs <t <kT;+T,s (2.49)

Seja
t € [kTs kT + Ty (2.50)

Pode-se entao, escrever a solugao das equagoes discretas como:

kTs+Ts

x(kT,s + Ts) = e a(KTy) + / eARTAT=T) By (1) dr. (2.51)
kT,
Definindo:
N=kls+Ts—7
tem-se:
dn = —dr.
Para
T — kT,
tem-se:
n= Ts
e para

T—=kTs+Ts
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tem-se:
n=0.

Assim, pode-se escrever a representacio espaco de estado discreta do sistema continuo

c(kTs +Ts) = e Toa(kT,) + /0 " eMdn | Bu(kT,)
= Fua(kT,) + Gu(kTs) (2.52)
com matrizes F' e GG definidas adequadamente por:
F=0(T,)=e"T (2.53a)
Ts
H :/0 O(7)B dr. (2.53b)

Exemplo 2.3 Seja um sistema representado pela equacdo diferencial abairo, para o
qual deseja-se obter uma representacdo no espaco de estados discretos com Ts = 1[s]:

§(t) + 39(t) + 2y(t) = u(?t).
A correspondente representacao por varidveis de estado continuas serd:
Zo(t) = —3xa(t) — 2x1(¢) + u(t)

/() . (2.54)

sendo portanto:

A:[_g _H B:[O] c=[10] d=o.

Resolvendo a equacao de estados pelo método da transformada inversa de Laplace, tem-

se: [S[_A}z[; (s+_?>”’

_ -1 1 (s+3) 1
[sI-4] 53—1—35—1—2{ -2 5}
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e finalmente, a matriz de transi¢ao ®(t) serd:

o(t) = L‘l{ [sI—A] } _ { ( (=t —e=2) (et — 2t }

—2e7t+2e72)  (—et +2e72)
e no caso discreto, com (2.53al) tem-se:

B B G (e=Ts — e=2T)
F=9(T) = [ (—2¢~ T +2¢72T5)  (—e~Ts 4 22T |

e, conforme (2.53b)) tem-se:
Ts T —T. —2T.
0 1/2 —e7 s +1/2e7 %>
H= [ ®(q)Bdg= [ F(q) ag=| T 72/:@ s
0 B 1 (e e )
A representacao deste processo por varidveis de estado discretas serd entao:
z(k+1)=F z(k)+ H u(k)
y(k) = C z(k) + D u(u)

e com Ts=1 [s] tem-se finalmente:

0,6004  0,2325 [ 01998 - -
=1 —0,4651 —0,0972] H‘[0,23251} c=[1 0] d=o

Exercicio 2.2 Obter as matrizes F e H do Exemplo[2.3, pelo método de expansio em
série, com truncamento no 3% elemento da série. Comparar os resultados numéricos
com os do Ezemplo[2_3

2.6 Aulas de Laboratorio

Como proposta de atividade de laboratoério é sugerida a verificagao do teorema de
amostragem por meio de um experimento simples. Como forma de verificar o teorema
de amostragem sao propostas as atividades a seguir que envolvem a investigagao de
sinais senoidais, de onda quadrada e triangular. A onda senoidal é de especial interesse,
pois possui somente sua frequéncia fundamental e assim, a eficacia ou nao do Teorema
de Amostragem pode ser bem interpretada. Os sinais de onda quadrada e triangular
possuem por sua vez um espectro de frequéncias harménicas, as quais pelo teorema
indicado, devem ser devidamente consideradas.

Na realizacdo desta pratica é utilizado um gerador de sinais (senoidal, de onda
quadrada e triangular) com frequéncia de pelo menos 1 Hz. O uso de baixas frequéncias
se deve ao fato de que sinais de baixa frequéncia podem ser facilmente visualizados e
interpretados (1 Hz corresponde a um periodo de 1 seg.) com auxilio de um osciloscopio.

Para a realizagdo do experimento é sugerido que se desenvolva um VI na ambiente
do LabVIEW para executar leitura periédica do sinal senoidal do gerador em um dos
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canais de entrada analdgica disponivel no médulo de aquisigdo. O sinal real pode ser
monitorado em um osciloscopio que indicara a senoide do gerador.

O VI de aquisigao devera processar a leitura da senoide por pelo menos 10s o que
corresponde a 10 ciclos do sinal senoidal de 1 Hz. O [oop de aquisi¢cdo devera processar
somente a leitura e indicar o resultado no painel do VI apos finalizada a aquisigéo.
Se a aquisi¢ao for bem sucedida deve se gravar os dados em um arquivo para pos-
processamento no Matlab.

[ 1 | | Y Y T Y 1
| salamostrado | meol LTl

,,,,,

Figura 2.9: Painel Labview criado para analise da frequéncia de amostragem.

Com um VI contendo um painel de visualiza¢ao conforme indicado na Figura [2.9]
realizar as seguintes formas de amostragens:

1. Utilizando um gerador de fungoes selecionar a fungao de senoide com frequéncia
1Hz e amplitude inferior a 10 V.

2. Executar o VI de amostragem usando frequéncias de 1 Hz, ou seja igual aquela
do sinal de entrada, com 2Hz ou seja o dobro que corresponde ao Teorema de
Amostragem e ainda com frequéncias de 4Hz, 8Hz e 10Hz. Em cada caso, gravar
os dados das telas graficas em um arquivo de documentagao do experimentos.

3. Comutar a fung¢ao do gerador de sinais para onda quadrada e repetir o item 2.
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4. Comutar a funcao de gerador de sinais para onda triangular e repetir o item 2.

2.6.1 Questoes a serem respondidas

1.

Utilizando os dados de amostragem no caso senoidal, comentar o resultado da
amostragem aplicando o teorema de amostragem.

Com base nos dados obtidos determinar a frequéncia de amostragem a partir da
qual a senoide é reconhecida.

Comentar os resultados de amostragem de sinal de onda quadrada e triangular
nas frequéncias de amostragem utilizadas.

Suponha uma onda quadrada composta por um espectro harmonico de frequéncias
impares obtidas a partir da fundamental. Suponha também que sao necessarias
10 harmonicas para uma razoavel descri¢do da onda quadrada. Obter a frequéncia
de amostragem adequada neste caso.
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Apéndice A

Tabela da Transformada Z e
Propriedades

A.1 Propriedades da Transformada Z

Linearidade

Z{a z1(k) + B xg(k)} =« Z{xl(k)} + 8 Z{mg(k:)} (A1)

Deslocamento para Direita - O Operador Avanco

Z{a:(k - d)} - z*dz{x(k)} —2 4 X(z) d>0 (A.2)

Deslocamento para Esquerda - O Operador Atraso

d—1
Z{x(k + d)} _ [X(z) - Zx(q)z_q] d>0 (A.3)
q=0
Amortecimento
Z{x(k‘)e_"’kn} = X (zeT+) (A.4)
Valor Inicial
X(0) = lim X(2) (A.5)

Valor Final
lim (k) = lim =~ X (2) = lim (2 — 1) X (2) (A.6)

k—o0 z—1 z z—1

A propriedade do valor final somente ¢ valida se x(00) existe. Assim, s se aplica a
processos estaveis
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Apéndice A. Tabela da Transformada Z e Propriedades

A.2 Tabelas de Transformadas

e—at _ e—bt

1—(1+at)e
sin(wt)
cos(wyt)
e~ sin(wit)

e—at

cos(wit)

— e_aTs)

X(s) X(2)
1 z
s z—1
1 T,z
52 (z—1)2
2 T2 (z+1)
s3 (z—1)3
6 T3(22 +4z +1)
st z—1)4
1 ;
(s+a) z —e—oTs
1 T ze=Ts
(s+a)? (z — e=oTs)2
2 T,22e79Ts (2 + e7975)
(s+a) (z —e9Ts)3
a (1 — e 2T5)2
s(s+a) (z—=1)(z —e—T5)
a? (aTs — 14+ e79%%)2% + (1 — aT,e T
s2(s+a) (z —1)2(z — e—oTs)
(b—a) z(e=9Ts — e=bT5)
Gras+0)| (oo Tz — e o)
a? z z aT,e sz
s(s+a)? z—1 (z—e %) (z2—e2Ts)2
w1 zsin(wyTs)
s2 +w? 22 — 2z cos(w1Ts) + 1
s 2(z — cos(w1Ty))
s2 + w? 22 — 2z cos(w1Ts) + 1
w1 ze~%Ts sin(w; Ts)
(s+a)?+w? | 22 —2ze=T cos(wi T) + e—29T5
(s+a) 2(z — cos(w1Ts))

(s+a)? +wi

22 — 2ze=9Ts cos(w Ts) + e—2aTs

Tabela A.1: Transformadas de Laplace e Transformadas Z



Apéndice B

Ganho para Sistemas MIMO

O ganho é uma relagdo entra/saida e pode ser definido como

G (jw)ugel?
Ganho = Il = —H ) Agt H
[Jull luget||
ali
[uoll
com || || a norma Euclidiana. Observe que multiplicando a entrada por um escalar néo
altera o ganho do sistema, assim
|G (Gw)uoll G (Gw)uol|

MMy, < Ganho < maxy,

[|uo| [|uo |

oumin |y, =1 |G (jw)uo|| < Ganho < maxj,, =1 |G (jw)uoll

Nao existe uma definigdo tutil de fase para sistemas MIMO. A resposta em freqiiéncia
de sistemas MIMO ¢é limitada portanto pelo maximo e minimo ganho do sistema. Seja
a decomposicao

H=Y [% 8} U (B.2)

em que H € C™*PY € CP*P U € C™*™ sao matrizes unitarias e >, = diag(o1, ..., 0,
com o1 > 09 > ... > o, > 0 e min(m,p) > r. As colunas de U sao formadas por
autovetores ortonormais de H*H e as colunas de Y por autovetores ortonormais de
HH*.

Notagao B.1 o(H) =o0;:i=1,..7, Omae(H) =01 € Opin(a) = Or

Pode ser verificado que o(H) = maz[\;(H*H)|Y/? e o(H) = min[\;(H*H)]"/? com
A(.) denotando autovalor.
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Definigao B.1 Uma matriz U € F™*"™ ¢ dita uma matriz unitdria se e sé se U*U =
UU* =1,, . Equivalentemente, as n colunas de U formam uma base ortonormal de F™,
1. e.

1 1=
Wi = 8;; = B.3
i) J {0 i 7& ] ( )
Se F'= R, a matriz U € chamada ortogonal.

Observagao B.1 Matrizes unitdrias preservam o produto interno e daqui a norma de
vetores: U € F"*™ é unitdria entdoVx,y € F*"(Uz,Uy) = (x,y) e daqui [|Uz|y = ||z||5-

Observagao B.2 A matriz H nao possui valores singulares zero (o(H) > 0) se e sd se

H tiver posto coluna completo. Quando a matriz H for quadrada tem-se opin(H) > 0
se e s6 se H for nao singular.

B.1 Interpretacao da Matriz H como Operador

Sejam

H:CP—C™ U= [UlUg]7 U, e C™x"

u+— Hu Y =["Ys], Ypepxr (B4)

Assim, H[U,Us] = [Y1 3.:0] onde HU; = Y1 3. ou H = Y; Y. Uf ou na forma didatica

i=1

com u; e y; e colunas de U e Y, respectivamente. Os vetores u; e y; sdo chamados

vetores singulares a direita e a esquerda de H, respectivamente. Uma vez que U é
3 A 3 * _— .. s . .

unitaria uju; = d;; e segue que u; ¢ mapeado em o;y; por H

Hu; = (Z oYU uj (B.6)
1=1
= 05y (B.7)

entdao, H rotaciona (u; — y;) e escalona (y; — o,y;). Em R? pode-se visualizar
graficamente o efeito de H em u na Figura [B]]

Exercicio B.1 Mostrar que o valor singular pode ser computado a partir do problema
de autovalor, uma vez que o? é um autovalor de H*H, ou seja H* Hy; = o?y;. Sugestao.

Utilizar a forma diddica de H e H*.

O méximo valor singular oy,4,(H) e o minimo valor singular ¢,,,,(H) desempenham
um papel importante na analise e projeto de sistemas de controle multivariaveis.
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H o5)5 o

Figura B.1: Interpretacao geométrica do valor singular.

Lema B.1 oyax(H) € omin(H) sdo dados pelas identidades:

uc(H) = s |[Hu

Fnin(H) = min || Hu| (B.8)

Para verificar o lema, H pode ser escrita como:

|Hul?> =wUSY*Y S U*u

L (B.9)

=z*> "z

com x = U*u e usando as propriedades: ||z|| = [|[U*u|| = [Jul| e max)y,= [|[Hul =
matzH:l HZ IH

Agora Y z|* = S o2|ail?, sujeito a |z|*> = 1, ¢ maximizado com z1; = 1 e

x; = 0 para todo i # 1 e é minimizado com x,. = 1 e z; = 0 para todo i # r e entdo

Omaz(H) = max =1 || Hul| € omin(H) = min)jy =1 [|Hul| 0min(H) = minjy =1 ||Hul.

O ganho do sistema para todas as entradas é menor do que o maximo valor singular
< o01. Uma maneira intuitiva de entender este resultado ¢ notando que oy é o
méximo ganho sobre o conjunto ortogonal de diregoes da entrada definido pelos vetores
singulares & direita. Assim, o ganho maximo pode ser obtido quando a entrada u é
proporcional a u;. O calculo do ganho da matriz para a entrada au; fornece

[H(au)] 125y caysuiou]
[lovuy | [louy |
ooy

[[ovua |
|ajoy [y ]

laef [Juall

aloy

= :0’1
|

uma vez que ||y;|| = ||ug|| = 1.
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Observacgao B.3 A decomposicio de valor singular tem a sequinte propriedade:

Omax(H) = || H]|

= max”uH:l HHU”
|| Houll
[l

max
- u#0

0u 5€ja Opmar(H) € a norma do operador H induzida pela norma Euclidiana.

B.2 Ganhos de um Sistema Multivariavel

Seja y(t) = G(jw)uge’“t. A decomposigio de valores singulares da matriz de fungao de
transferéncia é dada por G(jw) = 2;21 o;y;u; para cada w. Os valores singulares em
funcao da frequéncia sao chamados valores principais.

Exercicio B.2 Dado o sistema (A, B, C,D) abaizo, obter a matriz de transferéncia
G(jw), o0s ganhos e a norma infinito. Utilizar os comandos:

G=ss(A, B, C, D); Gf=tf(G); sigma(G)
normhinf (G) :

A=[0 1 0;0 O 1;-4040 -444 -14];

B=[ 1 2;0 1; 0 4]; C=[10 10 0;0 1 0]; D=eye(2);
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