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DEFLEXAO EM VIGAS RETAS

o.(x)=|-Ev(@)|y Y (x) = — M _(x)
El
o. = M, -
<7 Y

Equacoes da Linha Elastica:
M.
I

c.=—=-y=-Ev(x)y—>

* V(X): deslocamento na direcao y
M.~ M.(x)
EI, EI « v’'(x): rotacado da secao

v(x)=-



DEFLEXAO EM VIGAS RETAS
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ROTACAO EM VIGAS RETAS
dv(x)

~ 6(x)

dx




DEFLEXAO EM VIGAS RETAS

¢
M) vix) v'(x)
vix) v'(x)

ada trecho tem suas equacoes da linha elastica: v(x) e v’(x)
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DEFLEXAO EM VIGAS RETAS

Cada trecho duas constantes:

ﬁ « Setem apoio no trecho: va=0

« Setem engaste no trecho: va=06A=0




DEFLEXAO EM VIGAS RETAS

l « Compatibilizar deslocamentos
y § e rotacoes entre pontos comuns
f_, = : = l dos trechos adjacentes
v v'(a) | v'(a)

M
o9 @

e v Todas as

v(a) = v(a)

vi(a) = v'(a) constantes sao obtidas




EXEMPLO 1 — Resolver por integracao direta

Problema Resolvido 15.1

) |= L =:|: {JJ

W W360x101 7=302x10°mm*® E=200GPa
8 P=220kN L=45m a=12m

Para a parte AB daviga biapoiada com
balanco, (a) determine a equagédo da linha
elastica, (b) determinar a deflexdo maxima
e (c) avahary,, . .
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P
B ‘ SOLUCAO:

* Desenvolver uma expressdo para M

(x) e obter a equagdo diferencial
para a linha elastica.

Integrar a equacao diferencial duas
vezes e aplicar as condigdes de
contorno para a obtengdoda linha
elastica.

Localizar o ponto de inclinagao
zero ou pontode deflexdo maxima.

Avaliar a deflexao
maxima correspondente.

gupod

Contecmenis gus ramizmma.
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Problema Resolvido 15.1
P SOLUCAO:

» Desenvolver uma expressdo para M (x) e
obtera equagdo diferencial para a linha

elastica.

- Reagdes:
P Pa a
R,=—"d Rp=P1+=|"
=2 Ry =142

- A partir do diagrama de corpo livre para a
secdo AD,

ﬁJ:—P%x (0<x<I)

- A equacdo diferencial para a

linha elastica,
2
Y | _pa.i_p9,
dx L L
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- Problema Resolvido 15.1

> Integrar a equagdo diferencial duas vezes e
E E - " aplicar as condi¢gdes de contorno para a
X % : . obtencdoda linha elastica.

dv 1 _a ,

c E] —=—-P—x"+(
E E dc 2 L
M E EI*L-‘Z%P%:ES—!—CI:E—I—CE
R E% Parax=0,v=0: C,=0
L 1 _a -1
S o d*v(x) »a Parax=1.v=0: 0=—P—I'+CL C =—Pal

x> - Z A+ Substituindo,
1 pr W _1paa 1o &g )_E“ ] —1}
dx 2 L 6 dx 6EI| | L

Elvn)=2p%¢ _Lpary
6 L 6

Pal?

=g
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Eortesments gor bamizra,
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% Problema Resolvido 15.1
> * Localizar o ponto de inclinagdo
= Hé zero ou ponto de deflexdo maxima.
X [ Pal? | x X 3 & PaLl (x,Y L
= V= — - = —=0=—— SEEJ 1| %y =2=0577L
EE 6EI |1 L
M E ) ]
P » Avaliar a deflexao maxima correspondente.
L E% v(x=0,577L), . _ Pal [0 577) —(0.577)]
O
Vow =-0.06422%
6ET
1
3 2
. 0.0642 (220 10° N)L.2m)(4.5m)

(200x10°N/m? 302 x10°m*

v, . =-—5.7mm

- IMAax
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Rotacoes:

E

X 2

E " 2] 9(0)=M.[3.[0] —1]=—0,003278 rad =-0,2"
PaL | _(x 6EI | \ L

M Ox)=—]3]=] -1

P oL | \ L o [

L \ \ 9(L)=a.[3.(] —1]=0,006556 rad =0,4

6EI | \L
O
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EXEMPLO 2 - Resolver por integracao direta

Calcular os deslocamentos e rotacbes em A.
Considere E = 200 GPa (aco estrutural). Avalie as
duas situacoes abaixo.

1 OlN
A
S —

X

L=5m =

ANNNNN\\N

Situacao 1

10

Situacao 2 )



EXEMPLO 2 - Resolver por integracao direta

a) Obter M(x) e aplica-la nas equacoes de v’ (x):

b

(x)

M(x)=—Px
2
v”(:c):—M(x) = b v (x). EI_P—1C+C
El EI 2
Px

v(x). Ef—?-l—Cr-l—C

Condicdes de contorno:

-PL PI’
v(L)=v(L)=0 (engaste) —> C, —T; C, :T
P
v('c)— [r —3I'x+21 ] V'(x)=—— f_f]



EXEMPLO 2 - Resolver por integracao direta

b) Situacao 1: substituir valores, em x =
0

v(0) = 100] = 0-0+2.(5) | = 0,0093m=9,3mm
6.200.10°. 22

| 10 : n

y'(0) = s 10— 5°|=—-0,0028rad =016
2.200.10° 2

c) Situacao 2: substituir valores,em x =0

w(0) = 0 lo-0+2.5]=0,0833m =83 3mm

6.200.10°. 0.3.0.

10

V(0) = 0-52]=~0,025rad= 14

2.200.10°. 0301




EXEMPLO 2 - Resolver por integracao direta

v(0) =9 3mm 6(0) =016

o p(0)=833mm 6(0)=-14" )



EXEMPLO 3 - Resolver por integracao direta
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EXEMPLO 3 - Resolver por integracao direta

@ £ RE dwm

‘[ M(x) = foxL




EXEMPLO 3 Resolver por integracao direta

SABEMOS QUE NO APDID O TESWOMENTO
E NUWD (ERD) ¢

v (x:0) + 0 =~ [G+0] u)

-~

.L. 4 X < E‘m .

.‘olul ﬂﬂ MU)
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*’Am M(x) * bx=10(x-2) 9

rk-bh\) l(____» ”__M L“} TS 4\(7..:'3 V
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"
%
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|9 (). ET = 2x®-120x +Cy »
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SABEMOS QUE NO APOID O TESWIAMENTD

E MW (1ER0):




EXEMPLO 3 - Resolver por integracao direta

Y (x =5 3 incognitas
A 3 equacoes

T 0 5 —1](C1) (—1000
B SAREMOS QUE Em 1D = Lm [z -2 —1|{C3; ={-80/3
1 -1 ollc, 60

W =




Para casos gerais - Resolver por integracao direta

S
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Muitas cargas: trabalhoso!



Método baseado no uso de funcbes singulares
Funcoes de descontinuidades — Funcoes de MacAuley

As funcdes singulares sdo definidas por:

. ((x—a)" quandox = a
(x —a) _[O quando x < a
J-(x—a)“dxzn+1(x—a)“+1 paran = 0



Meéetodo baseado no uso de funcdes singulares
Funcoes de descontinuidades — Funcoes de MacAuley
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Meéetodo baseado no uso de funcdes singulares
Funcoes de descontinuidades — Funcoes de MacAuley
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EXEMPLO 4 - Funcdes de descontinuidades
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EXEMPLO 4 - Funcdes de descontinuidades

Mx) + 0D, ¢ X=1) - UBQYO, ¢x> = O
Mlx) = 4B00. ¢x) - F20Q « €X-2)

U“{x') e M'\\\
E.l

| 0% 0. 81 » J[F 4800, exd x 3000 6K 51

: 'y :
i‘ﬁh‘)'ﬁ‘l > 110'3!{!‘173- 800 (k)stclk +C,

2 7
jﬁ'l\\'U = - U400, <x» + F200. <x-2) 4+ C,

CONDICOES DE  CONTORND:

1) v (x+0)=0:

X T B e
-800. (0" + Q.0 + ¢, -0 "_C:‘OJ/
) & (x=6) = 0 :

1200. (6-2)’ = 800, (6)’+ C,.6: O :

)



EXEMPLO 4 - Funcdes de descontinuidades

Enqad
i1 ¢ 3 3
Wix) = —1 1200, ¢ X-23.=960. ¢x) + 1b(I)DKJI
E:L.
| ! - . 2
Nkl = | 3600, ¢x-2) - oD, (X)) #lbm:)]
E.l

(ALCULANDD 0O DESLOCAMENTO &M X = 2

NARRLY« 1 [ - 800.(2) + 16000.2 | = 256
1.0‘ ce

\ { 2 -3
W Lx:l} = — I:- u00,(2) + LbOOO} - {g"ulD =

{0 0y’
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EXEMPLO 4 - Funcdes de descontinuidades
PERGUNW: QUANDO TEREMOS Lm § =07

7' (x) =0

2
3500, (x-2) =~ 1400, (x\z + 16000 = QO

L) SE X 5 Zm !
35{5’@ ’ (¥“2)1- 1\‘ﬁb, Xz ~ LbO$$ = Q
36, (X'=Ux+4) - 2yx* + 1D =0

12 x° - tyyx + fuy + D =0

» X1"7Wm
12x% - uYx + 304:0 D&
\5x1=ibm




INTERVALD DO MEV PROBIEMA: Zm ¥ < bm: |

EXEMPLO 4 -
Xy o+ 2,3M Funcoes de
= . descontinuidades
g (xe 2.“,\) . _;_ l\ 3600, (23-2)- uos..\}‘\‘s.umi
Bl K A e X+t Lbm
- INDQ., \1 ¢ 15000 = D ’; P e oM
Hergunw:  Tg (x) = ?
(ome 9 =0 m X » Am :
| B i
.ﬁw\’x L% ~7,)h~:| s ?‘1;‘}3’(1.:-1)-303.3‘;-
; 16300, 23 |
g \
Vs LX = 23m) = 0,023 m )29
Upex (X*2,3m) = L 8 Cm




EXEMPLO 4 - FuncOes de descontinuidades




EXEMPLO 5 - FuncdOes de descontinuidades

3.6.29) Para a viga hiperestatica da figura 3.49, obter:

a) As reagdes verticais A, B e C;

b) Sabendo-se que o maximo valor admissivel para o deslocamento do ponto D seja
de 1 cm em modulo, e que a secdo transversal da viga é quadrada de lado *“/”, obter o
menor valor de “/”. Dados: q = 12 kN/m; L =4 m; E = 200 GPa.

Figura 3.49 - Viga hiperestatica com dois tramos sujeita a carga distribuida.

Resolucéo:
) N

a) Com o apoio da figura 3.49b, a equacdo do momento fletor em termos das

reacOes A e B fica:



EXEMPLO 5 - FuncdOes de descontinuidades
|‘1.-7..:|2‘J"
\

7!1(1)
—_— | =
i

2
M0 Mt 12427 - A<ty -Bx-l2= 0
2

2
M)z A<x2+B<xg)-6<x> El

M(x)=A.x +B.{x—4)—6x’ev"(x).El = —-A.x —B.(x —4)+6.x?
E integrando uma e duas vezes:

v'(x).El = 2.x% —0,5.4.x> —0,5.B{x — 4)* + C;

v(x).EI = 0,5x* — 1/6 A x3 — 1/6.B{x —4)> + Cyx + Gy



EXEMPLO 5 - FuncdOes de descontinuidades

v'(x).El = 2.x% —0,5.4.x* — 0,5.B(x — 4)*> + ¢,
v(x).El = 0,5x* = 1/ A.x® — 1/ . B(x — 4)* + Cix + G

Condigdes de contorno: v(0) = 0=C, ;v(4) =0 -
¢, =10/, 4-32 (Eq.
v(8) =0-C, =%/ 4+8/.B—256 (Eq. b)

Com a equacdo de equilibrio de momentoem C: 2.A+ B =96 (Eq. c)
Confrontando as eqs. (a), (b)e(c): A =18 kN B =60 kN
E por equilibrio das forcas na vertical: C = 18 kN

)33



EXEMPLO 5 - Funcdes de descontinuidades




EXEMPLO 5 - FuncdOes de descontinuidades

b) A equacdo da linha elastica fica:
v(x).EI = 0,5.x* —3.x3 — 10(x — 4)3 + 16.x

Assim: v(x = 2).EI = 0,5x* = 3.x3 —10.{x —4)> +16.x < 1.1072 m

h# 16.12
Com [ = —, entdo:h?* =

2 i 29,6107 »h 2 99107 ‘n

Portanto: h = 9,9 cm

35



EXEMPLO 6 - Funcoes de descontinuidades

3.6.27) Sabe-se que a viga da figura 3.47 esta engastada a esquerda e a direita existe um
apoio infinitamente rigido que esta a uma distancia na vertical de “f” da viga. Atua-se um
carregamento distribuido. Obtenha:

1) A reacdo do apoio a direita e o diagrama de momento fletor da viga, indicando
pontos maximos e seus valores;
2) Deslocamento vertical maximo e sua posicdo bem como o diagrama da linha

elastica do deslocamento vertical, indicando pontos relevantes.
Adote: EI=cte = 10° kN.m?*; q =24 kN/m; L =10 m, f= 10 cm.

v )
f
=[]l
L -

Figura 3.47 - Viga em balango com carga distribuida com restrigio de flecha.

Resolucdo:

Pode-se escrever a equagdo de momento em termos da reagéo R, figura 3.47b, como:
M(x) =A.x — (1200 — 10.R) — 12.x?

)



EXEMPLO 6 - Funcoes de descontinuidades

Pode-se escrever a equacdo de momento em termos da reacdo R, figura 3.47b, como:

M(x) = A.x — (1200 — 10.R) — 12.x2

24 KN/m

1200-10.R

o=t
I . L

- At

) ]

Figura 3.47b — Reacdes da viga em balanco.

Yo



EXEMPLO 6 - Funcoes de descontinuidades

Assim: v"(x).El = —M(x) = —A.x + (1200 — 10.R) + 12.x? e integrando uma e
duas vezes: v'(x).El = 4.x® + (1200 — 10.R).x — 0,54.x%> + C, e v(x).EI =

x* + (600 — 5R).x? — A* 4 Cp.x + G,
Condicdes de contorno: v'(0) =0=C; ;v(0)=0=C, .
Se f= 0,1 m e sabendo que A = 240 — R:

a) Reacdo de apoio a direita é: R = 60 kN. Assim: M(x) = 180.x — 12.x? —

600e M(0) = —600 kNm,e M'(x) = 180 — 24.x = 0-—x = 7,5m, e momento
maximo fica: M(x = 7,5) =75 kN.m

600

[ DMF | /

(kN.m)

pE

Figura 3.47c — Diagrama de momento fletor.




EXEMPLO 6 - Funcoes de descontinuidades

b) A equacdo da linha elastica fica indicada por: v(x) = % [300. x% + x* — 30.x3]

Nio existe extremo dentro do intervalo, assim, o maximo valor é para x = 10 m, com
vix=10)=0,]1 m.

[DLE]

.i cm :n

Figura 3.47d — Diagrama da linha elastica

pE



