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Prélogo

"...and probability, from being a despised and generally avoided sub-
ject, becomes the most fundamental and general guiding principle of
the whole of science."

Harold Jeffreys in Scientific Inference

O estudo da Teoria de Probabilidade ndo tem recebido a importan-
cia que merece nos curriculos tipicos de graduagdo em Fisica. Isto
é surpeendente dada sua utilidade em quase qualquer campo da Fi-
sica. Alguns resultados e técnicas sdo usados sem jutificativa além de
que todos sabemos o qué é probabilidade. E um fato empirico que os
alunos, em geral, ndo sabem os rudimentos. Os prérequisitos mate-
maticos ndo sdo muitos. Célculo Diferencial e Integral serdo a lingua
franca. No nivel do curso, Integragdo significa integral de Riemann.
Nao precisaremos ir além da idéia de integrar em R". A simplicidade
matemadtica ndo implica que os conceitos serdo simples. A interpre-
tagdo pode ser bastante sutil e é esse, de forma geral, o objetivo do
curso: fazer o aluno pensar e talvez modificar suas idéias sobre o que
significa probabilidade. Rigor matematico ndo substitui rigor intelec-
tual. No entanto, nesta area rigor intelectual ndao pode ser atingido
sem algum rigor matematico.

O principal objetivo do curso é que o aluno entre em contato com a
idéia de probabilidade como expressdo da informacao disponivel so-
bre uma possibilidade. Introdugédo a Teoria de Informacado poderia ser
um titulo deste livro, mas se ndo do ponto de vista de engenharia, de
um ponto de vista bem mais geral que encontrard aplicagdes em uma
variedade muito grande de dreas da ciéncia. Estas incluem questoes
fundamentais em Fisica, mas também ¢é claro em Estatistica e portanto
em tratamento de dados empiricos. Outras dreas como Ciéncia de
Computacio, Ciéncia Cognitiva e Neurociéncia tem tido uma grande
influéncia desta forma de pensar sobre informagéo.

A primeira parte discute a definicdo de probabilidades. Todos os es-
tudantes jd foram expostos a probabilidades, tanto na linguagem co-
loquial quanto no curso secundério. Comegaremos de forma diferente
de outros cursos. Uma forma de proceder consiste em primeiro expor
os principios matemaéticos e a partir deles calcular as consequéncia em
aplicacdes interessantes. Faremos de outra forma. Nao sabemos qual
é a estrutura matemdtica que deve ser usada em geral, mas talvez pos-
samos investigar se hd casos simples em que podemos concordar com
pessoas razodveis como proceder. Isso dard uma lista de desejos de
requisitos que a teoria deve satisfazer. Todas as estruturas que ndo
estejam de acordo com a lista de desejos serdo eliminadas. O ultimo
candidato em pé serd a estrutura desejada. O aluno serd convidado a
procurar falhas no raciocinio, procurar exce¢des. Deste tipo de exerci-
cio decorrera a confianga na estrutura final. Em ciéncia ndo devemos
ser a favor de uma teoria ou sua interpretacédo, a ndo ser pelos motivos
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que decorrem do respeito gerado por ter resistido a todos os embates
em que se tentou derrubé-la.

Ha outras formas de introduzir probabilidades e aqui me refiro as
idéias frequentistas. O leitor ndo deve esperar uma exposicdo neutra,
onde todos tem mérito e direito a ser ouvidos. O século XX ficou para
trds e somente poucos frequentistas restardo no futuro. Acredito que
ha um falso embate entre os chamados Bayesianos e os frequentistas.
O que é importante é o uso de probabilidades e a grande separagdo en-
tre estas escolas é sobre que tipo de variavel pode ser tratado de forma
probabilistica. Os Bayesianos incluem qualquer varidvel no conjunto
daquelas assim tratadas. Os frequentistas fazem em geral uma dis-
tingdo entre varidveis que podem ser descritas de forma probabilistica
e as que por sua natureza ontologica tem um valor definido e por-
tanto ndo probabilistica. Os Bayesianos retrucam dizendo que néo é
probabilidade desse valor, mas do que pode ser acreditado sobre essa
quantidade ter valor num certo intervalo. O subjetivismo tem uma
maé reputagdo em certos meios, acredito (de forma subjetiva) que ésta
repulsa estd mal colocada. As andlises derivadas do uso de probabi-
lidade envolvem uma mistura de ingredientes subjetivos e objetivos.
Isso depende da natureza da informagao disponivel. Os métodos de
processamento de informacado, no entanto, sdo objetivos, pois diferen-
tes operadores, com as mesmas informagdes devem chegar as mesmas
conclusdes.

Estas notas apresentam aos estudantes de Fisica uma visdo que tem se
mostrado frutifera e tem conquistado cada vez mais adeptos. Aqueles
que estdo interessados em aplicagdes e andlise de dados terdo acesso
aos métodos atuais. O uso de técnicas numéricas e do computador
ndo podem ser deixadas de lado e mesmo que ndo seja o objetivo
principal, um pouco desse universo serd explorado. O nivel do curso
é introdutério e um dos seus aspectos mais bonitos, a parte formal de
Probabilidades como uma parte da Matematica, um ramo da andlise
funcional e teoria de medida néo sera explorada.

Se a primeira parte introduz a estrutura matemadtica e a linguagem
apropriada, a segunda parte tem como tema a Entropia, o método
principal para traduzir informagdo em probabilidades. A Mecanica
Estatistica é a aplicagdo natural e consideravel espago é dedicado a
sua apresentagdo. Isto é material para um segundo semestre. Diferen-
tes exemplos de processamento de dados, em particular aprendizagem
em Redes Neurais, também sdo tratados de um ponto de vista ent6-
pico. Uma terceira parte, ainda a ser escrita lidard com aplicagdes a
sistemas biologicos e sociais. Cabe um pedido de desculpas e uma
explicagdo. A estrutura da teoria e suas aplicacdes ndo se ajusta bem a
um espago unidimensional. Sendo, seguindo o conselho dado a Alice,
deveriamos comegar pelo comego e de ai proceder. Alguma desor-
dem na apresenta¢do pode incomodar o leitor sistematico, mas ao que
consulte algum que outro capitulo de aplicagdes essa desordem pode
nédo ser 6bvia e repeti¢gdes, incomodas para o primeiro, permitirdo ao
segundo maior facilidade de navegagao.

A idéia de apresentar uma forma de pensar que tem aplicagdes em
uma vasta gama de assuntos, pode levar o leitor a pensar que estd na
presenga de alguém que com um martelo, pensa que todos os proble-
mas sdo pregos. Ou que estamos apresentado dogmas, dos quais ndo
abriremos m&o. No fim talvez ndo saiba como me defender de tais acu-
sagdes, exceto alegando que o Gnico ponto sobre o qual serei inflexivel
serd que s6 podemos acreditar naquilo que a informacéo e evidéncia
permitem, e s6 enquanto ndo surgir informacado contraditéria. Ha ou-
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tras formas de pensar, por exemplo acreditar em algo porque isso me
deixa mais feliz. Mas eu ndo saberia dar um curso sobre isso.Nao faz
sentido acreditar em algo que ndo seja respaldado por informagao.

Ariel Caticha, com que tenho meio século de discussdes cienticas, tem
sido uma grande influéncia ao longo dos anos. Ele escreveu um texto
que vai muito além destas notas sobre a Fisica da Informagdo. O.
Kinouchi, R. Vicente, F. Alves, S. Rabbani, M.V. Baldo com quem tenho
colaborado ao longo dos anos ajudaram a modelar como penso sobre
estas questdes. Os livros de Jaynes e Jeffreys foram fundamentais e
sdo referéncias constantes ao longo de quase todas estas notas.

S&o Paulo, 3 de margo de 2020
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Teoremas de Regraduacdo de Cox

Alea jacta est

Jalio César

Introducdo: Determinismo Newtoniano ou aleatorio?

Julio César ao cruzar com seu exército o Rio Rubicom quebrou uma
regra na Reptiblica Romana. O exército devia ser mantido longe de
Roma. Nao havia volta. Ou conseguia o poder ou perdia tudo. Qual
seria o desenlace da sua agdo? Nem ele sabia e segundo Suetdnio teria
dito: Alea jacta est. A sorte estd langada. Saber estimar as consequén-
cias de uma agado é aconselhavel para poder decidir que curso tomar.
César talvez tenha procedido da seguinte forma. Primeiro fez uma
lista das possibilidades a sua frente. Uma decisdo é tomada e uma das
possibilidades seguidas. Estas poderiam incluir: (Agao I) Continuar
na Gdlia. (Agao II) Fazer uma alianga com Pompeu , (A¢do III) Fugir
de Pompeu, (Agdo IV) Se aposentar, (Agdo V) Voltar a Roma com seu
exército e lutar contra Pompeu. Historiadores certamente poderiam
incluir outras. Como decidir? Supomos que uma escolha foi feita.
Quais as consequéncias? Para cada curso de acéo ele deve ter feito uma
lista de possibilidades. Suponha que considere tomada a Agao V. En-
tao as consequéncias poderiam ser (Consequéncia 1 da Ac¢do V) Vitéria
total, com a formacdo do Império e ele como Imperador. (Consequén-
cia 2 da Agdo V) Derrota total levando a sua morte. (Consequéncia
3 da Acdo V) Guerra Civil interminéavel ...etc. Mas ndo devia acredi-
tar que cada uma das possiblidades teria a mesma chance de ocorrer.
A cada consequéncia de cada Ac¢do, César poderia ter associado um
valor numérico indicando sua crenga na chance de ocorrer. Veremos
que isto serd codificado em probabilidades de ocorréncia. Mas tam-
bém poderia ter associado um valor numérico de quéo feliz ele seria
se efetivamente essa consequéncia ocorresse. Estes ntiimeros descre-
vem o que se chama de utilidade, de cada possibilidade, para o agente
Julio Cesar. Parece 6bvio que as utilidades dependem do agente, mas
talvez ndo seja 6bvio que as probabilidades também dependam do
agente, ou melhor do que este sabe. Resumindo, Julio César decidiu o
seu curso de agdo apds identificar as possibilidades de agdo, das con-
sequéncias de cada agdo, das chances de cada consequéncia ocorrer, e
da utilidade ou felicidade que cada consequéncia teria. Neste curso
ndo falaremos sobre decisdo a partir das utilidades. Atualmente, em
geral, este topico ndo cabe em cursos de Fisica. Faremos um estudo
sistemadtico sobre a chances de algo ocorrer sem importar quéo feliz
vocé fique com cada possibilidade. O ponto central sera definir com
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cuidado o que queremos dizer com chances, como atribuir ntimeros e
como muda-los quando recebemos informagdo.

Teria Julio César duvidas sobre sua sorte ou saberia mais que os outros
atores do drama? Se soubesse mais talvez estaria jogando um jogo de
cartas marcadas enquanto os outros jogariam a cegas. A frase tam-
bém implica num certo determinismo. Ndao ha nada a fazer. O curso
natural das coisas conduzird os atores. Como observadores verao sim-
plesmente o desenrolar da historia.

Ha alguma inconsisténcia em pensar que a as consequéncias sao ine-
vitaveis por um lado, e por outro ficar torcendo para ter sorte? Seria
como torcer ao ver a gravacdo de um jogo de futebol que ja foi jogado,
mas ndo sabemos o resultado. Talvez seja um exercicio interessante
ver grandes jogos do passado sem saber qual jogo é, torcendo para
seu time ganhar com direito a ficar tdo feliz como quando o jogo é
assistido ao vivo.

Todas estas situagdes sdo complexas. Comecemos por algo mais sim-
ples. Uma das maiores revolugdes intelectuais da histéria da huma-
nidade foi a introducdo da Mecanica por Newton. Sabemos que caso
fosse necessario temos o formalismo da Mecanica para poder calcular
a trajetéria de uma moeda. O determinismo Newtoniano permite fa-
zer predigdes sobre o futuro a partir do estado atual. Por outro lado,
0s casos mais associados a sorte sdo o jogo de dados ou um jogo de
cara ou coroa com uma moeda. Nao é por acaso que a frase de César
que teria sido dita em grego menciona xvpoc, o cubo ou dado. Estes
jogos deram origem a o estudo matematico das probabilidades.

Como podemos associar a uma moeda simultaneamente as proprieda-
des de ser um sistema determinista, governado pelas leis de Newton
e a condicdo de exemplo mais usado ao falar de sistemas aleat6rios?
E necessario ter cuidado com as palavras. O que significa aleatdrio?
Teremos todo este curso para atribuir-lhe significado. Em geral, ao ser
usado coloquialmente, significa que nado é totalmente determinado a
priori por eventos passados.

As possibilidades do estado da moeda sao determinados ao especificar
12 ndmeros. 3 dizem respeito a sua posi¢do, por exemplo do centro
de massa. Sua orientagdo é determinada por 3 angulos.Veja, num livro
de Mecanica a defini¢do de angulos de Euler. Ou sendo, simplesmente
considere 2 eixos no plano da moeda e um terceiro perpendicular ao
plano e as rotagdes em torno deles. Esse ntiimero é duplicado ao levar
em conta as suas derivadas temporais (velocidades). A dindmica em
12 dimensdes é dada pelas equacoes de Newton 1. E 6bvio que as
equagdes ndo sao suficientes para determinar como caird a moeda. Ha
muitas maneiras de jogar a moeda, mas s6 um conjunto de equagdes.
As mesmas equagdes devem ser complementadas com diferentes con-
juntos de condigdes iniciais que parametrizam cada trajetéria possivel.

As figuras 1.1 e 1.2 mostram porque ndo héd incompatibilidade nessas
duas caracteriza¢des da moeda, como paradigma do aleatério e sis-
tema dinamico Newtoniano. Por simplicidade fixamos 10 pardmetros
e olhamos o que ocorre quando dois pardmetros sdo mudados numa
certa regido. As figuras foram construidas de forma totalmente deter-
ministica integrando as equagdes diferenciais. Cada ponto é colorido
de acordo com a face mostrada pela moeda. Azul se cara, branco
se coroa. Vemos que a aleatoriedade nédo estd na evolugdo dindmica
descrita por Newton, mas na igndrancia que poderiamos ter sobre a
condi¢des iniciais. Se ao jogarmos a moeda ndo tivermos conheci-
mento muito preciso das condigdes iniciais, ndo teremos como prever

Him)

6(rad)

Figura 1.1: Integragdo numérica das equa-
¢oes de movimento de um modelo Newtoni-
ano de uma "moeda"feita de massas (m) e
molas (k). A figura mostra um espago res-
trito de condi¢des iniciais. H é a altura da
moeda ao ser langada e 6 o angulo com
a horizontal, a moeda é solta do repouso.
Nesta figura a altura é "grande"(em relagédo
a mg/k). A estrutura é formada por qua-
tro massas nos vértices do que seria em re-
pouso um retangulo, ligadas por seis molas
nas arestas e diagonais . O sistema esta
restrito a duas dimensdes e a cada batida
mesa ha dissipagédo de energia. E um mo-
delo de uma moeda ou um cubo simplifi-
cado. As simulagdes foram feitas por Gui-
Iherme Galanti e Osame Kinouchi, que gen-
tilmente autorizaram o uso destas figuras.

Figura 1.2: Igual a anterior, mas a moeda é
solta de uma altura menor, para diferentes
angulos.

"Nem a dedugéo destas equagdes e muito
menos a sua solugdo, serdo necessarias
aqui, mas cabem num curso de Mecénica.
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se o ponto final serd azul ou branco. Este é um indicio que o conhe-
cimento pode influenciar as probabilidades (que ainda ndo sabemos o
que sdo) de que caia cara ou cora. Dois agentes apostando neste jogo
terdo chances diferentes de ganhar se tiverem informagdes diferentes
sobre o modo como a moeda serd jogada. Note que para alturas muito
pequenas, o poder de predicao fica mais forte, pois hd regides grandes
com a mesma cor. Faga a experiéncia. Segure uma moeda com os de-
dos na posicao horizontal. Solte a moeda, sem gird-la, de uma altura
de 1 metro, 10 cm, 1 cm , 1mm. Seu poder de prever o que vai ocorrer
aumenta. O determinismo é igualmente descrito pelas equagoes de
Newton em todas as condigdes. A incerteza na previsao tem a ver com
a forma como se solta a moeda; na falta de informacgédo sobre o valor
exato das condigdes iniciais.

Ainda isto é coloquial e ndo sabemos o que é probabilidade, informa-
¢do ou aleatério. O objetivo do que segue é vestir isto com uma es-
trutura matematica. A histéria do desenvolvimento das ideias é com-
plexo e ndo é o interesse destas notas. Porém elas estardo salpicadas
de referéncias a grandes figuras do passado. A histéria contada, ndo
é certamente como ocorreu, pois isso ndo sabemos. A seguir discuti-
remos as idéias que vem de Jakob Bernoulli, Laplace, Maxwell, Kol-
mogorov, Ramsey, Keynes, Polya, Cox, Jeffreys, Jaynes entre outros.
Comecaremos a histéria no meio contando como R. Cox tentou criar
uma extensdo da légica Booleana, com origens na Grécia antiga, para
situagdes de informagdo incompleta. Ele poderia ter suposto de inicio
que a estrutura matematica era a de probabilidades, mas se recusou a
isso. Tentou encontrar essa estrutura e ao descobrir que era ou a teoria
de probabilidade ou uma regraduagdo monotoénica trivial, primeiro se
convenceu da impossibilidade de escapar dessa estrutura e segundo
forneceu uma sélida interpretagdo para o que queremos dizer com in-
formagdo e como molda nossas crengas e para o que queremos dizer
com probabilidades.

Ha vérios exemplos de tentativas de axiomatizar extensdes da légica
a situagdes de informagao incompleta. Savage e Lindley sdo exemplos
importantes, mas seu objetivo é descrever o processo de tomada de
decisdo e isso leva a considerar utilidades. O caminho que escolhemos
leva & mesma estrutura de probabilidades deixando claro que decisdes
é um capitulo a parte. O objetivo de um fisico é descrever a natureza
fazendo previsdes e ndo tomando decisoes.

Informagio completa ou incompleta

Ha muitas defini¢des matematicas possiveis que poderiam ser usadas
na tentativa de formalizar o conceito coloquial de informacdo. Uma
forma de avangar, que é bastante comum em ciéncia, comega por defi-
nir matematicamente algo e depois tentar interpretar as férmulas ma-
temdticas para mostrar que esta interpretagdo esta de acordo com al-
gumas das caracteristicas que podemos atribuir ao conceito coloquial
de informagao que temos.

Em lugar de comegar por uma estrutura matematica pré-escolhida
para servir de ferramenta de andlise, comecamos por uma interpre-
tagdo e depois encontramos a estrutura matematica que se adapte a
interpretagdo. A interpretacdo passa por estabelecer em alguns ca-
sos particulares suficientemente simples, tais que haja algum tipo de
consenso, o qué deveria resultar da teoria. E possivel que este procedi-
mento parega novo ao leitor e serd surpreendente quantos resultados

11
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serdo extraidos deste método e do rigor matematico com que a teoria
se vestird. Como este procedimento permite saber mais claramente
do que estamos falando e do que ndo estamos, achamos que esta é
atualmente a melhor maneira de introduzir a teoria de informacéo.

Pode parecer estranho para o estudante de Fisica que o elemento prin-
cipal a seguir seja a idéia de assercdo, isto é, uma frase que em princi-
pio é uma proposicdo que se apresenta como verdadeira. Mas a mate-
matica é um tipo de linguagem que tem a vantagem de permir a quem
a usa ser muito cuidadoso com o que diz. Denotaremos asser¢des por
letras A, B,C...a,b,c... Uma frase pode ser julgada correta ou nédo de
vérias maneiras. Podemos pensar se é correta do ponto de vista da
sua estrutura gramatical ou sintdtica. Nao é isto que queremos fazer e

consideraremos as asser¢des a seguir suficientemente bem formadas?. 2Embora o formalismo a ser introduzido
Queremos analisar seu contetido informacional, se realmente a pode- também possa ser usado nesta direcao,
mos crer verdadeira. Mas quando se diz ” a massa de Saturno esta mas nao agora.

entre mq e my” ou ”... entre m3 e my” estamos usando asser¢des dife-
rentes e a tarefa é determinar quanto acreditamos que uma ou a outra
sejam verdade e aqui o estudante reconhece a linguagem cientifica.

Consideremos a asser¢do “Existem zumbies”. Isto é verdade? Se o
contexto for o de filmes gravados em Pittsburgh na década de oitenta,
a resposta serd uma. Se for no mundo real, outra. Nenhuma assercao
sozinha pode ser analisada, no que diz respeito a ser verdadeira ou
ndo, de forma independente do resto do universo conceitual. Ela sera
julgada verdadeira ou ndo quando analisada dentro de um contexto.
A informacdo trazida por uma assercdo C, serd usada para atribuir
um grau de verdade a asser¢do A, ou seja dentro do contexto C. Po-
deriamos chamar esse grau de, por exemplo, probabilidade de que A
seja verdade se C for dada. Mas fazendo isto estariamos definindo de
antemdo que a ferramenta matemdtica apropriada para descrever in-
formagdo é a teoria de probabilidades. Isto parece bem razoavel mas
ndo escapa as criticas acima e permite que outra ferramenta matema-
tica seja usada por simplesmente expressar o gosto de outras pessoas
ou a facilidade de uso em determinados problemas préticos com a
mesma justificativa: parece razodvel, eu gosto, funciona, é prdtico. Nao
descartamos o uso de outras ferramentas matemaéticas, mas queremos
deixar claro que estas poderao ser vistas como aproximagdes mais ou
menos adequadas de uma estrutura que unifica e tem um posigao di-
ferente. O objetivo deste capitulo é mostrar que a escolha da teoria de
probabilidades como a ferramenta matemética adequada para tratar
informacédo é muito mais do que simplesmente conveniente. A teo-
ria de probabilidades segue porque é a extensdo da légica a situagdes
de informacdo incompleta. Mas até aqui ndo sabemos o que é ldgica,
informagdo nem incompleta.

A andlise da légica remonta a Aristételes e passa por Boole no sé-
culo XIX, que contribuiu para que a légica pudesse ser representada

em linguagem matematica 3. Uma l6gica envolve (i) um conjunto de %Veja para uma comparagdo: Avristotle’s
proposigdes supostas verdadeiras, (ii) um método de dedugéo para es- Prior Analytics and Boole’s Laws of Thought,
John Corcoran, History and Philosophy of

tabelecer a validade de argumentos e (iii) um método para estabelecer

. . Logics 2003.
invalidades. ’

Um argumento légico é composto por duas partes. Um conjunto de
asser¢des, chamadas as premissas e uma tnica asser¢do chamada de
conclusdo. Um argumento é vdlido se a conclusdo pode ser obtida
aplicando as regras (ii) e (iii).

Se a informacdo em C ndo permite a certeza sobre a verdade de A
entdo diremos que a crenga que temos sobre A esta baseada em in-
formagdo incompleta. Em casos particulares podera ocorrer que dado
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C como verdade, possa ser concluido com certeza que a assergdo A é
verdadeira ou ainda em outros casos que é falsa. Quando néo ha al-
ternativa para a conclusdo, quando ela segue por forca da informagdo
disponivel, dizemos que a conclusdo é racional ou légica. Dizemos
que estamos frente a casos de raciocinio dedutivo. Nestes casos a in-
formagéo disponivel é completa pois nada falta para ter certeza.

Exemplos de informagdo completa sdo dados pelos silogismos Aristo-
télicos: suponha que recebemos a informacéo contida em C = “A —
B", isto é, A implica B. Traduzindo, isto significa “se souber que A
é certamente verdade, segue que a proposicdo B também o é.” Dado
isso, o que podemos dizer sobre B? Nada com certeza, mas se também
recebemos a informacéo adicional A, isto é, que ”A é Verdade”, entdo
segue B, ou seja “B é Verdade”.

Outro caso de informacéo completa, novamente no contexto C, ocorre
quando é dado como verdade a negagdo B ou seja “B é Falso”. Segue

A, isto é, que “A é Falso” como conclusdo inescapavel. Note que se A
néo fosse falso, B ndo poderia sé-lo.

Nas condi¢des que C = “A — B’ e “A ¢ Falso”, o qué pode ser
concluido? Do ponto de vista 16gico cldssico nada podemos concluir
sobre B. Da mesma forma se for dada a informagédo “B é Verdade”,
nada podemos concluir sobre A. Estamos frente a casos de informagao
incompleta e a légica cldssica ndo serve para chegar a uma concluséo.
Nao é possivel deduzir nada. A inducdo, o que quer que isto seja, e
que serd discutido mais & frente, serd necessaria para avangar. 4

A forma dedutiva da légica permite somente tres tipos de respostas,
sim, ndo e ndo segque5. A indugdo nos forca ou permite dividir esta tl-
tima em vdrias possibilidades e os casos extremos nesse espectro sdo
aqueles onde havendo certeza absoluta, havera portanto a for¢a da
deducdo. Podemos falar entdo sobre quais das alternativas interme-
didrias é mais razodvel acreditar com base no que sabemos. Nota-se
entdo a necessidade de estender a 16gica para poder tratar de forma
racional casos de informagdo incompleta. Seguindo uma tradigao de
desenvolvimento tedrico onde talvez os antecessores imediatos sejam
Ramsey e Keynes, Richard T. Cox, ao se defrontar com este problema
por volta da década de 1940, decidiu, como dito acima, estabelecer
um conjunto de desejos ou desiderata® que a teoria deveria satisfazer, e
estes serdo entdo os axiomas da extensdo da légica. Aqui podemos dis-
cordar, propor outros desejos ou axiomas, mas uma vez aceitos serao
provados os teoremas de reparametrizacdo de Cox que mostram que a
teoria de probabilidade é a ferramenta para o tratamento de forma ra-
cional de situacdes de informagdo incompleta. O surpreendente disto
é que surge a teoria das probabilidades como a forma para lidar de
forma racional com a informagdo e que corremos riscos de ser incon-
sistentes caso a regras de manipulagdo de probabilidades nao sejam
seguidas. Ao leitor que demande uma definicdo de racional, podemos
dizer que pelo menos ndo queremos ser manifestamente irracionais.
Nao acredito que haja uma defini¢do de consenso sobre o que é ser
racional. Ha consenso porém em apontar alguns casos de irracionali-
dade. Segue que nao ha probabilidades que nédo sejam condicionais,
embora as vezes simplesmente a linguagem esqueca de deixar expli-
citas as relacdes de condicionalidade. A maior fonte de erros serd
devida a falhas na especificagdo cuidadosa das asser¢des condicionan-
tes. Aparentemente a notagdo a|b com a a a asser¢do a ser analisada
e b a assercdo condicionante é devida a John Maynard Keynes, no seu
Tratado.

A amplidédo da aplicabilidade da teoria que emerge é impressionante

4Segundo Harold Jeffreys em seu li-
vroTheory of Probability, Bertrand Russell
disse que “induction is either disguised de-
duction or a mere method of making plausi-
ble guesses”. Jeffreys diz que “é muito me-
lhor trocar a ordem dos dois termos e que
muito do que normalmente passa por de-
dugdo é indugdo disfargada, e que até al-
guns dos postulados de Principia Mathe-
matica foram adotados por motivagdes in-
dutivas” (e adiciona, sdo falsos). Com o
tempo o préprio Russell mudou de posigéo,
dobrado pela evidéncia (?) e diz no fim da
sua autobiografia: “| was troubled by scepti-
cism and unwillingly forced to the conclusion
that most of what passes for knowledge is
open to reasonable doubt”. Sobre indugédo
disse ainda: “The general principles of sci-
ence, such as the belief of the reign of law,
and the belief that every event must have a
cause, are as completeley dependent on the
inductive principle as are the beliefs of daily
life.”(On Induction)

5 Nem o leitor nem o autor destas notas deve
neste momento ceder a tentagao de discu-
tir I6gicas de um ponto de vista mais geral.
Precisamos um subconjunto de Légica pro-
posicional, ndo muito mais que légica Aristo-
télica, como exposta por George Boole. Tal-
vez caiba aqui a desculpa "I have not wor-
ked out the mathematical logic of this in de-
tail, because this would, | think, be rather
like working out to seven places of decimals
a result only valid to two. My logic cannot
be regarded as giving more than the sort of
way it might work". Frank P. Ramsey (1926)
"Truth and Probability”, in Ramsey, 1931,
The Foundations of Mathematics and other
Logical Essays, Ch. VII, p.156-198, editado
por R.B. Braithwaite, 1999 electronic edition.
8 Desiderata: as coisas desejadas, em La-
tim. Termo usado em filosofia para denotar
um conjunto de propriedades essenciais de
alguma estrutura. Alguns ficam tentados a
chamar axiomas.
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e por exemplo, quando o tipo de assercdo for limitado aqueles enten-
didos em teoria de conjuntos as regras de manipulacdo serdo ndo mais
nem menos que aquelas ditadas pelos axiomas de Kolmogorov. Tam-
bém veremos que emerge uma relagdo natural entre probabilidade e
freqtiéncia e ficara claro de que forma estes conceitos estdo ligados e
mais importante, de que forma sao distintos.

Desiderata a la Cox

E interessante notar que os axiomas de Cox descritos por Jaynes nao
sdo exatamente iguais aos que Cox apresenta no seu livro The alge-
bra of probable inference. A exposi¢do de Jaynes é muito mais simples.
Cox, por sua vez, esclarece sua divida com J. M.Keynes e seu livro A
treatise on Probability, que deve muito a Laplace e Bernoulli, a Frank
P. Ramsey e George Pélya. A exposicdo de Jaynes teve uma grande

influéncia, mas ainda recebeu criticas e complementos 7. Eu seguirei 7 Tribus, A. Caticha

a apresenta¢do de A. Caticha, que é mais completa e clara, mas farei

algumas pequenas mudangasS. 8 Notem que h& lugar ainda para avancos
. . . 3 . nestes primeiros passos. Tentem encon-

A maneira de construir a teoria estd baseada na seguinte forma de trar defeitos, generalizacées, melhores ar-

pensar bastante simples. Queremos construir uma teoria geral para a gumentos.

extensdo da logica nos casos de informacdo incompleta. Se ela for su-
ficientemente geral, devera ser valida em casos particulares. Se o caso
for suficientemente simples, entdo podemos saber qual é o resultado
esperado que ndo viole expectativas razoaveis. Poderia ocorrer que ao
analisar um nimero de casos particulares sejam reveladas as incon-
sisténcias entre eles, nesse caso ndo poderemos chegar a uma teoria
geral. Mas pode ser que os casos particulares sirvam para restringir e

determinar a teoria geral 9. Isto é 0 que mostraremos a seguir. ° Este comentario parece trivial, mas o uso

que sera dado a seguir é totalmente ndo
Em primeiro lugar queremos falar sobre uma asser¢dao A no caso de in- trivial. Neste contexto de probabilidades o
formagdo incompleta. Nos referimos entdo a crenca ou plausibilidade destaque a este procedimento apareceu por
de A ser verdade dado B e a denotamos pelo simbolo A|B que lemos primeira vez no livro de A. Caticha que o
”a plausibilidade de A dado B” ou ainda de ”... de A condicionada a chamou de induggo eliminativa e o atribuiu

a J. Skilling, que tendo usado-o de forma
néo explicita no seus trabalhos sobre entro-

Por que ndo a “probabilidade de A dado B”? Porque ji existe uma pia, se declarou surpreso com a atribuicao
. . .1 = p . Usaremos novamente este estilo de fazer
teoria matematica de probabilidade e ndo sabemos se sera a estrutura B . . .
o Ny . R teoria ao introduzir o conceito de entropia.
matematica que emergird desta andlise. Poderiamos usar outras pa-
lavras, mas crenga ou plausibilidade sdo conhecidas o suficiente para
serem tteis neste contexto e ndo tem por agora o problema de ser
definidas formalmente . A Desiderata que segue tem cinco desejos de-
notados DP;...DPs e é um bom exercicio tentar mostrar que ndo fazem
sentido. Se vocé conseguir e convencer outros terd feito uma grande

B”.

contribui¢do. Se ndo conseguir, terd mais respeito pelas conclusdes
que seguem.

DP; Representagio de crengas e transitividade

Queremos analisar o primeiro caso simples que lida com o conceito de
mais plausivel. Suponha que A dado B é mais plausivel do que A dado
C, entdo escrevemos A|B > A|C. Suponha ainda que A|C > A|D.
Queremos, para seguir o uso cotidiano da linguagem, impor que A
dado B seja mais plausivel que A dado D.

Temos assim nosso primeiro desejo, a plausiblidade deverd satisfazer
a transitividade:
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e DPj: Se A|B - A|C e A|C - A|D entdo deve ser o caso que A|B >
AD

Além disso, dadas duas crengas podemos imaginar que hd outra as-
ser¢do intermedidria.

Isto é facil de satisfazer se impusermos:
¢ A plausibilidade A|B devera ser representada por um nimero real.

Podemos satisfazer este tipo de ordenamento representado crencas
com numeros racionais. A escolha de ntimeros reais permite usar in-
tegrais, o que ndo é pouco, pois fazer somas é dificil. Note que sempre
usamos integrais em fisica, mesmo que o espago tenha uma estrutura
subjacente (desconhecida atualmente mas que poderia ser na escala
de e.g 1073 m). Nao sabemos se tem, mas nos modelos para o mundo
usados em Mecanica, os pontos do espago e tempo vivem numa vari-
edade real.

Dados
A|B > A|C

A|C > A|D,

segue imediatamente, uma vez que sdo niimeros reais, que
A|B > A|D,

de acordo com o desejo DP;. Dizer que alguma coisa é um ntmero
real nos dd imediatamente a transitividade, mas ndo diz nada sobre
que namero deve ser atribuido, nem sobre como mudé-lo se a in-
formagdo condicionante passa de B para C. Também ndo diz que a
representagdo das crengas seja tinica. Uma mudanga dos ntimeros es-
tritamente monotonica crescente ndo mudard a ordem. Isto levara a
que ha familias de atribui¢des de niimeros que representam a ordem
da mesma forma.

DP, Assercgdes compostas:

Através de certas operagoes e de diferentes asser¢des podemos criar
asser¢des compostas. Exemplos de operadores sdo a negagdo, o pro-
duto e a soma légicos.

* A negacdo de A é denotada por A.

¢ O produto ou conjungdo de duas asser¢des é uma terceira assergao,
ha diferentes notagdes equivalentes possiveis: AB, A A B ou ainda
AeB.

* A soma ou disjuncdo de duas asser¢des é uma terceira assergéo,
que constuma ser denotada por A+ B ou AV B, ou ainda A ou B.

A tabela 1.1 mostra a tabela verdade para as operagdes de soma e pro-
duto 16gico, onde V = Verdade e F = Falso. Note que as tltimas duas
colunas, colocadas aqui para futura referéncia, mostram que A + B e
A B sdo iguais.

15
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A|A|B|A+B| AB| A+B | AB

V|F |V \Y A% F F

VI|F|F \Y F F F

F|V |V A% F F F

F|V|F F F \Y A%
Tabela 1.1

Tabela verdade para a negagdo e algumas asser¢des compostas.

Isso significa que A + B = A B portanto o conjunto de operagdes ne-
gagdo e conjungdo permite construir a disjuncdo de assergoes.

Ao falar de silogismos introduzimos a operagdo = que significa impli-
cagdo. Se é verdade que A = B, significa que se A é verdade segue B.
Isto ndo é um novo operador pois é equivalente dizer que C é verdade
paraC=AAB.

o< <[>
< <||lw
< <m<||x

Tabela 1.2
Tabela verdade para a implicagéo C.

Suponha que haja um método, usando a teoria geral que procuramos
e ainda ndo temos, de analisar a plausibilidade de uma asser¢dao com-
posta por varias asser¢des através de conjungdes ou disjuncgdes ou ne-
gacdes. Esperamos que a plausibilidade possa ser expressa em termos
da plausibilidade de asser¢des mais simples. Talvez haja mais de uma
forma de realizar essa andlise. Queremos entdo que:

* DP;: Se a plausibilidade de uma assergdo puder ser representada
de mais de uma maneira, pela plausibilidade de outras assercoes,
todas as formas deverdo dar o mesmo resultado.

H4 varias formas de usar a a palavra consisténcia. Aqui a usamos da se-
guinte forma. Impor que duas formas de anélise devam dar o mesmo
resultado ndo garante a consisténcia da teoria geral, no entanto uma
teoria onde isso ndo ocorra serd inconsistente. Usamos consisténcia no
sentido de ndo manifestamente inconsistente, que é o que DP, acima
declara.

DP; Informagdo completa

Um tratamento geral de situa¢des de informacao incompleta deve abar-
car os casos particulares de informacdo completa. Entdo olhemos para
casos simples em que ha informacdo completa.

O mais simples é aja que é a plausibilidade de algo que sabemos ser
verdade, para qualquer a.
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Se albc e blac representam a plausibilidade de algo que sabemos ser
falso com certeza, chamamos a e b de mutuamente exclusivos na con-
dicdo c. Poderia ser que hajam falsidades absolutas mais falsas que
outras falsidades absolutas; ou verdades absolutas mais verdadeiras
que outras verdades absolutas, mas achamos razoavel impor

e DPj : Existem dois ntimeros v, e v 7 tal que para todo a, ala = vy e
para a e b mutuamente exclusivos a|b = vy.

Nao sabemos que valores dar para v, ou vf, mas supomos 0 mesmo
valor em todos os casos que tenhamos certeza de verdade ou falsidade.
Este desejo inclui também a negacdo de uma assergdo, pois a asser¢do e
sua negacdo sdo mutuamente exclusivos, e estamos dizendo que a|a =
vy para qualquer a.

Usaremos frequentemente a propriedade de um conjunto de asser¢des
{a;}i=1..x serem mutuamente exclusivos sob condig¢des ¢, que vale se
para qualquer i, j diferentes a;|ajc = aj|a;c = vy

DPy Soma e DPs Produto

Como sugerido na tabela 1, todo operador na algebra Booleana pode
ser representado pelas operagdes conjuncao a e b (denotada ab ou a A b)
e negagdo de a (denotada por @ ) 1°, isto é, o produto e a negagéo 16-
gicas. A soma légica pode ser obtida usando a Vb = @b . Precisamos
entdo analisar a plausibilidade de asser¢des compostas usando esses
operadores em termos das plausibilidade de asser¢des mais simples.
Ja que este conjunto de operadores é completo, esperamos que so te-
nhamos que analisar estes dois operadores, conjuncédo e negagdo. Mas
é mais facil, olhar para a conjungdo e a disjuncdo, e junto com DP;
obteremos a forma geral de tratar a negagdo.

Agora olhamos para a disjungdo ou soma légica. Novamente c se re-
fere a informacao subjacente e estamos interessados na plausibilidade
y = aVblc. Hé 4 plausibilidades que serdo interessantes para esta
andlise:

x1 = alc, xp = blc, x3 = blac, x4 = a|bc. (1.1)

E importante notar que todas estas plausibilidades sio condicionadas
a ¢, a informagdo que por hipétese é suposta verdadeira. Além disso
podem ser condicionadas a outras asser¢des relevantes e as tinicas dis-
poniveis sdo a e b por separado. Nao tem sentido considerar ab como
parte do condicionante. Deve haver uma dependéncia entre a V b|c e
algum subconjunto de {x;} = {x1, xp, x3, x4}, entdo

* DPs: Regra da Soma: Deve existir uma fungdo F que relaciona
aV b|c e algum subconjunto de {x;} e ndo deve tomar um valor
constante, independente dos valores de {x;}.

E claro que trocando soma por produto parece razoavel desejar:

® DPs: Regra do Produto. Deve existir uma fun¢do G que relaciona
ab|c e algum subconjunto de {x;} e ndo deve tomar um valor cons-
tante, independente dos valores de {x;}.

Como F e G representam a plausibilidade de asser¢des (compostas),
também devem tomar valores reais. Além disso ndo impomos nada
além de que dependam em algumas, se ndo todas, as variaveis {x;}.
Parece natural exigir que ndo tenham valores constantes, pois sendo
a todas as asser¢oes compostas lhes seria atribuido o mesmo niimero.

' Este conjunto nao é minimo, mas é util e
claro.
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Para facilitar as dedugdes também imporemos diferenciabilidade até
segunda ordem com repeito a quaisquer dois argumentos. Isto ndo é
necessario, mas as provas ficam mais longas e no fim o resultado vem
na forma de fungdes diferenciéveis.

Porque um subconjunto? Qual subconjunto? Todos? Como decidir?
Ha 11 subconjuntos de dois ou mais membros: Seis (%) pares (x;, x]-),
quatro (%) triplas (x;, x;, ) e o conjunto inteiro (x, x, x3,x4). Ana-
lisaremos casos particulares em que é facil ver que alguns subcon-
juntos levam a resultados absurdos. Do ponto de vista axiomatico
poderiamos adicionar estes casos particulares a lista de desejos.

Consequéncias da Lista de Desejos

Parece dificil que desta lista DP;...DPs surja uma estrutura matema-
tica, quanto mais tinica. Ou como veremos, essencialmente tnica a
menos de regraduagdes montdnicas que nédo alteram a ordem das cren-
cas. Talvez o que serd surpreendente para o leitor, é que seja a teoria
de probabilidades. A estrutura matematica aparecera analisando as
restri¢des nas fungdes F e G impostas pelos desejos.

A regra da soma

Comegamos com a disjungdo a V b|c e a fungdo F. Primeiro consi-
deramos a e b mutuamente exclusivos, mas depois veremos que isto
permitird analisar o caso geral. Sob esta restricao albc = blac = vy
para qualquer ¢ por DP;. Logo

aV blc = F(alc,blc,albc,blac) = F(alc,blc,vs,vy),

mas esta é uma funcdo de apenas duas varidveis, e da constante des-
conhecida vy:
aVblc= f(alc,blc).

Para avangar olhamos para asser¢des compostas mais complexas, que
podem ser analisadas de mais de uma maneira, que pelo desejo DP,,
devem dar o mesmo resultado. Para trés asser¢des 4, b e c mutuamente
excludentes nas condigdes d, duas maneiras equivalentes de escrever a
disjun¢do das trés sdo (aVb)Ve|ld =aV (bVc)|d o que permite usar
a funcdo f duas vezes

aVOVAld = flald,f(bld,cld))
(avb)Vveld = f(f(ald, bld),c|d)

ou em notagdo 6bvia, f satisfaz

fx f(y,2)) = f(f(x,y),2) (12)
chamada equagédo da associatividade, primeiramente estudada por Abel
no contexto de teoria de grupos. Pode se provar ! que para toda so- "' Para condigbes em f ver Aequationes
lugdo de 1.2, existe um bijecdo ¢, dos reais nos reais, que tomaremos mathematicae 1989, Volume 37, Issue 2-3,

pp 306-312 The associativity equation revi-

como crescente, e portanto sera estritamente monotonica crescente, tal ! . i ; |
sited R. Craigen, Z. Pales, ou o livro Aczél,

que 1 J. (1966), Lectures on functional equations

fxy) =97 (¢(x) +o(y)). (1.3) and their applications, Mathematics in Sci-

Para o leitor bastard mostrar neste ponto, que a expressio 1.3 ¢ uma E”.CE;M Engineering 19, New York: Acade-
mic Press,

solugdo da equagdo 1.2.

Agora um ponto central: podemos regraduar, usando ¢, as atribui¢des
de plausibilidade e ndo mais falar dos nameros do tipo a|d mas de
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ntmeros ¢(a|d). Por ser uma bijegdo, resulta que a ordem de prefe-
réncias ndo se altera, se antes as crengas sobre as asser¢des tinham uma
certa ordem, depois da regraduagdo, o ordenamento da representacdo
numérica das crengas é o0 mesmo. E importante ver que a funcéo ¢ é
estritamente monotonica: se x > y segue que ¢(x) > ¢(y), sem poder
haver igualdade. Isto significa que asser¢des com crengas diferentes
sdo mapeadas em valores ¢ diferentes. Caso ocorresse a possibili-
dade de igualdade, antes da regraduagdo teriamos uma separagédo de
preferéncias e depois da regraduagdo poderiamos ter confusido entre
asser¢des mapeadas no mesmo valor de ¢. > Continuamos sem saber
que numeros sdo esses, mas avangamos a ponto de poder dizer que
para quaisquer eventos mutuamente exclusivos a crenca da disjungao,
uma asser¢do composta pode ser expressa em termos das crengas nas
asser¢des mais simples:

¢(aVbld) = ¢(ald) + ¢(bld). (1.4)

No caso particular que d = 7, isto significa

¢plaVvbla) = ¢(afa)+¢(bla) (1.5)
¢la) = ¢(ala) +¢(bla) (1.6)

pois a crenga ¢(a V b|a) é equivalente a crenga ¢(b|a). Segue que
¢(ala) = ¢(vf) = s =0. (1.7)

Embora modesto, eis o primeiro resultado ntimerico:

O valor regraduado da certeza da falsidade é zero.

Mas e se ndo forem mutuamente exclusivos? O interessante é que
o resultado anterior serve para o caso geral, mas precisamos usar o
truque de escrever

a=(aAb)V(anb) e b= (bAa)V (bA7). (1.8)

O leitor deve mostrar que as relacdes acima sdo verdadeiras, no estilo
da tabela 1. Podemos escrever a V b como uma disjunc¢do de asser¢des
mutuamente exclusivas:

aVvb

{(mb)v(m@)} VI[(bAa)V (bAT)]

(aAb)V (anb)V (bATG)

assim a equagdo 1.4, que descreve a soma de asser¢des mutuamente
exclusivas, pode ser usada, levando a

plavbld) = ¢(anb|d)+planbld)+ b Aald)

= ¢(anb|d) +¢(anbld)+¢(bAald) + [p(anbld) — ¢(anb|d)]

onde, na ultima linha adicionamos e subtraimos o mesmo numero.
Chamamos pela ordem os termos do lado direito da equacdo acima de
1, 2,...5. Usando novamente a equacéo 1.4 para asser¢des mutuamente
exclusivas, juntando 1 com 2 , e 3 com 4:

¢(a Vv bld)

¢(ald) + ¢(bld) — p(a N b|d),

que segue das relagdes da equacdo 1.8. Temos um dos resultados prin-
cipais para lidar com asser¢des compostas por somas de assergdes

4><(aAb)v(aAE)|d) ) ((bAa) v(a/\b)|d> — ¢(a Ab|d)

(1.9)

2 \lgja A. Patriota onde as condigdes so-
bre f sdo relaxadas e as consequéncias de
aceitar solugdes nao estritamente monotoni-
cas séo consideradas.
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|¢(aVbld) = p(a]d) + ¢(b|d) — ¢(ab]d) |

Mas ainda ndo acabamos pois ndo sabemos o que fazer com ¢(ab|d),
que olharemos a seguir.

Regra do produto: quais as varidveis relevantes?

Queremos expressar

y = ¢(ab|c) (1.10)
em termos da fung¢do ainda por determinar G e de algum dos
subconjuntos de {x;}. Lembramos a nota¢do
x1 = da|c, xp = b|c, x3 = blac, x4 = a|bc. Tribus sugeriu a andlise das
11 possibilidades para verificar que s6 ha duas que sobrevivem a
casos extremos. Seguimos A. Caticha, pois corrige vérios erros
anteriores. Os dois conjuntos sobreviventes sdo (x1,x3) e (x2, X4).
Note que se o primeiro deles fosse um dos sobreviventes, o segundo
também deveria ser pela simetria trazida pela comutatividade do
produto 16gico. Cox ja parte da conclusdo de que estes dois
subconjuntos sdo os adequados. O exercicio que segue mostra que ele
tinha razdo, mas retira a arbitrariedade aparente, de fazer a escolha
sem analisar outros candidatos.

Vejamos como chegar a esta conclusdo (novamente seguimos AC) Os
11 casos sdo reduzidos a 7 por simetria:

1. y = G(¢(alI), ¢(b|I)) (1 possibilidade)

2. y = G(¢(a|l), ¢(a|bl)) (2 possibilidades a > b)

3. y = G(¢(a|l),¢(blal)) (2 possibilidades a <> b)

4. y = G(¢(a|bl),¢(blal)) (1 possibilidade )

5. y = G(¢(all),¢(b|I), p(albl)) (2 possibilidades a <> b)

6. y = G(¢(a|l), ¢(a|bl), ¢(blal)) (2 possibilidades a < b)
7. y = G(¢(alI), p(b|I), p(a|bI),p(blal)) (1 possibilidade)

Caso 1 Mostraremos que

y=aAnb|l =G(¢(a|l),¢(blc)) = G(x1,x2) ndo funciona pois nao
satisfaz o esperado em um caso simples. Porque ndo serve o
subconjunto mais ébvio (x1,x7)? Primeiro vejamos que ndo segue o
bom senso. Seja a= "Helena usa um tenis esquerdo vermelho’
enquanto que b="Helena usa um tenis direito preto’ . A
plausibilidade dessas duas assercdes sera julgada dada a seguinte
informacao c= "Helena gosta de tenis pretos e de tenis vermelhos’, e
talvez seja possivel concluir que as duas asserc¢des sdo bastante
plausiveis. Mas se tivessemos y = G(x1, xp) poderiamos ser levados a
pensar que ‘Helena usa um tenis esquerdo vermelho e um tenis
direito preto’ é bastante plausivel. Posso acreditar bastante nas duas
asser¢des, mas ndo que seja muito plausivel que use um tenis de cada
cor ao mesmo tempo. Devemos rejeitar esta forma para G.

Para convencer os incrédulos no exposto acima, um argumento mais
formal: Suponha que a|d = a’|d’ e b|d = b’|d’, mas que emboraa e b
sejam mutuamente exclusivos, a’ e b’ ndo o sejam. Neste caso
teriamos que

¢(a'b'|d") = G(¢(a'|d"), ¢(b'|d")) = G(¢p(ald), p(b|d)) = §(ab|d) = ¢r = 0.



PROBABILIDADES (NOTAS INCOMPLETAS)

E isto ocorreria para qualquer par de asser¢des ndo mutuamente
exclusivas (a’,b'), pois sempre poderiamos supor um caso auxiliar
(a,b) adequado e portanto teria um valor constante, independende
das asser¢des sob consideracdo. Insistindo, suponha que Bruno joga
uma moeda contra o teto, bate no ventilador e cai. A Helena pega
outra moeda e faz o mesmo. Temos a mesma crenga que saia cara ou
coroa nas duas situagdes. Chamamos cp a assergdo que saiu cara no
primeiro experimento e cy no segundo. Achamos razoavel escrever

¢(cg|l) = ¢p(cull) e ¢(cpll) = ¢p(cu|l)

E também achamos impossivel que cpcp|I seja verdade, ndo pode ser
verdade que Bruno obteve cara e coroa nessa tnica jogada. Mas
seriamos levados a pensar que

¢(cpenll) = G(g(cp|l), p(cull))
= G(¢(c|I), ¢(ca|I)) = ¢(cpcp|I) =0  (1.11)

que significaria que se Bruno obteve cara, Helena ndo poderia ter
obtido coroa.

Caso 2

Para qualquer asser¢do b|I, sob quaisquer condicdes teriamos

9(b]1) = p(Ib|1) = G(¢(I|1), p(I[bI)) = G(gv, $v) = constante.

Um método que atribui o mesmo valor numérico a todas as asser¢des
ndo pode ser aceitavel.

Caso 3 Paraocasoy = G(¢(alI), ¢(blal)) e a alternativa

G(¢(b|I), p(albl)) ninguém tem encontrado casos que se oponham ao
bom senso. Este sera o tinico candidato a sobreviver e sera a pedra de
sustentacdo a toda a teoria que segue. Nao analisaremos as
consequéncias disto agora. Ainda falta eliminar os outros candidatos
e posteriormente encontrar a forma especifica de G.

Caso 4 Sey = G(¢(a|bl), ¢(blal)) somos levados a algo inaceitével
considerando que para qualquer assercdo b teriamos

¢(b|T) = ¢p(bb|I) = G(¢(b|bI), $(b|bI)) = G(o, ¢o) = constante

independente de b. Novamente a crenca sobre a plausibilidade de
uma assercdo seria independente da assergéo.

Caso 5 y = G(¢(a|l),¢(b|I),$(albl)). Este caso é mais complicado
de analisar. Mostraremos, no entanto que se reduz a algum dos casos
anteriores. Ainda consideraremos a conjunc¢do de mais de duas
assergdes , abc|I, que pode ser escrito de duas formas diferentes
(ab)c|I = a(be)|I, portanto, considerando a primeira forma obtemos

¢((ab)e|I) = G(p(ablI), ¢(c|I),p(ablcI))
= G(G(p(all), p(b|I), p(albl)), ¢(c|I), G(¢(alcl), p(blcI), p(albel))
= G(G(x,y,z),u,G(v,w,s)). (1.12)

Para a segunda, com as mesmas defini¢des das variaveis x, y...,
obtemos

¢a(be)[l) = G(p(all), ¢(be|I), ¢(albel))
= G(p(all), G(o(b]I), ¢(c|I), ¢(blcl), ¢(albel))
= G(x,G(y,u,w),s) (1.13)
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Notamos as duas maneiras de escrever a mesma coisa. Repetimos
que por DP, que declarava que ndo queremos ser manifestamente
inconsistentes, devemos ter

G(G(x,y,z),u,G(v,w,s)) = G(x,G(y, u,w),s).

Ainda notamos que embora éstas varidveis possam ter quaisquer
valores, ndo ocorre o mesmo conjunto dos dois lados: Lado esquerdo
{x,y,z,u,0,w,s}, lado direito {x,y, u,w,s}. Portanto o lado esquerdo
nao deve depender de z = ¢(a|bl)) nem de v = ¢(a|cI)
explicitamente. Para que essa expressdao ndo dependa de z nem v,
podemos impor que G ndo dependa do terceiro argumento o que
levaria a eliminar o que foi riscado na equagéo abaixo:

G(G(x,y,%),u,Glew;5)) = G(x,G(y, u,m),§)

levando a que G tem s6 dois argumentos e uma expressao sem z nem
v:
G(G(xy),u) = G(x,G(y,u))
e portanto somem todas as varidveis exceto x,y e u. Lembrando suas
defini¢des
G(G(¢(alD), ¢(b]1)), @(clI)) = G(¢(all), G(p(bIT), ¢(c[1)))
que equivale ao Caso 1 e portanto ja foi eliminado.

Mas também podemos dizer que ndo depende do primeiro
argumento, que também elimina z e v:

GGl Z),u,G(g,w,s)) = G(X,G(y, u,w),s)

que leva a expressdo
G(u,G(w,s)) = G(G(u,w),s)

que voltando as varidveis originais toma a forma

G((cl1), G((blel), p(albel))) = G(G(¢(c|I), ¢ (blcl)), ¢(albel))
e mostra ser equivalente ao que teriamos obtido se partissemos do
Caso 3 e portanto aceitavel.
Fica como exercicio mostrar que
1. o Caso 6 pode ser reduzido ao Caso 2, ao Caso 3 ouao

Caso 4

2. o Caso 7 pode ser reduzido aos Caso 5 ou Caso 6.

Concluimos portanto que

G(¢p(ale), ¢(blac))
= G(¢(blc), ¢(albe))

¢(ablc)

Cox coloca isto como um axioma, mas nao precisamos fazer isto,
basta dizer que existe uma fun¢do G mas que ndo sabemos a priori
quais seus argumentos. A eliminagdo dos casos que contradizem o
bom senso em casos suficientemente simples, mostra de forma
satisfatoria (o leitor pode pular e reclamar, mas terd que encontrar
argumentos) que as equagdes 1.3.2 refletem a tinica opgdo. Outra
queixa e que introduzimos casos simples onde os casos diferentes do
3 se mostraram contrarios ao bom senso. Isto significa que o DPs é
mais complexo do que parecia inicialmente.
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Note que agora serd possivel concluir que ‘Helena usa um tenis
esquerdo vermelho e um tenis direito preto” pode ser pouco plausivel
por que precisamos saber a plausibilidade de ‘Helena usa um tenis
esquerdo vermelho dado que Helena usa um tenis direito preto” e isto
pode ser pouco plausivel.

Mas ainda ndo acabamos. Precisamos determinar a fungio especifica
G, com a vantagem que pelo menos sabemos seus argumentos.

Regra do produto: qual é a fungio G?

Novamente olhamos para um caso simples, onde podemos escrever o
resultado de duas maneiras. Considere a,b,c e d com b|d e c|d
mutuamente exclusivos, e a asser¢do a(b V ¢) uma conjungio que
pode ser escrita como uma disjungao:

a(bVvc) = (ab) V (ac). (1.14)
Podemos usar o resultado para a soma para estudar o produto

¢a(bVc)ld):

pla(bveld) = G(g(ald) @bV c)lad))
G (¢(ald), ¢(blad) + ¢(c|ad)) (1.15)
¢((ab) V (ac))|d) = @(abld) + ¢p(ac|d)
= G(¢(ald), ¢(blad)) + G (¢(ald), ¢(c|ad))

(1.16)

onde a equagdo 1.15 usa primeiro que a(b V c¢) é um produto e em
segundo lugar a regra da soma para asser¢des mutuamente
exclusivas b|d e c|d. A equagdo 1.16 mostra o resultado de considerar
a soma (ab) V (ac). Mas devido & equagdo 1.14 e DD, estas duas
formas devem dar o mesmo resultado:

G(x,y+z) = G(x,y) + G(x,2). (1.17)

Para obter a solucdo geral desta equacdo notemos que o primeiro
argumento é o mesmo nos trés termos, é portanto um parametro que
podemos manter fixo em qualquer valor arbitrdrio. Nao é necessério
supor diferenciabilidade, mas requerindo que G seja duas vezes
diferenciavel, e definindo w = y + z obtemos a equagao diferencial

92G(x,w)
ow?

que tem solugdo geral G(x,w) = A(x)w + B(x) em termos de duas
fungdes desconhecidas, mas faceis de determinar.

=0 (1.18)

Substituindo esta forma em 1.17 obtemos
A(x)(y+z) + B(x) = A(x)y + B(x) + A(x)z + B(x), (1.19)

portanto B(x) = 0, ou seja G(x,w) = A(x)w = G(x,1)w 3. Agora
olhamos para a|d e usamos a|d = ad|d para a e d quaisquer.

¢ald) = ¢(ad|d) = G(¢(ald), ¢(d|ad))

= G(p(ald), ¢o) = A(¢(ald))po
(1.20)
onde ¢(d|ad) = ¢, pois, obviamente d é informagdo completa para d.
Ou seja x = A(x)¢y, logo
xw

G(x,w) = . (1.21)

'3 Suponha a equagéo h(x +y) = h(x) +
h(y), para qualquer x, y. Em particular, para
n # 0 e m inteiros, vale que h(nx) =
h((n—1)x+x) =h((n—1)x) +h(x) =
h((n—2)x +x) +h(x) =h((n—2)x) +
2h(x) = --- = nh(x). Considere x =
x'/n. Segue que h(x') = nh(x'/n).
Tome x' = m, portanto h(x') = h(m) =
mh(1) = nh(m/n). Logo h(m/n) =
(m/n)h(1). Basta supor continuidade que
podemos passar dos racionais para os reais
e obter h(x) = xh(1).
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isto significa que, para e = bV c, b e c mutuamente exclusivos

ald)¢(e|ad
p(acld) — Plald)olelad) (1.22)
$o
Mas resta um problema: e se retirarmos a restricdo de b e c
mutuamente exclusivos? E simples de considerar pois novamente

usamos a equagao 1.8
e=(eANh)V(eNh), (1.23)

agora para qualquer assercdo h, de tal forma queb=eAhec=eAh

14, Portanto ndo ha restrigdes para o resultado que obtivemos. 14 Agradego a ...e a ... por me lembrar deste

~ . - truque.
Se nédo usarmos esse atalho deveriamos usar a equagdo 1.9 para obter:

G(x,y+z—G(y,w)) = G(x,y) + G(x,z) — G(x, G(x,w))

e sabemos que a solugdo é dada pela equacdo 1.21. Sem usar esse
atalho é mais dificil mostrar que esta é a tnica forma se G for
diferencidvel duas vezes em cada argumento. O leitor interessado
deveré consultar Aczel. Temos assim uma possibilidade de uma
prova muito mais simples.

Da equagdo 1.22, dividindo por ¢, obtemos

placld) _ plald) glelad) (120
(PU ¢7J 477}
0 que permite regraduar mais uma vez os niimeros associados as
crencas sem mudar sua ordem. Crengas regraduadas, de forma
bijetora representam o mesmo ordenamento e portanto podem ser
ainda chamados de crengas. Definimos 0s novos ntimeros
alb
plaly) = 211 (129
Po
que serdo daqui a pouco chamados de probabilidade de 2 dado b. E a
regra do produto em termos destes novos ntiimeros regraduados é

| p(ablc) = p(blc)p(albe) = p(alc)p(blac) |

Temos uma regra para o produto e para soma logicas de assercdes.
Como fica a negagdo? Apesar de ndo ter introduzido nada especifico
sobre ela veremos que com os desejos impostos podemos deduzir a
plausibilidade regraduada ou probabilidade da negacdo de uma
assercdo a partir da probabilidade de sua afirmagao.

A regra do produto e a consisténcia permitem escrever

_ plale)p(blac)
p(albe) = Tl (1.26)

que é chamado de Teorema de Bayes, mas que foi escrito pela
prmeira vez por Laplace. A contribuigdo de Bayes foi apontar a
relagdo chamada de inversao

p(albe) o< p(blac) (1.27)

onde a probabilidade de uma assercdo a condicionada a outra b é
proporcional a probabilidade de b condicionada a a. Ndo podemos
exagerar a importancia desta afirmacido que ficara clara a luz da
variedade de aplicagdes tanto tedricas quanto experimentais que
veremos adiante.
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Negacio

A lista de desejos inclui a mencéo de algo sobre a negagdo. A crenca
em asser¢des condicionadas a sua negagdo constituem casos de
informagdo completa: ¢(a|a) = p(ala) = 0. Também sabemos que

a V a deve ser verdade, pois ndo resta alternativa. Portanto

¢(alad) = p(afad) =0
plavald) = ¢lavald) =1 (1.28)
o
1 = p(avald)
= plald) + p(ald) — p(aa|d)
= plald) + p(ald) — p(ald)p(alad)
= plald) + p(ald), (1.29)
| p(ald) =1— p(ald)|
ou a soma das crengas regraduadas de uma assergdo e da sua
negacdo é 1. Essencialmente chegamos ao fim do comeco.
Estrutura matemdtica sobrevivente
Em termos destes ntimeros, reescrevemos os resultados até aqui
obtidos:
p(ala) = pp=1 Certeza da veracidade
p(ala) = pr=0 Certeza da falsidade
p(avblc) = p(alc) + p(blc) — p(ablc) regra da soma
p(ab|c) = p(a|c)p(blac) regra do produto
p(ablc) = p(blc)p(albc) regra do produto
p(ald) = 1-—p(ald) regra da negacéo
Tabela 1.2
Probabilidades

Nao falaremos mais em nameros a|b, nem na sua regraduagéo ¢(a|b)
mas somente na tltima transformagéo p(a|b) que chamaremos a
probabilidade de a dado b, ou a probabilidade de a condicionada a
informacao que b é verdadeira. O motivo disto é que ao longo de
séculos estas regras from destiladas pelo bom senso de varios
matematicos e cientistas. Por volta de 1930, Kolmogorov formalizou,
sem incluir a regra do produto nem condicionantes, usando
linguagem de teoria de medida ou integracdo, mas ja eram
conhecidas desde Laplace. O que nao estava claro é porque essas e
nédo outras. Estd completa a identificacdo das crengas ou
plausibilidade regraduadas em ntimeros que satisfazem as regras da
probabilidade. Concluimos que a estrutura matemaética adequada, e
que usaremos nestas notas, para descrever situagdes de informagao
incompleta é a teoria de probabilidades. O leitor, caso deseje usar
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outras regras para manipular informacao devera responder quais dos
desejos considerados acima ndo é razoavel e portanto ao ser evitado,
justificar essas outras regras.

O que foi obtido vai ser comparado com os axiomas de Kolmogorov
na préxima sec¢do. Vemos uma diferenca importante. Na formulagao
da teoria de probabilidade como um capitulo da teoria da medida, as
probabilidades sdo medidas e ndo ha mengdo a condicionais. Rao
adicionou mais tarde a complementacéo introduzindo, como uma
idéia tardia, razoavel mas ad hoc, a probabilidade condicional definida
a partir da regra do produto e portanto colocando com a méo o
teorema de Bayes, que Cox obteve como uma consequéncia direta da
consisténcia em particular e dos outros membros da desiderata.

Este é o contetido dos teoremas de Cox: uma atribuicdo de ntimeros
para descrever as crengas em assercdes, dada a informagéo, que
satisfaga os casos particulares, pode ser mudada de forma a nao
alterar o ordenamento das crencas e preferéncias e a satisfazer as
regras da probabilidade. Tem cheiro e cor de probabilidade e tem
todas as propriedades das probabilidades. Néo falaremos mais sobre
plausibilidade. Nao sabiamos o que era, e a abandonamos como a um
andaime, apds ter construido o edificio da teoria de probabilidades.
Obviamente este exercicio ndo forneceu os valores das
probabilidades. Que bom, sendo fechariam os institutos dedicados ao
estudo e as aplica¢des das probabilidades. Mais sérios, podemos
dizer que a nossa grande preocupagdo agora serd dirigida a busca de
técnicas que baseadas na informagdo disponivel permitam atribui¢des
ou talvez o problema associado mas diferente, de atualizagdo dos
numeros associados a probabilidades dos eventos ou asser¢des de
interesse quando recebemos nova informagédo. Esta é a preocupagdo
central da inferéncia e da teoria de aprendizado e nos levara a
introducdo da idéia de entropia. A entropia no sentido de teoria de
informacao estd intimamente ligada a idéia de entropia
termodinamica e mais ainda & de Mecanica Estatistica como veremos
mais tarde. Poderemos afirmar que a Mecanica Estatistica foi a
primeira teoria de informagdo, embora ndo seja costumeiro coloca-la
nessa luz.

Exercicios

Mostre, construindo a tabela verdade as seguines propriedades da
Algebra Booleana a partir da tabela verdade para a soma, produto e
negagao
¢ Idempoténcia do produto AA = A
¢ Jdempoténcia da soma A +A = A
¢ Comutatividade do produto AB = BA
¢ Comutatividade dasoma A+ B =B+ A
¢ Associatividade do produto A(BC) = (AB)C
¢ Associatividade da soma (A+B)+C=A+ (B+C)
¢ Distributividade A(B+ C) = AB+ AC
* Dualidade C=AB=C=A+Be
C=A+B=C=AB

Mostre que (A + B)A = A e portanto A+ BC = (A+ B)(A+C)
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Exercicios Propostos

* Mostre que a conjungéo e a disjungdo ndo formam um conjunto de
operadores completo para a dlgebra booleana. Por exemplo mostre
que ndo hd combinagdo de estes operadores que permitam obter a
negacdo. Mas nos propusemos uma fungdo F e uma G e obtivemos
uma forma de lidar com a negacdo. Como isso é possivel? A
resposta serd achada ao ver que que o desejo DP; sobre
informacdo completa introduz a nogao de nega¢do mas s6
parcialmente ao dizer que a e sua negacdo sdo mutuamente
exclusivos e que a[a = vy como 0 mesmo vy para todo a. Outra
forma de proceder poderia ser introduzir um desejo do tipo: Deve
existir uma fungdo H, desconhecida tal que a|c = H(alc). Isto
codifica o desejo de encontrar uma teoria em que conhecimento
sobre a implica conhecimento sobre a. Claro que nesta altura
sabemos que H(x) = 1 — x. Tente deduzir a as consequéncias ao
trocar disjungdo F por negacdo H no Desiderata para lidar com
informacao incompleta.

* Mostre a relacdo da equacdo 1.8. Desenhe o diagrama de Venn.

* A equacdo 1.9 relaciona a crenga da disjuncéo as crengas nas
asser¢des primitivas, mas inclui a subtra¢do da crenga na
conjungdo. Desenhe o diagrama de Venn adequado a esta situagéo.
Discuta a origem do term subtraido.

¢ Voltemos ao Caso 5 e suponhamos que G seja diferenciavel com
respeito a qualquer argumento. As derivadas parciais com respeito
a z ou v devem dar zero. Use a regra da cadeia para mostrar que

0 = (G(x,y,2),u,G(v,w,s))

gG

d 0
= gG(V, M/G(U/ ZU,S)),,:G(X’%Z)gG(X,y,Z) (1.30)

Se um produto é zero, pelo menos um dos fatores é zero, de onde
concluimos que ou G ndo depende do primeiro argumento ou nédo
depende do terceiro. Se ndo depende do primeiro mostre que
voltamos ao Caso 3 . Se ndo depende do terceiro mostre que
voltamos ao Caso 1.

¢ 2 Para a fun¢do G da regra do produto mostrar que o Caso 6
pode ser reduzido ao Caso 3 ouao Caso 4 equeo Caso 7
aos Caso 5 ou Caso 6.

* Mostre que a forma produto (eq. 1.21) é solugdo da equagdo
funcional. Mostre que esta é a tinica forma se G for diferencidvel
duas vezes em cada argumento.

¢ Escreva a regra do produto P(AB|I), da soma P(A + B|I) e da
negacdo de A|I, de A no contexto I em termos das Chances,
percentagem e Logprob definidos abaixo. Mostre que cada uma
dessas é uma transformagdo monoténica ¢ das probabilidades e
portanto uma regraduacao possivel da representagdo numérica das
crengas.

1. Chances: Defina as chances (odds em inglés) como

O(A|l) = P;f("z”).

2. Percentagem é o que chamariamos a probabilidade se em lugar de
estar confinada ao intervalo [0, 1] estivesse no intervalo|0, 100].
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. Logprob Lp(A|I) =1log P(A|I).

P(4)
. Exprob Expp(A|I) = exp P(A|I) (Essa acabei de inventar).

3
4. Logit ou log-odds: Logit(P(A|Il)) = log(P(Am )
5
P(A[I
6 ( 2| )

. Sineprob Senp(A|I) = sin (Posso continuar.)
Em algum caso as regras escritas em termos das regraduagdes séo

mais simples do que a regraduagio que leva as probabilidades? 15 1> Nao ¢é verdade que neste caso "What's in
a name? that which we call a rose By any

Exercicio Problema de Linda 1. Amos Tversky and Daniel Kahneman other name would smell as sweet"

colocaram a questdo a seguir, chamada de Problema de Linda, sobre
probabilidades. Considere as asser¢des a seguir:

¢ [:Linda tem 31 anos, é solteira, assertiva, e muito inteligente. Ela
se formou em filosofia. Quando estudante, estava profundamente
preocupada com questdes de discriminagdo e justiga social, e
também participou de manifestagdes anti-nucleares.

e A :Linda é bancéria .

¢ B:Linda é bancéria e participa do movimento feminista .

Responda rapidamente qual das duas asserc¢des é mais provavel?

Exercicio Problema de Linda 2. N&o continue lendo até ter
respondido a pergunta anterior.

Responda ap6s pensar.O problema é atribuir ntimeros a P(A|I) e
P(BII). Qual é maior? Responda usando a regra do produto e use o
fato que qualquer probabilidade tem uma cota superior 1. Este

problema também é chamado de Faldcia da conjuncéo. 16 Tntroduza ® These long-term studies have provided

a asserc¢ao our finest insight into “natural reasoning”
and its curious departure from logical truth.

e (C:Linda é bancaria e ndo participa do movimento feminista . Stephen Jay Gould, sobre Tversky and Kah-
neman

Qual seria o ordenamento das trés probabilidades P(A|I), P(B|I) e
P(C|I)? Procure alguém feminista e faca a pergunta, faga o0 mesmo
com alguém machista. Divirta-se com a percepgdo que as pessoas sao
irracionais. O que vocé acha que as pessoas acham que respondem
quando tem que ser rdpidas? Note que muitas vezes ao fazer uma
pergunta, quem responde estd respondendo a uma pergunta parecida
mas ndo exatamente aquela demandada.

Exercicio Problema de Linda 3. Mostre usando a regra do produto
que P(A|I) > P(B|I). Tente inferir o que as pessoas fazem quando
acham que esta certo que P(A|I) < P(B|I). Encontre asser¢oes A’|I' e
B'|I" parecidas com A|I e B|I tal que seja razoavel supor mais provavel
supor o ordenamento contrario.

Exercicio

* ]:0 prego do petréleo cai a 10 dolares o barril
* A: A Russia invade a Ucrania

e B: A Russia invade a Ucrania e os Estados Unidos corta relagdes
diplométicas com a Russia
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Dado I qual é mais provével, A ou B? Note que as pessoas que
cometem o erro de Faldcia da Conjuncdo agem aparentemente como
se estivessem comparando P(A|I) com P(C|AI), onde B = AC. Se
vocé fosse presidente, manteria como assesor em politica
internacional alguém que ache A|I menos provével que B|I?

Exercicio

e [:Sou estudante da USP;
* A : Nao estudei probabilidades

* B :Nao estudei probabilidades e cometo a Faldcia da conjungdo

Dado I qual é mais provével, A ou B?
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Outras definigdes de probabilidade

Kolmogorov e as probabilidades

Kolmogorov introduziu na década dos trinta * os seus famosos
axiomas para a teoria das probabilidades. No seu livro ele declara
que ndo vai entrar no debate filoséfico sobre o significado de
probabilidades e depois d4 uma pequena justificativa dos axiomas
com base na interpretagdo freqiientista de von Mises. Ja
descreveremos alguns dos motivos que nos levam a achar a posicao
freqiientista, incompleta e até, como mostraremos abaixo, insuficiente
e errada. Pelo contrério, os axiomas de Kolmogorov, que codificam o
bom senso da area ji existente no trabalho de Laplace, podem ser
vistos como ndo antagonicos aos resultados obtidos no capitulo 1.
Interessante ler Kolmogorov. Ele ndo tem outro objetivo que

"... colocar no seu lugar natural, entre as nogdes gerais de
matematica moderna, os conceitos bésicos da teoria de
probabilidade - conceitos que até recentemente eram
considerados bastante peculiares.

Esta tarefa ndo teria tido esperanca de sucesso antes da
introducdo das teorias de medida e integragdo de Lebesgue..."

A. N. Kolmogorov

Ele estd organizando uma édrea apds ficar claro como fazé-lo gragas ao
trabalho de Lebesgue e também Fréchet e admite que este ponto de
vista era comum entre certos matematicos mas merecia uma
exposicdo concisa e livre de algumas complica¢des desnecessarias.
Kolmogorov comega for considerar E 2 uma colegdo de elementos
A,B,C... que sdo eventos elementares e em nossa discussao anterior
chamamos de asser¢des. F é o conjunto de subconjuntos de E. Um
tal sistema de conjuntos é chamado um c—campo se E € F ese a
soma, produto, interse¢do de dois elementos quaisquer pertencem ao
sistema. Os axiomas de Kolmogorov para a teoria de Probabilidades
sao
e AKi1) F é um campo de conjuntos com E € F e fechado ante um
numero de unides (disjungdes) e interse¢des (conjungdes)
enumerdveisese A€ Fe A=E— A, entio A € F

ou seja F é um g-campo,

e AK2) F contém o conjunto E.

' Foundations of the Theory of Probability
http://www.mathematik.com/Kolmogorov/index.html

2 Em fisica E é conhecido como espago de
fases



32 NESTOR CATICHA

* AK3) A cada conjunto A € E é atribuido um ntimero real ndo
negativo, chamado de probabilidade do evento A denotado por
P(A).

e AK4) P(E) =1

e AKs)Se AAB =@, entdo P(AV B) = P(A) + P(B)

Vejamos se estes axiomas estdo de acordo com os resultados da se¢do

anterior. Em primeiro lugar uma defini¢do que ndo sera necessaria

neste curso, a de o-campo. E uma colegio de subconjuntos fechado

ante um ndmero contavel de operagdes de conjunto, tais como

disjunc¢do, conjungdo, negacdo. Esta nogdo sé é necessdria ao falar de

conjuntos com infinitos elementos. Vimos que a colecdo de asser¢des

também permite tais operagdes. Portanto estamos lidando com o

mesmo tipo de colegdo de eventos que Kolmogorov. 3 Um exemplo % Talvez a queixa é que as provas do capi-

de um o-campo é o conjunto de conjuntos abertos nos reais. Neste tulo 1 s&o para nimero finito de conjungdes
e disjungdes. Isto porém nédo deve ser mo-
tivo de preocupagdo agora pois ndo € um
empecilho irremovivel.

curso usaremos asser¢des do tipo: "A varidvel X tem valor no aberto
(x,x +dx)"e extensdes a RN. A ideia de o-campo é essencial na
teoria de integracdo de Lebesgue e aparecerd em tratamentos
matematicamente mais sofisticados de probabilidade. Neste curso
ndo iremos além de integrais de Riemann e somas infinitas.

A probabilidade da certeza é 1 por AK4; a probabilidade esta entre
zero e um e a probabilidade da disjun¢do de asser¢oes que nao tem
elementos em comum é a soma das probabilidades. Notamos, na
introducédo aos axiomas no livro de Kolmogorov, porém a falta de
uma regra para o produto. Kolmogorov nédo a introduziu incialmente
e s6 em trabalhos posteriores foi incluida por sugestdo de Rao. No
livro (pégina 6) ele introduz, como um adendo aos axiomas, as
probabilidades condicionais através de

p(A|B) =

(2.1)

de onde segue para a prova do teorema de Bayes, usando a
comutagdo de A e B, portanto P(AB) = P(BA) e a simetria ante troca
A+ B.

Se uma vez estabelecidos os axiomas e dados valores numéricos para
as probabilidades partirmos para as aplicagdes matematicas, ndo
haverd nenhuma diferenca de resultados pois serd a mesma estrutura
matemadtica. Enfatizamos que as diferengas que temos sdo sobre a
motivagdo dos axiomas e com a interpretacdo da idéia de
probabilidades. Isso tem importancia em inferéncia e portanto em
aplicacdes. Em muitos livros o estudante encontrard uma diferenca
entre probabilidades e probabilidades condicionais. Deve ficar claro
que no ponto de vista destas notas, ndo ha probabilidade que nao seja
condicional.
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Diagrama de Venn: Soma

A+B

Diagrama de Venn: Produto

Ae~B AeB Be-~A

Ainda outras definicoes de Probabilidade

Outra proposta de defini¢ao de probabilidades é a frequentista, que
tem mais chances de ser a que o leitor jd viu. A defini¢do parece
muito simples: é o limite da razdo entre o nimero de vezes que um
evento é verdade e o nimero de tentativas, quando este tltimo vai
para infinito.

Esta definigao veio no esteio de uma colocada por Jacob Bernoulli e
Laplace. Para eles é as vezes conveniente definir a teoria de chances
pela reducéo de eventos do mesmo tipo a certo niimero de casos,
igualmente possiveis e a

"...probabilidade, que é entdo simplesmente a fracdo cujo
numerador é o nimero de casos favordveis e cujo denominador
é o ntimero de todos o0s casos possiveis."4

O que significa "do mesmo tipo"? O fisico verd aqui a uso da ideia de
simetria. Se diferentes estados sdo tais que somos indiferentes ou
incapazes de distingui-los entdo os colocamos na mesma categoria.
Idéias de simetria sdo extremamente frutiferas. Mas quando nado ha
simetria ou simplesmente ndo temos informacao sobre ela é preciso
estender a defini¢do. Na época de Laplace as coisas ndo estavam
muito claras, embora este tipo de regra seja ttil e como veremos
adiante nao é uma regra nova a ser adicionada a Desiderata mas a ser
deduzida do que jé obtivemos. Além disso Laplace e Bernoulli
deixaram claro em outros lugares que a probabilidade era uma
manifestagdo numeérica de crengas a partir de informacao, portanto
foram predecessores do exposto aqui. Considere, como Laplace ha
mais de duzentos anos, Mg a massa de Saturno. Ele fez asser¢des do
tipo: "A probabilidade que Mg < My ou Mg > My + Am é menor que

4 The theory of chances consists in reducing
all the events of the same kind to a certain
number of cases equally possible, that is to
say, to such as we may be equally undeci-
ded about in regard to their existence, and
in determining the number of cases favora-
ble to the event whose probabilty is sought.
The ratio of this number to that of all the ca-
ses possible is the measure of this proba-
bility which is thus simply a fraction whose
numerator is the number of favorable cases
and whose denominator is the number of all
te cases possible

A Philosophical Essay on Probabilities, Pi-
erre Simon, Marquis de Laplace. 6a ed.
F.W.Truscott e F.L. Emory trads.
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104", que ele colocou em linguagem de apostas. Em linguagem atual
é algo como P(My < Mg < My + Am|I) > 1—10"*. A informagcéo de
fundo condicionante I representa a teoria de Newton e os dados
experimentais 5. Ele ndo estd dizendo que a massa de Saturno é uma
grandeza que apresenta variagdes e se for medida exatamente
apresentard diferentes valores. Esqueca meteoritos, que poderiam
mudar sua massa. Por exemplo, ao jogar um dado, se medirmos qual
¢ o namero de pontos na face que estd para cima, este terd variagdes
para diferentes jogadas. Alguns autores acham que s6 este tipo de
varidvel merece ser descrito por probabilidades. Mas ndo a massa de
Saturno a qual se atribui a propriedade de ter um valor real®. O que
Laplace quer dizer é sobre o valor que atribuimos, com base nos
dados e teoria, a crenca que a massa estd em um ou em outro
intervalo. Quem acredita na defini¢do de probabilidades como
frequéncia, no pode falar da massa de Saturno em termos de
probabilidade, pois ndo hd um conjunto de Saturnos com diferentes
massas. Falam em lugar disto, da probabilidade de que o conjunto de
medidas seja observado para o caso em que a massa seja Mp. Em
alguns casos isto dard o mesmo resultado, mas em outros ndo. Se
vocé for acuado a definir a maior diferenca entre alguém que define
probabilidades através de frequéncias e quem as usa para expressar
graus de crenga, podera responder de forma simplificada que este
altimo néo hesita em falar da distribuicdo de probabilidades de um
pardmetro, como a massa de Saturno, enquanto o primeiro nao
admite tal linguagem 7.

Algumas definigdes

Nesta altura podemos identificar os elementos formais principais
para falar de probabilidades na linguagem de Kolmogorov. Primeiro
€ necessario deixar claro sobre o que se estd falando:

e E acolecdo de elementos A, B, C.... eventos elementares ou de
asser¢des. Em alguns meios é chamado de espago amostral.

¢ F o campo: o sistema de conjuntos de asser¢des. Espaco de
eventos

e P(A) a atribui¢do de um ntimero positivo a cada elemento de F;

Desta forma é costumeiro chamar a trinca (Espago amostral, Espago
de eventos, Probabilidade de cada evento).

(E,F,P)

de Espago de probabilidades.

A apresentacdo do capitulo 1 ndo discorda disto, a ndo ser pelo ponto
essencial que as probabilidades serdo sempre condicionais e esquecer
isso serd a maior fonte de erros nas aplicagdes. Quando alguém se
refere a uma probabilidade tipicamente tem em mente detalhes que
se recusa a deixar explicitos pois esse exercicio pode parecer
cansativo. Outras vezes, e isso é mais perigoso, age como se tivesse
em mente certos detalhes de informagdo, mas ao ndo perceber pode
achar que ndo h4 alternativas. Além disso quando a teoria tem
parametros, como serd discutido em mais detalhes no préximo

5 A incerteza Am que Laplace tem é da or-
dem de 1% de M. O erro da estimativa
de Laplace em relagéo ao valor estimado
moderno é de aproximadamente 0.6%. Ou
seja, ele teria ganho a aposta. O valor nu-
mérico P(My < Mg < My + Am|I) re-
presenta a crenga que M; esteja dentro do
intervalo (M, Mo + Am)

% Real no sentido de ter existéncia indepen-
dente do observador. Procure o significado
de ontologico e de epistemico.

7Em linguagem mais técnica, ao espago
de parametros também é atribuido um
o —campo.
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capitulo, queremos poder falar das probabilidades de que os
parametros tenham valores em uma dada regido. Isto ndo estd em
desacordo com a posigdo de quem adota os axiomas de Kolmogorov.
Basta aumentar o espago amostral e o o-campo e atribuir
probabilidades aos elementos do novo campo. Isto porém nao estd de
acordo com uma visdo frequentista pois a massa de Saturno, ou
qualquer outro pardmetro de uma teoria tem uma natureza
ontolégica que ndo lhes permite ser descrito em termos de frequéncia.
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3
Uso elementar de Probabilidades

Este capitulo é muito mais simples que os anteriores, pois agora é
uma questdo de comecar a desenvolver a estrutura matematica para
poder lidar com aplicagdes simples.

Exemplos de sistemas onde a informagdo é incompleta

A escolha das varidveis e identificagdo de suas caracteristicas para
descrever um problema é o passo mais importante em todo o
processo que iremos descrever. Em geral estamos interessados em
identificar antes de tudo os graus de liberdade relevantes do
problema e o espaco em que essas varidveis vivem.

Agora introduziremos alguns exemplos de sistemas que permitirdo
justificar o interesse do estudante no desenvolvimento futuro da
teoria:

Moeda: Vamos apostar num jogo que envolve jogar uma moeda a
vérios metros de altura e deixar cair no chdo Uma moeda é feita de
niquel e ferro, tem propriedades magnéticas. No desenho na parte
central, de um lado, aparece em relevo o 1 real e o ano que foi
cunhada. Do outro, a imagem do rostro da Reptblica. Na parte
externa um disco de bronze. A massa é aproximadamente 7g. A
espessura 1.95 mm... Posso continuar dando informagéo irrelevante.
Neste caso é facil reconhecer que é irrelevante. O que voce quer saber
é que posso descrever o estado final por uma varidvel que toma um
de dois valores: s = 4+1 ou s = —1. Uma asserc¢do sobre a que
podemos pensar é "A moeda caiu com a cara para cima". E claro que
neste caso foi muito facil identificar a irrelevancia da maior parte do
que foi dito, mas isso nem sempre é 6bvio e devemos ter cuidado.

Radioatividade: Um contador Geiger detecta particulas ionizantes. A
assercao sobre aqual ndo temos informagdo completa é: "O intervalo
de tempo entre detec¢des T", que pode tomar valores ¢, com

0 < t < co. Ou no mesmo problema: "Qual é o nimero n de
particulas detectadas num intervalo At."

Particula: As coordenadas de uma particula R = (X, Y, Z) tomam
valores r = (x,y,z) dentro de uma caixa ctbica de lado L. Assim e.g.
0 < x < L. Podemos atribuir probabilidade a asser¢des do tipo "A
particula tem coordenadas R dentro uma caixa de volume 4V
centrada em r". Por preguica diremos a mesma frase de forma
simplificada "A particula tem coordenadas R = r". Ou "A velocidade
tem valores numa vizinhanga de v", onde a vizinhanga tem tamanho
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dado vy € (vy, vy + 6vy), com expressdes similares para a Uy € V.
Mais sobre isto daqui a pouco.

Isto serd interessante para descrever um gés de moléculas numa
caixa:

Duas particulas. Na caixa descrita acima temos duas particulas
idénticas mas distinguiveis. As coordenadas de cada uma sdo
respectivamente R; e Rp. O espago de fases é o produto cartesiano
dos dois espagos. Como exemplos de asser¢des em que podemos
estar interessados: "(A particula 1 tem coordenadas R; = r;) e (A
particula 2 tem coordenadas R, = r;). Note que ao falar de

P(R1 = r e Ry = r;]I) estamos falando do produto l6gico das
asser¢des individuais. Em geral e por preguica a escreveremos
P(r1,12]I) ou simplesmente P(ry,77)

N particulas. Igual que acima mas agora N particulas. Falaremos da
probabilidade P(rq, 77, ..., n|I). Isto e variagdes sobre tema serdo os
tépicos principais do curso de Mecanica Estatistica. O significado de I
é de extrema importancia, pois as probabilidades dependerao de que
tipo de particula estamos falando, das suas intera¢des e das condigdes
experimentais do sistema. A influéncia das particulas vizinhas sobre
a particula 1 pode ser descrita por probabilidades P(ri|ry, ..., N, I).

Medida da carga do elétron: Um conjunto D = (dy,dy, ..., dg) de
medidas é feito no laboratério. A teoria nos fornece um modelo para
a experiéncia que relaciona o parametro de interesse, neste caso a
carga do elétron ¢, com a quantidade que medimos: d = F(e). Mas
sabemos que o dado d; ndo é livre de erro de medida, ou seja ndo
temos informagdo completa sobre d. Podemos entdo tentar codificar o
que sabemos sobre d através de uma distribui¢do P(d|D). Finalmente
podemos falar sobre o conhecimento incompleto que temos sobre a
carga e através de P(e|D, I). Este tipo de andlise é basico para a
extracdo de informagdo a partir de medidas experimentais.

Cognigdo Um modelo de cognigdo de um animal pode ser feito
considerando as varidveis relevantes. Os estados de neurdnios de um
sistema sensorial sdo descritos conjuntamente por uma variavel X
que toma valores x em algum espago bastante complicado que nao
vem ao caso agora. Os estados de outras partes do cérebro sao
descritos por uma varidvel Z que toma valores z. O meio ambiente
onde se encontra o animal é modelado por um conjunto de variaveis
Y que tomam valores y, que certamente é um subconjunto das
varidveis que poderiam ser usadas para descrever o mundo ld fora. O
problema de cognicdo pode ser atacado considerando probabilidades
P(y|x,z,I). Neste caso I representa o conhecimento de Neurociéncia
que tenhamos incluindo anatomia, dindmica dos neurdnios e
dindmica das sindpses. O mundo estd em algum estado, mas o
modelo s6 pode atribuir probabilidades as diferentes possibilidades,
pois o animal tem informagdo incompleta. Pense sobre a modelagem
de ilusoes visuais, onde algo parece mas ndo é verdade. Substitua a
palavra animal por mdquina nesta modelagem e teremos a
possibilidade de descrever modelos artificiais de cognigdo que sdo
basicos na drea de aprendizagem de maquinas (machine learning).

Agentes Econdmicos e Sociais: Daremos alguns exemplos no
decorrer das aulas, mas é interessante notar que o uso de estatistica
em ciéncias sociais precede o seu uso em fisica.

Esportes Um jogador de basquete arremessa com uma probabilidade
P(C|I) de converter uma cesta. Ha dias em que tem uma méao quente?
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Como vemos, tanto o tedérico quanto o experimental poderdo usar as
ferramentas da teoria de probabilidades para tratar situacdes de
informacao incompleta.

Continue, olhe em volta e identifique sistemas que possam ser
interessantes e descreva as variaveis de interesse. Exemplos: Um dado
ctbico, jogo de Bingo, condic¢des de vida em um planeta, epidemia de
Zika, bolsa de valores, uma amostra de ferro, e muito mais.

A partir de agora introduziremos alguns resultados matematicos que
serdo tteis no desenrolar do curso.

Tipos de Viridveis

Varidveis discretas

Uma varidvel S toma valores no conjunto E = (sq, sy, ....sN ). Por
exemplo para um dado de cibico Eg,q0 = (1,2,3,4,5,6). Mas pode
ser muito mais rico que isto. As asser¢des que faremos serdo do tipo

A; ="S vale s;". Ou talvez Bj3 ="S toma valores no conjunto (s1, s3)

Por preguica, ou melhor para simplificar a notacdo, confundiremos as
notagdes de tal forma que sob condic¢des I a probabilidade P(A;|I)
pode ser escrita simplesmente por P(s;|I). Ainda cometeremos a
notagéo P(s;) sem especificar que ha um condicionante I, talvez
tacitamente suposto presente, mas as vezes esquecido de forma a
levar a confusdo e até a erros grosseiros. I serd chamado de
informacdo de fundo e envolve tudo o que sabemos sobre o
problema. Chamaremos o conjunto de valores P(s;|I) de distribui¢do
de probabilidades da variavel S.

As asser¢des A; sao mutuamente exclusivas se o valor de S ndo pode
ter simultaneamente dois valores quaisquer. Neste caso 4; A Aj = &,
para i # j e portanto P(A; A Aj|I) = 0. Também sdo exaustivos de
forma que ndo ha possibilidade de que S tenha valores fora desse
conjunto. Assim temos que

Ai1VAV..VAN=E
e temos certeza que E é verdadeiro. Segue que

1

P(Al VAV ... \/AN|I)

|
™=

I
—

P(A;|I). (3.1)

Esta ultima expressdo indica que a soma sobre todas os valores
possiveis de S é um e seré satisfeita por toda distribuigdo de
probabilidades. E chamada condigao de normalizagio.

Viridveis reais: densidades de probabilidades

Em particular estamos interessados em grandezas fisicas descritas
por varidveis que tomam valores em intervalos dos reais, que
chamaremos L.

No que segue lidaremos com asser¢des do tipo “a varidvel X toma
valores entre x e x + dx”. Nao sabemos ainda como, mas suponha
que atribuimos um ntimero a esta probabilidade. Como seria se
lidassemos com a probabilidade de "X toma valor x"? Escolha um
numero entre 0 e 1. Se todos os nimeros forem igualmente provaveis,

39
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a probabilidade de cada um deles seria zero, pois a soma deve dar
um. Vemos que rapidamente chegamos a bobagens. Em geral e
porque ainda ndo temos a matematica para lidar como esse tipo de
problema, iremos falar somente de probabilidade de intervalos. Isso
nos permite introduzir a densidade P(x|I) tal que a probabilidade de
que “a variavel X toma valores entre x e x + dx” é dada por P(x|I)dx.
P(x|I) ndo é uma probabilidade mas é chamada de densidade de

probabilidade . Teremos entdo que " Usamos a letra P por motivos histéricos e
eventualmente a chamaremos de probabili-
e P(x|I)>0 dade, por preguiga. Também esqueceremos
de apontar os condicionantes e escrevere-
o [iP(x|D)dx=1 mos muitas vezes simplesmente P(x).

Aqui reconhecemos a generalizagdo da condi¢do de normalizagdo da
equacao 3.1, pois o intervalo L engloba todas as possibilidades de
valores de X. Mas para qualquer intervalo D : {x|x € [x1,x2]}, a
probabilidade de X estarem D ou x; < x < x; é

P(x € D|I) = /DP(x|I)dx

Distribuicio cumulativa de probabilidade

Se uma varidvel X toma valores x no eixo real, e é descrita por uma
densidade P(x|I), a distribui¢do cumulativa é definida por

®(x|I) = / P(x'|1)dx’. (.2)
seque que ®(x|I) é a probabilidade de X tomar valores menores que
x e a densidade de probabilidade é

d

P(x|1) = 2@ (x) (3)

] A probabilidade de que X tenha valores num intervalo é

P(x; < X < x|I) = ®(x2) — ®(x1)

Caracterizagdo de distribuicdes e densidades de Probabili-
dade

A informagdo disponivel ao falar de X sera equivalente a densidade
de probabilidade para todo x. Mas isto talvez seja muito. E comum
que seja necessério caracterizar, pelo menos parcialmente, o valor de
X com um ntmero, isto é um estimador ou estimativa de X. H4
vérias possibilidades e cada uma tem utilidade

e (1) xp1 = maxarg P(x|I)
* (2) (x) = E[x] = [, xP(x|I)dx
* (3) xmtalque [, P(x|)dx= [  P(x|[)dx

estes ndmeros recebem os nomes de (1) moda, (2) valor esperado ou
esperanca ou média e (3) mediana.

A moda é o valor mais provéavel. Nado quer dizer que se fizermos uma
medida de X o obteremos, mas é o valor que terd mais probabilidade
de ser encontrado. Podem haver varios valores que satisfazem o
critério. A média leva em consideragdo todos os valores possiveis,
cada um com voto proporcional a sua probabilidade. A mediana é o
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valor tal que a probabilidade de ser menor ou maior é igual. Cada
uma é 1til ou ndo em diferentes cirscunstancias. Veja os exercicios.
Cada uma resume a informagdo de forma a contar uma histéria.
Devemos ter cuidado pois o contador da histéria pode ter um motivo
para contar a histéria de forma resumida da maneira que é mais ou
menos favoravel a uma idéia que quer ver defendida. Podemos
pensar em outras formas generalizando as idéias acima.

O valor esperado ou esperanca de uma fungdo f(x), denotado por
E.(f) ou E(f), ou ainda alternativamente por (f(x)), é definido por

E:(f) = (f(0) = [ f()P(x)dx G4

Usaremos tanto a notagdo Ex(f) ou E(f), preferida em textos de
Matemadtica quanto (f(x)) mais usada em textos de Fisica. A notagédo
que usamos de alguma forma deixa esquecida a idéia que a
probabilidade depende da informacéo disponivel. Quando for
necessario deixar explicita a informagdo condicionante usaremos
Ex(fIC) ou (f(x))]c.2

Pode ser muito ttil caracaterizar a distribuigéo pelas flutuagoes em
torno da média: quanto se afasta x da su média, Ax = x — (x).
Novamente podemos olhar para a média, sé que agora das flutuagdes
e vemos que (Ax) = 0, isto ndo significa que a idéia de flutuagdo ndo
seja util, s6 porque por construgdo a sua média é nula. A média do
seu quadrado é muito 1til e recebe o nome de varidncia:

Var(X) := E((x — E(x))?) = ((x — (x))?). (3:5)

Obviamente Var(X) > 0. E facil mostrar que Var(X) = (x?) — (x)2.
Algumas vezes nos referiremos a variancia por (7%, por preguica que
veremos justificada algumas vezes, mas outras nao.

O valor esperado serd muito usado no que segue, podemos
generalizar a ideia e introduzir os momentos de uma distribuicao:

o my = (x") = E[x"] = [} x"P(x)dx

para valores inteiros de 1 (claro que caso a integral exista). Em
notagdo mais carregada

o myc =< x" >c= E[X"|C] = [} x"P(x|C)dx
para identificar claramente que estes sdo os momentos de X sob a
informagéo C.

Os momentos centrais sdo definidos da mesma forma, mas para a
varidvel deslocada para que sua média seja nula:

¢ My = ((x = {x))")jc = [L(x = (x))"P(x[C)dx

e note que Var(X) = M.

Marginais e Independéncia

As idéias de Marginalizag¢do e independéncia sdo de grande
importancia em toda a teoria e as aplica¢des que seguem.

Marginalizagio

Considere as asser¢des 4, b, b,ceos produtos ab|c e aE|c. Um
resultado extremamente ttil, que ja usamos no capitulo 1, é

2Usaremos esta notagdo as vezes, pois
usaremos o direito de ser inconsistentes na
notagao, esperando que isso ndo confunda
o leitor, mas o torne imune as varias nota-
coes na literatura. Isso
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p(alc) = p(ablc) + p(ablc)

A prova é simples e a intui¢do também. Por exemplo 2 ="uma pessoa
tem altura entre 1 e h + Al ’, b ="uma pessoa tem peso menor que w’.

Assim temos que a probabilidade de g, ter altura no intervalo é a

soma das probabilidades de ter altura nesse intervalo e ter peso
menor que w somada a probabilidade de ter altura nesse intervalo e
ter peso maior ou igual a w.

A prova usa a regra do produto duas vezes, e a da nega¢do uma:

p(ablc) + p(ablc) =

plalc)p(blac) + plale)p(Blac)
plalc) (p(blac) + p(Blac))

p(alc)

Claro que se tivermos b que toma valores sobre um conjunto de

(3.6)

assercoes {bi},-:L_._ N mutuamente exclusivas e exaustivas teremos

N
plale) = ;P(abi\C)

e dizemos ao marginalizar p(ab|c) sobre a varidvel b obtemos a

distribui¢do p(a|c).

Voltando as alturas e pesos olhe uma tabela das probabilidades
conjuntas onde cada entrada descreve o conhecimento para uma certa
faixa de peso e de altura. Somamos as entradas para cada linha e as

escrevemos na margem direita. Estas sdo simplesmente as

probabilidades para a faixa de altura sem levar em conta o peso. Essa

¢ a origem do termo marginal, pois era anotado a margem da tabela
conjunta quando o papel era o meio usado para aumentar a memoria
do usudrio. Somando as entradas ao longo das colunas temos a

probabilidade do peso independente de altura.

O outro conceito de extrema importancia é o de

Independéncia

A regra do produto em geral

p(able) = p(ale)p(blac)

se reduz ao produto das marginais

p(ablc) = p(alc)p(blc)

As marginais sdo escritas na margem!

w; W, wy Yi—1..n P(hy, wi)
hy P(hy,wy) | P(hy,ws) P(hy,wN) P(hy)
hy P(hy,wy) | P(hp,wy) P(h, wn) P(hy)
b P(hy,w) | P(h, wo) P(hp, wn) P(hm)
Yi=1.m P(hj, w;) P(wy) P(ws) P(wn)
Tabela 1.3

(3-7)
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quando p(blac) ndo depende de 4. Se informacdo da veracidade de a
ndo altera crencas sobre b, dizemos que nas condicdes de que c seja
verdadeiro, b é independente de a. E 6bvio que a independéncia ¢
reflexiva, pois também podemos escrever

p(ablc) = p(blc)p(albe)

o que significa, dada a equagao 3.7 que p(albc) = p(a|c). Assim
temos que distribui¢des conjuntas de varidveis independentes se
reduzem a produtos. As interagdes fisicas entre particulas serdo
descritas por distribui¢des que nédo se fatorizam nas marginais, i.e nas
probabilidades das varidveis de cada particula.

Independéncia aos pares , miitua e condicional

Suponha que tenhamos um conjunto de asser¢des sob consideracao
S = {A1, Ay, ...Ax}. Dizemos que os A; sdo independentes aos pares
na condicdo C, se paratodoi,jcom1 <i<Kel <j<K,i#j
tivermos

P(A;|A;C) = P(A|C).

Dizemos que os membros de S sdo mutuamente independentes na
condicado C se

P(Ay, Ay, Ag...Ak|C) = P(A1|C)P(A3|C)....P(Ak|C).

Mas é claro que em geral, a distribui¢do conjunta pode ser

manipulada usando a regra do produto. Para K = 3, supondo

independéncia aos pares

P(A1, Az, A3|C) = P(A1|C)P(A2A3]A1C) = P(A1|C)P(A2|A1C)P(A3[A142C)
P(A1|C)P(A2|C)P(A3|A1A2C) (3.8)

e para a chegar ao produto [];_1 5 3 P(4;|C), deveriamos ainda impor
que P(A3|A1A;C) = P(A3|C) que é mais restritiva que
indepéndencia aos pares. Mas isto é sutil e merece um exemplo
especifico para ficar mais claro.

Vamos imaginar uma moeda sendo jogada. A :"cara na primeira
jogada", Aj :"cara na segunda jogada", A3 :"as duas jogadas tiveram o
mesmo resultado”, que é equivalente a escrever Az = A1A; + A As.
Dada a independéncia das duas jogadas temos

P(A1]A2C) = P(A;]C), P(A2]|A1C) = P(A,[C)
P(A3|A3C) = P(A2[C), P(A3|AxC) = P(A3]C)
P(A3]A1C) = P(A5]C), P(A1]A3C) = P(A4[C)

(3.9)

mas
P(A1|A2A3C) =1 # P(A4[C)

Completamos a defini¢do de mutuamente independente se
P(A;|B;C) = P(A;|C) onde B; é uma conjuncéo de qualquer
subconjunto de S que ndo inclua A;.

Como toda probabilidade é condicional, a independéncia também
depende do contexto. Podemos ter P(X|YZ;) = P(X|Z;) mas
P(X|YZy) # P(X|Z;). Por exemplo no caso das moedas Z; e Z,
poderiam diferir nas condiges iniciais do lancamento e.g. altura,
energia, velocidade angular, etc. Vamos supor que X, Y e Z tomem
valores reais. Se X e Y forem independentes na condi¢do Z, ou seja
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P(XY|Z) = P(X|Z)P(Y|Z), entdo a como fung¢des dos valores destas
varidveis teremos P(XY|Z) = P(X = x,Y = y|Z = z) = P(x,y|z) deve
satisfazer

P(x,ylz) = f(x,2)8(y,2)-
Por outro lado se P(x,y|z) = f(x,z)g(y, z) é possivel mostrar que X e
Y sdo independentes na condicédo Z.

Para concluir estas defini¢des, o estudante deve notar que a idéia de
independéncia nao deve ser confundida com a de mutuamente
exclusivo. Independéncia leva a que a regra do produto é

P(ab|c) = P(a|c)P(blac) = P(alc)P(b|c).
Mutuamente exclusivo implica em

P(a+b|c) = P(a|c) + P(b|c) — P(ab|c) = P(alc) + P(b|c) — P(a|c)P(blac) = P(alc) + P(b|c).

Exemplos de Familias de Distribuicdes de probabilidade

No contexto deste curso, uma variavel aleatéria é simplesmente
alguma variavel para a qual ndo temos informacao completa e
portanto, o que soubermos sera usado para construir uma
distribuicéo de probabilidades. E comum que a distribuigdo seja
escolhida dentro de uma familia. Uma fung¢do de pelo menos duas
varidveis f(x; ®), ndo negativas e integraveis no primeiro argumento,
pode ser considerada uma familia paramétrica de fungdes de x com
©® como parametro. Tanto x quanto ® podem ser multidimensionais.
Apresentaremos a seguir exemplos de familias onde x pode ser
discreto ou continuo, unidimensional ou multidimensional. Algumas
familias das distribui¢des aparecem de forma recorrente em muitas
aplicacdes e vale a pena ter certa familiaridade. Podemos ter
diferentes motivos que levem ao uso de uma familia. Por exemplo,
desde o mais simples como informagdo sobre o dominio de valores
de uma varidvel, a motivos tedricos sobre a dependéncia entre as
varidveis relevantes. Os motivos tedricos podem ser toda a area da
Mecanica Estatistica e as dependéncias terem relagdo com forcas entre
particulas.

O que segue ndo pode ser considerado uma exposicao completa das
propriedades das distribui¢des. Algumas, como a binomial e a
gaussiana, serdo tratadas com muito mais detalhe em capitulos
posteriores. A notacdo usual em estatistica ao dizer que a variavel X
tem distribui¢do do tipo Blablabla com parametros © é

X ~ Bla(©®)

usando algumas letras do nome da distribui¢do que pode ser o nome
de alguma pessoa, indicando também os valores ou nomes dos
parametros.

A utilidade varia de motivagdes tedricas que forcam um dado tipo de
modelo a simplemente a possibilidade de fazer algum avanco
analitico. De qualquer forma é sempre ttil ter um poste onde
possamos procurar a chave perdida.

Bernoulli

Esta distribui¢do é uma das mais simples. Se uma variavel esta
distribuida de acordo com a distribui¢ao (ou equivalentemente é uma
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variavel) de Bernoulli escrevemos S ~ Ber(p). Neste caso, S tem dois
valores possiveis. Por exemplo o espago de valores possiveis de S é

E ={-1,+1} ou {cara, coroa}, ou {0,1}. A distribuigdo de Bernoulli
é em termos de um pardmetro p, 0 < p <1

se S =+1
P(slp) _{ f—p se S = —1.

Esta forma de escrever a probabilidade dd a impressdo que p é uma
probabilidade, mas isso é errado e leva a grande confusdo; p é um
parametro (que talvez fosse melhor chamar #). Uma maneira muito
melhor de escrever a probabilidade é usando a delta de Kronecker:
para a e b tomando valores em um conjunto discreto dab =1sea =b
e zero se forem diferentes. Assim

P(S|p) = pés1 + (1 —p)ds,—1,

onde agora fica claro o que é variavel aleatéria e o que é pardmetro.
Também pode ser escrita, usando o parametro m = 2p — 1 como

1+m S=41
p _ 5 se
(Sm) { 1’7’” seS=-—1.

O valor esperado de S é

E(slp) = (S) = _Z:llsP(S =s)=m=2p—1,

que da a interpretacao de m e o motivo por que é interessante usa-lo
como parametro da distribui¢do. O segundo momento é simples pois
$? = 1 portanto

E(s%|p) = (%) =1

a para a variancia g temos

03 =(S%) — (5> =1—m> =dp(1-p)

Sob o risco de ser magante introduzimos a varidvel R = % e agora
temos
p seR=1
P(Rlp) =
(Rlp) { 1-p seR=0.

portanto o valor esperado (R) = p e a variancia

0% = (R?) — (R)? = p(1 — p). Estas varidveis sozinhas podem parecer
muito simples, mas ao juntar vdrias particulas cujos estados sdo
descritos por variaveis deste tipo vamos poder modelar fen6menos
bem complexos. Por exemplo S pode representar classicamente o
spin de um fon numa rede cristalina ou R pode indicar a presenca ou
auséncia de uma particula num modelo do que se chama um gas de
rede.

A variancia, o valor esperado do quadrado da flutuagao, vai a zero
quando p = 0 ou p = 1 que sdo os casos em que a informagéo é
completa: S = —1 sempre no primeiro caso e S = 1 sempre no
segundo. A varidncia traz informacao sobre a largura da distribuicado
e isso ndo se restringe a esta distribuigdo.

Podemos introduzir uma terceira maneira de representar a
distribui¢do de Bernoulli

P(s|p) = & (3.10)
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que é muito usada em Mecanica Estatistica. A normalizagdo

Zs:il ei'Bs
1= P = ===" .
S=§i,l (s|B) 2B (3.11)

portanto
1
7(B) = E(eﬁ +¢7P) = 2cosh B.
A ligacdo com as representagdes anteriores

P — e P

]E(5|P)=m:2P—1:m

= tanh

que pode ser estranha neste momento mas se mostrard ttil.

Uniforme

Uma variavel X ~ U(0, L) toma valores no intervalo do eixo real
L :0 < x < L e sua probabilidade é uma constante dentro do
intervalo e zero fora:

1
+ seXeLl
P(X|L) - { é se nao.

Os valores esperados e varidncia sdo
Xy = / xP(x)dx = L
= /| =3
2 2 L?
X = P(x)dx = —
o) = [ PP =
L
2v3
Obviamente podemos fazer translagdes Y = aX + B e teremos

Y ~ U(B,aL + B) com probabilidade 1/4L dentro e 0 fora do
intervalo.

ox =

Binomial

Uma varidvel de Bernoulli toma valores s = +1ous=—1eé
amostrada N vezes de forma mutuamente independente. Ou seja
temos um conjunto de dados escritos como uma lista (s, sy, ....5N). A
varidvel binomial é m o nimero de vezes que aparece o 41 nessa
lista. Assim m ~ Bin(p; N). Obviamente a distribui¢do de Bernoulli é
Ber(p)=Bin(p;1). Mostraremos no préximo capitulo que

N
Pnlp) = (1 )pma =N
N!
= mpm(l—r’)l\hm (3.12)

Vocé encontrara frequentemente que isto é descrito como a
probabilidade de n sucessos em N tentativas, quando p é a
probabilidade de sucesso em cada tentativa. Voltaremos a falar desta
distribui¢do vérias vezes. Em particular fica faltando aqui discutir
mais indepéndencia entre as tentativas.
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Binomial Negativa

Esta é uma variagdo sutil sobre o tema de Bernoulli com respeito a
distribui¢do anterior. Se obter s; = 1 foi chamado de sucesso, entdo é
natural chamar s; = —1 de fracasso, Agora fixamos o ntimero de
fracassos k e pedimos a probabilidade do numero de sucessos n até
obter k fracassos.

Pk = ("

Nas primeiras n + k — 1 tentativas a ordem pode ser qualquer e o
numero destas seqiiencias é ("+,’§_1). A ultima tentativa, a n 4 k deve
ser um fracasso. A média é E(n) = pk/(1 — p) e a variancia
pk/(1=p)?

Para verificar que a normalizagdo é correta precisamos alguns
truques. Primeiro usamos a soma da progressdo geometrica

1 > _
=Y pr=lt+p+p o+ P
L-p 5=0
e a derivada de ordem k — 1

dk-1 ( 1 - (k—1)!
dp-=1'1—p° (1-p)
que elimina os primeiros k — 1 termos da soma da PG. Deixamos os
detalhes para o leitor.

Poisson

Para descrever a estatistica de contagens de um detetor ¢é ttil
introduzir a distribui¢do de Poisson. Veremos adiante que esta
distribuicdo esta relacionada com a binomial. A probabilidade de n,
nimero de contagens em um certo intervalo de tempo, dado o
pardmetro A que caracteriza o processo, é

n

AT
P(n|A) = e A

O valor médio

<n>:§

n=0

Vl
"t
(o]
R

L
=0 n!
A"
oA
= )\7 i
L
de)‘
7A
= A——
dA
= A (3-13)
e 0 segundo momento
i 2/\” _

() = Zn

d d

_ —A A

¢ ()‘d)\> (Ad)\)e

= A+A% (3.14)

Portanto a variancia
2 _
Opoisson — A (3'15)
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Beta
Uma varidvel X toma valores x no intervalo 0 < x < 1 e tem dois
parametros
gy Flatb) . b-1
P(x|a;b) = Wx (1—-x) (3.16)
Note que se a e b forem ntimeros inteiros, podemos escrever
) _ (a+b-1)! 4.y
P(x|a;b) = mx (1—x)
1N - _ (N£D N-n
Pxjn=a—-1L;N=b+m—-1) = mx (1—x) (3.17)

onde a parametrizagdo da tltima linha mostra uma certa semelhanca
com a binomial. Uma pequena diferenca é que em lugar de N temos
N + 1 no numerador. A diferenca fundamental é que na binomial
falamos da probabilidade de 1 e aqui de x. As duas distribuigdes
estdo relacionadas pelo resultado de Bayes: P(n|x) o P(x|n).
Voltaremos a falar nesta relagao ao falar de distribui¢des conjugadas.

Para a normalizag¢do usamos um resultado devido a Euler

1 (N —n)!
EN_y =/O pra-pNtdp = n(g\[T;)«') (3.18)

Suponha que 7 < N — n. Integramos por partes com dv = (1 — p)kdp

eu=p quelevaav=—ply(1-p)*ledu=rp~1, assim

1
Ej /0 p'(1—p)dp

r T
_ k_|_1/0 pr 1(1_p)k+1dp

r r—1
P St
Comecando com r = n, Apds n passos temos uma integral
o« fol(l —p)Ndp = 1/(N +1). Tterando

n n—1 n—m-1) 1
N—n+1N—-n+2 N—-n+n N+1

EN_» (3.19)
Multiplicando e dividindo por (N — n)! obtemos o resultado 3.18. Se
n > N —n, mude varidveis de integracdo p — 1 — p e proceda da
mesma forma. Podemos calcular momentos da Beta da mesma forma,
pois E(p"|Beta(n, N)) o< ER",

Gamma

O nome desta distribuigdo é devido a que a fungdo Gama é definida
pela integral

{ee]
T(u) = / et gy, (3.20)
0
que voltaremos a ver varias vezes, em particular no capitulo ??. Uma
varidvel X toma valores x no intervalo 0 < x < oo e tem dois
parametros a, conhecido com o parametro de escala e b o parametro
de forma:

P(x|a;b) = (3.21)

O valor esperado (x) = E(x) = ab e a variancia E(x?) — E(x)? = a?b.
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Gaussiana ou Normal

Dedicaremos o capitulo ?? ao estudo desta distribuicdo. Uma variavel
X toma valores x no intervalo —oo < x < oo e tem dois parametros: y

a média e 02 a variancia:
1 _a=p?
P(x|p;0) = ,—27_[06 22 (3.22)

uma véridvel que tem esta ditribui¢do é dita normal ou gaussiana e
tipicamente na literatura estatistica se escreve

X ~N(p,o0)

Distribuicido Exponencial

X toma valores reais ndo negativos, x > 0. Um tnico parametro,
a > 0 d4 a escala e a variancia. A distribuic¢do é

1 _»
Pxla) = e (323)

O valor médio e a variancia sdo respectivamente

E(x)=a, E(x*) —E(x)*=ad

Laplace

Semelhante a exponencial, mas com x podendo ser qualquer valor
real, portanto também conhecida como dupla exponencial,
1 eyl
P(x|ua) = —e” @ 2
(x|pa) = 5 (3.24)
onde y é um parametro de localizagdo e a de escala. Note o fator 2
para garantir a normalizagao.

Cauchy

a distribuicdo de Cauchy tem varios nomes associados, Lorentz,
Cauchy-Lorentz, Breit-Wigner.

1 1

P(x|xg,a) = El N (x—x0)2
-

(3-25)
O valor médio ndo é definido da forma convencional, mas usando
uma defini¢do da integragdo em intervalos infinitos devida a Cauchy,
o valor principal de Cauchy

E(x—x)) = E(x)—xy= P/w (x — x0)P(x|xq,a)dx
L
= lim (x — x0)P(x|xp,a)dx =0 (3.26)
L—ooJ—L

por simetria, logo

E(x) = xo,
que coincide com a moda e a mediana. O interessante é que
E((x — x0)?)) = o0 e portanto a variancia é infinita. Assintoticamente
as contribuicdes para a integral vao como x%/x% ~ constante. Mas
ainda podemos definir a largura a meia altura, que é 24, a a separagao
entre os pontos xy 4 a e xg — a, onde a probabilidade é 1/27a.
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Mudanca de Varidveis

Ao analisar um sistema em fisica, o problema mais importante e
imediato é o de identificar as varidveis relevantes para representar
seus estados. Estudantes inexperientes podem achar que essa parte é
facil. O motivo é que foi dito que o espago tem esta e aquela
caracteristica, que o tempo é esse pardmetro ¢ que todos sabem o que
é (menos eu). O que talvez ndo fique claro é que milhares de anos de
tentativas levaram a atribuir certos modelos matemaéticos a sistemas
fisicos e ficam escondidas as vérias tentativas que acabaram em becos
sem saida, ou que se verificou posteriormente, podiam ser
significativamente simplificados.

Suponha que voce tenha informacao I sobre uma variavel X que toma
valores x reais e codifique esse conhecimento numa densidade de
probabilidade P(x|I). Por algum motivo, fica claro que seria util
introduzir Y que esta relacionada com X por uma fungéo f conhecida

y=f(x).

A pergunta que se coloca é o que podemos dizer sobre a densidade
de Y sob as mesmas condic¢oes de informagéo I?

A resposta é facil se pensarmos sobre o significado de densidade de
probabilidade. Vamos comegar com f(x) uma fun¢do monoténica,
que permite uma inversdo x = f~!(y). Consideremos y; = f(x;) para
i=1,2e f crescente. A assergdo

"O valor de X toma valores x, tal que x; < x < xp"
deve ser equivalente & assercao
"O valor de Y toma valores y, tal que y; <y < 12"

Equivalente no sentido de que a mesma probabilidade deve ser
atribuida a cada uma delas se o contexto for o mesmo

Prob(y1 <y < ya|I) = Prob(x; < x < x2|I)

A relagdo entre as densidades de probabilidades deve ser

Y2 X2
/ P(y|1)dy:/ P(x|I)dx
n X1

Se os intervalos de integracdo forem suficientemente pequenos
podemos escrever
P(y|I)Ay = P(x|I)Ax
e no limite p
x
P(y|I) = P(x|I)—
(1D = P’y

isto ndo é mais do que simplesmente tomar a derivada com respeito
ao limite superior (no ponto y, = y) e usar a regra da cadeia. As
regras de mudanga de varidveis ndo sdo mais que as regras de
mudanga de varidvel na teoria de integracdo ou de medida. E dificil
exagerar a importancia deste resultado.

O leitor podera agora estender os resultados para o caso em que f for
decrescente. Agora dx/dy = df~1(y)/dy devera ser substituida por
—dx/dy. Também deve poder encontrar as regras quando f ndo for
monotonica, ou ainda quando x e y forem generalizadas para mais
dimensdes.

Se a fun¢do f(x) ndo for monoténica precisamos ter cuidado.
Olhemos para um exemplo simples. Seja U = X2, portanto um valor
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u de U esta associado a um valor x de X por u = x2. A assercio que
U é menor que um dado valor u, U < u é idéntica a assergdo que
—vu < X < y/u, portanto, em termos da cumulativa

®(u|l) = Prob(U < u|l) = Prob(—vu < X < ull)
= Prob(X < Vu|l) — Prob(X < —/u|l)
Prob(X < x|I) — Prob(X < —x|I)
— DD — o (=D (27)

derivando com respeito a u temos a densidade de probabilidade

P(ull) = %Prob(u < ull)
d d dx
= (5 Prob(X < x|I) — --Prob(X < —|I)) 7~ onde x = Vi
— (P(X = VD) + P(X = —Vi) 5=

(3.28)

A transformagdo neste caso ndo é invertivel e precisamos levar em
conta os dois ramos da inversa, tanto ++/u quanto —+/u.

A integragdo especialmente em espagos de alta dimensionalidade é
uma das tarefas mais comuns nas aplicagdes e consumird a maior
parte dos esfor¢cos computacionais. No capitulo sobre integracado
Monte Carlo veremos como mudangas de varidveis serdo elevadas a
uma forma de arte.

Covaridncia e correlagoes

Introduziremos de forma rdpida mas voltaremos a usar muitas vezes
a idéia de correlagdes que é central nas aplicagdes. Duas varidveis X e
Y tem distribui¢do conjunta P(x,y|I) sob informacdo I. O valor
esperado do produto é

E(xy) = (xy) = [ xyP(xy|D)dxdy.

e o valor esperado do produto das varidveis truncado, isto &,
substraido o valor médio de cada variédvel, é a covaridncia

Coviy = E((x — E(x))(y — E(y)) = ((x—={x))y—m))
= () — () (329)

que é o valor esperado do produto das flutuagdes em torno da média.
Dadas as propriedades de X, o maior valor quea covariancia pode ter
é quando X e Y sdo iguais, pois integral s6 tem contribui¢des
positivas. Nesse caso Covyy = Var(x). Isso sugere introduzir a
correlacdo r, que aparentemente foi introduzida por Pearson

B Covyy
B Var(x)Var(y) (3-30)

e que satisfaz —1 <r < 1.

No caso de n varidveis X;, i = 1...n, a matriz de correlacées C,-]- tem
elementos Cij = Covy, xj- Quando 7 é um indice temporal o estudo das
correlagdes temporais é de grande utilidade em Fisica para
caracterisar a dindmica de um sistema.
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Exercicio Pense no significado de cada um dos estimadores de X e da
variancia Vary e proponha outros estimadores. Mostre casos em que
a moda, a média e a mediana ndo sdo iguais.

Exercicio Um her6i luta com inimigos iguais e sempre com as mesma
armas. Cada luta é independente de todas as outras e o heroi tem
probabilidade g = 1 — p de ganhar cada luta, Obervamos que ele se
aposenta ap0s lutar N vezes, quando é derrotado pela n-ésima vez.
Ou seja temos n = N — k derrotas e k vitérias. O problema é estimar
p supondo

¢ (1) Ele pode lutar um niimero indefinido de lutas, mas s6 pode
perder n vezes até sua aposentadoria. Portanto N é uma variavel
aleatéria.

* (2) Ele s6 pode lutar um nimero N de lutas e o niamero de
derrotas n é aleatorio.



4
Frequéncia e Probabilidade

Professors of probability have been often and justly derided for
arguing as if nature were an urn containing black and white
balls in fixed proportions. Quetelet once declared in so many
words—"1"urne que nous interrogeons, c’est la nature.” John
Maynard Keynes, Treatise on Probability

Considere as duas frases abaixo

1) Acredito que o estudante que chega a este ponto ja estudou
algo sobre probabilidade.

2) Amitde o estudante que chega a este ponto ja estudou algo
sobre probabilidade.

Parece que ambas dizem essencialmente a mesma coisa. Uma
expressa uma crenga sobre a histéria dos estudantes, a outra revela
que se verifica algo para os alunos que aqui chegaram. Mas néo
dizem exatamente a mesma coisa. Poderia ser que o conhecimento da
primeira deriva de ter estudado o curriculo do secundério e mesmo
sem nunca ter visto um estudante, nem uma aproximagdo,
poderiamos ter informacao sobre o que estudou. A segunda revela
que é frequente encontrar estudantes que ja fizeram algo.

A linguagem comum pode ser muito rigorosa e sutil. No entanto
outras interpreta¢des poderiam ser dadas as frases. Como
essencialmente as frases acima ndo sdo verdadeiras tentaremos,
dentro do formalismo descrito nos capitulos anteriores, deixar mais
claro de que forma a intuigdo de que sdo equivalentes é justificada e
de que forma néo o é.

Até agora nos preocupamos com as regras de manipular
probabilidades, mas néo lhe atribuimos valores numéricos. Vamos
comegar por estudar de que forma a informagao sobre simetria
permite essa atribuigdo.

Simetria

Um experimento é descrito pela informacédo contida em I1=
“Suponha que temos uma moeda com duas faces, que descrevemos
pela varidvel ¢ = {£1}. O valor ¢ = 1 estd associado a carae ¢ = —1
a coroa. Jogo a moeda para cima, bate no ventilador do teto, e cai
num lugar onde ndo podemos no momento ver o resultado.”

Suponha que vocg, o jogador [, jogue contra o jogador J. Esta
pessoa, por exemplo a Linda, ndo fala muito bem portugués e chama
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os resultados de Karra e Korroa. Consideremos o seguinte jogo, se

o = 1vocé ganha e ela perde. Do contrério, ela ganha. Ela aposta um

feijao. Quanto vocé estaria disposta a apostar?’ A resposta tem
relagdo, para pessoas racionais, que ndo dependem do feijao para
sobreviver, com as probabilidades P(oc = 1|I];) e P(c = —1|I]J;) que
vocé atribui com base na informagao I que inclui todo o que se sabe
sobre a moeda e a forma como foi jogada 2.

E natural supor que voces concordem que

P(o=1ll) = P(e=1[I])

P(oc=—1[I];) = P(c=—1I]). (4-1)

Mas agora descobrimos uma falha enorme de comunicagdo, o que
Linda chama de Karra, vocé chama de coroa. Voces pensam um
pouco e atribuem probabilidades

P(oc=1I'])
P(oc=-1|I']y)

P(c = -1|I'h)

onde I’ descreve o novo estado de informagéo. Se os jogadores
acharem que a nova informacdo ndo leva a mudar suas expectativas
com respeito a atribuicdo de probabilidades, ou seja sdo indiferentes,
dirdo que os conjuntos de equacdes 4.1 e 4.2 continuam vélidos, mas
agora podem ser escritos

Pe=1[1"]) = P(c=1|I"};)
Po=-1I"[;) = P(c=-1I"])

Plc=1[1"]) = P(oc=-1I"]1)
P(o=-1I")) = Ple=1[I"]1). (4-3)

onde [” declara que I e I’ sdo equivalentes.

Dado que P(¢ = 1/I"J1) + P(0c = —1]I"J1) = 1 e que ambos termos
sdo iguais a P(0 = —1|I"],), devemos concluir que
P(c =1|I"];) =1/2e P(c = —1|I"};) = 1/2.

Porque tantas voltas para chegar ao 6bvio? Por varios motivos. Em
primeiro lugar notamos que este ndo é o tinico exemplo onde
usaremos simetria ou indiferenca. A histéria da Fisica mostra muitas
generaliza¢des do uso de simetria para atribuir probabilidades ou
definir a dindmica, o que ndo é totalmente diferente, pois dindmica
vem das interacdes e as interagdes estdo relacionadas, como veremos
adiante, com probabilidades condicionais e dependéncia. A idéia de
analisar este caso simples deve-se a que as coisas véao ficar mais
dificeis e é interessante se apoiar em casos simples.

Se tivessemos um dado de # faces, com ¢ tomando valores de 1 a n,
teriamos chegado a P(¢ = i|I) = 1/n, a distribui¢do uniforme. Note
que esta atribui¢do tem a ver com a simetria da nossa informagdo
sobre o experimento do dado e néo é postulada a priori. Nao tem a
ver com a simetria do dado. Representar o dado através de um

modelo matematico para o cubo perfeito, de densidade uniforme, ndo

passa de uma aproximacdo. Nédo é que serd dificil, mas é impossivel
de aproximar na prética. Portanto 1/n é devido a simetria de
informagdo e nédo a simetria fisica do cubo.

Este método de atribuigdo de probabilidades parece ter sido usado
pela primeira vez por J. Bernoulli e posteriormente por Laplace.

Recebe nomes como principio da razio insuficiente ou da indiferenga.

P(c =1|I'Ty). (42)

' Jaynes n&o gosta de basear os fundamen-
tos da teoria em algo téo vulgar como apos-
tas por dinheiro. No entanto esperamos que
qualquer nogao a priori sobre apostas tenha
evoluido por selegao natural onde as apos-
tas amiude ndo sdo por dinheiro mas sim
pela propria vida.

2 Este problema é talvez muito mais com-
plicado pois ndo sabemos o que seja uma
pessoa racional, mas simplesmente consi-
deremos alguém que quer jogar e quer ga-
nhar, mesmo que isso acabe com objetivos
de longo prazo. Definir racionalidade deve
passar por estipular uma escala de tempo
em que o0 agente deve maximizar algo que
pode ser chamado de utilidade ou felici-
dade, mas as vezes na auséncia de boas
definigdes, sdo comumente substituidas por
dinheiro. Em ciéncia e em geral nas ativida-
des humanas, perguntas dificies costumam
ser substituidas por outras mais simples, a
primeira vista parecidas, mas que nao ne-
cessariamente o s&o. Veja o livro de D. Kah-
neman, Thinking fast and slow.
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Moedas, Dados, Baralhos, Urnas

Ao longo dos estudos o estudante encontrard sistemas que sao
simples e portanto estudados muitas vezes. Em dindmica estudara a
particula livre e o oscilador harmoénico, posteriormente o d&tomo de
hidrogénio e o spin de Ising. Em termodindmica usaré caixas rigidas
de paredes termicamente isolantes. Nada serd tdo simples na vida
real. Uma particula nunca estd isolada. Nem mesmo o dtomo de
hidrogénio é um proton e um életron e nada mais. E mesmo assim é
desta forma que aprendemos. Aqui a urna, estudada por Bernoulli e
Laplace é o sistema simples. Um baralho de cartas ou uma moeda
também sdo sistemas simples e recorrentes, embora nunca sejam de
interesse final nas aplicagdes que nos motivam a estes estudos. Nao
obstante Quetelet, a urna ideal ndo tem nada a ver com a natureza.
Isto é um exercicio e se ndo soubermos como agir em condigdes
simples ndo teremos nenhuma chance contra os problemas reais. E
um erro grosseiro olhar para um recorte do mundo, achar que é uma
urna e depois criticar a teoria de probabilidades por resultados que
contradigam o bom senso.

Uma urna ideal é uma bolsa opaca com bolas iguais ao tato. Alguém
com uma luva de box fara a extragdo de uma bola por vez. Ha varios
jogos que podem ser jogados. O conjunto de bolas pode ter nimero
conhecido ou ndo. As bolas podem ter cores diferentes e poderemos
saber ou ndo quantas bolas de cada cor estdo dentro. Podemos retirar
bolas e repé-las ou ndo, podemos tirar uma bola sem ver que tipo é e
proceder a retirar outras. Voce pode retirar a bola de uma urna que
eu preparei, ou voce pode ver um mago retirar a bola de uma urna
que voce viu enquanto ele a preparava. Ha uma fauna enorme de
jogos que podem ser feitos e essencialmente em todos, o objetivo é
fazer previsdes sobre o que pode ocorrer a seguir, ou o que pode ter
ocorrido antes. 3

Urnas

O caso mais simples talvez seja I; ="uma urna com N bolas
numeradas de i = 1...N". Qual é a probabilidade de extrair a bola j?
Por simetria de informagdo é natural associar a mesma probabilidade
a cada uma delas. Como sdo exclusivas e mutuamente exaustivas
além de iguais, temos que P(bola = j|I) = P(j|I) = 1/N. Isso é
6bvio. Parece até uma imposi¢do da qual ndo podemos escapar. Mais
ainda, uma lei da fisica. Mas certamente néo é.

Suponha que voce jogue contra um mafioso e a bola serd extraida por
um magico profissional cuja filha foi raptada pelo mafioso. E claro
que vocé deve suspeitar que as probabilidades das diferentes bolas
ndo devem ser iguais para o mdgico nem para o mafioso. Mas e para
vocé? A simetria de sua informagdo ndo permite distinguir entre as
bolas e ndo pode ir além de atribuir a mesma probabilidade. Agora
vocé escuta que o mégico sugeriu ao mafioso apostar na bola 17. A
informagdo ndo é mais simétrica. Tudo isso ocorreu antes de extrair
uma bola sequer. A frequéncia ainda ndo pode ser definida.

Voltemos ao caso simétrico. I, = "Das N bolas M sdo vermelhas (V)
e K= N — M sdo azuis (A)". Por simplicidade paral <i < M as
bolas sdo vermelhas e para M +1 < i < N sdo azuis. Esqueca o
magico, agora acreditamos que a pessoa que realiza extragdo ndo é
influenciada pela cor da bola. Portanto a probabilidade de extragdo

8 Predictions are risky, specially about the
future. Vérios autores, alguns sérios ou-
tros ndo. J& a vi atribuida a Bertrand Russell
e Niels Bohr mas também a Dan Quayle e
Yogi Berra. N&o sei se estas atribuicdes sdo
verdadeiras. O significado de uma frase é
condicionado a quem a enunciou.
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de cada bola é igual a 1/N. Qual é a probabilidade que a bola
extraida seja vermelha? O evento "a bola é V"é verdadeiro se a bola
extraida tem o ntimero i com 1 < i < M. Os eventos "a bola é i"sdo
mutuamente exclusivos, portanto
V=(i=1)VvV(i=2)V---V(i=M) que a bola seja V é a unido ou
soma de que tenha indice 1 <i < M. A regra da soma nos da

R

M x

P(VIL) = Y Pl

S

1
N

)

zlz I

(4-4)

Este é um resultado obtido a partir da regra da soma e da simetria de
informacao sobre as bolas antes de extrair uma tnica bola. Na se¢do
2.1.1 vimos que em algum ponto da histéria isto foi usado como
defini¢do de probabilidade por Bernoulli e Laplace 4. A
probabilidade de extracdo de uma bola V' é simplesmente a razdo
entre os casos "favoraveis'ou vermelhos e o total de casos. O
estudante pode achar que ja sabia isto e portanto é uma perda de
tempo. Deve entender que o objetivo aqui era o de identificar as
hipéteses por tras deste resultado trivial e intuitivo. Deve ficar claro
que isto ndo é nenhuma frequéncia porque ainda néao foi retirada
uma tnica bola da urna. Aprender a identificar as hipéteses
subjacentes é um dos objetivos do curso. Quando é facil, quando é
injtuitivo, quando lembramos de ter escutado falar deste problema no
curso primdrio, parece desnecessdrio percorrer um caminho longo.
Quando o estudante tiver que resolver problemas nunca antes vistos,
ou mais interessante ainda, formular novos problemas, o exercicio de
identificar as hipéteses subjacentes serd amiude a tinica ferramenta
disponivel. Vemos que a regra M /N é muito retritiva pois se aplica
ao caso I, e ndo permite levar em conta a existéncia de mafiosos nem
outra variantes que podem ocorrer na natureza. Portanto ndo deveria
ser tomada como a defini¢do de probabilidades mas simplesmente
um resultado obtido a partir das regras de manipulagdo dos ntimeros
que representam nossas crengas, obtidas no capitulo 1, para uma
experiéncia realizada sob um conjunto de restri¢des determinado.

Urnas: extragoes repetidas com reposigao.

Extraimos uma bola, que chamamos a primeira, anotamos sua cor e
chamamos x; que pode ser V ou A. Colocamos a bola novamente,
isto é chamado de Reposicdo. Chacoalhamos a urna. Fazemos isso R
vezes e obtemos assim a série Dg = {x1, X2, ....Xg }, que chamamos o0s
Dados ( dado=datum e dados= data em inglés.) Chamaremos R de
tamanho da sequéncia.

Pense e discuta o que significa chacoalhar a urna. Para cada extracao
estamos nas condi¢des do caso anterior: M, K e N tem o mesmo
significado que antes. O resultado de uma extracdo independe de
quais foram as bolas extraidas antes:

P(xy = V|x1,x2, ..., Xy—112) = P(xy = V|Ip) = (4-5)

zl=

4 Repetimos: "...probabilidade, que é entao
simplesmente a fragao cujo numerador é o
nimero de casos favoraveis e cujo denomi-
nador é o nimero de todos os casos possi-
veis."No contexto:

"The theory of chances consists in redu-
cing all the events of the same kind to a cer-
tain number of cases equally possible, that is
to say, to such as we may be equally unde-
cided about in regard to their existence, and
in determining the number of cases favora-
ble to the event whose probabilty is sought.
The ratio of this number to that of all the ca-
ses possible is the measure of this proba-
bility which is thus simply a fraction whose
numerator is the number of favorable cases
and whose denominator is the number of all
the cases possible.”

A Philosophical Essay on Probabilities, Pi-
erre Simon, Marquis de Laplace. 6a ed.
F.W.Truscott e F.L. Emory trads.
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Para uma dada sequéncia usamos a regra do produto

P(xerZ/ ooy xn|12) = P(xn ‘xerZ/ ooy erflIZ)P(xler/ e Xpn—1 “2)
P(xp|I2) P(xp—1]x1, X2, oy Xn—212) P(x1, X2, oo, Xp—2| I2)

= P(xu|l2)P(xy-1|L2)...P(x1|]2)

n
= HP(X1|12) (4.6)
i=1
Se a sequéncia for e.g. VVAAAVYV teremos

P(VVAAAVV|L) = ppgqqpp = p*q® 47)

onde usamos a notagdo p = M/N e q = K/N, com p + g = 1. Devido
a independéncia entre os resultados de cada extragdo, a ordem
temporal das ocorréncias de vermelho e azul é irrelevante, portanto a
Gnica coisa que importa é o nimero de vezes que na sequéncia
apareceu o vermelho ou que apareceu o azul.

A distribuicdo binomial

Agora fazemos outra pergunta: independentemente da ordem, qual é
a probabilidade de ter m vermelhas e k = R — m azuis (numa extragao
com reposicdo de R repeti¢des da extragdo de uma bola, quando M e
K sdo os ntiimeros conhecidos de bolas vermelhas e azuis,
respectivamente)? E comum dizer de forma equivalente que
queremos a distribuigdo de m sucessos em R tentativas, quando a
probabilidade de sucesso é p = M/N.

Novamente usaremos as regras da probabilidade. Primeiro as
sequéncias diferentes de R extragdes sdo eventos mutuamente
exclusivos. Ou aconteceu uma, ou aconteceu outra, alguma aconteceu
e ndo podem ser duas simultaneamente verdadeiras. Dado R, a
probabilidade de obter m bolas vermelhas (e portanto
obrigatoriamente k azuis) é obtida da regra da soma, como a soma
das probabilidades sobre todas as sequéncias com m, k. Mas cada
sequéncia tem a mesma probabilidade p™g*, buscamos portanto o
numero de sequéncias com m e k.

O resultado deve ser familiar. Chame o ntiimero de sequéncias de
tamanho R com m, k de C. Considere que ja resolvemos o problema
para sequéncias de tamanho R — 1, para qualquer 0 <m < R — 1.
Portanto C%”:ll e C}_, sdo consideradas conhecidas. Suponha que
extraimos R — 1 bolas. H4 somente duas formas de obter m e k ap6s a
retirada da tltima bola. Isto s6 pode ocorrer se ap6s R — 1 extragdes

* (i) tivermos obtido m — 1 vermelhas ap6s R — 1 extragdes e na
R-ésima, for extraida uma bola vermelha, o que pode ter ocorrido
de C;?:ll formas ,

* (ii) tivermos obtido m vermelhas ap6s R — 1 extragdes e na
R-ésima, for extraida uma bola azul que pode ter ocorrido de
CR_, formas diferentes.

Portanto, temos, para R > 1 a relagdo de recorréncia para o nimero
de sequéncias

CR = CRl +CR_y, 48)
que é a famosa relagdo de recorréncia devida a Pascal. Isto é uma
maquina de gerar os coeficientes binomiais, que precisa ser

57
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alimentada com valores iniciais. Para R = 1 é 6bvio que C? = C% =1,
pois se olharmos sequéncias de tamanho 1, s6 hd duas possibilidades,
a primeira bola foi azul (C? = 1), ou alternativamente foi vermelha
(CH=1).

Usando a notagdo do fatorial, que é definida pela recursao
n! =n(n —1)!, paran = 1,2,... inteiros positivos, com condigdes
iniciais 0! = 1 e portanto n! = 1.2.3....n, os coeficientes sdo dados por

R!

pois satisfazem as relacdes de recorréncia e as condicdes iniciais.
Basta provar unicidade da solugado, que é facil. Note que
simplesmente, usando o resultado 4.9, e

RE._ (R—1)! (R—1)!
mR—m)! ~ - DIR—1—m+ 1) ml(R—T—m) **

temos que a relagdo 4.8 é satisfeita. Estes coeficientes sdo chamados
os coeficientes binomiais. O motivo disto é que

R
(a+b)R = ) CrampR—m, (4.11)

m=0

que é amplamente conhecida desde Newton. Mas é instrutivo provar
este resultado, supondo-o vélido para R — 1, calculando
(a+b)R~1(a+b) e usando a relacio de recorréncia. A notagéo

CE = ( 51) também é muito popular e é dito que representa o ntimero
de maneiras de escolher m elementos de um total de R ou o ntiimero
de combinagoes de R, m a m.

Temos o resultado desejado,

R B
P(m|p,R, I) = (m) prgRm (4.12)

que ¢ a distribui¢do binomial. Também poderiamos ter escrito
P(m|M, R, I). Obviamente a distribui¢do esta normalizada, pois

R R R
3 Pnlp R = X ()t =t =1 )

Momentos da Binomial

E interessante calcular os valores esperados da distribuicao binomial.
A expressdo da expansdo binomial 4.11 escrita com p e g arbitrario é
atil para calcular os valores esperados (m) , (m?). Usamos a expansao
binomial para valores p e g quaisquer, derivamos com respeito a p e
Al 9 ,m _ m.
multiplicamos por p para obter, usando o truque que papp" =mp™:
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Figura 4.1: Modelo de difusdo I: Caminhos
aleatdrios binomiais, N = 100 corridas de
Tmax = 400 passos cada uma. Acima:
A cada instante de uma dinamica discreta,
um caminhante da um passo a direita com
p = 1/2 ou a esquerda com q = 1/2, in-
dependentemente de qualquer outra coisa.
As pardbolas mostram os valores o, 20 e
20 respectivamente, como fungédo do tempo,

onde o = y/Tp(1 — p). Abaixo: p = 0.55.
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Figura 4.2: Difuséo Il: Histogramas obtidos

dos caminhos simuladas da figura para va-

lores N = 10,20....160 com (Acima) p =
014 1/2, (Abaixo) p = .55.
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Figura 4.3: Difuséo lll: A distribuicdo bino-
mial para valores N = 10,20....160 com
(Acima) p = 1/2, (Abaixo) p = .55.
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O truque vale somente se colocarmos § = 1 — p no final>. Para
calcular (m?) vemos que dentro da soma aparece m?p™ que podemos

escrever como 3 3
v Zom\ 2 m
Pap (Papp ) m-p

= =pR(p+1-

que permite escrever

1= e,

R?p?+ Rp(1 = p)
A variancia é comumente denotada var(m) ou o
definida por

que leva a (m?) =

2 ou ainda 02, e

2 _ 2 2
Oy = (m”) — (m)
e portanto para a distribui¢cdo binomial de m sucessos em R tentativas
a raiz variancia ou o desvio padrdo é

Rp(1-p).

Olhe as figuras 4.1 e 4.3. Na primeira sdo mostradas trajetérias

(4-15)

individuais e na segunda as distribui¢des binomiais para p = 0.5 e
para p = 0.55, para valores de R cada vez maiores. Para p # 0.5 ha
deriva. O deslocamento, apds R passos dos quais m sdo para a direita
e R — m sédo para a esquerda é

X=m—-—(R—m)=2m—R

e o valor médio do deslocamento é

E(X)=2(m)—R=(2p—1)R (4.16)

que é positivo para p > 1/2.

A comparagdo entre estas figuras das trajetérias e da distribuigao
permitird comegar a entender o processo de simulagdo conhecido
como Monte Carlo, onde um processo individual, gerado muitas
vezes permite estimar valores esperados de funcdes de uma varidveis
estocdsticas cuja distribuicdo pode ser muito dificil de tratar
analiticamente. A raiz quadrada que aparece na equacao 4.15 é
extremamente importante. Ndo ocorre por acaso e de forma especifica
para a binomial. Somamos um ntimero grande de passos gerados por
Bernoulli. Toda vez que ocorrer uma soma de varidveis estocésticas,
se a variadncia individual de cada termo for finita e sob condi¢des de
independéncia dos passos (suficiente mas néo necessdria) a varidncia
crescera com N e a largura da distribuigio com +/N. Voltaremos a
isto no capitulo sobre o Teorema do Limite Central.

5 E importante notar que a derivada parcial
(9f(p.,q)/9p)y é definida reduzindo a fun-
¢ao de duas variaveis a uma fungdo de uma
s6 variavel, que é feito ao declarar que g
mantido constante. Se pensarmos na su-
perficie z = f(p,q), notamos que em um
dado ponto (p1,41) podemos tomar a de-
rivada em qualquer dire¢cdo, em particular
mantendo g = g1 fixo, ou mantendo p =
p1 fixo que da (f(p,q)/9q), ou ainda ao
longo de qualquer diregdo, e.gp = 1 —g¢,
mas os resultados ndo sdo os mesmos.
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Frequéncia ndo é probabilidade

Porque parece razoavel confundir frequéncia e probabilidade? O que
segue é importante. A probabilidade de bola vermelha ou de sucesso
é p. O valor esperado do ntimero de sucessos é (m) = Rp, portanto

(4.17)

ou seja

p=(%) = (4.18)
onde f = m/R é a frequéncia de sucessos. Em palavras, o valor
esperado da frequéncia é o pardmetro da binomial que por sua vez é
a probabilidade de sucesso. A frequéncia ndo é a probabilidade. A
frequéncia é um ntimero que depende do experimento realizado. Isto
caracteriza a frequéncia como um ntmero aleatério. A varidncia da
frequéncia é

2= () - ()

1,
r2m

= %p(l —p)= %p(l —p)

1
oy = ﬁam (4.19)

Isto significa que embora a frequéncia seja um ntimero que depende
do experimento particular e s6 o seu valor esperado seja a
probabilidade de sucesso, a medida que o ntmero de tentativas R
aumenta, seu desvio padrao vai a zero com 1/+/R. Portanto qualquer
experimento que mega a frequéncia encontrara valores perto da
probabilidade para R grande o que pode levar alguns de vocés a
possibilidade de confundir frequéncia com probabilidade. Isto porém
néo é perdoavel.

O que significa perto e grande no pardgrafo acima serd discutido com
mais cuidado no capitulo ??, onde faremos estas idéias mais precisas
olhando para a desigualdade de Chebyshev e definindo convergéncia
em probabilidade. Seremos, entdo, capazes de dizer o que significa
que f converge para p quando R aumenta. Também olharemos o
problema relacionado de inferéncia de p dada a frequéncia no
capitulo ??

A distribuigdo Multinomial

Suponha que o processo seja descrito por Iyy,;;; ="na urna ha N bolas
de no maximo C cores, M da cor ¢, y —1_c Mc = N. As bolas
extraidas sdo repostas na urna".

Temos, analogamente ao caso de duas cores, que a probabilidade de
extrair uma bola de uma cor ¢ é p. = M./N. Obviamente

Y.c—1..c Pc = 1, porque afinal uma bola extraida é de alguma cor. Para
uma sequéncia de N extragdes com reposigdo usamos o fato que as
sequéncias sdo mutuamente exclusivas e a regra da soma para obter

_ my,My...Mc 1M m mc
P(my, ...mc|Ipui) = CN' Py Py P
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Normalizacéo leva a

Z P(ml,...mC‘IMulti) =1

Lone=N

Supomos novamente que ja resolvemos o caso de de R — 1 extragdes e
consideramos a extragdo de mais uma bola. O namero total de casos
deve satsifazer

C;\"]hm2mmc _ C%fll’m2’""mc + C;\"]L’Tz_l"“mc NI CK}L’TZ"“m‘:_l (4.20)

onde o termo do lado direito em que aparece m, — 1 é o niimero de
sequéncias em que faltava uma bola da cor c para chegar ao caso
denotado no lado esquerdo: {my,my...mc} em R extra¢des. As C
condigdes iniciais C?'"'O’l’o"'o = 1 sdo suficientes para girar a manivela

da relacdo de recorréncia 4.20. O resultado é que

CM] MM c —
N

(4.21)

pois substituindo na relagdo de recorréncia

?

C;\n]l,mz.“mc - Z

Cc

Y.mc(N—=1)!

mqlmy!l..mc!

N(N —1)!

mq!mp!..mc!
N!

- m1!m2!...mc! (4.22)

(N—1)!
mytmy!l.(me — 1)l..mc!

vemos que 4.20 é de fato satisfeita pelas expressoes 4.21. Verifique
que as condicdes iniciais sdo satisfeitas. Falta provar unicidade. Mas
isso é simples e é deixado para os leitores interessados.

Urnas sem reposigdo: a distribuicio hipergeometrica.

A diferenca fundamental com relagdo aos casos anteriores é que vale
I = "a extragdo de cada bola é feita sem reposicao das anteriores,
(inicialmente N bolas, M vermelhas)"e portanto em condigoes
diferentes das anteriores. A primeira extracdo é igual ao caso anterior

P(x = VIN, M, 1) =

Agora a diferenga, no segundo passo o estado da urna e portanto as
probabilidades dependem do resultado da primeira extracao

P(x2,x1|N, M, I4) = P(x2|x1, M, N, I4)P(x1|N, M, 1)

Se as duas forem vermelhas, teremos

P(x2:V,x1 ZV‘N,M,L;) = P(XZZV‘)Cl:V,M,N,LL)P(xl :V|N,M,I4)
= P(xo]N—=1,M—1,I;)P(x; = VIN, M, )
- =2 (423)

pois na segunda extracdo ha somente N — 1 bolas, das quais M — 1
sdo vermelhas. A probabilidade que as primeira r bolas extraidas
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M—r—1)..(M—1)M

P(.Xy = V,....XZ = V,xl = V‘N,M, 14) =

M!(N —r)!

(M —7)IN!

(N—r—1)..(N—1)N

(4-24)

que faz sentido mesmo que r > M se for convencionado que o
fatorial de niimeros negativos é infinito. Continuamos, mas agora

calculamos as probabilidades que as bolas seguintes sejam azuis. O
estado da urna é de N —r bolas, das quais M — r sdo vermelhas, e a

probabilidade de extrair uma bola azul é:

N—r—(M-r)

N-M

P(xpyq =AIN—r,M—r,1;) = N =

Repetindo

Px,ip=A, ., x,y1 =AIN—1r,M—1,1;) =

N-—r'

(N — M)!{(N —r —b)!

(N—M—b)I(N—n)'

Assim chegamos a que uma sequéncia de r vermelhas seguidas por b

azuis tem probabilidade, pela regra do produto

Pxyp=A,. .. x40 =Ax=V,.x1=VIN ML) =

X

que pode ser escrito como

M!(N =7)! (N — M){(N —r —b)!
(M—7)IN! (N—M—Db){(N —r)!
M! (N —=M)(N—r—Db)!
(M—n)INlT (N—-M—b)

Note que os fatoriais sdo de

P(xr = V,....Xl = V‘N,M, 14)

Pxypp=A, xrp1 =Alx, =V, ...

e Ne (N —r—b) os nameros inicial e final de bolas na urna

e M e N — M, os nimeros iniciais de bolas vermelhas e de azuis.

e M—re(N—M—b) os nameros finais de bolas vermelhas e de

azuis.

Ou seja ndo aparece nada que diga a ordem em que foram extraidas,
primeiro as vermelhas depois as azuis. Isto deve ser verdade para
qualquer ordem de extragdo,desde que os resultado finais de extragdo
r e b sejam os mesmos. Vejamos se é assim. Suponha que numa

sequéncia S; de r + b a extracdo da k-ésima bola vermelha ocorreu na
posigdo ! e da k’-ésima bola azul na I + 1, e na sequéncia S; a k-esima
bola vermelha foi extraida ap6s I + 1 extragdes e a k’-ésima bola azul
ap6s I. Aparte dessa troca, as sequéncias sdo iguais. Os fatores que

contribuem a probabilidade sdo para a sequéncia S;

M—k—-1N-M-k -1
N-—1 N-I-1

e para a sequéncia Sy

...N—M—k’—lM—k—llu
N -1 N-I-1

que sdo iguais. Seque que a probabilidade de extrair r bolas
vermelhas e b azuis, independentemente da ordem é dada pelo

x1=V,N,M,1L)



66 NESTOR CATICHA

produto do nimero de sequéncias possiveis, (r-gb ) e da probabilidade
de uma sequéncia:

(r+b)! M! (N—M)(N—r—D)!
bl (M—r)IN!_  (N—M—b)!
e simplificando, a probabilidade ao "extrair sem reposicdo r + b bolas

de uma urna com N bolas das quais M sdo vermelhas e N — M
azuis,exatamente r sejam vermelhas"é

P({r,b}IN,M, ;) =

N—r—b

r+b\ Cys,)
Py M1 = () 425)
AN
E interessante que isto pode ser escrito como
_ M
P({T’,b}‘N,M, 14) - N (426)
(H—b)

onde o numerador é obtido pelo produto de todas as diferentes
combinagdes de escolhas possiveis de r bolas do total de M
vermelhas vezes o nimero de combinag¢des de b do total de N — M
azuis, dividido pelo total de possibilidades das combinacdes de r + b
do total de N bolas. Podemos ainda escrever a mesma expressao de
uma forma que fica simétrica e permite generalizagdo para mais
cores. Mudando a notacdo chamamos de M; (em lugar de M) o
numero de bolas vermelhas, M, o de azuis; de r; o nimero de bolas
da primeira cor, de r; o da segunda cor:

()

P({r1,r2}|My, My, Iy) := P({r,b}IN, M, I3) = () (4-27)
riTr

E razoavel supor, e facilmente demonstravel para o caso de C cores:

Me—1.c (39
(D:1...c Mc)

Yeor.cTe

P({Tl,rz...rcHMl,Mz,...Mc, 14) = (4.28)

Os caminhos hipergeométricos para urnas estdo mostrados nas
figuras 4.4, 4.5 e 4.6. Devido a que a urna nio volta ao mesmo estado
ap6s a extragdo as figuras sdo diferentes dos caminhos binomiais. Hé
uma difusdo inicial, mas as trajetérias convergem para o mesmo
lugar. Nao importa a histéria de extracdo, a urna vazia serd a mesma
em todos os casos.

Bolas escondidas

Voltemos ao caso sem reposigdo. N bolas, M vermelhas, N — M azuis.
Extraimos uma bola mas (agora a diferenca) ndo somos informados
da sua cor. A bola é escondida fora da urna. Qual é a probabilidade
P(xy = V|N, M, 1) que a segunda bola seja vermelha? O interesse
nestes casos estd no método, ndo no jogo em si. As regras da
probabilidade sdo suficientes para responder isto. Tivemos duas
extragdes portanto o nosso interesse deve comegar por analisar a
distribuigdo conjunta P(x3,x1|N, M, I;). A tnica coisa que sabemos
sobre x; é que foi vermelho ou azul, possibilidades excusivas e
exaustivas. Portanto

P(x2|N, M, 1y)

Y. Plx2,x1IN,M, 1)
X1=V,A

Y P(xa|x1,N,M, I;)P(x1|N, M, 1)
X1:V,A

(4-29)
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40

60

Figura 4.4: Caminhos hipergeométricos.
Acima: Urna com N = 400 bolas das quais
M; = 200 sao vermelhas e M, = 200
azuis. Abaixo: Urna com N = 400, M; =
220 vermelhas e M, = 180 azuis. A cada
bola vermelha extraida o caminhante anda
para a direita, a cada bola azul, para a es-
querda.
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Figura 4.5: Caminhos hipergeométricos.
Trajetérias para a urna com N = 400,
M = 250 vermelhas e M, = 150 azuis.

Figura 4.6: Histogramas dos caminhos

hipergeométricos: simulagao. Urna
com M = 400, M; = 250 verme-
lhas e M, = 150 azuis. A situagdo

é a mesma da figura anterior. Abaixo:
Os histogramas foram gerados apds ex-
trair(1,20,50,80,120,160,200,240,280,320,350,370,390,399)
bolas e olhar os resultados para 5000 urnas.
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que fica escrita em termos de probabilidades que conhecemos. Isto é
um exemplo ao contrario do uso de marginalizacdo. Portanto

P(.XZ = V|N,M, 14) = P(.XZ = V|X1 =V,N,M, I4)P(.X1 = V|N,M, 14)
+ P(XZ = V|X1 = A,N,M,I4)P(X1 = A‘N,M,Ll)

M-1M M N-M

N-1N N-1 N

M
N (4-30)

Ou seja, como a primeira extragdo ndo nos deu nenhuma informagéo,
a probabilidade de extragdo no segundo passo continuou sendo
M/N.

Podemos pensar sobre o que acontece se as duas primeiras bolas
forem escondidas. O mesmo. Se ndo hé informagdo nédo ha alteragéo
de probabilidades. Mas suponha que extraimos e escondemos uma
bola. Extraimos uma segunda e é vermelha. O que isto nos diz sobre
a bola escondida? Queremos saber sobre P(x1|x2, N, M, I). Voltamos
a pensar sobre a distribui¢do conjunta e usamos novamente a regra
do produto

P(x,x1|N, M, Iy)

p(X1|X2,N,M,I4) P(X2|N M 14)

Especificamente, suponha que a segunda bola é vermelha, qual é a
probabilidade que a primeira seja vermelha:

P(xp =V,x; = VIN, M, 1)

P(xl = V|x2 = V/N/M/I4) = P(Xz — V|N M 14)

=

—-1M
NN _M-1
= i = —

¥ N-1

confirmando o que talvez podia ser desconfiado a o recuperar a
probabilidade de extragdo de uma segunda bola conhecendo o
resultado da primeira. Note entdo que o que é primeiro e o que é
segundo ndo interessa. O que interessa é que informacao esta
disponivel. Se ndo héd informacdo nenhuma é equivalente a uma
primeira extragdo de bola, se ha informagédo é equivalente a uma
segunda extracdo sabendo a primeira.

Inversio: Urna com contetido desconhecido

Um problema em ciéncia pode ser descrito como "conhecido o
sistema, que previsdes podemos fazer sobre o resultado de
experiéncias?"'Outro tipo de problema é o inverso, "sabendo o
resultado das experiéncias, o que podemos dizer sobre um sistema
desconhecido?"

Considere que o contetido da urna é desconhecido e retiramos bolas
com reposicdo. Como resposi¢do significa que em cada extracdo o
estado da urna é o mesmo, mesmo que o nosso estado de informacao
tenha mudado. Em um dado ponto temos um conjunto de dados,
Dr={V,V,V,A, A.}. O que podemos dizer sobre a fracdo de cores?
Este tipo de problema constitui o t6pico central do problema de
andlise de dados experimentais e inclui a idéia fundamental de
modelo. Voltaremos com mais detalhes, uma e outra vez, ao longo
destas notas. Precisamos definir a informagéao subjacente Is.
Consideramos que ha somente C cores, cada cor com ntiimero M, de
bolas, N =} . M, o ntimero total de bolas. Portanto a probabilidade
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de extragdo de uma bola de cor ¢ seria p. = M./ N. Acabamos de ver
que saberiamos calcular a probabilidade de qualquer sequéncia
dados os p.. Agora usamos a regra do produto, o truque que ndo
pararda de dar resultados. Por facilidade olhemos o caso de duas
cores, teremos p = M/N como pardmetro desconhecido. Obtivemos
a distribui¢do binomial 4.12, para m bolas vermelhas em R extracdes,
quando a fracdo de bolas vermelhas é p:

R _
P(m|p, R, 1) = (m) gt (431)
A regra do produto nos da para a distribuigdo conjunta de m e p

P(p,m|R, L) = P(p|R, L)P(m|p,R, ) = P(m|R, I,)P(p|m,R, L),
(4-32)
de onde temos o resultado conhecido como a regra de Bayes

pIR, L)P(m|p,R, )
P(m|R, Ip) ’

P
P(p|m,R, 1) = ( (4-33)
Aqui aparece algo novo. Vale a pena respirar e tomar o tempo
necessario para assimilar algo que serd fundamental no que segue.
Temos a probabilidade do parametro da binomial, que por sua vez é
uma probabilidade. Além disso temos duas probabilidades de p,

e A distribuigdo a priori P(p|R, I)

e A distribuigdo posterior P(p|m, R, I). Posterior & inclusdo da m
nos condicionantes.

Ainda temos P(m|p, R, I) que codifica a informagdo que temos sobre
quéo provavel é um valor de m caso p tenha um valor dado. Esta
probabilidade recebe o nome de verossimilhanca. O mundo se divide
em pessoas que ficam nervosas ao falar da probabilidade de p e
aqueles que acham natural falar da probabilidade deste parametro.
Claro que p é uma probabilidade, mas se lembrarmos que é a razéo
entre bolas vermelhas e o total, ndo hd motivo para nervosismo.
Ainda ficam mais nervosos ao falar da probabilidade de a priori -
antes de levar em consideracdo os dados. As questdes levantadas
aqui serdo atacadas no capitulo ??.

A regra de sucessio de Laplace

O que vem a seguir € interessante por pelo menos dois motivos.
Primeiro porque mostra a aplicagdo dos métodos desenvolvidos a um
problema de urna interessante, onde as hipéteses ficam claras, pois
sendo nao é possivel fazer as contas. O segundo é histérico. A
previsdo feita é usada agora em problemas que nido tem nada a ver
com as hipéteses e se chega a algo que viola as expectativas do bom
senso. Para alguns autores isto é indicagdo que as regras da
probabilidade usadas por Laplace ndo fazem sentido. Isso tem
acontecido e a discussdo sobre porque isto ocorre e como evitar este
tipo de procedimento é instrutivo para o aluno. Fago hipoéteses,
calculo um resultado, aplico em outro problema onde a informacéao é
diferente e portanto espero resultados diferentes, e como os dois nédo
batem critico a teoria. Parece mais politica que ciéncia.

Consideremos uma urna de composicdo desconhecida, exceto por ter
bolas de somente duas possibilidades de cores e procedemos a
extragdes com reposicdo. A reposigdo significa que cada extragdo é
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independente e em condigdes idénticas as anteriores. Outra forma de
colocar o problema é considerando um processo de Bernoulli, dois
estados s =1 ou s = —1, ou sucesso e fracasso. Ndo sabemos o valor
pardmetro p. Os dois casos sdo idénticos se na urna o namero de
bolas for infinito.

As assergdes relevantes para o problema sio as seguintes:

e N="foram feitas N tentativas consecutivas de Bernoulli"
e 7n="dado N, foram obtidos n sucessos"

e M= "foram feitas M tentativas consecutivas de Bernoulli"
e m= "dado M, foram obtidos m sucessos"

¢ [=descrigao do processo

O fato de usar o0 mesmo simbolo para um nimero e uma asser¢ao
deve ser perdoado por simplificar a notagao.

O objetivo do exercicio é determinar com base em um primeiro
experimento descrito por N e 1, qual é a probabilidade P(m|nMN)
de obter m ap6s M.

Comegamos por identificar o que ndo sabemos, m e p, a
probabilidade de sucesso, que é o parametro da binomial. Como
dissemos na secgdo anterior alguns autores tentam evitar falar de
probabilidade de uma probabilidade, enfatizarmos que p é um
parametro de uma distrbuicdo, logo ndo deve haver resisténcia a sua
estimativa e representagdo através de distribui¢des que codifiquem o
que sabemos. Portanto estamos interessados na distibui¢do de
probabilidades conjunta de m e p dado o que sabemos:P(m, p|nMNI).
Mas ndo estamos interessados em p, e portanto marginalizamos

1
P(m|nMNI) :/ P(m, plnMNTI)dp.
0
A regra do produto leva a
1
P(m|nMNI) = / P(m|pnMNI)P(p|nMNI)dp. (4-34)
Jo

Jogar M vezes o jogo sem saber o resultado ndo da informagédo sobre
p, portanto P(p|nMNI) = P(p|nNI). Como sabemos que a
probabilidade de obtengdo de 1 sucessos em N tentativas é uma
binomial P(n|pNI) e podemos usar Bayes para inverter:

P(p|NI)P(n|pNI)

P(p|nNI) = Pln[N) (4-35)

O denominador P(n|NI) pode ser obtido por normalizagdo, portanto
ndo nos preocupa. Novamente, é irrelevante saber N e ndo saber 1,
portanto temos P(p|NI) = P(p|I) para o a priori. Fazemos a
suposigdo que ndo temos, antes de ver os dados, nenhuma
preferéncia por qualquer valor de p, portanto P(p|I) =1, éa
distribui¢do uniforme.

P(p|nNI) o« P(n|pNI) & p"(1—p)N="
_ prL—pNr
Jo (1= pN-ndp
N+, .
= uP (1-p)N", (4-36)

n!(N —n)!
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que reconhecemos como a distribui¢éo Beta(n, N) de p ap6s n
sucessos em N tentativas. Para a normaliza¢do usamos o resultado
devido a Euler, ver equagdo 3.18

rk!

(r+k+1)! (4-37)

r 1 r k
Ek=/0 p'(1—p)dp

Voltamos ao célculo de 4.34,notando que P(m|pnMNI) = P(m|pMI),
pois saber p torna desncessaria a informacao de n, N,

P(m|nMNI) /0 " p(m|pMI)P(p|nNT)dp

= (%%/W(PP)M’MP (1= p)N"dp

(M)
m ) n!(N —n)! N+M—n—m
M! (N+1)! (m+n)!(N+M—n—m)!
m!(M —m)! n!(N — n)! (N+M+1)!
n+m\/N+M—-n—m 1
O

Esta expressédo horrivel pode ser simplificada em casos particulares.
Por exemplo, Lapalce considerou o caso em que apés N eventos com
n sucessos, queremos a probabilidade de m = 1 sucessoem M =1

tentativas.
n+1\/N—n 1
n N—n (NL)
(1) (N1
o n! (N+2)!
n+1
= N+2 (4-38)

No caso particular, mas que concentrou a atengdo de estudiosos por
séculos, onde temos 1 = N sucessos em N tentativas, a probabilidade

G

N+1
N+2

de que a proxima seja um sucesso é

P(m=1n=N,M=1,N,I)

Este resultado recebe o nome de regra da sucessdo. Aqui Laplace
cometeu o seu maior erro, ndo no uso das regras da probabilidade
nem de contas. Simplemente fez uma piada que foi mal entendida
por muitos estudiosos que o seguiram. A estimativa biblica da idade
do universo era da ordem de 5000 anos ~ 1.82613 x 10° dias. Em
todos esses dias nasceu o sol. Qual seria a probabilidade de que o sol
saisse amanhd? Pela regra da sucessdo 4.38, seria

1—5.x 1077 = 0.9999995. A chance de sair seria 182614 vezes maior
que a de ndo sair. Na frase seguinte a piada, retomando um aspecto

6

mais sério, disse que 5"Mais ce nombre est incomparablement

plus fort pour celui qui connaissant par
Mas este namero é incomparavelmente maior para ele que, Pensemble des phénomeénes, le principle ré-
gulateur des jours et des saisons, voit que

1 . B . rien dans le moment actuel, ne peut en ar-
regulador dos dias e estagdes, visto que nada no momento réter le cours”. Essai philosophique sur les

presente pode deter a sua marcha" probabilités Laplace

reconhecendo na totalidade dos fendmenos o principal

Laplace.
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Isto significa que deve ficar claro ao usudrio, que se tiver mais
informag&o, no caso do sol todo o conhecimento de Dindmica e
Astrondmia, deve por todos os meios usé-la. O calculo acima entdo
ndo se deveria aplicar a ndo ser a situagdes onde se deve aplicar:
aquelas em que as hipéteses sdo justificaveis. Os criticos a regra da
sucessao por dizer que da resultados ridiculos para a saida do sol
amanhd, devem responder se acham natural dizer que tudo o que
sabemos sobre o0 sol, e o que significa que ele saird, pode ser descrito
como uma urna com dois tipos de bolas, pretos e brancos. Mas se
vocé usar frequéncia como defini¢cdo de probabilidade pode estar
tentado a dizer que o sol sempre saird, pois sempre saiu. Mas isto é
igualmente ridiculo, pois temos informagédo, na forma de teorias de
evolucdo estelar que isso mudar4.

Outra critica é sobre o uso da distribuicdo a priori uniforme.
Retomaremos o efeito da distribuicdo a priori no capitulo ??. As
mudangas para distribui¢des razoaveis mudam pouco. A queixa em
particular é que poderiamos fazer uma mudanca néo linear de
varidveis e o que é uniforme agora deixaria de ser. Mas ao falar de
urnas, parece natural falar do pardmetro p e se ndo ha preferéncias
apriori para acreditar num estado da urna, a uniforme parecebem
justificada. Obviamente aquele que tiver informacao diferente terd
que fazer outras escolhas. Outras distribuicdes a priori podem e
devem ser usadas, em outras condi¢oes de informagao.

Poisson: um limite da binomial

Suponha que em um experimento temos N particulas que podem
decair em um dado intervalo de tempo At e uma probabilidade p de
detectar o resultado do decaimento da particula. O tempo morto do
detector é nulo. O ntmero m de sucessos, ou detec¢oes em At é dado
pela binomial

Plnlp, N, o) = ()= )N (4:39

Queremos tomar o limite de N muito grande, p muito pequeno. Ha
varias formas de fazé-lo, um resultado extremamente ttil é quando

N — co,p — 0, Np — A = constante

pois, considerando que

p”ﬁ — PN(N-1)(N-2)- (N—m+1)
1 m—1
= PN(- PN~ 5) - pN(1 = ——)pN
- A" (4-40)
e
N-m _ A \N—m AN
(1-p) = (1_N) N(l_ﬁ)
— eiA.

Temos entdo a distribui¢do de Poisson (que talvez deveria também ter
o nome de de Moivre)
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mpm(l —p)N

= () (@) (00

P(m|p,N, L) =

A
— P(mlA) = We’ . (4.41)
Lembramos que o valor médio
(m) = A, (4-42)
e o segundo momento
(m?) = A+A% (4-43)
que leva a variancia
UI%oisson =A (4-44)

Para calcular momentos superiores podemos usar

0
A5 P(m|A) = =AP(m|A) +mP(m|A) (4-45)
pois teremos, multiplicando por mk e somando sobre m:
0
K1y _ k 9 i
(M) = Am >+;/\8Am P(m|A)
0

_ k 9,k
= Amt) 4 A () (446)

Volteremos a falar desta distribui¢do ao analisar dados experimentais.

Sequéncias Imaginadas, mados quentes e faldcia do jogador.

E facil imaginar o experimento de lancar uma moeda. Jogo a moeda
bem para o alto, bate no teto e cai no chdo. Observo e anoto o
resultado. Agora surge a pergunta: é facil imaginar um segundo
lancamento? Parece ficil. Se o primeiro langamento foi, porque nao
seria o segundo? E cem lancamentos? Este problema foi proposto aos
estudantes do primeiro curso de Probabilidades no IFUSP em 2016.
OS dados brutos sdo apresentados na figura

Notamos imediatamente que os dados gerados por pessoas ndo
seguem o modelo pedido. Uma pequena deriva a direita nos dados é
compativel com p = .52 poderia ser vista nos dados, na figura 4.7,
mas ainda ndo temos instrumentos para estimar isto. Os histogramas
dos dados e da binomial sdo bem diferentes, figura 4.8. O histograma
dos dados é muito mais estreito que o da binomial. A figura 4.9
mostra um caracteristica interessante do processo. Escolhemos um
ponto qualquer na sequencia e perguntamos se os proximos k — 1 tem
o mesmo simbolo. Isto é, perguntamos se um dado sitio numa
trajetoria é seguido por simbolos semelhantes de forma a que hd uma
sequéncia de k repeti¢des. Fazemos isso para todos os sitios, e
fazemos isso para k de 1 até 11. O logaritmo da razao f; entre todas
as vezes que ocorre e o total de stmbolos KN aparece nas ordenadas
da figura 4.9. Para a binomial, é simples de calcular, a razdo vai como
fg = p*~1, pois as jogadas sao independentes (circulos). Mas a linha
de baixo (quadrados), para os dados, mostra que ha uma repressao
sistemadtica por parte de uma pessoa em compensar uma sequéncia e
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Figura 4.7: As trajetérias imaginadas por
cada estudante. K = 40 estudantes respon-
deram . As curvas soélidas sdo os desvios
padrédo (o,20,30) que uma binomial com

N
> < p = 0.5 teria apés N = 100 passos.
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Figura 4.8: Histogramas do nimero de ca-
ras nos dados imaginados e o histograma
do binomial simulado. K = 40 trajetorias de

0.16 - N = 100 jogadas.
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Figura 4.9: Frequéncias de sequéncias de k
simbolos.

10° 5

®—8 |maginado
®—e Calculado

Frequéncia

o
9
I

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Comprimento da sequéncia repetida

inverter o simbolo imaginado. A representa¢ido dos dados em termos
do logaritmo da frequéncia é interessante para leis de formas
exponenciais. Supomos um modelo f = A2~%*~1) e vemos da figura
que ap = 1 para a binomial e a; = 1.25 para o processo imaginado.
Explicar o valor ndo trivial pode ser interessante para quem estiver
interessado nos aspectos psicolégicos do problema. Um modelo
muito simples é o de memoria de um passo. Isto serd retomado ao
olhar para processos Markovianos. Neste caso podemos considerar

como modelo apropriado um com P(x;;1|x;) dado por
1
P(xtH :1‘Xt:1) = 1*P(Xt+1 = *11|Xt:1) = ? ~ 0.42

1
P(xH—l = 71|xt = *1) = 1- P(Xt+1 = 1|Xt = 71) = 27 ~ 042

Se vocé ndo lembrasse do passado isso ndo poderia ocorrer. Ver varios
simbolos iguais sugere que o préximo deve ser diferente. Imaginem o
contrdrio, um observador olha para um processo binomial e se
surpreende que houve varios simbolos iguais. O que faz? Aposta que
o préximo também deve ser iguais pois "se tudo fosse normal"deveria
haver uma compensacao. Acredita que o processo estd quente e se
dispde a apostar mais alto, porque a maquina que gera as jogadas
"estd quente". Perceber que cometemos éstas faldcias de andlise pode
ser til para pessoas dispostas a perder dinheiro em apostas.
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