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Motivacao

Imagine um sistema descrito por uma Unica variavel de estado x, o qual
possui a dindmica representada por:

x <0

=
A%
o
. .
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Motivacao

No tempo, partindo de uma posi¢ao arbitraria positiva, o sistema assume
uma derivada negativa e decresce. Ao cruzar o zero, o sistema passa a
ter a derivada positiva e cresce, até novamente passar pelo zero, assim
incessantemente.

Ou seja, o sistema desliza ao longo do tempo em torno de x = 0. Dizemos
que x = 0 é a superficie de deslizamento. Nessa condigio, ndo existe
o0 modo do sistema com derivada positiva, e nem o modo do sistema com
derivada negativa. O sistema ganha um novo modo, o chamado modo
deslizante (do inglés, sliding mode).
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Dinamica do modo de deslizamento Definigdo de modo de deslizamento

Modo de deslizamento

Considere o seguinte sistema nao-linear com controle escalar:

¥ o= fou), xfeR", ux)eR, (1)

) = u_(x), se s(x) >0 @)
u (x), sesx) <0,

sx) = x—-2x4 (3)

em que s(x) é a superficie de deslizamento, u*(x), u(x) e s(x) sdo con-
tinuas e suaves, x é o vetor de estado, x; é o vetor de estado desejado,
e u"(x) # u(x). Assumiremos que a condicdo de modo deslizante acon-
tece para s(x) = 0, e derivamos as equacdes dindmicas desse sistema
utilizando um método conhecido por regularizagao.
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Suposicao

A velocidade dos vetores:

T =flu™) (4)
J () =fxu”) (5)
sao constantes para qualquer ponto x na superficie s(x) = 0 em um curto

intervalo de tempo [z, + At], onde Ar = Aty + A, e u = u™ para o intervalo
definido por At; e u = u™ para o intervalo definido por Az,.
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Velocidade média

A variacdo do vetor de estado ap6s o intervalo At sera dado, portanto, por:

Ax = Aty + A (6)

e a velocidade média do estado sera:

X

Jm(x)

Jm(x) (7)
Hf+ (L= pf (8)

em que u = AT’; é o tempo relativo de controle com u* e (1 — u) para o

controle u~, de forma que:

O<u<l.
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Dinamica do modo de deslizamento Interpretagdo geométrica

Plano tangente

Mas nao estamos interessados no valor médio e sim em x. Para isso,
devemos tomar o limite para quando At tende a zero. Entretanto, ndo pre-
cisamos fazer isso devido a nossa consideracao de velocidade constante
dos vetores nesse intervalo, portanto a equacgéo:

k=pff+ (A -pf, )
representa a dindmica durante o deslizamento.
Devido a trajetéria durante o deslizamento estar na superficie s(x) = 0, o
parametro u deve ser selecionado de tal forma que a velocidade do sistema
seja um plano tangente a supercifie de deslizamento, isso é:
§=V(s(x) - % = V(s() - [f* + (1 —p)f 1=0, (10)

em que V(s(x)) = [95/ox, - - - 95/ox,].
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Dinamica do modo de deslizamento Interpretagdo geométrica

Considere o caso escalar. Resolvendo entdo para u, obtemos a seguinte
solucéo:

P (O LY

Vi) - (f~ =)

Substituindo em x = uf* + (1 — w)f~, obtemos a dinamica para o modo
deslizante:

(11)

o= fulx) (12)
Vi) -f~ . Vis)-f©
m - D 1
S O Ry A TOR il )

para condigao inicial s[x(0)] = 0.
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Filippov

Uma observagéo interessante sobre o método de regularizagéo para deri-
var a dindmica do modo deslizante, é que pode ser considerada como uma
interpretacao fisica do famoso método de Filippov.

X, A

v(s)

s()=0 I~

O método é destinado a obtengao de uma solugao continua para equagdes
diferenciais com lados diretos descontinuos.
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Exemplo

Considere um simples sistemas com disturbio

X1 = x
u+ Alxy,xp,10), |A|<L, L>0 (14)

X2

Proposta de dinamica para garantir a convergéncia da solugao para zero

Xl + /lx1 = 0, A1>0
X = i (15)
Defina a variavel de deslizamento
o =Xxp+ /lxl (1 6)
o = Xp+ Ax
= A+u+Ax (17)
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Dinamica do modo de deslizamento Exemplo de Yasir Amir Khan

Analise de estabilidade

1,

= 50'
= 00
= oc(A+u+ Ax))

Condicdo V < 0.
Escolhau = —Axy +v

V <|o|L + ov

e selecione v = —p sign(o), p > 0

V <|olL+o0v=—|ol(p—L)
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Dinamica do modo de deslizamento Exemplo de Yasir Amir Khan

Tarefa de Simulacéao

Simular a solugao parap = 2,4 =2, A = sin(4t)
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Proposta de superficie de deslizamento

Seja ¥ = x — x4 0 erro de seguimento na variavel x e seja o vetor de erro
de seguimento:

W

= X—X(q
Defina a superficie de deslizamento como
d n—1
s(x) = (— + /l) X, 1>0 (23)
dt
Por exemplo, se n=2 temos:

s(x) = X + A% (24)
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Método do controle equivalente
Método do controle equivalente

A lei de controle com chaveamento € descontinua. Assim, para facilitar,
pode-se buscar uma lei de controle continua equivalente.
Na condi¢édo de deslizamento:

s(x)=0, >0 (25)

entdo assumimos que 5 = 0, e consequentemente:

) =G fx,u)=0 (26)

em que G = 9s/ox € uma matriz m X n com gradientes da fungao s;(x) como
linhas e a solugdo de u que satisfaz essa equacédo € chamada controle
equivalente. Em outras palavras, substitui-se a lei de controle com chave-
amento por uma lei de controle continua durante o deslizamento.
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Controle equivalente Exemplos

Exemplo 1

Vamos aplicar o controle equivalente em um sistema né&o-linear descrito

por:
X = fx)+B@u, xf(x)eR", Bx)eR>™"
{u;’(x), se si(x) >0
u;(x) _
u; (x), sesi(x) <0.

com s(x)” = [s - --s,]. Aplicando o método, temos:

§=Gf +GBuyy =0
Ueg(¥) = —(G(5)B(x)) "' G(x)f (x)

e a dindmica do sistema com controle equivalente:

i = f(x) = BOYG0)BX) ™ G)f (x).
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Exemplo 2 (Slotine)

Considere agora o sistema de segunda ordem:
X =f(x)+u. (32)
Na forma espaco de estado
A lei de controle equivalente € obtida a partir de $(x) = 0. Escolhendo
s(x) = ¥ + A% tem-se na forma espaco de estado
s(z) =20+ A7y (33)

comzl =[z1 22],21 =X X4, 2 =% — kg4

Os .

éTzZ

= [4 Uz 21"

= X-Xg+Ax

Fx) +u—Xg + A%
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Exemplo 2 (cont.)

Assim,
Ug = —f(X)+34— A% (34)

No modo de deslizamento tem-se:

¥ f(x) +u (35)

S+ Ueg = Xq — Ax (36)

Geometricamente, o controle pode ser construido como
Ueg = auy + (1 — a)u_ (37)

uma combinagao convexa dos valores de u em ambos os lados da
superficie s. O valor de a pode ser obtido da igualdade $(x) = 0.
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Controle equivalente Significado fisico do controle equivalente

Frequéncia infinita

A construgao do controle equivalente de Filippov leva entéo a:

£ fru" o=k fru]
[)'c f+ueq]T.

/e
feq

Durante o deslizamento, hd uma idealizagdo: o controle alterna teorica-
mente com frequéncia infinita. Entretanto, essa oscilagéo pode ser de-
composta em uma dindmica mais lenta e uma muito alta. Quando esse
sinal entra na planta, a parte com alta frequéncia é filtrada, sobrando so-
mente a dindmica lenta. Essa dindmica lenta é muito préxima ao que defi-
nimos como controle equivalente.
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Estabilidade

Funcao de Lyapunov

Devido as descontinuidades no sistema, a estabilidade é analisada por
Lyapunov na superficie de deslizamento. Assim, vamos escolher a se-
guinte funcgédo candidata de Lyapunov:

1
V(x) = 5sz(x) (38)
precisamos que:

V(x) <0 (39)

ou seja:

V(x) =|s(x)s(x) < 0 (40)

€ condigao suficiente.
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Estabilidade Incerteza limitada (Slotine)

Sistema incerto

Suponha que a dinamica f(x) ndo é totalmente conhecida mas estimada
como f(x) e que o erro de estimacéo de f(x) é limitado por uma fungéo
F(x):

) = £l < F(x). (41)
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Exemplo 3

Considere o sistema:

%+ a(ni’cos3x =u, 1 <a(r) <2 (42)
F(x) = =1.5i% cos 3x, F(x) = 0.5%%| cos 3x| (43)

Para a saida seguir x4, defina a superficie s(x) = 0 como

s(x) = X+ Ax (44)
5(x) = f)+u-—ig+Ax (45)
A melhor estimativa de uma lei de controle continua u denotada i para

fazer 5(x) = 0 é entéo
it = —f(x) + 34 — A% (46)
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Estabilidade Incerteza limitada (Slotine)

Exercicio

Para satisfazer a condicao de estabilidade s(x)s(x) < 0 construimos a lei de
controle adicionando um sinal descontinuo a i:

u=i—ksgn(s) (47)

em que sgn(s) é a funcao sinal. Pede-se:

(1) verificar que a condigao de estabilidade é satisfeita se k = F(x) + 1, n >
0. Dica: substituir a lei de controle (47) com it dada por (46) na derivada
da funcao de Lyapunov e obter:

1d
——ts(x)2 = s

= [f =F —ksgn(s)ls = (f = f)s — kls|

(2) Simular o sistema com o controle u.
Obs: o valor do k é dado em fungao de F(x) que é conhecida.
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Projeto do controlador

Projeto do controlador

O projeto de controladores via sliding mode:
@ Nao existem metodologias diretas para qualquer caso de
controladores;

@ Para plantas nao-lineares de ordem elevada pode ser um desafio,
variando de caso para caso;

@ Usualmente pode-se estabelecer algumas condi¢des para uma
classe de problemas.
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Projeto do controlador Sistemas bilineares

Sistemas bilineares

Suponha um sistema bilinear da forma:

X =Ax+ uBx (48)

emque x € R", A € R™" B e R™" e u é um controle escalar com valores
no conjunto U =: [0, 1].

Para esse sistema é possivel escolher a seguinte lei de controle desconti-
nua:

. 1 se s(x) >0
u= 3 (1 — sign(s)), sign(s) =<0 sesx)=0 (49)
-1 ses(x)<0

tal que s é uma fungéo escalar de chaveamento definida por:
s=clx, ¢ =[05ax] (50)
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Sistemas bilineares (cont.)

Queremos saber qual é a condi¢éo para estabilidade do sistema com essa
lei de chaveamento. Para isso, vamos procurar ss < 0, isso é:

1 1
5 = cli=cTAx+uc"Bx = cTAx + ECTBx - Esign(s)cTBx (51)
1 1
s§ = s (CTAX + ECTB)C) - ElslcTBx < 0. (52)

A partir dessa inequagao a condicao necessaria para obter o modo des-
lizante pode ser obtida. E se o modo deslizante existe, entédo s = 0, e
obtemos as seguintes relag¢des:

CTAx <0 (53)
CTBx > —-CTAx (54)

3s>0

Ss<0
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Projeto do controlador Sistemas bilineares

Sistemas bilineares (cont.)

Podemos obter também a lei de controle equivalente desse sistema. Para
isso basta resolvermos u que, como visto, satisfaga § = 0, isso é:

cTAx
" = " Thy (%)

e o sistema dindmico durante o deslizamento se torna:

X =Ax + u.4Bx. (56)

Além disso, fica facil mostrar que para a condicdo de modo deslizante exis-
tir, entdo o controle equivalente deve satisfazer:

cTAx

cTBx

0 < ttey = <1 (57)
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Projeto do controlador Exemplo: conversor boost

Modelo conversor boost

O conversor CC—CC boost mostrado abaixo é uma topologia de conversor
da classe dos conversores CC—CC step-up (elevador de tensao).

Conversores CC—CC, em geral, sdo sistemas bilineares.
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Equacdes conversor boost

O equacionamento desse conversor é dado por:

1 Vi
X1 = —(1- M)sz + z (58)
1
X = (- u)C—oxl - Rocoxz (59)

comx;=Ilex=V,.

O objetivo é controlar a corrente de entrada I desse conversor utilizando
um controlador sliding mode. Deseja-se obter uma corrente de entrada de
10 A.
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Projeto do controlador Exemplo: conversor boost

Solucao

@ Primeiramente define-se a superficie de deslizamento:

§ =X —X] (60)
para que a corrente x; atinja a corrente desejada x.
@ A lei de controle pode ser definida como:

1
u= 5(1 — sign(s)). (61)
@ A lei de controle equivalente sera obtida pela solugédo de § = 0, isso é:
1 V;
X =—-(1- u)zxz + f =0 (62)
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Projeto do controlador Exemplo: conversor boost

Solucéo (cont.)

resolvendo para u, obtemos:

Vi
Ueg =1 — —. (63)

X2

Para garantir a condigdo de modo deslizante, precisamos que:

V.
O<ueq=l—x—21<l (64)

x>V, o (65)

isso é:
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Projeto do controlador Exemplo: conversor boost

Simulagao

No Simulink monta-se a seguinte simulacdo com V; = 3.3V, L = 10mH,

C, = 1000uF e R, = 40Q:

[Corrente]
Goto
Discrete, —
5= 1e07 5. >

powergui Corrente_Entrada

I

m

SensorCorrente
rer Indutor

oL,

o)

Diodo

oS Capacitor Carga

Tensao_Saida

. .
SensorTensdo

-
=

e

[} —o—F—e——01

ReferénciaCorrente Sign Gain
From Constant
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Resultados

Obtemos como resultado:

12

10
s i
£ s
2 S
§° 1 3
] 2
4 4
2 4
0 0.02 0.04 006 0.08 01 012 014 0.16 018 02 0 0.02 0.04 0.06 008 01 012 014 016 018 0.2

Tempo (s) Tempo (s)
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Resultados (cont.)

Observe o sinal de controle, a frequéncia é variavel e quando atinge a
superficie de deslizamento a frequéncia fica arbitrariamente alta (sendo
limitada na simulagado pelo passo de resolugao do solver do Simulink).

05

0
0 002 004 006 008 01 012 014 016 018 0.2
Tempo (s)
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Problema proposto

Vocé trabalha em uma empresa de mobiles. Um novo projeto da empresa
prevé um portable power bank para carregar celulares. O engenheiro sé-
nior responsavel pela eletronica de poténcia disse que sera utilizada uma
bateria de litio, a qual deve ser descarregada a corrente constante para
garantir sua vida Util e seu papel é projetar um controlador que consiga
fazer isso.

Nominal Current Discharge Characteristic at 0.43478C (0.217394)

Ell
Discharge curve
A Cnominal area
Fx® Exponential area [
=
il .\
i 05 1 15 2 25 3

Time {hours)
ED=26.001, R=048, K= 027095, A=2030, B = 1221239

—0&8A
k 075 A
— 1A

0 1 1 i

0 W 2 30 40 & B0 70 80
Time (Minutes)
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Problema proposto (cont.)

O engenheiro sénior disse que sera utilizado a topologia de um conversor
SEPIC. Na saida desse conversor serdo acoplados outros sistemas para
ajuste da tensao de saida. Visando um teste acelerado de vida dos com-
ponentes, os requisitos de sucesso do projeto foram os seguintes:

@ A corrente nominal drenada da bateria é de 0.5A, entretanto para o
teste a mesma deve ser drenada a 3A por 0.3s.

@ A corrente deve permanecer constante para 3 entradas de cargas: de
0 a 0.1s deve atender uma carga equivalente nominal de 100Q, de
0.1s a 0.2s uma carga equivalente de circuito aberto de 10MQ e de
0.2s a 0.3s uma carga equivalente de curto circuito de 1mQ.

@ Vocé deve assegurar a estabilidade do sistema para essas condigdes.
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Problema proposto Portable Power Bank

Problema proposto (cont.)

O circuito é mostrado abaixo:

EntradaCargas

Os componentes passivos possuem 0s seguintes valores nominais:
o L] = L2 = 10mH
o C, = 1000nF
@ C, = 10uF.
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Problema proposto Portable Power Bank

Problema proposto

Pede-se ao projetista:
@ Obtenha a representacdo em espaco de estado desse sistema (con-
sidere uma bateria constante na entrada para suprir 0 sistema);
© Obtenha a lei de controle;
© Obtenha a lei de controle equivalente;
© Obtenha a condigio para estabilidade do sistema;

© Uma técnica tradicional PWM utilizando um controlador Pl poderia as-
segurar os requisitos do projeto? Se sim ou se nao, justifique.
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