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Ciclo Limite

Apresentador
Notas de apresentação
Band gaps são definidos como bandas ou faixas de frequência dentre as quais as ondas propagantes sofrem significativa atenuação. 

Há diferentes mecanismos para o surgimento dos band gaps. Nos cristais fonônicos, surgem band gaps devido à interação desconstrutiva entre a onda incidente e a dispersa na estrutura periódica, conhecido como dispersão de Bragg.

Nos metamateriais, a interferência desconstrutiva entre na onda propagante na estrutura principal e em um ressonador local, provoca o surgimento dos band gaps. 

Mais recentemente, em 2015, foi publicado um estudo que revelava o surgimento de band gaps em estruturas ondulada, que devido a essa ondulação provocava o acoplamento de ondas longitudinais e transversais.

Por último, meu trabalho tem como objetivo mostrar que os band gaps também podem surgir devido ao acoplamento de ondas transversais em vigas de Timoshenko
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Ciclo Limite

• Fenômeno que ocorre exclusivamente em sistemas não lineares;
• As oscilações que ocorrem em um sistema em ciclo limite se

diferenciam daquelas de sistemas lineares marginalmente
estáveis pelo fato de amplitude destas não depender da
amplitude da perturbação;

• No plano de fase, o ciclo limite é definido como uma trajetória
fechada e isolada;

• Sistema não conservativo;
• O ciclo limite pode ser estável, instável e semi-estável.

𝑥𝑥 𝑡𝑡 + 𝑇𝑇 = 𝑥𝑥 𝑡𝑡 ∀ 𝑡𝑡 > 0,𝑇𝑇 > 0

Apresentador
Notas de apresentação
Band gaps são definidos como bandas ou faixas de frequência dentre as quais as ondas propagantes sofrem significativa atenuação. 

Há diferentes mecanismos para o surgimento dos band gaps. Nos cristais fonônicos, surgem band gaps devido à interação desconstrutiva entre a onda incidente e a dispersa na estrutura periódica, conhecido como dispersão de Bragg.

Nos metamateriais, a interferência desconstrutiva entre na onda propagante na estrutura principal e em um ressonador local, provoca o surgimento dos band gaps. 

Mais recentemente, em 2015, foi publicado um estudo que revelava o surgimento de band gaps em estruturas ondulada, que devido a essa ondulação provocava o acoplamento de ondas longitudinais e transversais.

Por último, meu trabalho tem como objetivo mostrar que os band gaps também podem surgir devido ao acoplamento de ondas transversais em vigas de Timoshenko



3

Ciclo Limite

Tipos de ciclo limite
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Ciclo Limite

• Teorema (Poincaré): 𝑁𝑁 = 𝑆𝑆 + 1

• Teorema(Poincaré-Bendixson): trajetória em região finita

• Teorema(Bendixson): condição suficiente para não-existência de
ciclo limite

𝜕𝜕𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝑥𝑥1

+
𝜕𝜕𝑓𝑓2
𝜕𝜕𝑥𝑥2
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Sistema em análise

𝑥̇𝑥1 = x1 + x2 − x1 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22

𝑥̇𝑥2 = −2x1 + x2 − x2(𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22)
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Resolução

• Igualando 𝑥̇𝑥1 e 𝑥̇𝑥2 a zero se encontra um único ponto de equilíbrio
na origem.

• Se fazendo a linearização do sitema no ponto de equilíbrio por
série de Taylor se obtém:

∆𝑥̇𝑥 = A∆𝑥𝑥

𝐴𝐴 =
1 − 3𝑥𝑥12 − 𝑥𝑥22 1 − 2𝑥𝑥1𝑥𝑥2
−2 − 2𝑥𝑥1𝑥𝑥2 1 − 𝑥𝑥12 − 3𝑥𝑥22 x1=0,x2=0
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Resolução

• Substituindo para ponto de equilíbrio e calculando autovalores se
encontra 𝜆𝜆 = 1 ± 𝑗𝑗 2

• O que indica que o ponto de equilíbrio é um foco (parte real e
complexa) instável.

𝐴𝐴 = 1 1
−2 1

det 𝜆𝜆𝐼𝐼 − 𝐴𝐴 = 0
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Resolução

• Se utilizando uma função de Lyapunov (método direto)
𝑉𝑉 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 de forma que Ω = {𝑉𝑉 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ≤ 𝑐𝑐} onde 𝑐𝑐 > 0;

• Ω é uma região fechada do domínio que como visto
anteriormente contem apenas um ponto de equilíbrio.

• 𝑉𝑉 0,0 = 0 e 𝑉𝑉 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ≥ 0 portanto critérios segundo método de
Lyapunov são respeitados.

𝑉̇𝑉 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1

𝑥̇𝑥1 +
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝑥̇𝑥2

𝑉̇𝑉 = 2𝑥𝑥1 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 + 2𝑥𝑥2[−2𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥2(𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22)]

𝑉̇𝑉 = 2 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 − 2 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 2 − 2𝑥𝑥1𝑥𝑥2
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Resolução

• Se utilizando a relação 2𝑥𝑥1𝑥𝑥2 ≤ 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22:

𝑉̇𝑉 ≤ 2 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 − 2 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 2 + 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22

• Na fronteira de Ω, 𝑉𝑉 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐 assim:

𝑉̇𝑉 ≤ 3c − 2c2

• Dessa forma para 𝑐𝑐 ≥ 1,5 a trajetória do sistema não sai da região
Ω, desta forma pelo critério de Poincaré-Bendixson exite ciclo
limite em M.
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Resolução
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Resolução

• Caso o sistema possua variação em seus parâmetros pode ocorrer
mudança no comportamento do sistema, podendo não ocorrer
ciclo limite, para ponto de equilíbrio estável por exemplo.

𝑥̇𝑥1 = μx1 + x2 − x1 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22

𝑥̇𝑥2 = −2x1 + μx2 − x2(𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22)

𝐴𝐴 = μ 1
−2 μ
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Resolução
μ = −1
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