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Através das lei de Newton pode-se escrever

a seguinte equacao:

mL 6 + kL& +mgsend =u

Com:

m = massa do corpo

k = constante de atrito

L = comprimento da barra
g = gravidade
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Figural: Péndulo simples.



Pede-se.

 A) Obter o modelo espaco de estados do sistema.
* B) Determinar os pontos de equilibrio (P.E.).
* () Investigar a estabilidade dos P.E. via 12 método de Lyapunov.

* D) Investigar a estabilidade dos P.E. via 2 2 método de Lyapunov via a seguinte
funcao: g x2
V (x) = (1-cos xl)t+72

e plotar as curvas de nivel .
* E) Usar a extensao de LaSalle para mostrar que a origem é assintdéticamente estavel.
* F) Repetir o quarto item para:

V (X) :%xT Px+%(1—cos X,)

com P uma matriz definida positiva a ser escolhida



A) Representando o sistema como espaco de
estados tem-se:

x=[0 o]
iR 1. Xé
X, _EXZ —Esen(xl)_



B) Calculando os pontos de equilibrio:
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g —=
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Substituindo x,., na equacgao de x, e isolando X, ,,, temos:

Xpeq =0

g _
—Esen(xleq) =0
X =Nmz,nelN
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C) A linearizacao do sistema é feita por Taylor

em torno de P.E.
X=Xgq+6
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C) Com o 1° método de Lyapunov determina-se a
estabilidade dos p.c. Atraves dos A(A).

Para E; = (0,0)

A -1
[)LI_A]:\E )L+£]
[ m

|[)L}' — A]| =y )Li + g _ 0 (Equacgado caracteristica da matriz A para o
m ponto de equilibrio E1)

As raizes da equacao caracteristica podem ser obtidas por:
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C) Com o 1° método de Lyapunov determina-se a
estabilidade dos p.e. Atraves dos A(A).
k
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Considerando que todos os termos sao constantes positivas, a analise dos autovalores
devem ser feita de duas formas:

4gm?*

1) | k? E

> (0 = no6 estavel

) 4gm?
Pois o termo\/k2 — gl

autovalores (A; e A,) , serdo reais e negativos, caracterizando nd estavel.

sempre sera menor que k e consequentemente os 2

4gm?

2) | k? < 0 = foco estavel

l
imaginaria. Como a parte real dos autovalores (A; € A,) é negativa, o comportamento
do sistema ndo linear nas vizinhancas do ponto de equilibrio E1 possuirda o
comportamento de um foco estavel.

i 4gm? ) .~
Pois, como o termosz—g— é negativo, os autovalores possuirdo parte




C) Com o 1° me¢todo de Lyapunov determina-se
a estabilidade dos p.e. Atraves dos A(A).

Para E, = (m,0)

A+
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|[)Lf —_ A]l = )2 + )LE —9 _ 0 (Equagao caracteristica da matriz A para o
m ponto de equilibrio E2)

As raizes da equacao caracteristica podem ser obtidas por:
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C) Com o 1° método de Lyapunov determina-se a
estabilidade dos p.e. Atraves dos A(A).
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Para este caso somente uma analise dos autovalores deve ser feita, pois para

4gm?

qguaisquer valores das constantes, o termo \/kz + sempre sera positivo e maior

gue k, assim a matriz A possuira um autovalor positivo e outro autovalor negativo, o
gue caracteriza um ponto de sela.



D) Com 0 2° método de Lyapunov determina-
se a estabilidade dos P.E. através de V

g X22
V =1 -
(X) ( COoS Xl) + >

* Em primeiro lugar deve-se verificar, para Xeq=(0,0), se a funcao V escolhida satisfaz
as condicoes do teorema:

1->V(x) e suas derivadas parciais sao
definidas e continuas.

2->V(0)=0
3->V(x)>0

dVv
dt

4- > (X,%,) S0




D) Com 0 2° método de Lyapunov determina-
se a estabilidade dos P.E. através de V

g. X
V(x)=(1-cosx)>+-2%
(x) =( SXl)L+ >

* Em primeiro lugar deve-se verificar, para Xeq=(0,0), se a funcao V escolhida satisfaz
as condicoes do teorema:

1->V(x) e suas derivadas parciais sao
definidas e continuas. 1V ] ;
X, O X
—(X) =sen(x)) === +X,—= =
dt (%) (%) dt L 7 dt

= sen(xl)xl% + X, Xz -

: sen(xl)XZ% X)X+ (%)sen(xl)]
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D) Com 0 2° método de Lyapunov determina-
se a estabilidade dos P.E. através de V

g %
V(x) = (1— I, %
(X)=(@1-cosx)>+ 5

* Em primeiro lugar deve-se verificar, para Xeq=(0,0), se a funcao V escolhida satisfaz
as condicoes do teorema:

0, %
2->V(0)=0 V(x)=(1-cosx,) o 72

2

V(0)=(1 cosO)g+O =0
— St




D) Com 0 2° método de Lyapunov determina-
se a estabilidade dos P.E. através de V

g %
V(x) = (1— I, %
(X)=(@1-cosx)>+ 5

* Em primeiro lugar deve-se verificar, para Xeq=(0,0), se a funcao V escolhida satisfaz
as condicoes do teorema:

3->V(x)>0
—1<—cos(x,)<1=0<1-cos(x,)<2



D) Com o 2° método de Lyapunov determina-
se a estabilidade dos P.E. através de V

g Xz_
\% =(1-co +
(X) ( S Xl) >

* Em primeiro lugar deve-se verificar, para Xeg=(0,0), se a funcao V escolhida satisfaz
as condi¢Oes do teorema:
* Em seguida deve-se verificar

a positividade da funcao V.
dv dx, g dx,
—(X)=sen(x,)—>=+Xx,—==
dt() (1)dtL * dt

= sen(xl)xl% + X, X -

i sen(xl)XZ% + %, [(G) X+ (%)sen(xl)]

dVv

a> OV 0 <o0 - Ky <o

dt m

* A partir da expressdo acima conclui-se que V é semi-definida negativa, pois assume
valor zero em qualquer ponto (x1,x2) em que x, se anula. Assim, pelo segundo método de
Lyapunov sé se pode garantir que a origem é estavel, porém ndo se pode garantir que ela
é assintoticamente estavel. Para garantir a estabilidade assintotica da origem sera utilizado

a extensao de La Salle.



E) Estabilidade assintética da origem

* Seja a regido definida no plano de fase (Q), representada pela bola em azul. Entao a
derivada de V se anula apenas na reta indicada em vermelho (R). Entretanto, o Unico
conjunto invariante interior a curva é a propria origem.

Figura 2: Regiao de atracao de V.

* Sabe-se que a origem é um P.E., portanto, se a solucdao chegar a origem ela nao
saira mais de la. Agora tomemos como exemplo o ponto (m/2,0), neste caso a
derivada é [0 —g/L]".

* O raciocinio anterior pode ser aplicado a qualguer outro ponto da curva R. Assim,
através da extensdao do teorema de La Salle, prova-se que a origem & um P.E.
localmente assintoticamente estavel.



E) Estabilidade assintética da origem

* A seguir tém-se a figuras com a representacao tridimensional de V, sua
representacao por curvas de nivel e o diagrama de fase do sistema.

funcao de energia

Figura 3: V em funcao de X1 e X2.






F) Analise da estabilidade do sistema para V,

 Como visto em E, nao foi possivel utilizar-se o teorema de Lyapunov, para garantir
a estabilidade assintdtica da origem com a funcao V escolhida. Desse modo,

tentaremos utilizar uma V distinta.
*Seja a funcao V, como proposta abaixo, onde P é simétrica e definida positiva.

— < <
V(X) :EXT PX"‘g(l—COS(Xl)) 1 <cosx < 11
2 L 0>1—cosx=>2

* Desse modo, V é nula apenas em zero e positiva para qualguer outro valor.

* Para que P seja definida positiva temos que:

* De onde conclui-se que os autovalores de p devem ser positivos:

I 11 M I 21 — — —
—~ = (P Al)(P Al P..?
P12 P22 Al ( 11 _ )( 22 ) 12



F) Analise da estabilidade do sistema para V,

|P11 —M (P, —A)(P,, —A) — P,2=0 SENDO QUE P,,=P,,

P, Py, — 7\I| -
A2 -A*(Py+Py,) + (Py;+P,,-P1,%)=0 Resolver essa equagao do segundo grau.
{ (Py#Py,) F [(P1y#+P)? - 4(Py1+P-P1,?) ] }/2 = 0O

e Continuando a desenvolver esses termos, teremos uma equacao quadratica que
dara as seguintes condicoes:

pll +p22 — Jp112 — 2xp11*p22 + 4*p122 + p222
2

> 0

pll + p22 + Jp112 — 2+ pl1*p22 + 4*p122 + p222

> 0
2

* De onde conclui-se que:

P11 > 0 P2, > 0 P11P2— p122 >0



F) Analise da estabilidade do sistema para V,

* A derivada de V é dada a seguir:

dV (x)
dx

Kk
— [ P X + ProX, + g sen(xl)]xz + ( P X% + pzzxz)[_g Sen(xl) - Xz] =
L L m

9

Kk Kk
% (1_ pzz)xzsen(xl) - I p12xlsen(xl) + [ p11 o plZ(E)]Xl)(Z + [ p12 o pzz(a)]xz2

e Agora, deve-se escolher p,;, p;, € Py, tal que a derivada de V seja definida
negativa.

* Como o produto cruzado x,X, e x,sen(x,) tem sinal indefinido, as constantes que os
multiplicam devem ser anuladas. Para isso fazemos: p,, = 1 ; py; = pp(k/m) ;
P,,=P,,(k/m) e P,,>0

* Com essas escolhas, e com as inequacdes obtidas anteriormente, verifica-se que:
0 < py, < (k/m). Assim basta fazer com que p;, = 0.5(k/m). E a derivada de V se torna:

dv(x) 1
dx 2

g, K 1ok, o
(I)(E)Xlsen(xl) 2(m)xz



F) Analise da estabilidade do sistema para V,

* O termo x;sen(x,) é positivo para todo x; tal que o mddulo de x, é inferior a m.

Dado D, talque D={x € R? | |x| <m}, temos que a V é definida positiva e a derivada
de V é definida negativa em D.

* Portanto, através do segundo método de Lyapunov, verifica-se que a origem é um
P.E. localmente assintdticamente estavel.

Figura 5: V(2) no tempo.



