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(¢) Vocg acha que qualquer matriz 2 X 2 tem pelo menos uma raiz quadrada? Explique seu raciocinio.

28. Seja 0 a matriz 2 X 2 com todas as entradas nulas.

(a) Existe alguma matriz A de tamanho 2 x 2 tal que A = 0 e A A = 0? Justifique sua resposta.
(b) Existe alguma matriz A de tamanho 2 x 2 tal que A = 0 e A A = A? Justifique sua resposta.

29. Decida se a afirmagfio dada € sempre verdadeira ou &s vezes falsa, Justifique sua resposta dando um argumento 16gico ou um contra-exemplo.
(a) As expressdes tr (AA”) e tr (A7A) estfio sempre definidas, independentemente do tamanho de A.

(b) tr (AAT) =tr (A7A) para qualquer matriz A.

(c) Se a primeira coluna de A for toda constituida de zeros, 0 mesmo ocorre com a primeira coluna de qualquer produto A B.
(c) Se a primeira linha de A for toda constituida de zeros, o mesmo ocorre com a primeira linha de qualguer produto A B. _
30. Decida se a afirmagdo dada € sempre verdadeira ou as vezes falsa. Justifique sua resposta dando um argumento 16gico ou um contra-exemplo.
(a) Se A € uma matriz quadrada com duas linhas idénticas, entfio A A tem duas linhas idénticas.
(b) Se A é uma matriz quadrada e A A tem uma coluna toda constituida de zeros entio necessariamenie A tem uma coluna toda constinsida

de zeros

(c) Se B € uma matriz n X n cujas entradas sfo inteiros pares positivos e se A é uma matriz » X » cujas entradas séo inteiros positivos, entio

as entradas de A B e de B A s#o inteiros pares positivos.

(c)  Se a soma de matrizes A B + B A estiver definida, entio A e B devem ser matrizes quadradas,

INVERSAS; REGRAS DA
ARITMETICA MATRICIAL

Nesta secdo ndés vamos discutir algumas propriedades das ope-
racdes aritméticas sobre matrizes. Nés veremos que muitas das
regras bdsicas da aritmética de miimeros reais fambém valem
para matrizes, mas que algumas pouicas nio valem.

1.4

Propriedades das Operacdes Matriciais Para
nimeros reais a e b, nds sempre temos ab = ba, que € chamada
a lei da comutatividade para a muliiplicacdo. Para matrizes,
contudo, AB e BA ndo precisam ser iguais; a igualdade pode fa-
lIhar por trés razdes. Pode acontecer que o produto AB estd
definido mas o produto BA n#io estd definido. Por exemplo, este
€ 0 caso se A é uma matriz 2 X 3 ¢ B é uma matriz 3 x 4, Também
pode ocorrer que os produtos AB e BA estio ambos definidos
mas tém tamanhos diferentes. Esta € a situacfo se A é uma
matriz 2 X 3 ¢ B € uma matriz 3 x 2. Finalmente, como mostra
0 Exemplo 1, € possivel ter AB # BA mesmo se ambos produtos
AB e BA estiverem definidos e tiverem. o mesmo tamanho.

a_f1 o [l 2
a3k e[
Multiplicando, obtemos

1 -2 3 6
AB:[H 4}" BA;[-:; o]

Assim, A B # B A. .

Embora a lei da comutatividade para a multiplicagio ndo seja
vilida na aritmética matricial, muitas leis familiares da aritméti-
ca so vélidas para matrizes. O teorema a seguir d4 um resumo
de algumas das mais importantes e seus nomes.

Propriedades da Aritmética
Matricial

Supondo que os tamanhos das matrizes s@o tais que as ope-
ragées indicadas podem ser efetuadas, valem as seguintes
regras da aritmética matricial.

(@) A+B=B+A
BA+B+O=A+B+C
DABOCO=ABC
(DHAB+C)=AB+AC
() A+B)C=AC+BC
fIAB-C)=AB-AC
(g) (B-C)A=BA-CA
MaB+C)=aB+aC

@) aB-C)=agB-aC

(Lei da Comutatividade para a Adicfo)
(Lei da Associatividade da Adigfio)

(Lei da Associatividade da Multiplicacfio)
{Lei da Distributividade & Esquerda)
(Lei da Distributividade 4 Direita)

) @+bH)C=aC+b(C

&) (a-b)C=aC-bC

) a@O={b)C
maBCO=uB)C=B@Q

Para provar as igunaldades neste teorema, nés devemos
mostrar que a matriz do lado esquerdo tem o mesmo tamanho
que a matriz do lado direito e que as entradas correspondentes
dos dois lados sfo iguais. Exceto pela lei da associatividade na
parte (c), todas as provas seguem o mesmo padrio geral. Para
ilustrar isto, iremos provar a parte (d). A prova da lei da asso-
ciatividade, que € mais complicada, € delineada nos exercicios.

Prova (d). Nos devemos mostrar que A(B+ C) e AB+AC tém o
mesmo tamanho e que as entradas correspondentes sio iguais.
Para formar A(B + (), as matrizes B e C devem ter 0 mesmo
tamanho, digamos m X n, ¢ entdo a matriz A deve ter m colunas,
de modo que seu tamanho € da forma r x m. Isto faz de
A(B + C) uma mairiz r X n. Segue que AR + AC também & uma
matriz r X # e, conseqiientemente, A(B + C) e AB + AC t&m o
mesmo tamanho. -

Suponha que A = la;],B=1[b;]eC=]c;]. Nos queremos
maostrar que as entradas correspondentes de A(B + C) e de AB +
AC sdo ignais, ou seja, que

' [A(B + O); = [AB + AC);;
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para todos valores de i e j. Pela defini¢do de soma e produto de
matrizes, entretanto, temos
[A(B + OY)ij = ai1(br; + e1) + aialba; + €2} + - - - + @i (Brnj -+ Cj)
= (aubij + dizb2j + - + Qimbij) + (@€ + 225 + -+ + Qi)
=[ABY; +[AC); = [AB + AC}; ]

OBSERVAGAO. Embora as operacGes de adi¢Zo matricial e de mul-
tiplicagie matricial tenham sido definidas para pares de
matrizes, as leis da associatividade (b) e (¢) nos permitem es-
crever somas ¢ produtos de trés matrizes, como A + B+ Ce ABC
sem inserir parénteses. Isto € justificado pelo seguinte fato: onde

quer que os parénteses sejam inseridos, as leis da associativi- .

dade garantem que o resultado final & sempre o mesmo. Em
geral, dada qualquer soma ou qualquer produto de matrizes,
podemos omitir ou inserir pares de parénteses em qualquer
lugar da expressdo sem afetar o resultado final.

Como uma ilustragfo da lei da associatividade para a multipli-
cacio matricial, considere

12 4 3 1 0
A=13 4/, B:[ :|, Cz[ ]
2 1 2 3
0 1
Entio
1 2 8 .5
4 3 4 31 © 0 9
AB=34[ ]: 20 13 € BC:[ ][ ]:{ ]
01;21‘—2.1 2 12 3 4 3
Assim,
8 5l 18 15
(AR)C=120 13 [2 3]: 46 39
201 4 3
e
12 [18 15
ABC)=|[3 4 [12 i]: 46 39
|0 1 4 3

de modo que (A B) C = A (B C), conforme garante o Teorema
14.1c. ' +

Matrizes Zero Uma matriz com todas suas entradas nulas,
tal como :

[00} ggg [oooo]
: ' 000 o)
00 000

é chamada uma matriz zero ou matriz nula. Uma matriz. zero
sempre serd denotada por (; se for importante enfatizar seu
tamanho, nds escreveremos 0, .., para a matriz zero de tamanho
m X n. Além disto, continuando com a convencgfo de usar sim-
bolos em negrito para matrizes de uma tinica coluna, denotamos
uma matriz zero de uma coluna por 0.

co oo
=]
=

Se A € uma matriz qualguer e 0 € a matriz zero de mesmo
tamanho, € obvio que A + 0 =0 + A = A. A matriz 0 desempe-
nha, portanto, nesta equagfo matricial © mesmo papel que o
nimero 0 desempenha na equacio numéricaa+0=0+g=a.

Como nés ji sabemos que algumas das regras da aritmética
dos niimeros reais nfo valem na aritmética matricial, seria
leviano supor que todas as propriedades do nimero real zero
valem para a matriz zero. Por exemplo, considere os dois
seguintes resultados-padrfio da aritmética dos niimeros reais.

e Seab=acea#0,entio b =c. (Estaé chamada a lei de can-
celamento).
* Se ad =0, entdo pelo menos um dos fatores i esquerda é 0.

Como o préximo exemplo mostra, os resultados correspon-
dentes ndo sdo vilidos, em geral, na aritmética matricial.

Considere as matrizes . ,
0 1 11 2 5 3 7
A=[O 2}, B=[3 4], c=[3 4], D=[0 O]
Vocté deveria verificar que

3 4 0 0
AB:AC:[S s] o AD:[O 0]

Assim, embora A # 0, € incorreto cancelar A de ambos os lados
da equaciio AB = AC e escrever B = C, Também AD = 0, embo-
raA # 0e D # 0. Assim, a lei de cancelamento nio & valida para
a multiplicagio malricial € € possivel um produto de matrizes
ser zero sem que nenhum dos fatores seja zero. +

Nio obstante o exemplo acima, existem vérias propriedades
familiares do mimero real 0 que valem para as matrizes zero. O
teorema a seguir d4 wm resumo de algumas das mais impor-
tantes. As provas s3o deixadas como exercicios.

Propriedades das Matrizes Zero ‘

Supondo que os tamanhos das matrizes sdo tais que as ope-
racdes indicadas podem ser efetuadas, valem as seguintes
regras da aritmética matricial.

@WA+0=0+A=A
BYA-A=0

() 0—-A=-4A

(d) AO=0,0A=0

Matrizes Identidade Dec especial interesse sdo as
matrizes quadradas com entradas 1 na diagonal principal € com
entradas  fora da diagonal principal, tais como

1 0 0
100 0
L0 010 61060 , & assim por diante.
L e I LU
00 01




Uma matriz desta forma € chamada uma matriz identidade ¢ ¢
denotada por I. Se for importante enfatizar seu tamanheo, nds
escreveremos I, para a matriz identidade de tamanho n X n.

Se A € uma matriz m X n, entdo, como ilustra o seguinte
exemplo,

Al,=4A e I,A=4

Assim, uma matriz identidade desempenha na aritmética matri-
cial o mesmo papel que o niimero 1 desempenha nas relagbes
numéricasa-1=1-g=a.

Considere a matriz

aun  4aiz a3
a=|
d21 axp an

Entéo
1 0 a1z i3] ]
A= [ ] [au 12 B _ [ﬂn a2 au} —a
0 1flexn a2 an] a2 apn an
e
1 0 0] ,
ay ap a dap a
A13=|: no a2 |3] 01 0 =|: nood 13:|=A. *
an ap aplly 40 2 axm g

As matrizes identidade surgem naturalmente no estudo da
forma escalonada reduzida por linhas de matrizes guadradas,
como mostra 0 préximo teorema.

1 Se R é a forma escalonada reduzida por linhas de uma
¢ matriz A n xn, entdo ou R tem uma linha de zerosou R é a
| matriz identidade I,

Prova. Suponha que.a forma escalonada reduzida por linhas de
Aé

fu riez 0 Fa

L I - B &7
R=|" . .

a1 tn2 - Ynn

-

De duas uma: ou a dltima linha desta: matriz € constituida
inteiramente de zeros ou nio. Se ndo, a matriz ndo contém li-
nhas nulas e conseqiientemente cada uma de suas # linhas tem
um pivd 1. Como estes pivls ocorrem progressivamente para a
direita 2 medida que descemos pelas linhas, cada um deve ocor-
rer na diagonal principal. Como as demais entradas na mesma
coluna sio zeros, R deve ser I,. Assim, ou R tem uma linha de
zeros ouR =1, : =
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¢ Dada uma matriz quadrada A, se pudermos encontrar uma
! matriz B de mesmo tamanho tal que AB = BA = I, entdo dire-
i mos que A € invertivel e que B é uma inversa de A. Se ndo
{ puder ser encontrada uma tal matriz B entfo diremos que A
I & ndo-invertivel ou singular. :

B = [3 ;] éuma inversade A = [ ? _3]

pois -

I T | B B

A matriz

1
A=]2
3

= T
oo o

é singular. Para ver por que, seja

by bz bis
B=|by bn bn
by b bn

uma mafriz 3 x 3 qualquer. A terceira coluna de BA €

by bz B |0 0
by by by | |0f =10
by by by | |0 0
Assim,
1 0 0
BA£I=[0 1 0 .
0 0 1

Propriedades das Inversas E razo4vel perguntar se
uma mairiz invertivel pode ter mais de uma inversa. O préximo
teorema mostra que a resposta € ndo—uma matriz invertivel tem
exatamente uma inversa.
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i Se B e C.sdo ambas inversas da matriz A, entdo B = C.

Prova. Como B € uma inversa de A, nos temos BA = I
Multiplicando ambos os lados pela direita por C da (BAYC =IC
= C. Mas (BA)C = B{(AC) = Bl = B, de modo que C = B. |

Como uma consegiiéncia deste importante resultado, nds
po-demos agora falar “da” inversa de uma matriz invertivel. Se
A ¢ invertivel, entdo sua inversa serd denotada pelo simbolo AL,
Assim,

AA =] & AMA=1

A inversa de A desempenha, portanto, na aritmética matricial o
mesmo papel que o reciproco ¢! desempenha nas relacdes
numéricas ag—' = leala=1.

Na préxima secio nés iremos desenvolver um método para
encontrar a inversa de matrizes invertiveis de qualquer tamanho;
no entanto, o proximo teorema dé condigdes sob as quais uma
matriz 2 X 2 € invertivel e fornece uma férmula simples para a
inversa.

A matriz

a=[¢ 7]

é invertivel se ad—bc #0, caso em que a inversa é dadg pela
Jformula

d b
Al = 3 d -b] ad — be ad — be
Tad —bc|—c  al| c a

" ad - be

ad — be

Prova. NGs deixamos ao leitor verificar que AA™' = I, e que
ATA=I [ ]

Se A e B sdio matrizes invertiveis de mesmo tamanho, entdo
AB € invertivel e
(AB)~'=B"14"!

Prova. Se nds conseguirmos mostrar que {4B) (B-'4™") =
(B'A™") (AB) = I, entdo teremos mostrado, simultaneamente,
que a matriz AB ¢ invertivel e que (AB)! = BA~!. Mas
(AB) B'A) =A (BBYA =ATA" = A4 = I. Um argumen-
to similar mostra que (BA™") (AB) = I [ |

Este resultado pode ser estendido para incluir trés on mais
fatores, mas isto ndo serd provado aqui; ou seja, vale que

Considere as matrizes

Ll S SR O AL

Aplicando a férmula do Teorema 1.4.5, obtemos

3 2 1 -1 [ -3
A7l = [ ] B! = [ ] A= ]
-1 1 -1 3 = z

Também

1 -1 3 —2 4 -3
B'A7 = [ ]:[
R ]

Assim, (ABY ' = B'A™', como garante 0 Teorema 1.4.6. ¢

RN

Poténcias de uma Matriz A seguir, vamos definir
poténcias de matrizes quadradas e discutir suas propriedades.

Se A € uma matriz quadrada, definimos as poténcias inteiras
nao-negativas de A por

Além disto, se A € invertivel, entdo definimos as poténcias
inteiras negativas por

Como esta defini¢io € idénticaa de poténcias de niimeros reais,
valem as leis usuais de expoentes. (Omitimos os detalhes.)

Leis de Expoentes

! Se A & wma matriz quadrada e r e s séo inteiros, entdo

O préximo teorema fornece algumas propriedades tteis de
expoentes negativos. o

Leis de Expoentes
‘Se A € uma matriz invertivel, entdo
(@) A-Véinvertivel e (A1Y! = A.
(B) A" € invertivel e (A ' = (A Y'paran=0,1,2, ....
(¢) Para qualquer escalar niio-nulo k, a matriz kA é
invertivel e (kA)™ =(é) Al




Prova.

(a) Como AA™! =A"'A =], a matriz A~ § invertivel e
AH'l=A.

(b) Esta parte € deixada como exercicio.

(c) Se k € qualquer escalar nfo-nulo, os resultados (1) e (m) do
Teorema 1.4.1 permitem-nos escrever

Tyt a1 Uy
(kA)(kA )_k(kA)A _(kk)AA = =T

1
Similarmente, (EA_I) (kA) =1 e portanto kA € inverti-

1
vele (kA)™! = EA*E. - n

Sejam A e A~ as matrizes do Exemplo 7, ou seja,

1 2 L [3 -2
A‘LJ ¢4 {4 J

Entio

Expressdes Polinomiais Envolvendo Matrizes
Se A € uma matriz quadrada, digamos m X m, e se

pxy=ao+aix + - +a,x" (1}
€ um polindmio qualquer, entao nés definimos

pAy=al +mA+---+ad"

onde I € a matriz identidade m X m. Em palavras, p(A) € a matriz
m X m que resulta quando x € substituido por A em (I) € g, € sub-
stituido por a, 1. '

Se

—1
pxy=2x"~3x+4 e A—[ o ;jl
entio
2
—1 2 -1 2 1 0
942 _ - —
p(A) =242~ 3A +41 2[ . 3] 3[ . 3]+4[0 1]

“lo =L 5[0 A1 ] ’

Propriedades da Transposta O préximo teorema
lista as principais propriedades da operagio de transposicio.
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Propriedades da Transposta

Se os tamanhos das matrizes sdo tais que as operacdes indi-
cadas podem ser efetuadas, entéio

(@ (A=A ]

b) A+B)T=AT+BTe(A-B)T=AT_-BT
(¢) (kAT =k AT, onde k é um escalar qualguer
(d) (AB)"=BTAT

Lembrando que transponde uma matriz trocamos entre si
suas linhas ¢ colunas, as partes (a), (b) e (¢) deveriam ser evi-
dentes. Por exemplo, a parte (a) afirma que trocando entre si as
linhas e as colunas duas vezes, a matriz fica inalterada; a parte
(b) assegura que somando e depois frocando entre ¢i as linhas e
colunas da o mesmo resultado que primeiro trocando entre si as
linhas e colunas e depois somando; e a parte (¢) assegura que
multiplicando por um escalar ¢ depois trocando entre si as linhas
e colunas dd o mesmo resultado que primeiro trocando entre si
as linhas e colunas e depois multiplicando por um escalar. A
parte (d) nfio € tio dbvia, por isso apresentamos sua prova.

Prova (d). SejamA [a;;] x,eB=1[b],,, e assimos pro-
dutos AB e BTA T estdio deﬁmdos Dmxamos ao leitor conferir
que (AB)Te BTAT t8m o mesmo tamanho, a saber, n X m. Assim,
resta mostrar que as entradas correspondentes de (AB) e BTAT
sfio iguais, ou seja,

(A7), = (B7ATY; )

Aplicando a Férmula (11) da Se¢fio 1.3 ao lado esquerdo desta
equacio e usando a definicio de multiplicagdio de matrizes,
obtemos

((AB)T)U =(AB) i = ajby +apby +--- +a;by 3

Para calcular o lado direito de (2) € conveniente deixar a;e by
denotar as ij-ésimas entradas de A7 e BY, respectlvamente de
modo que

a,’;,-: a; e b,.; = b}.i
Destas relacGes e da defini¢io de multiplicagfio de matrizes, nés
obtemos

(BTAT); = byay; + by + - + b al

= buaj +buajs + -+ briajy
=ajby +ajpby + -+ a; by

Isto, junto com (3), prova (2). [
A parte (d) deste teorema pode ser estendida para incluir

trés ou mais fatores, coisa que ndo provaremos aqui; ou seja,
vale que

OBSERVACAO. Note a semelhanca entre este resultado ¢ o que
segue o Teorema 1.4.6 sobre a inversa de um produto de
matrizes.
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Invertibilidade de uma Transposta O teorema a
seguir estabelece uma relagfio entre a inversa de uma matriz
invertivel e a inversa de sua transposta.

i Se A é uma matriz invertivel, entdo A7 também & invertivel
e
) ATy '=s@-HTt 4

Prova. NGs podemos provar a invertibilidade de AT e obter (4)
mostrando que h

CATAY = (AYTAT =1

Mas lembrando da parte (d) do Teorema 1.4.9 e observando que
IT=1, segue-se que

AA Y = A ') =1"=1

(A_I)TAT — (AA—-i)T = IT =7

0 que completa a prova. n

Considere as matrizes

=20 2]

Aplicando o Teorema 1.4.5 obtemos

[t 3 O vz] Tﬁ,_]:l —2]
A _[—2 —5]‘ A4 “[3 s W= s

Como garante o Teorema 1.4.10, estas matrizes satistazem (4). ¢

1. Sejam
2 -1 3 § -3 -5
-2 1 4 4 =7
Mostre que

(@) A+(B+C)=(A+B)+C
(d) a(B—-C)=aB —aC

2. Usando as matrizes e escalares do Exereicio 1, verifigue que
() a(BC) = (@B)C = B(aC) (b) A(B—C)= AB — AC
(@) a(C) = (@b)C

3. Usando as matrizes ¢ escalares do Exercicio 1, verifique que

(@ (A=A () (A+B)7T =47 +B7

(b) (AB)C = A(BC)

(©) (@C) =aCT
4. Use o Teorema 1.4.5 para calcufar as inversas das seguintes matrizes.

0 -2 3
y C=11 7 4, a=4, b=-7
3 5 9

(©) @a+b)C =aC+bC

(c) (B+C)A=BA+CA

(d) (AB)T = BIAT

31 . 2 -3 6 4 2 0
il wef 7wt ] wefs

5. Use as matrizes A ¢ B do Exercicio 4 para verificar que
@ @Ht=4 () B =B
6. Use as matrizes A, B e C do Exercicio 4 para verificar que
(a) (AB)y!=B"'A"! (b) (ABC) 1 =C"1B 14!
7. Bm cada parte use a informaciio dada para encontrar A.

o2 =1 P
(a)A‘=[3 5] (b)(vA)‘—[l mz]

-3 -1 o
5 2] (d) (I+24) —[

-]

Calcule A3, A= e AZ—24 + I,

et -1 2
(c) 547 -[ 4 S:|

8. Seja A a matriz




‘10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.
17.
18.

19.

20.

21.

22.
23.
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Seja A a matriz

31
-
Em cada parte encontre p (4).
(@ px)=x-2 (&) px)=2"—-x+1 () px)=x>—2x+4
Sejamp, (x) =x* -9, p, X) =x+3ep, (X =x-3.
(a) Mostre que p, (A) = p, (A) p; (A) para a matriz do Exercicio 9.

(b} Mostre que p, (A) = p, (A) p, (A) para qualquer matriz quadrada A.
Encontre a inversa de

[ cosf sen&‘]

—senf cosé

Encontre a inversa de
ye+e™)y Hef—e™)
%(e* —e™) %(e" +e™)

Considere a matriz

ai1 0 0
0 0
A= e
0 0 - aun

onde a,,a,, - a,, # 0. Mostre que A € invertivel e encontre sua inversa.

Mostre que se uma matriz quadrada A satisfizer A ~3A + 7= 0, entio A~ =37/ - A.

(a) Mostre que uma matriz com uma linha de zeros nio pode ter uma inversa.

(b} Mostre que uma matriz com uma coluna de zeros nfio pode ter uma inversa.

Serd necessariamente invertivel a soma de duas matrizes invertiveis?

Sejam A e B matrizes quadradas tais que AB = 0. Mostre que se A € invertivel, entio B = 0.
Sejam A, B e 0 matrizes 2 x 2. Supondo que A & invertivel, encontre uma matriz C tal que

A~ o
Cc | At
€ a inversa da matriz particionada

(4]0
BlA

(Veja Exercicio 15 da secéo anterior.)
Use o resultado do Exercicio 18 para encontrar as inversas das seguintes matrizes.

1 1 0 o 110 0
1 1 0 0 010 0
@1 1 1 ®fy 0 1 1
11 -1 1 0 0 0 1

(2) Encontre uma matriz ndo-nula A de tamanho 3 x 3 tal que A7 = A.

(b) Encontre uma matriz nfio-nula A de tamanho 3 X 3 tal que A7 = — A.

Uma matriz quadrada A é chamada simétrica se A7 = A e anti-simétrica se AT = — A. Mostre que se B € uma matriz quadrada, entfo
(a) BBT e B+ BT sio simétricas.  (b) B— BT & anti-simétrica.

Se A € uma matriz quadrada e # € um inteiro positivo, é verdade gue (A")7T = (47" ?

Seja A a matriz

1 01
11 0
0 1 1
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24. Prove:
(a) aparte (b) do Teorema 1.4.1
(b} aparte (i) do Teorema 1.4.1
(c)} aparte (m) do Teorema 1.4.1
25. Aplique as partes (d) ¢ (m) do Teorema 1.4.1 &s matrizes A, B e (— 1) C para deduzir o resultado da parte {f).
26. Prove o Teorema 1.4.2. :
27. Considere as leis de expoentes A”A*=A"" e (A =A"" !
(a) Mostre que se A € uma matriz quadrada, estas leis sfio vélidas para quaisquer inteiros nio negativos r e s. :
(b) Mostre que se A € inveriivel, estas leis valem para quaisguer inteiros negativos r e s.
28. Mostre que se A € invertivel e k é um escaiar nfio-nulo qualquer, entfio (kA)" = k" A * para qualquer inteiro a.
29. (a) Mostre que se A € invertivel ¢ AB = AC, entfio B=C.
" (b) Explique por que a parte (a) e o Exemplo 3 niio sio contraditérios.
30. Prove a parte (c) do Teorema 1.4.1.
[Sugestdo. Suponhaque Aémxn, Bénxpe Cépxgq. Aijésimaentrada do lado esquerdo é
;= aulBCly; 4 ap[BCly + - - - + a,[BCl, e a i j-ésima enirada do lado direito € 7, = [AB]; ¢); + [ABl0; + - - - + [AB],c
- Verifique que /,;=r; ]

ip PI :

Discuss3o e Descoberta

31. Sejam A e B maftrizes quadradas de mesmo tamanho.
() D& um exemplo em que (A + B> #A*+2A B+ B2, _
(b) Preencha a lacuna para criar uma identidade que € vdlida para quaisquer A e B. (A + B = A + BZ +
32. Sejam A e B matrizes quadradas de mesmo tamanho.
(a) D& um exemplo em que (A + B) (B-A)=#A?— B2
(b) Preencha a Iacuna para criar uma 1dent1dade que € valida para quaisquer Ae B. (A+ B (B-A) =
33. No sistema dos nlimeros reais, a equagéio @ 2 = 1 tem exatamente duas solug@es. Encontre pelo menos oito matrizes 3 3 que satlsfazem a
equaglio A = [ ,. [Sugestdo. Procure soluges entre as matrizes com entradas zero fora da diagonal prmc1pal 1
34. Uma afirmagéo do tipo “Se p, entfio ¢” € logicamente equivalente & afirmagfio “Se nfio g, entdo ndo p.” (A segunda afirmacio & chamada a
contraposi¢do logica da primeira.) Por exemplo, a contraposicfio 16gica da afirmagfo “Se estd chovendo, entdo o chio estd molhado” € “Se
o chiio nio estd molhado, entdo nao esta chovendo.”
(a) Encontre a contraposi¢do 16gica da afirmagdo: Se AT € singular, entio A € singular.
(b) A afirmacfo € verdadeira ou falsa? Explique.
35. Sejam A e B matrizes n X ». Decida se cada afirmagfo a seguir € verdadeira ou falsa. Justifique cada resposta.
(a) (AB) 2= A? B? deve ser verdadeiro.
(b) (A-B)?=(B - A)? deve ser verdadeiro.
(¢) (AB~" (BA~ Y =1, deve ser verdadeiro.

(d) Nunca € verdade que AB = BA.

1 ,5 MATRIZES ELEMENTARES EUM
METODO PARA ENCONTRAR A-] Abaixo listamos quatro matrizes elementares ¢ as operagoes

i Nesta secdo nés vamos desenvolver um algoritmo para encontrar  Sobre linhas que as produzem.

| a inversa de uma matriz invertivel. Nos também discutiremos 1 00 0
algumas das propriedades basicas de matrizes invertiveis, [1 o] 00 0 1 (1) [; 3 é (1) g

0 =3] [0 010
00 1 001

0100

N6s comecamos com a defini¢iio de um tipo especial de matriz
que pode ser usada para executar wma operacio elementar sobre t t t t
linhas por multiplicaciio matricial.

Multiplique a  Permute a segun- Some 3 vezesa  Multiplique a
segunda linha  da linha de 7, terceiralinha de  primeira linha
def,por-3  com aquarta. Iy & primeira. de I, por L. .

Uma matriz # X n que pode ser obtida da matriz identidade
I, de tamanho n X n executando uma Unica operagfio ele-
mentar sobre linhas € chamada uma matriz elementar.

Quando uma matriz A € mu]tlphcada a esquerda por uma
matriz elementar E, o efeito € o de executar uma operacio ele-
mentar sobre linhas de A.Isto € enunciado no préximo teorema,
cuja prova deixamos para os exercicios.




Operagoes sobre Linhas por
Multiplicacdo Matricial

Se a matriz elementar E resulta de efetuar uma certa ope- Em cada um dos exemplos a seguir, foi afetuada uma operacéio
ragdo sobre linhas em I, e se A é uma matriz m X n, entdo o elementar na matriz identidade 2 X 2 para obter uma matriz ele-
produto E A é a matriz que resulta quando esta mesma ope- mentar E e, em seguida, E foi restaurada & matriz identidade
i ragdo sobre linhas € efetuada em A. aplicando a operacfio inversa.

ot =7 =[]

f !

EXEN

Multiplique a Maultiplique a segunda
segunda linha por 7. linha por 1/7.
Considere a matriz B S 10 0 1 10
o] oo
10 2 3 01

.
I
—_— 2
|
Ja =
TN
[ s

e considere a matriz elementar

E =

WD =

0
1
0

_— D

que resulta de somar 3 vezes a primeira linha de I, & terceira
linha. O produto £ 4 €

que € precisamente a mesma matriz que resulta quando nés
somamos 3 vezes a primeira linha de A a terceira linha. +

OBSERVACAO. O Teorema 1.5.1 € principalmente de interesse
tedrico e serd usado para desenvolver alguns resultados sobre
mairizes e sistemas de equagBes lineares. Em termos de contas,
€ preferivel efetuar operagSes sobre linhas diretamente do que
multiplicar & esquerda por uma mairiz elementar.

Se uma operagdo elementar sobre linhas € aplicada a uma
matriz identidade f para produzir wma matriz elementar E, entfio
existe uma segunda operacio que, aplicada a E, produz de volta
a matriz 1. Por exemplo, se E € obtida multiplicando a i-&sima
linha de I por uma constante ndo-nula c, entdo 7 pode ser recu-
perada se a i~€sima linha de E é multiplicada por 1/c. As virias
possibilidades estdo listadas na Tabela 1. As operag@es do lado
direito desta tabela sfo chamadas operacées inversas das
correspondentes operagdes do lado esquerdo.

TABELA 1

Multiplique a linha i por ¢ 20 Multiplique a linha i por 1/c

Troque entre si as linhas i € j| Troque entre si as linhas i e j

Some - ¢ vezes alinhai
linha j

Some ¢ vezes alinha i 3
linha j

f

Permute a primeira

linha com a segunda.

f

Permute a primeira

linha com a segundla.

I P e P
T r

Some 5 vezes a segun-  Some - 5 vezes a segun-
da linha & primeira da linha & primeira *

O préximo teorema dd uma importante propriedade de
matrizes elementares.

QOualguer mairiz elementar é invertivel e a inversa é, tam-
i bém, uma mairiz elementar,

Prova. Se E € uma matriz elementar, entio £ € o resultado de
alguma operagio elementar sobre linhas de . Seja E, a matriz
que resulta quande € efetuada a operagfic inversa em I
Aplicando o Teorema 1.5.1 e lembrando que operaces e suas
inversas se cancelam mutuamente, segue que

EE=leEE,=]I
Assim, a matriz elementar E; € a inversa de E. u

O préximo teorema estabelece algumas relagdes fundamen-
tais entre invertibilidade, sistemas lineares homogéneos, formas
escalonadas reduzidas por linhas e matrizes elementares. Estes
resultados sdio extremamente importantes e vio ser usados
muitas vezes nas proximas segoes.

Afirmacdes Equivalentes

Se A € uma matriz n X n entdo as seguintes afirmagdes sdo
equivalentes, ou seja, sdo todas verdadeiras ou todas falsas.

(a) A ¢ invertivel,

(b) A x =0 tem somente a solucdo trivial.

(€) A forma escalonada reduzida por linhas de A é I,

(d) A pode ser expressa como um produto de matrizes
elementares. *
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Prova. NGs vamos provar a equivaléncia destas afirmages esta-
belecendo a cadeia de implicagdes: (a) =)= ()= (d)=(a).

(@) = (b). Suponha que A € invertivel e seja x, uma solugio
qualquer de Ax = 0; assim, Ax, = 0. Multiplicando ambos os
lados desta equagfio pela matriz A~ dd A-'(Ax,) = A™'0, ou
entdo, (A'A)x, = 0, ou ainda, Ix, = 0, ou x, = 0. Assim,
AxX = 0 tem somente a solucgo trivial.

() = (c). Seja A x = 0 a forma matricial do sistema

anxy + apxz + 4 @px, =0

anxy + anxy +---+ agx, =0 (1)

dpiX1 + @paxy b+ Qupxy = 0

e suponha que o sistema s6 admite a solugfo trivial. Se nds
resolvermos por eliminagio de Gauss-Jordan, entfo o sistema
de equagdes correspondente 3 forma escalonada reduzida por
linhas da matriz anmentada sera

x =0

w0 =0 @)

ayg  an ay 0
dy  an a0
ay| 252 drn 0

de (1) pode ser reduzida & matriz aumentada

100 00
010 00
001 00
000 --- 10

de (2) por uma seqiincia de operagBes elementares sobre li-
nhas. Se nés desconsiderarmos a ltima coluna (de zeros) em
cada uma destas matrizes, poderemos conchiir que a forma
escalonada reduzida por linhas de A é I,

(¢) = (d). Suponha que a forma escalonada reduzida por linhas
de A € 1, de modo que A pode ser reduzida a /, por uma seqiién-
cia finita de operagBes elementares sobre linhas, Pele Teorema
1.5.1, cada uma destas operagdes pode ser efetnada por uma
mairiz elementar apropriada. Assim, nés podemos encontrar
matrizes elementares E,, E,, ..., E, tais que

Ey---E2ElA=1, (3)

Pelo Teorema 1.5.2, as matrizes [, E,, ..., Ek sdo invertfveis.
Muitiplicando ambos os lados da Equagdo (3) pela esquerda
sucessivamente por E, %, ..., E, %, E;, n6s obtemos

A=ElE B, = BBy B @
Pelo Teorema 1.5.2, esta equagfo expressa A como um produto

de matrizes elementares.

(d) = (a). Se A é um produto de matrizes elementares, entio
dos Teoremas 1.4.6 ¢ 1.3.2 segue que a matriz A € um produto
de matrizes invertiveis, e portanto invertivel. u

Equivaléncia por Linhas Se uma matriz B pode ser
obtida de uma matriz A efetuando uma seqii€ncia finita de ope-
racOes elementares sobre linhas, entdo obviamente podemos
recuperar B de volta de A efetuando as inversas destas operagoes
elementares sobre linhas na ordem inversa. As matrizes que
podem ser cobtidas uma da outra por uma seqiiéncia finita de
operagdes elementares sobre linhas sfio ditas matrizes equiva-
lentes por linhas. Com esta terminologia, segue das partes (a) e
{c) do Teorema 1.5.3 que uma matriz A de tamanho # X n &
invertivel se, e somente se, A € equivalente por linhas a matriz
identidade n % n.

Um Método para Inverter Matrizes Como nossa
primeira aplicacdo do Teorema 1.5.3, vamos estabelecer um
método para determinar a inversa de uma matriz invertivel.
Multiplicando (3) pela direita por A™!, d4

AT = Ep .. By Ei, &)

que informa que A~* pode ser obtida multiplicando /, sucessiva-
mente & esquerda pelas matrizes elementares E,, E,, ..., £,
Como cada multiplicac@o & esquerda por uma destas matrizes
elementares efetua uma operacio sobre linhas, resulta, com-
parando as Equacdes (3) e (5), que a segiiéncia de operacies
elementares sobre linhas que reduz A a I, também reduzl a A™'.
Assim, temos 0 seguinte resultado:

Um método simples para executar este procedimento € dado no
préximo exemplo.

Solucdo.

N6s queremos reduzir A 4 matriz identidade por operacdes sobre
linhas e simunitaneamente aplicar estas operagdes a I para pro-
duzir A-!, Para conseguir isto, nés vamos adjuntar a matriz iden-
tidade 2 direita de A, com isto produzindo uma matriz da forma

[Alr1]

Em seguida nds iremos aplicar operagbes sobre linhas desta
matriz até que o lado esquerdo esteja reduzido a [; estas ope-

‘races vao converter o lado direito a A™!, de modo que a matriz

final terd a forma
o 1A
As contas s8o as seguintes:




(-]
L
W
(=]
—
(=

M 3 1 0 0] Nos somamos —2 vezes a
primeira linha & segunda
0 1 -3y -2 ! 0 ¢ e—1 vezes a primeira &
10 -2 5[ -t 0 1 terceira.
[1 2 3] 1 0 0] s )
s somamos 2 vezes a
0 1 -3 =2 1 0 < segunda linha A terceira.
0 0 -1} -5 2 1

Nés multiplicamos a ter-
< ceira linha por 1.

N6s somamos 3 vezes a .
terceira linha & segunda e
-3 vezes a terceira i
primeira.

Nés semamos -2 vezes a

0 1 o 13 —5 -3 ~®—  sepunda linha 3 primeira.
0 o0 1| 5 -2 -] -
Assim,
—40 16 9
A= 13 -5 -3
5 =2 -1

+

Muitas vezes nds nfio sabemos, de antemfo, se uma dada
mattiz € ou nfio invertivel. Se wma matriz A de tamanho n x n
ndo € invertivel, entdio ela nfio pode ser reduzida a I, por ope-
raghes elementares sobre linhas [parte (¢) do Teorema 1.5.3].
Dito de outra maneira, a forma escalonada reduzida por linhas
de A tem pelo menos uma linha de zeros. Assim, se o procedi-
mento do tltimo exemplo for tentado em uma matriz que néo €
invertivel, entfio em algnm ponto das contas vai aparecer uma
linha de zeros no lado esquerdo. Pode-se entdo concluir que a
dada matriz nfo ¢ invertivel e parar as contas.

Aplicando o procedimento do Exemplo 4 d4

[1 6 4/ 1 o 0]
2 4 -1/ 0 1 ©
-1, 2 5|0 0 1

Nés somamos — 2 vezes a
primeira linha 4 segunda

~€— . somamos 2 primeira &
terceira,

16 4] 1 0 0
0 -8 —9|-2.1 0
0 0 o0o|l-1 1 1

Nés somamos a segunda

€ Jinha 2 terceira,

Como obtivemos uma linha de zeros no lado esquerdo, A nfio é

" invertivel. *

No Exemplo 4 nds mostramos que

1
A=]2
1

L=V B V]
00 W W

€ uma matriz invertivel. Do Teorema 1.5.3 segue que o sistema
homogéneo
X +2x 431 =0
2x1 + 56 +3x3=0
X1 T+ 8x3 =0

tem somente a solugfo trivial. : : e

[ 10 -5 10
@ | 1] o |7 (1]] © | ﬁ]

1
(e) |0
. |o

-|
]
S

(g

oo =
O = O
—
-
S’
O O e
o o= O
JEr

o o O
SO = O
o= O Qo
- O O N
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2. Encontre uma operagdo sobre linhas que retorna a matriz elementar dada a uma matriz identidade.

0 0 0 1 1 0 -1
1 0 1 oo | 1 00 0163
01 0
(a)[—a 1} ®) @10 010l D9oo 10
0 0 3
100 0 00 01
3. Considere as matrizes
3 4 1 g 1 5 3 4 1
A=|2 =7 =1, B=|2 -7 -1|, c=|2 -7 -1
g8 1 -5 3 4 1 2 -7 3

Encontre matrizes elementares E,, E, E; ¢ E, tais que
(a)ELA=B (OEB=A ©EA=C WDEC=4
4. No Exercfcio 3, € possfvel encontrar uma matriz elementar E tal que E B = C? Justifique sua resposta,

Nos Exercicios 5-7, use o método mostrado nos Exemplos 4 ¢ 5 para encontrar a inversa da matriz dada se a matriz & invertivel e confira sua

resposta por multiplicacdo.

1 4 -3 6 6 —d4
5@ [2 7} ® [ 4 s] © [—3 '2]

3 4 -1 3 —4 1 0 1 2 6 6 1
6. |1 0 3 ® | 2 4 1 |0 1 1 @12 7 6 ) | -1
- 2 5 -4 -4 2 -9 I 10 2 7 7 0
- 100 0
5 % [ 2 W20 L s oo
7.@ (3 5 W (by | —-4/2 2 0 @1, 3 5 ¢
B Loo TR
-8 17 2 o 0 2 0
2 -9 1 0 0 1
d 5
@ 0 0 © 0 -1 3 0
-1 13 4 2 2 1 5 -3

8. Encontre a inversa de cada uma das seguintes matrizes 4 X 4, onde k,, k,, ks, k, e ks sdo todos ndo-nulos.

kb 0 0 0 0 0 0 kK k000
0 kb 0 0 0 0 kK O k00
: b
@1 06 ol ®Plo o ol ©lo1 ko
0 0 0 k &k 0 0 O 0 0 1 k&

9. Considere a matriz

| o]
-5 2
{2) Encontre matrizes elementares E, ¢ E, tais que E, E; A =,

(b) Escreva A~! como um produto de duas matrizes elementares.
(c) Escreva A como um produio de duas matrizes elementares.
10. Em cada parte, efetue a operagfio sobre linhas dada na matriz

2 -1 ¢
A= |4 5 =3
1 —4 7

=)
[ R

multiplicando A 2 esquerda por uma matriz elementar conveniente. Confira sua resposta em cada caso executando a operago sobre linhas

diretamente em A.
(a) Permute a primeira e terceira linhas.

(b) Multiplique a segunda linha por % .
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(¢) Some duas vezes a segunda linha & primeira,
11. Expresse a matriz
0 1 7 8
A= 1 3 3 8
-2 -5 1 -8

no formato A = E F G R, onde E, F e G sio matrizes elementares e R estd em forma escalonada por linhas,
12. Mostre que se .

A=

8 D -
o= O
o o o

€ uma matriz elementar, entdo pelo menos uma entrada da terceira linha deve ser um zero.
13. Mostre que

0 a 0 0 O
5 0 ¢ 0 O
A=(0 d 0 e 0
6 0 f O ¢
0O 0 0 £ O

€ ndo-invertivel para qualquer valor das entradas.
14. Prove que se A € uma matriz m X n, entdo existe uma mairiz invertivel C tal que C A estd em forma escalonada reduzida por linhas.
15. Prove que se A € wma matriz invertivel e B & equivalente por linhas a 4, entdo B também & invertivel.
16. (a) Prove: Se A ¢ B sio matrizes m X n, entfio 4 e B sfo equivalentes por linhas se, ¢ somente se, A e B t8m a mesma forma escalonada reduzi-
da por linhas.
(b) Mostre que A e B sio equivalentes por linhas e encontre uma sequent:la de operagdes elementares por linhas que produz B a partir de A,

sendo -
1 2 3 1 0 5
A=1[1 4 1], B=1|0 .2 -2
2 1 9 1 1 4

17. Pro-ve_o Teorema 1.5.1.

Discuss3ao e Descoberta

18. Suponha que A € alguma matriz invertivel desconhecida, mas que vocd conhece uma seqiiéncia de operages elementares por linhas que pro-
duz a matriz ideniidade quando efetuada sucessivamente em A. Explique como vocé pode usar a informagfo disponfvel para encontrar A.
19. Decida se a afirmagfo dada € sempre verdadeira ou as vezes falsa. Justifique sua resposta dando um argumento loglco Ou um contra-exemplo
(a) Toda matriz quadrada pode ser expressa como um produto de matrizes elementares.
(b) O produto de duas matrizes elementares ¢ uma matriz elementar.
(¢) Se A € uma matriz invertivel e-um multiple da primeira linha de A ¢ somado & segunda linha, entdo a matriz resultante € invertivel.
(d) Se A € invertivel e A B = 0, entdio & necessariamente verdade que B = 0.
20. Decida se a afirmago dada € sempre verdadeira ou &s vezes falsa. Justifique sua resposta dando um argumento I6gice ou um contra-exemplo
- (a) Se A é uma matriz n X » singular, entio A x = 0 tem infinitas solugoes
- (b) Se A € uma matriz n X » singular, entfio a forma escalonada reduzida por linhas de A tem pelo menes uma linha de zeros.
(c) Se A~! pode ser expressa como um produto de matrizes elementares, entdo o sistema lnear homogéneo A x = tem somente a solugio
trivial.
(d) Se A € uma matriz n X » singular e B resulta da permutagfio de duas linhas de A, entfio B pode ser ou nfio ser singular.
21. Vocé acredita que existe uma matriz A-de tamanho 2 X 2 tal que

i

para todos valores de a, b, ¢ ¢ d ? Explique seu raciocinio.




