MACO0329 — Algebra booleana e aplicacoes
DCC / IME-USP — Primeiro semestre de 2020

Lista de exercicios 3 (Entregue apenas os marcados com *)

1. Considere o conjunto dos niimeros reais R, juntamente com as operagoes usuais de adicao
e multiplicacao. Quais dos axiomas A1, A2, A3 da élgebra booleana nao sao satisfeitos ?

E possivel definir uma operagao unaria em R tal que o axioma A4 seja satisfeito ?

2. Seja A ={1,2,3,5,6,10, 15,30}, ou seja, o conjunto de divisores de 30. Defina operagoes

bindrias + e - e uma operacao unéria ~ da seguinte forma: para quaiquer a;,as € A,
a1 + a; = o minimo multiplo comum entre a; e as

a1 - ay = 0 maximo divisor comum entre a; € as
a; = 30/@1

Quais s@o os elementos identidade (neutro) com respeito a + e - 7 Mostre que A, com as

trés operagoes acima, ¢ uma algebra booleana.

Dica: considere a decomposicao dos elementos de A em fatores primos.

3. Explique o que é o principio da dualidade em algebras booleanas. Dé um exemplo que

mostre a aplicacao do principio da dualidade.

Daqui em diante, quando nao especificado ao contrario, suponha uma &algebra booleana qualquer

(A,+,-,7,0,1), e que as varidveis a,b, ¢, x,y, z, etc, representam elementos quaisquer de A.

4. Prove a igualdade a seguir ou mostre um contra-exemplo :

(a+b)@+b)(a+b)=a+b

5. Simplifique as seguintes expressoes (isto é, escreva uma expressao equivalente envolvendo

0 menor numero possivel de operagoes + e - que vocé conseguir)
a) yZ(Z+za) + (T+79)(Ty +7T2)
b)x+zyz+yzT+wr+war+Ty

6. Prove, algebricamente, as seguintes igualdades. Justifique as passagens.

(a) x4+Zy=a+y (eseudual z(T+y)=2xy)



(b) z+y=7y (eseudual zy =7+7)
(c) (x+y)(r+y)=2 (eseudual zy+ 2y =1x)

(d) * (Teorema do consenso) ry+yz+Tz =z y+7Tz (eseudual (z+y) (y+2) (T+2) =

(z+y) (T +2))

(e) yz =zx e yT = 2T implica que y = z
) (x+y+2)(z+y) =x+y
7. A seguinte implicacao esta correta? Explique.

a+b=a+c=b=c
8. Mostre que a relacao < definida por
Ve,y e A, <y seesomentese rxy=ux
¢ uma relagao de ordem parcial.

9. Mostre que

(a) z+y =y se, e somente se, Ty =

(b) 7 =0 se, e somente se, zy = x

Daqui em diante suponha que < é a relacao de ordem parcial definida por x < y < zy = r <

rTt+y=y.

10. Mostre que:

(a) *zy<z<z+y
(by 0<z<1

11. Quais sdo os dtomos da dlgebra booleana (P({a,b,c}),U,N, ¢ 0,{a,b,c}) ?

12. Seja a um atomo. Mostre que

(a) *a<zr+y<=a<zoua<y
(b)) a<zy<=a<zea<y

(¢) oua <z oua<T, mas nao ambos.

13. * Existe dlgebra booleana com 6 elementos 7



