
Óptica ondulatória:
feixes gaussianos

Sérgio R. Muniz
IFSC-USP



 
 
 
 
 
 
 
 

 
Ondas eletromagnéticas 57

 

onde w0
2 = 2z0/k é o valor de w(z) na origem (z = 0) e 

^ `2
0 z)/(z1z(z)R �                                        (3.31b) 

Com estas definições o campo elétrico fica: 
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-1(z/zonde K(z) = tg 0) é conhecida como fase de Gouy. Podemos agora 
fazer uma interpretação do significado desta expressão. A primeira parte 
da eq. (3.32) está ligada à amplitude do campo. Vemos que ao se 
modificar a coordenada radial o campo decai exponencialmente, de forma 
a seguir uma função gaussiana. O comportamento de E contra r está 
mostrado na Fig. 3.7. Para uma distância r = w(z), o valor de E decai para 
1/e do valor em r = 0. Esta distância é chamada de raio do feixe. Na 
origem, o raio mínimo é w0, de acordo com a eq. (3.31a). Nesta posição 
temos a “cintura do feixe”. Ainda de acordo com esta equação, vemos que 
z0 = kw0

2 2/2 = Snw0 /O� Este parâmetro é chamado de comprimento de 
Rayleigh. Para z = z , o raio do feixe aumenta de um fator 20  quando 
comparado com o valor em r = 0. Ainda com relação à amplitude do 
campo, para r = 0, o feixe vai se abrindo conforme z aumenta e a 
amplitude decai com z, de acordo com w � �2

0z/z1/1 �/w(z) =0 . É 
interessante notar que existe um tamanho mínimo para o diâmetro do 
feixe e isto está ligado ao fenômeno de difração, que veremos no Cap. 8. 
Para z muito maior que z0, a eq. (3.31a) prediz que w(z) | w z/z0 0. Usando 
a relação entre w  e z0 0, e considerando que o raio do feixe satisfaz: r = 
w(z), temos: 
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Fig. 3.7 - Variação da om a coordenada radial. amplitude do campo c
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que é a equação de uma reta, que nos dá o ângulo de divergência do feixe 

ig. 3.8 - Propagação de um feixe gaussiano (a) e variação da amplitude do 

 O 2) é chamado feixe gaussiano de 

dem 

como tgT  | T = O�Snw0. Iremos obter uma expressão similar a esta 

quando tratarmos da difração de luz por uma fenda circular de raio w0. 

A segunda metade da eq. (3.32) está ligada à fase da onda. O 

termo mais interessante é o que possui R(z), que corresponde ao raio de 

curvatura da frente de onda. Quando a onda se propaga, a curvatura do 

feixe vai mudando conforme mostra a Fig. 3.8. Para r = 0 e r = f o raio de 

curvatura é infinito. O valor mínimo de R(z) ocorre para z = rz0 e vale 

R  = 2zmin 0. Para z ! 0, o raio de curvatura é positivo e se a luz caminha 

para a direita temos a divergência do feixe. Por outro lado para z � 0, o 

raio de curvatura é negativo e o feixe estará convergindo. 
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campo com coordenada radial. 

 feixe definido pela eq. (3.3

or zero (TEM00), podendo existir feixes de ordem superior, cujas 

distribuições de intensidade na direção radial são mostrados na Fig. 3.9. 

Embora não demonstremos aqui, a amplitude do  campo  elétrico  é  

modulada  por  um polinômio de Hermite. Alguns pontos a serem 

enfatizados com relação à eq. (3.32) são: (i) o raio da curvatura R(z) e o 

diâmetro do feixe mudam conforme ele se propaga na direção z, 

implicando numa divergência (ou convergência) do mesmo, (ii) em w(z) o 

campo é 1/e do valor em r = 0, (iii) o intervalo de Rayleigh OS /nwz
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0'kPiQ  �                                                         (3.26b) 

Desta forma, obtemos equações diferenciais, que embora não lineares, são 
de primeira ordem, e consequentemente fáceis de serem resolvidas. A 
solução da eq. (3.26a) resulta em: 
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onde q0 é uma constante de integração, que será analisada posteriormente. 
Utilizando este resultado na eq. (3.26b) é fácil mostrar que: 
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Podemos agora substituir os valores de P(z) e Q(z) na eq. (3.24) 
para encontrarmos a função \(r,z). Antes porém, vamos re-escrever a 
constante de integração como q , com z0 = iz0 0 real. A razão de se 
considerar q0 imaginário é que esta é a única maneira de se obter uma 
solução que está confinada em torno do eixo z; caso contrário, o campo 
elétrico se estenderia exponencialmente até o infinito e esta é uma solução 
que não nos interessa. Desta forma temos: 
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onde as grandezas w(z) e R(z) foram introduzidas como: 

^ ` ^ `2
0

2
0

2
0

02 )z/(z1w)z/(z1
k

2z
(z)w � �               (3.31a) 

S. C. Zilio                                         Óptica Moderna – Fundamentos e Aplicações 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Ondas eletromagnéticas 57

 

onde w0
2 = 2z0/k é o valor de w(z) na origem (z = 0) e 

^ `2
0 z)/(z1z(z)R �                                        (3.31b) 

Com estas definições o campo elétrico fica: 

¿
¾
½

¯
®


»
¼

º
«
¬

ª
���

¿
¾
½

¯
®

� 

2R(z)
krȘ(z)kziexp

(z)w
rexp

w(z)
w

Ez)E(r,
2

x2

2
0

0
       (3.32) 

-1(z/zonde K(z) = tg 0) é conhecida como fase de Gouy. Podemos agora 
fazer uma interpretação do significado desta expressão. A primeira parte 
da eq. (3.32) está ligada à amplitude do campo. Vemos que ao se 
modificar a coordenada radial o campo decai exponencialmente, de forma 
a seguir uma função gaussiana. O comportamento de E contra r está 
mostrado na Fig. 3.7. Para uma distância r = w(z), o valor de E decai para 
1/e do valor em r = 0. Esta distância é chamada de raio do feixe. Na 
origem, o raio mínimo é w0, de acordo com a eq. (3.31a). Nesta posição 
temos a “cintura do feixe”. Ainda de acordo com esta equação, vemos que 
z0 = kw0

2 2/2 = Snw0 /O� Este parâmetro é chamado de comprimento de 
Rayleigh. Para z = z , o raio do feixe aumenta de um fator 20  quando 
comparado com o valor em r = 0. Ainda com relação à amplitude do 
campo, para r = 0, o feixe vai se abrindo conforme z aumenta e a 
amplitude decai com z, de acordo com w � �2

0z/z1/1 �/w(z) =0 . É 
interessante notar que existe um tamanho mínimo para o diâmetro do 
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Modos de ordem superior:  Hermite-Gauss  (coordenadas cartesianas)
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ponto focal, mas pode ser descrita através de matrizes (lei ABCD), como 
discutido na referência 3.3 e na seção seguinte. 
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Fig. 3.9 - Distribuições transversais de intensidade para feixes gaussianos de 

3.6 Propagação do feixe gaussiano 
Como menciona

gaus

várias ordens.  

mos na seção anterior, a propagação de um feixe 
siano não segue as leis da óptica geométrica, mas sim da óptica 

ondulatória, onde o fenômeno de difração é importante. O que devemos 
fazer para caracterizar o feixe gaussiano é determinar como w(z) e R(z) 
variam conforme a onda se propaga. Isto é feito através da lei ABCD que 
discutiremos a seguir. Vamos definir um parâmetro q(z) = k/Q(z), tal que 
para a propagação num meio homogêneo obtemos q(z) = q0 + z, como 
indica a eq. (3.27). Por outro lado, vemos da eq. (3.30) que: 
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 Desta forma, sabendo como q(z) varia com z, a parte real de 1/q(z) 
ará Rd (z), enquanto que a parte imaginária está ligada a w(z). Se 

conhecermos w , podemos encontrar z , e q  = iz0 0 0 0. Substituindo em q(z) = 
q0 + z obtemos a eq. (3.31). Entretanto, um dado sistema óptico pode 
conter componentes tais como lentes e outros elementos. Neste caso, a 
variação do parâmetro q é dado pela lei ABCD: 
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Modos de ordem superior:  Laguerre-Gauss  (coordenadas cilindricas)
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Fig. 3.10 - Raios oximação  

paraxi

Como ma lente 

principais ente. Note que quando o raio estiver 
descend

ig. 3.11 - Traç ncia focal f. O 
co anho d’). 

Vamo d’ são muito 

incidente s  = 
arctg d’

incidentes e emergentes de um sistema óptico. Na apr
al,  dy/dz = tgT�|�T. 

 exemplo, vamos encontrar a matriz S para u
positiva (convergente) de distância focal f. A Fig. 3.11 mostra os raios 

 para uma lente converg
o dy/dz�0 e portanto T é negativo. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
F ado de raios para uma lente convergente de distâ

rresponde ao objeto (tamanho d) e O’ à  imagem (tam

s usar a aproximação paraxial, na qual d e 
menores que a distância focal f. Da Fig. 3.11 vemos que o raio (1) 

obre a lente é descrito pela altura Yi
(1) = d’ e pelo ângulo Ti

(1)

/f # d’/f,  enquanto que o raio emergente é caracterizado por Ye
(1) 

= d’ e Te
(1) = 0. Logo, poderemos montar a seguinte equação matricial: 
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que nos leva ao sistema de equações: 
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onde q1 e q2 se referem a dois planos quai
óptico (z), enquanto que A, B, C, e D sã
caracteriza a propagação geométrica de um raio de luz entre os planos 1 e 

 formalismo de 
muit
cálc
descrev

a 
relação 

SYS T�

que pod forma matricial: 

§
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i1211e YS SY
                                      (3.37)  

ou esqu
quântica,

squer perpendiculares ao eixo 
o os elementos da matriz que 

2, como veremos na próxima seção. No caso da propagação no ar, usamos 
a matriz de translação com A = 1, B = z, C = 0 e D = 1, e obtemos q2 = q1 
+ z, como anteriormente. O cálculo da propagação do feixe gaussiano em 
alguns sistemas particulares será deixado como exercício.  

 
3.7 Formulação matricial da óptica geométrica 

O tratamento matemático na forma matricial é um
a importância para a descrição da propagação de feixes gaussianos e 
ulos de cavidades ressonantes para lasers. É também adequado para 

er sistemas que incluem muitos elementos ópticos, já que o efeito 
do conjunto pode ser encontrado através de multiplicação de matrizes.  

Vamos levar em conta apenas os raios paraxiais confinados ao 
redor do eixo óptico (T muito pequeno). Considere a situação mostrada na 
Fig. 3.10. Podemos supor que, na aproximação paraxial, existe um

linear entre as características geométricas dos feixes de entrada e 
saída do sistema óptico. Desta forma, tomando Y  como a altura e Ti i como 
o ângulo do raio incidente no sistema óptico, e Ye e Te como os parâmetros 
do feixe emergente, podemos escrever um conjunto de equações 
envolvendo estas grandezas: 

                              
e

i12i11e SYSY
 T

T� 
                                         (3.36)  

i22i21

e ser colocada na 

¸̧
¹

·
                         ¨̈

©
¸̧
¹

¨̈
©

 ¸̧
¹

¨̈
© T 2221e S S

ematicamente, na notação de Dirac utilizada na mecânica 
~ eR  iR= S~ .  Para um sistema óptico composto de vários 

 r em
elementos, fazemos a multiplicação de suas matrizes respeitando a ordem 
com que os aios incid  nos elementos. Logo,~ nR =S 1R .  Sn n-1...S2S1~

 

S. C. Zilio                                         Óptica Moderna – Fundamentos e Aplicações 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Ondas eletromagnéticas 60

 

onde q1 e q2 se referem a dois planos quai
óptico (z), enquanto que A, B, C, e D sã
caracteriza a propagação geométrica de um raio de luz entre os planos 1 e 

 formalismo de 
muit
cálc
descrev

a 
relação 

SYS T�

que pod forma matricial: 

§
T

·§·§

i

i1211e YS SY
                                      (3.37)  

ou esqu
quântica,

squer perpendiculares ao eixo 
o os elementos da matriz que 

2, como veremos na próxima seção. No caso da propagação no ar, usamos 
a matriz de translação com A = 1, B = z, C = 0 e D = 1, e obtemos q2 = q1 
+ z, como anteriormente. O cálculo da propagação do feixe gaussiano em 
alguns sistemas particulares será deixado como exercício.  

 
3.7 Formulação matricial da óptica geométrica 

O tratamento matemático na forma matricial é um
a importância para a descrição da propagação de feixes gaussianos e 
ulos de cavidades ressonantes para lasers. É também adequado para 

er sistemas que incluem muitos elementos ópticos, já que o efeito 
do conjunto pode ser encontrado através de multiplicação de matrizes.  

Vamos levar em conta apenas os raios paraxiais confinados ao 
redor do eixo óptico (T muito pequeno). Considere a situação mostrada na 
Fig. 3.10. Podemos supor que, na aproximação paraxial, existe um

linear entre as características geométricas dos feixes de entrada e 
saída do sistema óptico. Desta forma, tomando Y  como a altura e Ti i como 
o ângulo do raio incidente no sistema óptico, e Ye e Te como os parâmetros 
do feixe emergente, podemos escrever um conjunto de equações 
envolvendo estas grandezas: 

                              
e

i12i11e SYSY
 T

T� 
                                         (3.36)  

i22i21

e ser colocada na 

¸̧
¹

·
                         ¨̈

©
¸̧
¹

¨̈
©

 ¸̧
¹

¨̈
© T 2221e S S

ematicamente, na notação de Dirac utilizada na mecânica 
~ eR  iR= S~ .  Para um sistema óptico composto de vários 

 r em
elementos, fazemos a multiplicação de suas matrizes respeitando a ordem 
com que os aios incid  nos elementos. Logo,~ nR =S 1R .  Sn n-1...S2S1~

 

S. C. Zilio                                         Óptica Moderna – Fundamentos e Aplicações 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Ondas eletromagnéticas 60

 

onde q1 e q2 se referem a dois planos quai
óptico (z), enquanto que A, B, C, e D sã
caracteriza a propagação geométrica de um raio de luz entre os planos 1 e 

 formalismo de 
muit
cálc
descrev

a 
relação 

SYS T�

que pod forma matricial: 

§
T

·§·§

i

i1211e YS SY
                                      (3.37)  

ou esqu
quântica,

squer perpendiculares ao eixo 
o os elementos da matriz que 

2, como veremos na próxima seção. No caso da propagação no ar, usamos 
a matriz de translação com A = 1, B = z, C = 0 e D = 1, e obtemos q2 = q1 
+ z, como anteriormente. O cálculo da propagação do feixe gaussiano em 
alguns sistemas particulares será deixado como exercício.  

 
3.7 Formulação matricial da óptica geométrica 

O tratamento matemático na forma matricial é um
a importância para a descrição da propagação de feixes gaussianos e 
ulos de cavidades ressonantes para lasers. É também adequado para 

er sistemas que incluem muitos elementos ópticos, já que o efeito 
do conjunto pode ser encontrado através de multiplicação de matrizes.  

Vamos levar em conta apenas os raios paraxiais confinados ao 
redor do eixo óptico (T muito pequeno). Considere a situação mostrada na 
Fig. 3.10. Podemos supor que, na aproximação paraxial, existe um

linear entre as características geométricas dos feixes de entrada e 
saída do sistema óptico. Desta forma, tomando Y  como a altura e Ti i como 
o ângulo do raio incidente no sistema óptico, e Ye e Te como os parâmetros 
do feixe emergente, podemos escrever um conjunto de equações 
envolvendo estas grandezas: 

                              
e

i12i11e SYSY
 T

T� 
                                         (3.36)  

i22i21

e ser colocada na 

¸̧
¹

·
                         ¨̈

©
¸̧
¹

¨̈
©

 ¸̧
¹

¨̈
© T 2221e S S

ematicamente, na notação de Dirac utilizada na mecânica 
~ eR  iR= S~ .  Para um sistema óptico composto de vários 

 r em
elementos, fazemos a multiplicação de suas matrizes respeitando a ordem 
com que os aios incid  nos elementos. Logo,~ nR =S 1R .  Sn n-1...S2S1~

 

S. C. Zilio                                         Óptica Moderna – Fundamentos e Aplicações 

Propagação de raios:  lei ABCD



Propagação da luz:  caso geral

Integral de Difração de Fresnel-Kirchhoff


