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“Relatividade Especial I”

Relatividade Especial

Espaço+Tempo

Transformações de Galileu–Newton:

Referenciais inerciais (rapidez relativa V ).

Cada referencial com relógio próprio.

Relógios sincronizados em t = t̄ = 0.

x = γ̄(x̄ + Vt̄) ou x̄ = γ(x − Vt).

Homogêneo e isotrópico: γ̄ = γ = γ(V2).

t = t̄ =⇒ x + x̄ = γ(x + x̄) =⇒ γ = 1�� ��x = x̄ + Vt , t = t̄
�� ��v̄x̄ = vx ± V

Preserva a segunda lei:
�� ��āx̄ = ax

Galileu–Newton:

As leis da Mecânica são as mesmas em referenciais inerciais.
Tempo absoluto (t = t̄ sempre).
Simultaneidade absoluta.
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“Relatividade Especial I”

Relatividade Especial

Espaço+Tempo

Espaço euclidiano:

Eventos=(tempo, posição)

Posições: (x, y, z) e (x + dx, y + dy, z + dz)

Distância infinitesimal:

(ds)2 = (dx)2 + (dy)2 + (dz)2 =
3∑

i,j=1

gij dxidxj , gij = δij

Invariância rotacional: ds̄2 = ds2

x̄ = x cos θ − y sen θ, ȳ = x sen θ + y cos θ, z̄ = z

ds2 não é invariante pelas transformações de Galileu–Newton:

x = x̄ + Vt , y = ȳ, z = z̄, t = t̄
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Espaçotempo

Transformações de Lorentz:

Referenciais inerciais (rapidez relativa V ).

Cada referencial com relógio próprio.

Relógios sincronizados em t = t̄ = 0.

x = γ̄(x̄ + Vt̄) ou x̄ = γ(x − Vt).

Homogêneo e isotrópico: γ̄ = γ = γ(V2).

Luz: x = ct em O e x̄ = ct̄ em Ō

ct = γ(c + V )̄t , ct̄ = γ(c − V)t�



�
	γ = 1√

1−β2
= 1 + 1

2β
2 + O(β4), β = V

c

Einstein (1905):

As leis da Física são as mesmas em referenciais inerciais.
Tempo não é absoluto.
Simultaneidade não é absoluta.�� ��x = γ(x̄ + β ct̄), ct = γ(β x̄ + ct̄)�� ��x̄ = γ(x − β ct), ct̄ = γ(−β x + ct)
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ct = γ(c + V )̄t , ct̄ = γ(c − V)t�



�
	γ = 1√

1−β2
= 1 + 1

2β
2 + O(β4), β = V

c

Einstein (1905):

As leis da Física são as mesmas em referenciais inerciais.
Tempo não é absoluto.
Simultaneidade não é absoluta.�� ��x = γ(x̄ + β ct̄), ct = γ(β x̄ + ct̄)�� ��x̄ = γ(x − β ct), ct̄ = γ(−β x + ct)

6 / 23



“Relatividade Especial I”

Relatividade Especial

Espaçotempo

Transformações de Lorentz:

Referenciais inerciais (rapidez relativa V ).

Cada referencial com relógio próprio.

Relógios sincronizados em t = t̄ = 0.

x = γ̄(x̄ + Vt̄) ou x̄ = γ(x − Vt).

Homogêneo e isotrópico: γ̄ = γ = γ(V2).

Luz: x = ct em O e x̄ = ct̄ em Ō
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“Relatividade Especial I”

Relatividade Especial

Espaçotempo

Dilatação temporal + contração espacial:

x = γ(x̄ + β ct̄)
�� ��ct = γ(β x̄ + ct̄)

�� ��x̄ = γ(x − β ct) ct̄ = γ(−β x + ct)

Tempo próprio em Ō: x̄1 = x̄2, ∆t̄ = t̄2 − t̄1 = T̄

Em O: x1 , x2, ∆t = t2 − t1 = T e TL2 =⇒
�� ��T = γ T̄ .

O tempo próprio será sempre o menor intervalo de tempo.

Comprimento próprio em Ō: ∆x̄ = x̄2 − x̄1 = L̄ , t̄1 , t̄2

Em O: t1 = t2, ∆x = x2 − x1 = L e TL3 =⇒
�� ��L̄ = γ L .

O comprimento próprio será sempre o maior comprimento.
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“Relatividade Especial I”

Relatividade Especial

Espaçotempo

Espaço mimkowskiano:

Evento: (xµ) = (x0, x1, x2, x3) = (ct , x, y, z) = (ct ,~r)

Distância infinitesimal:
�� ��(ds)2 = (cdt)2 − (dx)2 − (dy)2 − (dz)2

(ds)2 = (cdt)2 − (dx)2 − (dy)2 − (dz)2 =
3∑

µ,ν=0

gµν dxµdxν = dxµdxµ

Métrica:
�� ��g00 = −g11 = −g22 = −g33 = 1

Coordenadas covariantes: xµ =
∑3
ν=0 gµνxν = gµνxν

gµαgαν = gµν, gναgαµ = gνµ, gµν = (gT )νµ = δνµ

TL:
�� ��x0 = γx̄0 + βγx̄1, x1 = βγx̄0 + γx̄1, ds2 = ds̄2

Forma matricial da TL: xµ = Λµ
νx̄ν

Λ = (Λµ
ν) =


γ βγ 0 0
βγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , Λ−1 = g−1ΛT g ∼ β→ −β
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Métrica:
�� ��g00 = −g11 = −g22 = −g33 = 1

Coordenadas covariantes: xµ =
∑3
ν=0 gµνxν = gµνxν

gµαgαν = gµν, gναgαµ = gνµ, gµν = (gT )νµ = δνµ

TL:
�� ��x0 = γx̄0 + βγx̄1, x1 = βγx̄0 + γx̄1, ds2 = ds̄2

Forma matricial da TL: xµ = Λµ
νx̄ν

Λ = (Λµ
ν) =


γ βγ 0 0
βγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , Λ−1 = g−1ΛT g ∼ β→ −β
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Relatividade Especial

Espaçotempo

Rotações no plano ct − x:

Três referenciais inerciais, A , B e C.

O ref. A tem uma velocidade relativa a B dada por V e o ref. B tem
uma velocidade relativa a C dada por U.

Quem é a velocidade relativa W entre A e C em termos das
velocidades U e V?

A
Ψ(V)
→ B , B

Φ(U)
→ C , A

Ω(W)
→ C

γ = coshψ, βγ = senhψ, tanhψ = β = V/c

Ψ = (Ψµ
ν) =


γ βγ 0 0
βγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =


coshψ senhψ 0 0
senhψ coshψ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


Ω = ΨΦ
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“Relatividade Especial I”

Relatividade Especial

Espaçotempo

Composição de velocidades:

Ω = ΨΦ:

Ω = (Ωµ
ν) =


coshω senhω 0 0
senhω coshω 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 , ω = ψ + φ

tanhψ =
V
c
, tanh φ =

U
c
, tanhω =

W
c

tanhω = tanh(ψ + φ) =
tanhψ + tanh φ

tanhψ tanh φ + 1�
�

�
�

W =
U + V

1 +
UV
c2

A velocidade da luz é um limite superior.

TL formam um grupo (de Lie, abeliano, não-compacto).
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Relatividade Especial

Espaçotempo

Composição de velocidades II:�� ��x = γ(x̄ + β ct̄), ct = γ(β x̄ + ct̄)

�� ��dx = γ(dx̄ + β cdt̄), cdt = γ(β dx̄ + cdt̄)

vx =
dx
dt

=
dx̄ + β cdt̄

dt̄ + β
c dx̄

=
v̄x̄ + V

1 + Vv̄x̄
c2

�
�

�
�

W =
U + V

1 +
UV
c2

Demais componentes: vy = dy
dt e vz = dz

dt

vx =
v̄x̄ + V

1 + Vv̄x̄
c2

, vy =
v̄ȳ

γ

(
1 + Vv̄x̄

c2

) , vz =
v̄z̄

γ

(
1 + Vv̄x̄

c2

)
v̄x̄ = 0 =⇒ vx = V , vy = v̄ȳ/γ, vz = v̄z̄/γ
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11 / 23



“Relatividade Especial I”

Relatividade Especial

Espaçotempo

Composição de velocidades II:�� ��x = γ(x̄ + β ct̄), ct = γ(β x̄ + ct̄)�� ��dx = γ(dx̄ + β cdt̄), cdt = γ(β dx̄ + cdt̄)

vx =
dx
dt

=
dx̄ + β cdt̄

dt̄ + β
c dx̄

=
v̄x̄ + V

1 + Vv̄x̄
c2

�
�

�
�

W =
U + V

1 +
UV
c2

Demais componentes: vy = dy
dt e vz = dz

dt

vx =
v̄x̄ + V

1 + Vv̄x̄
c2

, vy =
v̄ȳ

γ

(
1 + Vv̄x̄

c2

) , vz =
v̄z̄

γ

(
1 + Vv̄x̄

c2

)
v̄x̄ = 0 =⇒ vx = V , vy = v̄ȳ/γ, vz = v̄z̄/γ
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“Relatividade Especial I”

Relatividade Especial

Cinemática

4-velocidade:

Objeto em movimento em um dos referenciais.

Comprimento infinitesimal: cdt = γ(v) ds = γ(v) cdτ.

(ds)2 = dxµdxµ = (cdt)2−(dx)2−(dy)2−(dz)2 = (cdt)2(1−
v2

c2
) =

[
cdt
γ(v)

]2

Tempo próprio: dτ = dt/γ(v) (sempre menor)

~v =
d~r
dt
, ~a =

d~v
dt

, γ(v) =
1√

1 −
v2

c2

,
dγ(v)

dt
= γ3(v)

~v · ~a
c2

Definição: uµ =
dxµ

ds
, 4-velocidade:

�



�
	(uµ) = γ

(
1,
~v
c

)

uαuα =
dxαdxα

ds2
= 1

13 / 23
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Cinemática

4-aceleração:

Definição: wµ =
duµ

ds
=

d2xµ

ds2
,

�



�
	(wµ) = γ4 ~v · ~a

c3

(
1,
~v
c

)
+ γ2

(
0,

~a
c2

)

Direção: uαwα = uα
duα
ds

=
1
2

d
ds

(uαuα) = 0

Módulo: wαwα = −
γ4

c4

[
a2 +

γ2

c2
(~v · ~a)2

]
Aceleração constante ~g: (w̄µ) =

(
0, ~gc2

)
, (~v · ~a)2 = (va)2

w̄µw̄µ = −
g2

c4
= wαwα = −

(
γ3

c2
v̇
)2
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Relatividade Especial

Cinemática

Queda-livre:

EDO:
v̇(

1 −
v2

c2

) 3
2

= g Solução: γ(v) v = gt , v(0) = 0

v(t) =
gt√

1 +
g2t2

c2

, lim
t→∞

v(t) = c

Regime não-relativístico,
gt
c
� 1: v = gt

Comprimento:
∫ t

t=0
v(t)dt =

c2

g

(√
1 +

g2t2

c2
− 1

)
→ ct (t → ∞)

Tempo próprio: cdτ = ds = cdt/γ(v)

τ(t) =

∫ t

0

dt
γ(v)

=
c
g

senh−1
(gt

c

)
, lim

t→∞
τ(t) =

c
g

ln(2gt/c)

15 / 23
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∫ t

t=0
v(t)dt =

c2

g

(√
1 +

g2t2

c2
− 1

)
→ ct (t → ∞)

Tempo próprio: cdτ = ds = cdt/γ(v)

τ(t) =

∫ t

0

dt
γ(v)

=
c
g

senh−1
(gt

c

)
, lim

t→∞
τ(t) =

c
g

ln(2gt/c)
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Relatividade Especial

Dinâmica Relativística

4-momentum linear:

Definição: pµ = mcuµ, pµpµ = m2c2

=⇒ m é um invariante.

Taylor: cp0 = γmc2 = mc2 +
1
2

mv2 + · · ·

Energia mecânica: E = γmc2 (não é invariante).

Momentum linear: ~p = γm~v =
E

c2
~v

(pµ) = mc(uµ) = γmc
(
1,
~v
c

)
=

(
γmc, γm~v

)
=

(E
c
, ~p

)
Relação de dispersão: E2 = p2 + m2c4

pµpµ = m2c2uµuµ = m2c2 =
E2

c2
− p2

Potência=taxa de variação temporal da energia:

Ė =
dE
dt

=
c2~p
E
· ~̇p +

mc2

E
ṁc2 = ~v · ~̇p + γṁc2
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Ė =
dE
dt

=
c2~p
E
· ~̇p +

mc2

E
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Ė =
dE
dt

=
c2~p
E
· ~̇p +

mc2

E
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Relatividade Especial

Dinâmica Relativística

4-força:

Definição: zµ =
dpµ

ds
, ~p = γm~v

pαzα = pα
dpµ

ds
=

1
2

d
ds

(pαpα) =
1
2

d
ds

(mc)2 = mc
dm
dτ

, ds = cdτ

Massa é um invariante. Massa constante:
�� ��uαzα = 0 .

Use: γ ds = cdt e (pµ) =
(
E/c, ~p

)
.

Em termos da energia E = γmc2 e do momentum linear ~p = γm~v:

(zµ) =
γ

c

( Ė
c
, ~F

)
, ~F =

d~p
dt

Segunda lei: ~F =
d~p
dt
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Relatividade Especial

Transformações de taxas I

Velocidade: ~v = ~̇r�� ��x = γ(x̄ + β ct̄), ct = γ(β x̄ + ct̄) , γ−2 = 1 − β2, β = V/c.

�� ��dx = γ(dx̄ + β cdt̄), cdt = γ(β dx̄ + cdt̄)

vx =
dx
dt

=
dx̄ + β cdt̄

dt̄ + β
c dx̄

=
v̄x̄ + V

1 + Vv̄x̄
c2

�
�

�
�

W =
U + V

1 +
UV
c2

Demais componentes: vy = dy
dt e vz = dz

dt

vx =
v̄x̄ + V

1 + Vv̄x̄
c2

, vy =
v̄ȳ

γ

(
1 + Vv̄x̄

c2

) , vz =
v̄z̄

γ

(
1 + Vv̄x̄

c2

)
v̄x̄ = 0 =⇒ vx = V , vy = v̄ȳ/γ, vz = v̄z̄/γ

20 / 23



“Relatividade Especial I”

Relatividade Especial

Transformações de taxas I

Velocidade: ~v = ~̇r�� ��x = γ(x̄ + β ct̄), ct = γ(β x̄ + ct̄) , γ−2 = 1 − β2, β = V/c.�� ��dx = γ(dx̄ + β cdt̄), cdt = γ(β dx̄ + cdt̄)

vx =
dx
dt

=
dx̄ + β cdt̄

dt̄ + β
c dx̄

=
v̄x̄ + V

1 + Vv̄x̄
c2

�
�

�
�

W =
U + V

1 +
UV
c2

Demais componentes: vy = dy
dt e vz = dz

dt

vx =
v̄x̄ + V

1 + Vv̄x̄
c2

, vy =
v̄ȳ
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dt e vz = dz

dt

vx =
v̄x̄ + V

1 + Vv̄x̄
c2

, vy =
v̄ȳ

γ

(
1 + Vv̄x̄

c2

) , vz =
v̄z̄

γ

(
1 + Vv̄x̄

c2

)
v̄x̄ = 0 =⇒ vx = V , vy = v̄ȳ/γ, vz = v̄z̄/γ
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Relatividade Especial

Transformações de taxas I

Força: ~F = ~̇p�� ��dx = γ(dx̄ + β cdt̄), cdt = γ(β dx̄ + cdt̄) , γ−2 = 1 − β2, β = V/c.

�� ��px = γ(p̄x + β Ē/c), E/c = γ(β p̄x + Ē/c) , (pµ) =
(
E/c, ~p

)
.

ṗx =
dpx

dt
=

dp̄x + β Ē/c

dt̄ + β
c dx̄

=
˙̄px + V ˙̄E/c2

1 + Vv̄x
c2

=
˙̄px + V ~̄v · ~̇̄p/c2

1 + Vv̄x
c2

Potência: Ė = ~v · ~̇p + γ(v)ṁc2

Demais componentes: ṗy =
˙̄py/γ

1 + Vv̄x̄
c2

, ṗz =
˙̄pz/γ

1 + Vv̄x̄
c2

ṗx =
˙̄px + V ˙̄E/c2

1 +
~V · ~̄v
c2

, ṗy =
˙̄py/γ

1 +
~V · ~̄v
c2

, ṗz =
˙̄pz/γ

1 +
~V · ~̄v
c2
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(
E/c, ~p

)
.
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, ṗz =
˙̄pz/γ

1 + Vv̄x̄
c2
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ṗx =
˙̄px + V ˙̄E/c2

1 +
~V · ~̄v
c2

, ṗy =
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“Relatividade Especial I”

Relatividade Especial

Transformações de taxas II

4-velocidade:

Referencial (O): (uµ) = γ(v)(1, ~v/c)

Referencial ¯(O): (ūµ) = γ(v̄)(1, ~̄v/c)

TL: u0 = γ(V)
[
ū0 + β(V)ū1

]
=⇒

�
�

�
�γ(v) = γ(V)γ(v̄)

[
1 + Vv̄x/c2

]
TL: u1 = γ(V)

[
β(V)ū0 + ū1

]
=⇒ γ(v)vx = γ(V)γ(v̄)

[
V + v̄x

]
Adição de velocidades:

�



�
	vx =

V + v̄x

1 + Vv̄x/c2

u2 = ū2 =⇒ γ(v)vy = γ(v̄)v̄y =⇒ vy =
v̄y/γ(V)

1 + Vv̄x/c2

u3 = ū3 =⇒ γ(v)vz = γ(v̄)v̄z =⇒ vz =
v̄z/γ(V)

1 + Vv̄x/c2
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]
=⇒

�
�

�
�γ(v) = γ(V)γ(v̄)

[
1 + Vv̄x/c2

]

TL: u1 = γ(V)
[
β(V)ū0 + ū1
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β(V)ū0 + ū1
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β(V)ū0 + ū1
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β(V)ū0 + ū1
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Referencial ¯(O): (ūµ) = γ(v̄)(1, ~̄v/c)

TL: u0 = γ(V)
[
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u3 = ū3 =⇒ γ(v)vz = γ(v̄)v̄z =⇒ vz =
v̄z/γ(V)

1 + Vv̄x/c2

23 / 23



“Relatividade Especial I”

Bibliografia

H. Stephani
Relativity
Cambridge, 2004.

W. Rindler
Relativity
Oxford, 2006.

G. L. Naber
The Geometry of Minkowski Spacetime
Springer, 2012.

23 / 23


	Relatividade Especial
	Espaço+Tempo
	Espaçotempo
	Cinemática
	Dinâmica Relativística
	Transformações de taxas I
	Transformações de taxas II

	Bibliografia

