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4.4.2. Elemento retangular a tensao plana. Geracao de funcoes de forma.
Convergéncia, continuidade e compatibilidade. Elementos isoparamétricos.

A medida que se busquem novos elementos para reproduzir condicbes de
deformacdo mais complicadas, também as funcdes de deslocamento e de forma se
tornam mais complexas.

A funcao deslocamento e seus coeficientes podem ser escritos na forma

{uln = [o] {0}

Portanto quanto maior o nimero de nds, maior também o numero de termos da
funcédo ¢. Esta ultima, se polinominal pode ter seus termos ilustrados no triangulo de
Pascal.

X Ty I ordem

v‘XZW ‘,Xy y2 2 ordem

‘ x3 v vxzyll b)‘(y,2> y3 3 ordem

’_X4“ ,X3yvv x%y? ‘b‘Xy3 | 'y‘_‘\ 4 ordem

Figura 4.13-A - Tridngulo de Pascal
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Tridngulo de Pascal & um triangulo aritmético infinito onde 1 ! 1

sao dispostos os coeficientes das expansdes binominais. Os 1 2 1
numeros que compbem o tridngulo apresentam diversas 1 3 3 1
propriedades e relactes. Essa representacao geométrica foi 1 46 41
estudada pelo matematico chinés Yang Hui (1238-1258) e 1 510105 1
por muitos outros matematicos. 1 61520156 1

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
_____ 1 4 6 4 1
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. o
A LINEAR

8 4
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Figura 4.13-b - Elemento retangular de 8 nés

Neste caso tem-se 8 nés e

O = Ol4+0lp X + Olg Y + Oy X2 + Olg XY + Olg Y2 + Ol X2y + Olg Xy?

Obs.: Polindmio de 32 ordem incompleto (faltam os termos x3 e y3.)
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Ao escolher os termos deve-se observar o seguinte:

a) Deve haver simetria entre x e y senao o elemento tem comportamento diferente
nessas duas direcoes.

b) Reter preferencialmente os termos de ordem mais baixa pois dao melhor
aproximacao.

A linha 1-8-7 (x = cte) descreve o comportamento de um lado do elemento e €
representada por uma equacéo do tipo: | ¢ =B + Bo Y + B3 Y2

que tem 3 parametros.

E importante notar que a fungdo deslocamento é um polinémio incompleto de 32
ordem e o lado se deforma segundo uma funcédo quadratica (22 ordem). Mas como se
tem 3 parametros e 3 nds nessa curva e por tanto 3 valores de y, ela fica
univocamente determinada. Isto assegura continuidade entre elementos. Por isso
nao € possivel a associacao da figura 4.14 :
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L]

B C Lado de B s6 se deforma
linearmente (2 nds no lado)

Figura 4.14 - Continuidade inter-elementar.

Deve existir compatibilidade dos elementos em termos de continuidade de
deslocamentos inter-elementares. Caso ndao haja compatibilidade, quando os nos
comuns entre 2 elementos adjacentes sofrem uma deflexdo, determinam uma
equagao para deslocamento da aresta de um elemento e outra diferente para a
aresta do outro elemento (vetores de deslocamento diferentes nos dois lados)

No caso de flexdo ha necessidade de continuidade de deslocamentos e
curvaturas, como sera visto adiante. Neste caso, quando ¢ satisfaz todas as
continuidades ela é chamada conforme; quando satisfaz s6 continuidade de
deslocamento é chamada nao conforme (derivadas de deslocamentos diferentes

nos dois lados da fronteira dos elementos). Ex.: Barril
5
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O método dos Elementos Finitos substitui os infinitos gdl do sistema por um
n° finito deles. Portanto cuidados devem ser tomados para que os resultados
convirjam para o valor correto.

Na figura 4.15 vé-se que a medida que se aumenta o numero de gdl do
sistema, a solucao converge para o valor exato. Além disso, o0 elemento mais
complexo € "mais exato" para um mesmo numero total de gdl do sistema.

Valor exato

g oS
\0 A
S and® A
5 0 gdl do
@(&‘ elemento

; »
N gdl do sistem a

Deslocamento

Figura 4.15 : Convergéncia

Os elementos com fun¢des ndo conformes podem convergir por baixo ou por
cima e as vezes mais rapidamente.

Assim, mesmo satisfazendo as condi¢cdes de continuidade, as fungcdes de
deslocamento devem satisfazer 3 critérios de convergéncia.
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Critério 1: “As funcdes de deslocamento devem ser tais que elas ndo permitam
deformagdes no elemento quando os deslocamentos nodais s&o causados por
um movimento do corpo rigido”. Isto implica no seguinte:

1 1 0

fa), = {3 > L =1

Se {e} = [B] [u], , para

1 1 0

O significado fisico deste critério é auto-evidente. A implicacdo é que deve existir
termo independente em N — isto pode ser visto analisando
u (xy) = NU; + NU; + N,Up,, no exemplo do triangulo a tensao plana ja dado.

Critério 2: “As funcdes de deslocamento devem ser tais a possibilitar uma
condicao de deformacao constante quando os deslocamentos nodais sao
compativeis com esta condicao”.

O critério anterior € um caso particular deste. Aqui a idéias basica € que a
diminuicao progressiva da malha leva a condi¢cao de deformacgao constante e o
elemento deve poder descrever isto. Ou seja, o elemento deve, no minimo,
possibilitar a condigao de deformacao constante em seu interior.
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Neste caso, a implicacdo € que devem existir termos em N que permitam as derivadas
usadas para expressar {e€} assumir valor constante. Em tensao plana exigem-se o0s
termos x e y, e em flexao pura (a ser vista adiante) os termos x2, y?> e xy para as
deformacdes assumirem valor constante.

Critério_3:"As funcbes de deslocamento devem ser tais que as deformacdes na
interface entre elementos seja finita".

Como as deformacdes sao expressas em termos de derivadas (de 12 ordem em TP
e de 22 em flexdo) isso implica na continuidade e existéncia dessas derivadas. De um
modo genérico se as derivadas usadas em {e} sdo de ordem m entdo as derivadas até
(m-1) devem ser continuas.

Uma vez que ¢ satisfaca esses 3 critérios a proxima pergunta a ser feita €: Sera boa
a aproximacao? Ou: Como pode ser melhorada?

De um modo geral a aproximacao depende:

a) ordem p da fungao ¢. Se a solugcao exata € uma deformacao do elemento de
forma quadratica, p = 2 dara a solugao exata,

b) tamanho da malha h. Para uma mesma estrutura a malha mais fina implica em
aumentar o n® de gdl e portanto aumentar sua capacidade de expressar situacbes mais

complexas de deformacéo. )
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A ordem de convergéncia é denotada por O(hP+!). Por exemplo para ¢ linear
tem-se O(h?), o que implica em dizer que o erro em deslocamento é reduzido a 1/4
se o tamanho da malha é reduzida a metade. No caso para ¢ cubica quando ocorre
uma reducao do tamanho da malha a metade, reduz-se o erro em rigidez (ou
deslocamento) de 16 vezes ou 1600% !!

No mesmo raciocinio, se as deformacdes (ou tensdes) sdo dadas pela
m-ésima derivada de ¢, a ordem de convergéncia sera O(hP+'-M). A energia de
deformacéo sendo proporcional ao quadrado das deformagdes serda O(h%P+1-m)),

Prosseguindo com o exemplo dado (QUADS):

Uj = Oy + QX + OgY| + O0X{ + OlsXiY; + OlgY® + 07X + OlgXiy?
Dai, pode-se apresentar também os deslocamentos como sendo
{ul, = [A] {a}
As funcoes de deslocamento podem ser expressas por:
o = {P}t- {a}; com {P}t = {1,x,y,x?,xy,y?,x2y,xy?}

¢ = {P}'- |AI""- {u},
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Logo, para determinar os coeficientes da funcdo de deslocamento é
necessario inverter uma matriz, 0 que nem sempre € pratico e/ou possivel.

Neste ponto entra em cena um novo tipo de funcdes de deslocamento que
sdo as funcoes de forma. A primeira vantagem é que é possivel determinar-se
diretamente a fungao de forma N por inspe¢ao. Ex.: um retdngulo com 4 nés.

Inicialmente faz-se uma mudanga de coordenadas para facilitar a operacgao.

mM
y m AT] l — A nzl
: &—X_gl(g m T
2b , > 3
Ci —v >
i 2a J N b . .\g:
> 1 J

Figura 4.16 - Funcao de forma.
Precisa-se Ntalque N,=lem1eOemj=1.

N, = 1/4 (1+&:€) (1+mm;) satisfaz as condicdes:

10
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N6 (& Hm) N
i (-1, -1) Ni=1/4 (1-€) . (1-m)
J (1,-1) Nj=1/4 (1+§) . (1)
| (1, 1) Nl=1/4 (1+§) . (1+m)
m (-1, 1) Nm=1/4 (1-§) . (1+n)
Prova:
N, em m=1/4 (1+1)(1+1) = 1

N, em i=1/4 (1+1)(1-1)

N, em |=1/4 (1-1)(1+1)

0

0

em j=1/4(1-1)(1-1) = 0

11
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Essas fungdes sdo do tipo N; = 1/4 (1 + n1 + &n + &). Nao séo lineares mas o lado
n=cte tem N, do tipo 1/4(B; + B,-€) e tem dois nds, logo B, e B, sdo Unicos pois tem-se
2 equacgoes e 2 incognitas e a continuidade inter-elementar € garantida. Notar que N,
nao € linear, mas os lados do elemento tem comportamento linear. Como se tem a
12 derivada continua e finita esta satisfeito o critério 3. O critério 1 pode ser
verificado a existéncia do termo independente e como
u=N U +N U+ NgU,+ N, U éuma combinagao linear onde existirao os termos
em n e &. Neste caso {}é proporcional a primeira derivada e portanto o critério 2 é
satisfeito.

y | ! N
m m [(1,1)

> S

> 1 JCLD

Figura 4.17 - Mapeamento através de § e 1.

A segunda vantagem do uso de funcdes de forma € que elas também servem para
fazer uma transformacgao de coordenadas que "normaliza" elementos distorcidos.
Isto é traduzido pelas equagées:

12
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X = N+ N'X + o +N X
y =N, + N’Y o HNLY
z=N'Z + N’Z b N7

Quando N' (§,n,0) = N ({,n,) , o elemento é chamado iso-paramétrico.

Desta forma, € possivel trabalhar-se com quadrilateros genéricos e nao se ficar
limitado a retangulos.

No caso de QUADS, vale para os nos dos cantos:

n
0.1)

»

A

A\

<>

T 0,1)

Figura 4.18 - Elemento QUADS.

13
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N;=1/4 (1 + EE)(1 + Mm;)( EE, + mm,; —1); para os nds no meio dos lados vale

J.Lirani

N;=1/2(1-8)(1 +mn); paran; = £1
Ni=1/2 (1 + &5)(1 - n?); para g; = +1
As coordenadas &m,{ trazem uma complicacdo no calculo de [B] onde

precisamos . Mas isto € amplamente recompensado por propiciar obter N

diretamente e por possibilitar o0 uso de quadrilateros genéricos em vez de
retdngulos.

O préximo passo agora € determinar [B]

As diferenciacoes sao do tipo:

N, N ax N 9y N, %z
of  ox of  dy of 0z Of

14
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Os termos z e  sao incluidos por questdo de generalidade:

N | Jox oy Az faw,
o& o 9 9| | ax
ON,| |ox dy 0z oN;
o |om an an| |0y
ON,| | dy oz | |aN,
o) o¢ a¢ o] loc

Matriz de Jacobi [J]

ON; oN;

_ B . A g
onde: x =Y N mE) x Tem-se & ||| _,pi)aN,
y:ZNi(flﬂlg)'yi dy 877

N, oN;

Z=2Ni(§r77,§)‘zi a_Z g

Outra propriedade de [J] &: ||  dwdydz =[ detls]- aéands

Isto facilitard o passo seguinte para a integracdo numérica de [B]" [D] [B].

15
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4.4.3-Integracao Numérica - Quadratura de Gauss

Como ja foi visto, no triangulo linear a tensao plana a matriz [B] é uma matriz
numeérica. Para todos os outros elementos esta ultima contém elementos que séo
funcdes, portanto, para se calcular as matrizes elementares é necessario fazer-se uma
integracdo, onde o integrando € uma matriz cujos elementos sao do tipo f(§,n,(). A
integral da matriz implica numa matriz resultante cujos elementos sao do tipo:

1=[ sEn)avor=[ [ [ r&naganag

Vé-se aqui que as novas coordenadas facilitam também os limites de integracao.

Existem varios métodos para se fazer uma integracdo numérica. Na
integracdo numeérica mais simples (argumentos igualmente espagados) tem-se:

1= e = M) s e re) + oo, )

f(x)

A .

a X2 X3 xn-1 b X

Figura 4.19 - Integragdao numérica

16
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Conhecido como regra de Simpson para n pontos. Vé-se que a integracao classica
é substituida por uma somatdria onde se conhece o valor da funcdo nos pontos e 0s
parametros o, sdo tabelados. Este ultimo procedimento € mais adequado para
computadores digitais (o primeiro tipo tem solugdo em computadores analdgicos).

O método da Quadratura de Gauss especifica também o espagamento no
intervalo(-1,1), que j& € o intervalo do presente caso, e também coeficientes de
ponderagao H, que séo tabelados em fungao do n°de pontos.

Para o caso plano: 1= [ e = [ f&)a¢ EZI H f()

L= [ [ g yddy =Y B> Hig(E;,m)
i=1  j=1

Para o caso geral: 1= 22 HHH,f(&n, )

m=1j=1i=1

E claro que os pontos (&M;,Cm) estéo distribuidos no interior ou arestas/faces do
elemento. Maiores detalhes podem ser achados em qualquer texto de Calculo Numérico.

Esta integracdo é o ultimo passo na obtencdo da matriz de rigidez (ou massa)
elementar.

17
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4.4.4. Flexao pura. Elementos nao-conformes e continuidade de nao curvatura.
Elemento retangular a flexao pura. Quadrilatero genérico a flexao pura.

A flexdo pura constitui-se num importante topico de elasticidade, pois inUmeros
problemas sdo descritos por ela. Ela também € importante para se poder expressar o
estado geral de tensdo com 6 gdli/nd. Este ultimo tipo de problema é chamado

problema de casca porque as cascas de concreto sao submetidas a esse estado de
tensao.

casca = tenséao plana + flexao pura
u, v, w, = u,v, o, + w, 0,, ey
-0,, 6,, 6,
Em flexao pura os gdi/né sao w, 6, e 6, e vale, segundo a teoria de placas e cascas:
82
W T
v ow {g} —J_ i
Hx =\ 5 A 2 w
dy e as deformacoes dy
0, 0 02
w
- 2 w
ox dxdy
e também w = {N} {u}, = N;wy + Now, + ... + Nw,,

18
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Nota-se que neste caso € necessario explicitar somente w, uma vez que 6, e 0,
dependem desta ultima variavel.

As tensOes agora sao momento/unidade de comprimento do lado do elemento

{o} =

X X

X

y

<

xy

{c} e {e} sdo assim definidos para possibilitar {€}!- {c} = {1} trabalho interno conforme

teoria de placas.
Entao:

€ neste caso

Y %N,
- ox? 090 - ox>
2 0N
[B] = _9 ]Zl’ 0 0 -—"
dy ox
9°N, 0 0 282Nn
oxdy 0xdy
£ 1 v 0
t
[D]=—12(1_V2)' v 1 191/
0O 0 ——

19
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Agora basta especificar N, e 0 resto segue a rotina j& mostrada. A escolha de N, &
agora mais complicada porque se tem que ter continuidade da 12 derivada para {u}; e da
22 derivada para {g}, e isso implica em continuidade de deslocamento e curvatura.

E mais comum usar-se N, ndo-conforme, isto é, s satifazendo continuidade de
deslocamento.
No caso de retangulo de 4 nos a flexdo pura pode-se usar:

W=0l; + OoX + Olgy + 0yX2 + OleXY + Olgy2 + 01X + OlgXY? + 0lgX?Y + 0Ly + 0Ly X3y + 0LyoXY?

Obs.: Polinbmio de 42 ordem incompleto.

Pode-se notar que para x = cte, por exemplo, os deslocamentos variarao segundo uma
cubica que € definida por quatro constantes. Como se tem 2 nés num lado e, portanto, 2
deslocamentos e 2 curvaturas, a cubica é definida univocamente e a continuidade de w é
garantida. Considerando agora 6y=dw/dx ao longo desse mesmo lado, continua-se com
uma clbica mas so dois valores de 6, s&o disponiveis e portanto nao ha continuidade da
curvatura normal. Trata-se portanto de um elemento nao conforme.

Nao é facil a deducdo de um quadrildtero genérico a flexdo pura. Se uma
transformagao de coordenadas € usada, o critério da continuidade da curvatura € violado,
0 que ndo impediria seu uso, porém o desempenho do elemento é ruim apesar de poder
convergir para o valor exato.

20
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Uma maneira de se contornar isto é dividir o problema em 4 tridngulos a flexao (cuja
deducdo € mais simples e cujo desempenho é bom) e depois eliminar o né central
artificiosamente ?, por condensacéao estatica.

Figura 4.20 - Quadrilatero subdividido.

Mesmo no triangulo a flexao, surge um problema porque se tem 9 parametros
nodais mas uma cubica completa tem dez termos e qualquer omissdo poderia ser

arbitraria.

Neste caso, usam-se coordenadas de area. Cada ponto do triangulo € definido
por P(L, , Ly, Ls). O aumento do numero de coordenadas permite a resolugao do
problema, pois se esta no plano, apesar de o ponto P necessitar de 3 coordenadas :

dreal23

drea p23

drea pl3

dreal23

drea pl12
dreal23

As fungOes de forma sao obtidas diretamente neste caso:

21
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1

Figura 4.21 - Coordenadas de area.

Uma cubica completa teria 10 termos 0s quais expressos nas coordenadas de
area, seriam:

L},L,LY, vL,, L’L,, L’L,, L%, L,L%, L,L}, LL,L,

Neste ponto € preciso considerar mais em detalhe o nome "fungdes de forma".
Na realidade, pode-se dizer que cada fungdo de forma representa uma "forma
fundamental" do elemento. Na figura a seguir estao representadas 2 dessas formas
associadas as respectivas funcdes de um elemento retangular de 8 nds. Pode-se
dizer entao, usando um exagero de linguagem, que "o elemento pode assumir
qualquer forma que seja uma combinacao linear dessas formas fundamentais”.

22
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(B Ng=+(1-8)a-n)

Figura 4.22 — Funcdes de Forma

Voltando ao presente problema, cada termo da série representa uma forma como
indicado abaixo. Pode-se entao tentar "desprezar conscientemente" a forma menos
necessaria e ficar com 9 termos apenas. A seguir € necessario resolver os problemas
de derivacdo e de integracdo numérica usando coordenadas de area, isto ndo sera
feito aqui, mas estas deducdes podem ser achadas na literatura de Elementos Finitos.

23
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1
2

g

w= AL

AN

~

2

denadas de area

Fig. 4.23 - Algumas fung¢des basicas em coor
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4.4.5 Elemento prismatico retangular ou hexaedro em estrutura solida.

Também importantes, sdo os elementos sdlidos. Eles possuem somente os 3 gdl
lineares por nd - ndo foi possivel deduzir até 0 momento este elemento com 6 gdl/nd.

u

fu}=1v

w

eusa-se N;=1/8 (1 +g)(1 + mm;)(1+CC)

As rotacbes 0x, 0y, 6z , na pratica, podem ser desprezadas por terem grandeza muito
peguena. Assim, a teoria aproxima-se da realidade. Ndo é possivel equacionar-se as
rotagcOes na teoria, porém estas podem ser desconsideradas na pratica, 0 que nao
torna a teoria invalida, mesmo com estas limitagoes .

25
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4.4.6 Vigas

O elemento viga, incluido nos programas, na realidade € um elemento que néo
usa a teoria dos elementos finitos visto que pode ser deduzido da teoria tradicional de
maneira semelhante a que foi feita no método das variaveis distribuidas.

Desta forma termina aqui este breve apanhado sobre a teoria dos Elementos
Finitos. Aqueles que quiserem aprofundar-se nesta teoria terdo seus passos
facilitados, visto que os pontos principais foram abordados.

Porém volta-se a atencao para aqueles cujo problema a penas comecou: a
obtencao das matrizes de rigidez e de massa pelo método dos Elementos Finitos € so
o primeiro passo. Resta agora fazer as analises estatica e dinamica das estruturas.

26



