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4.4.2. Elemento retangular a tensão plana. Geração de funções de forma. 
Convergência, continuidade e compatibilidade. Elementos isoparamétricos.

A medida que se busquem novos elementos para reproduzir condições de 
deformação mais complicadas, também as funções de deslocamento e de forma se 
tornam mais complexas. 

A função deslocamento e seus coeficientes podem ser escritos na forma

{u}n = [α] {φ}

Portanto quanto maior o número de nós, maior também o número de termos da 
função φ. Esta última, se polinominal pode ter seus termos ilustrados no triângulo de 
Pascal.

Figura 4.13-A - Triângulo de Pascal
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Figura 4.13-b - Elemento retangular de 8 nós

Neste caso tem-se 8 nós e

φ = α1+α2 x + α3 y + α4 x2 + α5 xy + α6 y2 + α7 x2y + α8 xy2

Obs.: Polinômio de 3a ordem incompleto (faltam os termos x3 e y3.)
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Ao escolher os termos deve-se observar o seguinte:

a) Deve haver simetria entre x e y senão o elemento tem comportamento diferente 
nessas duas direções.

b) Reter preferencialmente os termos de ordem mais baixa pois dão melhor 
aproximação.

A linha 1-8-7 (x = cte) descreve o comportamento de um lado do elemento e é
representada por uma equação do tipo: φ = β1 + β2 y + β3 y2

que tem 3 parâmetros. 

É importante notar que a função deslocamento é um polinômio incompleto de 3ª
ordem e o lado se deforma segundo uma função quadrática (2ª ordem). Mas como se 
tem 3 parâmetros e 3 nós nessa curva e por tanto 3 valores de y, ela fica 
unívocamente determinada. Isto assegura continuidade entre elementos. Por isso 
não é possível a associação da figura 4.14 :
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Figura 4.14 - Continuidade inter-elementar.

Deve existir compatibilidade dos elementos em termos de continuidade de 
deslocamentos inter-elementares. Caso não haja compatibilidade, quando os nós 
comuns entre 2 elementos adjacentes sofrem uma deflexão, determinam uma 
equação para deslocamento da aresta de um elemento e outra diferente para a 
aresta do outro elemento (vetores de deslocamento diferentes nos dois lados)

No caso de flexão há necessidade de continuidade de deslocamentos e 
curvaturas, como será visto adiante. Neste caso, quando φ satisfaz todas as 
continuidades ela é chamada conforme; quando satisfaz só continuidade de 
deslocamento é chamada não conforme (derivadas de deslocamentos diferentes 
nos dois lados da fronteira dos elementos). Ex.: Barril
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O método dos Elementos Finitos substitui os infinitos gdl do sistema por um 
n°finito deles. Portanto cuidados devem ser tomados para que os resultados 
convirjam para o valor correto.

Na figura 4.15 vê-se que à medida que se aumenta o número de gdl do 
sistema, a solução converge para o valor exato. Além disso, o elemento mais 
complexo é "mais exato" para um mesmo número total de gdl do sistema.

Figura 4.15 : Convergência

Os elementos com funções não conformes podem convergir por baixo ou por 
cima e às vezes mais rapidamente.

Assim, mesmo satisfazendo às condições de continuidade, as funções de 
deslocamento devem satisfazer 3 critérios de convergência.
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Critério 1: “As funções de deslocamento devem ser tais que elas não permitam 
deformações no elemento quando os deslocamentos nodais são causados por 
um movimento do corpo rígido”. Isto implica no seguinte: 

Se {ε} = [B] [u]n , para 
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O significado físico deste critério é auto-evidente. A implicação é que deve existir 
termo independente em N – isto pode ser visto analisando 
u (x,y) = NiUi + NjUj + NmUm no exemplo do triângulo a tensão plana já dado.

Critério 2: “As funções de deslocamento devem ser tais a possibilitar uma 
condição de deformação constante quando os deslocamentos nodais são 
compatíveis com esta condição”. 
O critério anterior é um caso particular deste. Aqui a idéias básica é que a 
diminuição progressiva da malha leva à condição de deformação constante e o 
elemento deve poder descrever isto. Ou seja, o elemento deve, no mínimo, 
possibilitar a condição de deformação constante em seu interior.
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Neste caso, a implicação é que devem existir termos em N que permitam às derivadas 
usadas para expressar {ε} assumir valor constante. Em tensão plana exigem-se os 
termos x e y, e em flexão pura (a ser vista adiante) os termos x², y² e xy para as 
deformações  assumirem valor constante.

Critério 3:"As funções de deslocamento devem ser tais que as deformações na 
interface entre elementos seja finita".

Como as deformações são expressas em termos de derivadas (de 1ª ordem em TP 
e de 2ª em flexão) isso implica na continuidade e existência dessas derivadas. De um 
modo genérico se as derivadas usadas em {ε} são de ordem m então as derivadas até
(m-1) devem ser contínuas.

Uma vez que φ satisfaça esses 3 critérios a próxima pergunta a ser feita é: Será boa 
a aproximação? Ou: Como pode ser melhorada?

De um modo geral a aproximação depende: 

a) ordem p da função φ. Se a solução exata é uma deformação do elemento de 
forma quadrática, p = 2 dará a solução exata, 

b) tamanho da malha h. Para uma mesma estrutura a malha mais fina implica em 
aumentar o nº de gdl e portanto aumentar sua capacidade de expressar situações mais 
complexas de deformação.
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A ordem de convergência é denotada por O(hP+1). Por exemplo para φ linear 
tem-se O(h2), o que implica em dizer que o erro em deslocamento é reduzido a 1/4 
se o tamanho da malha é reduzida à metade. No caso para φ cúbica quando ocorre 
uma redução do tamanho da malha à metade, reduz-se o erro em rigidez (ou 
deslocamento) de 16 vezes ou 1600% !!

No mesmo raciocínio, se as deformações (ou tensões) são dadas pela  
m-ésima derivada de φ, a ordem de convergência será O(hp+1-m). A energia de 
deformação sendo proporcional ao quadrado das deformações será O(h2⋅(p+1-m)).

Prosseguindo com o exemplo dado (QUAD8):

ui = α1 + α2xi + α3yi + α4xi
2 + α5xiyi + α6yi

2 + α7xi
2yi + α8xiyi

2

Daí, pode-se apresentar também os deslocamentos como sendo

{u}n = [A] {α}

As funções de deslocamento podem ser expressas por:

φ = {P}t ⋅ {α};       com {P}t = {1,x,y,x2,xy,y2,x2y,xy2}

φ = {P}t ⋅ |A|- 1⋅ {u}n
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Logo, para determinar os coeficientes da função de deslocamento é
necessário inverter uma matriz, o que nem sempre é prático e/ou possível.

Neste ponto entra em cena um novo tipo de funções de deslocamento que 
são as funções de forma. A primeira vantagem é que é possível determinar-se 
diretamente a função de forma N por inspeção. Ex.: um retângulo com 4 nós.

Inicialmente faz-se uma mudança de coordenadas para facilitar a operação.

y

x

2a

2b
ξ

η

i j

lm

ci

ξ=x-xc
       a

η=y-yc

       b

ξ

ξ=1

η
η=1

i j

lm

Figura 4.16 - Função de forma.

Precisa-se N tal que Ni = l em1 e 0 em j ≠ 1.

Ni = 1/4 (1+ξ⋅ξi) (1+η⋅ηi) satisfaz as condições:
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Prova:

Nm em  m = 1/4 (1+1)(1+1) = 1

Nm em  i = 1/4 (1+1)(1-1) = 0

Nm em  l = 1/4 (1-1)(1+1) = 0

Nm em  j = 1/4 (1-1)(1-1) = 0

Nó ( ξI , ηi )                     N

i                          (-1, -1)             Ni = 1/4 (1-ξ) . (1-η)

j                          ( 1, -1)             Nj = 1/4 (1+ξ) . (1-η)

l                          ( 1,  1)             Nl = 1/4 (1+ξ) . (1+η)

m                        (-1,  1)            Nm = 1/4 (1-ξ) . (1+η)
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Essas funções são do tipo Ni = 1/4 (1 + η + ξη + ξ). Não são lineares mas o lado 
η=cte tem Ni do tipo 1/4(β1 + β2⋅ξ) e tem dois nós, logo β1 e β2 são únicos pois tem-se 
2 equações e 2 incógnitas e a continuidade inter-elementar é garantida. Notar que Ni
não é linear, mas os lados do elemento tem comportamento linear. Como se tem a 
1ª derivada contínua e finita está satisfeito o critério 3. O critério 1 pode ser 
verificado à existência do termo independente e como 
u = NI UI + Nj Uj + Nm Um + Nl Ul é uma combinação linear onde existirão os termos 
em η e ξ. Neste caso {ξ}é proporcional a primeira derivada e portanto o critério 2 é
satisfeito.

y
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i j

l

m

c
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η

i j

lm

(-1,1)

(1,1)

c

Figura 4.17 - Mapeamento através de ξ e η.

A segunda vantagem do uso de funções de forma é que elas também servem para 
fazer uma transformação de coordenadas que "normaliza" elementos distorcidos. 
Isto é traduzido pelas equações:
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x = N’iXi + N’jXj + ... +N’mXm
y = N’iYi + N’jYj + ... +N’mYm
z = N’iZi + N’jZj + ... +N’mZm

Quando N' (ξ,η,ζ) = N (ξ,η,ζ) , o elemento é chamado iso-paramétrico.

Desta forma, é possível trabalhar-se com quadriláteros genéricos e não se ficar 
limitado a retângulos.

No caso de QUAD8, vale para os nós dos cantos:

ξ

η
(0,1)

(0,-1)

Figura 4.18 - Elemento QUAD8.
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Ni = 1/4 (1 + ξξi)(1 + ηηi)( ξξi + ηηi –1); para os nós no meio dos lados vale

Ni = 1/2 (1 - ξ²)(1 + ηηi); para ηi = ±1

Ni = 1/2 (1 + ξξi)(1 - η²); para ξi = ±1

As coordenadas ξ,η,ζ trazem uma complicação no cálculo de [B] onde 
precisamos . Mas isto é amplamente recompensado por propiciar obter N 
diretamente e por possibilitar o uso de quadriláteros genéricos em vez de 
retângulos.

O próximo passo agora é determinar [B]
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Os termos z e ζ são incluídos por questão de generalidade:
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Matriz de Jacobi [J]

onde:

( )∑ ⋅= ii yNy ζηξ ,,

( )∑ ⋅= ii xNx ζηξ ,,

( )∑ ⋅= ii zNz ζηξ ,,

Tem-se : [ ]
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Outra propriedade de [J] é: [ ]∫∫ ⋅=
volvol

dddJdxdydz ζηξdet

Isto facilitará o passo seguinte para a integração numérica de [B]T [D] [B].
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4.4.3-Integração Numérica - Quadratura de Gauss

Como já foi visto, no triângulo linear a tensão plana a matriz [B] é uma matriz 
numérica. Para todos os outros elementos esta última contém elementos que são 
funções, portanto, para se calcular as matrizes elementares é necessário fazer-se uma 
integração, onde o integrando é uma matriz cujos elementos são do tipo f(ξ,η,ζ). A 
integral da matriz implica numa matriz resultante cujos elementos são do tipo:

( ) ( )∫ ∫ ∫∫ − − −
==

1

1

1

1

1

1
ζηξζηξζηξ dddfdvolfI

vol
,,,,

Vê-se aqui que as novas coordenadas facilitam também os limites de integração.

Existem vários métodos para se fazer uma integração numérica. Na 
integração numérica mais simples (argumentos igualmente espaçados) tem-se:

( ) ( ) ( ) ( )[ ]1122111
1

−−++≅= ∫ nn

b

a

xfxfxf
n

dxxfI ααα K

a bx2 x3 xn-1

f(x)

x

Figura 4.19 - Integração numérica
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Conhecido como regra de Simpson para n pontos. Vê-se que a integração clássica 
é substituída por uma somatória onde se conhece o valor da função nos pontos e os 
parâmetros αi são tabelados. Este último procedimento é mais adequado para 
computadores digitais (o primeiro tipo tem solução em computadores analógicos).

O método da Quadratura de Gauss especifica também o espaçamento no 
intervalo(-1,1), que já é o intervalo do presente caso, e também coeficientes de 
ponderação Hi que são tabelados em função do n°de pontos.

Para o caso plano: ∑∫ ∫
=

−
≅==

n

i

ii

b

a
fHdfdxxfI

1

1

11 )()()( ξζξ

∫ ∫ ∑ ∑
= =

≅=
b

a

d

c

n

i

n

j

ijji gHHdxdyyxgI
1 1

2 ),(),( ηξ

Para o caso geral: ∑∑∑
= = =

=
n

m

n

j

n

i

mjimji fHHHI
1 1 1

),,( ζηξ

É claro que os pontos (ξi,ηj,ζm) estão distribuídos no interior ou arestas/faces do 
elemento. Maiores detalhes podem ser achados em qualquer texto de Cálculo Numérico.

Esta integração é o último passo na obtenção da matriz de rigidez (ou massa) 
elementar.
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4.4.4. Flexão pura. Elementos não-conformes e continuidade de não curvatura. 
Elemento retangular a flexão pura. Quadrilátero genérico a flexão pura.

A flexão pura constitui-se num importante tópico de elasticidade, pois inúmeros 
problemas são descritos por ela. Ela também é importante para se poder expressar o 
estado geral de tensão com 6 gdl/nó. Este último tipo de problema é chamado 
problema de casca porque as cascas de concreto são submetidas a esse estado de 
tensão.

casca = tensão plana + flexão pura

u, v, w, = u, v, θz + w, θx, θy
-θx, θy, θz

Em flexão pura os gdl/nó são w, θx e θy e vale, segundo a teoria de placas e cascas:
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e as deformações

e também w = {N}t {u}n = N1w1 + N2w2 + … + Nnwn
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Nota-se que neste caso é necessário explicitar somente w, uma vez que θx e θy 

dependem desta última variável.

As tensões agora são momento/unidade de comprimento do lado do elemento

















=

xy

y

x

M

M

M

}{σ

{σ} e {ε} são assim definidos para possibilitar {ε}t . {σ} = {τ} trabalho interno conforme 
teoria de placas.
Então:
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Agora basta especificar Ni e o resto segue a rotina já mostrada. A escolha de Ni é
agora mais complicada porque se tem que ter continuidade da 1ª derivada para {u}i e da 
2ª derivada para {ε}, e isso implica em continuidade de deslocamento e curvatura.

É mais comum usar-se Ni não-conforme, isto é, só satifazendo continuidade de 
deslocamento.

No caso de retângulo de 4 nós a flexão pura pode-se usar:

w=α1 + α2x + α3y + α4x2 + α5xy + α6y2 + α7x3 + α8xy2 + α9x2y + α10y3 + α11x3y + α12xy3

Obs.: Polinômio de 4a ordem incompleto.

Pode-se notar que para x = cte, por exemplo, os deslocamentos variarão segundo uma 
cúbica que é definida por quatro constantes. Como se tem 2 nós num lado e, portanto, 2 
deslocamentos e 2 curvaturas, a cúbica é definida unívocamente e a continuidade de w é
garantida. Considerando agora θy=dw/dx  ao longo desse mesmo lado, continua-se com 
uma cúbica mas só dois valores de θy são disponíveis e portanto não há continuidade da 
curvatura normal. Trata-se portanto de um elemento não conforme.

Não é fácil a dedução de um quadrilátero genérico a flexão pura. Se uma 
transformação de coordenadas é usada, o critério da continuidade da curvatura é violado, 
o que não impediria seu uso, porém o desempenho do elemento é ruim apesar de poder 
convergir para o valor exato.
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Uma maneira de se contornar isto é dividir o problema em 4 triângulos a flexão (cuja 
dedução é mais simples e cujo desempenho é bom) e depois eliminar o nó central 
artificiosamente ?, por condensação estática.

Figura 4.20 - Quadrilátero subdividido.

Mesmo no triângulo a flexão, surge um problema porque se tem 9 parâmetros 
nodais mas uma cúbica completa tem dez termos e qualquer omissão poderia ser 
arbitrária.

Neste caso, usam-se coordenadas de área. Cada ponto do triângulo é definido 
por P(L1 , L2, L3). O aumento do número de coordenadas permite a resolução do 
problema, pois se está no plano, apesar de o ponto P necessitar de 3 coordenadas :

23

23
1

lárea

párea
L =

23

13
2

lárea

párea
L =

23

12
3

lárea

párea
L =

As funções de forma são obtidas diretamente neste caso:

N1 = L1 ,   N2 = L2 e   N3 = L3
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1

2

3

P

Figura 4.21 - Coordenadas de área.

Uma cúbica completa teria 10 termos os quais expressos nas coordenadas de 
área, seriam:

3
3

3
2

3
1 L,L,L ,  2

2
1LL , 3

2
2LL , 1

2
3LL , 2

21LL , 2
32LL , 2

13LL , 321 LLL

Neste ponto é preciso considerar mais em detalhe o nome "funções de forma". 
Na realidade, pode-se dizer que cada função de forma representa uma "forma 
fundamental" do elemento. Na figura a seguir estão representadas 2 dessas formas 
associadas às respectivas funções de um elemento retangular de 8 nós. Pode-se 
dizer então, usando um exagero de linguagem, que "o elemento pode assumir 
qualquer forma que seja uma combinação linear dessas formas fundamentais".
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Figura 4.22 – Funções de Forma

Voltando ao presente problema, cada termo da série representa uma forma como 
indicado abaixo. Pode-se então tentar "desprezar conscientemente" a forma menos 
necessária e ficar com 9 termos apenas. A seguir é necessário resolver os problemas 
de derivação e de integração numérica usando coordenadas de área, isto não será
feito aqui, mas estas deduções podem ser achadas na literatura de Elementos Finitos.
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Fig. 4.23 - Algumas funções básicas em coordenadas de área
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4.4.5 Elemento prismático retangular ou hexaedro em estrutura sólida.

Também importantes, são os elementos sólidos. Eles possuem somente os 3 gdl 
lineares por nó - não foi possível deduzir até o momento este elemento com 6 gdl/nó.

e usa-se    Ni = 1/8 (1 + ξξi)(1 + ηηi)(1+ζζi)

As rotações θx, θy, θz , na prática, podem ser desprezadas por terem grandeza muito 
pequena. Assim, a teoria aproxima-se da realidade. Não é possivel equacionar-se as 
rotações na teoria, porém estas podem ser desconsideradas na prática, o que não 
torna a teoria inválida, mesmo com estas limitações .
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4.4.6 Vigas

O elemento viga, incluído nos programas, na realidade é um elemento que não 
usa a teoria dos elementos finitos visto que pode ser deduzido da teoria tradicional de 
maneira semelhante à que foi feita no método das variáveis distribuídas.

Desta forma termina aqui este breve apanhado sobre a teoria dos Elementos 
Finitos. Aqueles que quiserem aprofundar-se nesta teoria terão seus passos 
facilitados, visto que os pontos principais foram abordados.

Porém volta-se a atenção para aqueles cujo problema a penas começou: a 
obtenção das matrizes de rigidez e de massa pelo método dos Elementos Finitos é só
o primeiro passo. Resta agora fazer as análises estática e dinâmica das estruturas.


