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4.4. Alguns Exemplos

4.4.1. Elemento triangular linear a tensao plana. Matrizes Elementares e Matriz
Global.

- Tensao plana : o,, 6, 1, com ¢, = 0, como no caso de uma placa fina no plano
x-y e submetida a P, e P,.

- Deformagao plana : o,, o, 1,, mas ¢, # 0, como um prisma infinito ao longo do
eixo z. Neste caso ¢, ndo contribui no trabalho interno (n&o ha movimentos fora do
plano) de forma que recai no caso anterior e é analisado com o mesmo tipo de
elemento.

YA u
v

(|1,2) = ul, =

><V

Figura 4.6- Elemento triangular.
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As fungdes deslocamentos serédo dadas por:

J.Lirani

u= 061 +062 X+063 y
V = OC4+OC5 X+OL6 y

As constantes o, sdo achadas fazendo-se u = u; e, v = v,

u, 1 2
U, =a;, +a, +a; -2 112 w41
u; =a, +a, -4+ a, - |[A=[1 4 1]=8— J
U, =0 +0 3+a; 4 13 4 a =" 2N s o, —7u)
i J m
8 8
1 1
0{2:§(—3ui+2uj+um) a'3:§(—ui—2uj+3um)

Agora tem-se:

u :é(l3ui + 2u; —7um)+%(—3u,- +2u, +um)-x+%(—ui — 2u; +3u,,) y

ou

u(x,y)=%(—3x—y+13)-ui +%(2x—2y+2)-uj+%(x+3y—7)-um
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Continuando a dedugéo, faz-se 0 mesmo para v = v, e chega-se aos mesmos valores.

u(x,y)_l_ _ 1051 o IOElx a1 O] Juy
{v (x,y)}_L( o y+13)|:0 1}58(2 2y+2)|:0 1}58( t 7){0 1ﬂ j

04 + 0LX + 03y € a forma da fung&o de deslocamento, logo:

-~ 5

< <

< &

J

Ni:%(—3x—y+l3) N.:%(2x—2y+2) Nm=%(x+3y—7)

sao as fungdes deslocamentos. Ja se sabe que: [B] = [L] . [N] e para a tensao plana
tem-se:

I
ax
[B]=[L] [N]=] O
d
3y

9 0 9
—N 0 — 0 —N 0
ox ! ] ox ] ox " )
= 0 —N 0 —N. 0 —N
dy dy ’ ay "
0 0 9 9 9 0
N 2N 2N, 2N 2N 2
dy " ox " dy T oox T ooy " ox "] 4
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No exemplo tomado: (3] =

o0 | =

Nota-se que os elementos de [B] ndo sdo fungdes de (x,y) e desde que {e} = [B]{u},,,
as deformagdes e tensdes sao constantes no interior do elemento (triangulo a tenséo

plana). 1 [0
LRHEH
1 |0
1 v 0
bl=—E v 1 o . 7
12 0 o 1oV e como |[k] :jwl[B] .[p]- [B]- dvoi
2

O triplo produto fornece termos independentes de x e y

[B]" - [D]-[B][ ~avol =[B] -[D]-[B]-1- A

onde:

| L x oy
A=é1rea=51 X;o,
1 xm ym

t = espessura.
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Logo :

K] =t A

64(l — v?)

[9+a 3v+3a
1+ 9a

SIM .

-6+2a 6vV-—-2a -3-3a -9 -a
-2v+6a 2-6a -v—-9a -3-3a
44+4a —-4v—-4a 2-6a 6v — 2a
44+4a —-2v+6a —6+2a

1+ 9a 3v + 3a

9+a

_(1-v)
2

com |q

Para elementos congruentes [K]® € 0 mesmo s6 no caso a) da figura 4.7, no caso b)

as matrizes elementares tém os mesmos numeros em posi¢oes diferentes.

- Arigidez do elemento depende da sua forma, tamanho e propriedades fisicas.

- A matriz de rigidez n&o varia com a translagdo do elemento (somente com rotacao)
- Para a rotacdo necessaria, usam-se as matrizes de transposicéo [T]

A/

Figura 4.7 - Elementos semelhantes.
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Tem-se a matriz de massa, a qual é dada por:

O integrando é:

(] = p[ IN] - [N]- dvor

. ~.
~. ~.

2 oz o=

S

o 2 o = o

o
=

N.

0O N, 0 N

1o N, O N, 0

0
N

m

m

N 0 NN, 0 NN,
NP 0 NN, 0
2
N; 0 N,N,
2
simét. N,’

i“''m

Ou utilizando-se a formulacao agrupada :

M) =

t-A-p
3

Neste ponto € que seriam aplicadas as matrizes [T] conforme ja comentado levando
as matrizes elementares [K]® e [M]® a serem referidas ao sistema global de

coordenadas.
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MATRIZ GLOBAL - MONTAGEM (para o comportamento de toda a estrutura)

As linhas e colunas da matriz global (quer de massa quer de rigidez) seguem
estritamente: a) a numeracao dos nds, b) a ordem dos gdl/né. Por exemplo, num caso
de flexao pura :

W
0}61
0 [ LY ]
o lerWI wi, 6y wi, 6y lelWZ lereyn
W2 kexlrgxl kgxl !eyl kg.xl W o kexl reyn
0., k k ok
— . .. . 6,1,0, Oy, w 0,1,6,,
W =1y | amatriz global de rigidez seria: |[]= i
)-C Wy Wy o WZIgyn
Simétr.
W ka} 6,,
exn - =
0,,

- Cada linha (e coluna) "refere-se" a um certo grau de liberdade do sistema, e.g., a
3°linha "refere-se" a 6, - giro em torno de y do né 1. No cruzamento da 3° linha e
42 coluna tem-se K,y o que € igual a0 momento em torno de y no n6é 1 quando
se desloca 0 né 2 de uma unidade na direcao z.

- E necessario que a ordem de numeragao seja sequencial por ex: 24, 25, 26 ... 39
=16 nds. Um numero "pulado" implica singularidade de [K] e [M] .
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As matrizes elementares seguem o sentido de numeracgao dos nés (anti-horario ou
horario, padronizando-se para o resto dos elementos ).

m (1) U,
fu}, =
i U,
@ i” "
m (1) )
i h, =
@ i) i
| A | B |
elemento de {u}, coord. global elemento de {u}, coord. global
1° 3a 1° 3a
20 4a 2° 4a
3° 13a 3° 1a
4° 14a 4° 2a
5° 1a 5° 13a
6° 2a 6° 14a

Figura 4.8 — Sentido de humeracao caso de tensao plana 9
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Ao contrario de constantes de molas k%; podem ser positivos ou negativos carregando
o sinal inerentemente em si. O significado de k®; negativo € que quando se desloca o

nd j na direcao positiva o nd i recebe forca no sentido negativo.
i j

Kfez,1y< 0
X m I
Z

Figura 4.9 — Retangulo a tensao plana

hi::EZkS
ky = Zk§

A regra de montagem da matriz global € agora simplesmente:

No caso da figura 2.10 com 2 gdI/né:

A B C D
= k11,11 =k Ug, Ug + k Ug, Ug +k Ug, g +k Ug, Ug

Ug Ug

k = kB

Ug, Vo Ue1V10

+ kS,

V1o

Figura 4.10 - Exemplo de montagem
10
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A matriz global de rigidez tem as propriedades:
a) é positiva definida
b) é simétrica
c) é de banda.

I M
Completa : armazena n° elementos
Simétrica : n?/2
Banda : Imx, << n?

« T

Figura 4.11 - Matriz simétrica de banda.
Na Figura 4.11, IM = largura de banda = "maxima distancia" entre nés ligados por
relacdo de rigidez. Na Figura 4.10, o né 6 relaciona-se com todos os demais mas os
nds 2 e 3, por exemplo, ndo estdo relacionados. Notar que apesar da matriz de rigidez
ter muitos zeros, a matriz de flexibilidade estatica, i.e., [K]"' € densamente populada o
que implica que se certo nd é forcado quase todos 0s outros vao se mover, pois

{x}= [K]"-{P}

11
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A largura de banda € assim calculada:
IM=(max(max diferenca, entre n® ndés de cada elemento) + 1))gdl.

11 9 1 7 2 9
Exemplo:

max. dif. =10 max.dif. =17 max. dif. =16
gdli/n6 =3
IM = (max(10,17,16)+1) gdI
IM=18 x 3 =54
Obs.:

- IM n&o depende do n°total de gdl do sistema (n) mas de maneira como se
numera os nos. Portanto se requer muito cuidado na numerac¢éo dos nos pois a
eficiéncia do processamento depende de [M.

12
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CONDICOES DE CONTORNO
- Singularidade ou néo de [K] : possibilidades de movimento de corpo rigido da
estrutura relacionadas com o comportamento numérico da sua matriz de rigidez .

Tipo Figura gdl existentes gdl retirados
Alpoio movel fi X, 0, y
plano VL
Apoio fixo 0
plano ﬁé z XY
Engastamento ’
fixo) }» % nenhum X5y .28y, 8,. 9,

z

Engastamento X .0 70 .0
movel 7/7 X Y28y Pz

Figura 4.12 — Condicdes de contorno
As condi¢des de contorno podem ser levadas em conta de duas formas:
a) eliminacéao total da linha e coluna referente do gdl retirado.
- ndo ha o deslocamento e nem a contribuicao dessa parcela de elasticidade para o
sistema todo.
- desvantagem : renumeracao ou re-arranjo dos elementos no caso de softwares.

13
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b) linha e coluna relativos ao gdl (grau de liberdade) eliminados sdo preenchidos com
0 (zeros) e ao elemento diagonal € atribuido valor altissimo.

- Computacionalmente mais eficiente, e facilmente realizavel (condi¢ées de contorno
sao tratadas "a posteriori”, n&o dificultando em nada o método) .

As condigOes de contorno acima sao do tipo u (X, ,yg) =0¢€ (a_wj =0

No caso de em vez de zero temos um valor especificado de deslocamento, desconta-
se do vetor de carga a parcela correspondente a esse deslocamento. Seja dado d,:

Fy —d ks, _kzz kys  kyy kys ko Vi
F, - d k3 kyy ks kys o ksg u;
F, —dky ¢ = kiy kys Ky |-9V;
Fy, — d ks, kss  ksg Uy,
Fy, —d kg L kes | (Vi

14



