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1.2 Projeto tradicional  x CAD/CAE

Computador CAD CAE
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1.3 Aplicativos de CAE

1.Método dos Elementos Finitos

• Tensões e deformações nas peças
• Frequencias naturais (ressonâncias) e modos de vibrar

• Transmissão de calor

• Escoamentos de fluidos

• Campos elétricos e magnéticos 

2.Modelagem de sólidos

• Construir figuras 3D
• Gerar malhas de Elementos Finitos

3.Propriedades de sólidos

• Massa
• Áreas

• Volume

• Centro de Gravidade
• Momentos de inércia
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4.Projeto de tubulações

5.Cinematismo de sistemas
• Trajetória de robôs

• Cálculo de folgas e colisões

6.Projeto de matrizes para injeção de plástico
• Projeto de cavidade

• Controle das variáveis do processo

• Projeto do estampo

7.Projeto de placas de circuitos impressos

8.Projeto estrutural arquitetônico

9.Automatização de cálculos e dimensionamento
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2. REVISÃO DE CONCEITOS BÁSICOS

2.1 Revisão de Algebra Matricial

- Propriedades de operações com matrizes

- Soma e produto de matrizes

( Revisar conceitos por autoestudo)
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2.2 Revisão Sobre Teoria da Elasticidade

A Teoria da Elasticidade  => relações entre tensão e deformação.

Conceitos fundamentais – Tensão e deformação

Por considerações de equilíbrio tem-se os 6 componentes de tensão :

- tensões normais
- tensões de cisalhamento.

Os componentes genéricos das deformações serão:

- deformações lineares (alongamentos específicos )

- deformações por cisalhamento

l

l∆
∈=

σ
Z

σ
X

σ
Y

z

x
y

o τ
Z Yτ

Z X

τ
Y Z

τ
Y X

τ
X Y

τ
X Ζ

zyx eσσσ

yzxzxy τττ

zyx εεε

yzxzxy γγγ



SEM 391 - CAE 
J.Lirani

7

Uma orientação muito especial dentro do cubo é aquela na qual não existem os 
cisalhamentos. Neste caso a direção é chamada direção principal e as tensões são 

designadas tensões principais.

Tensões Principais

propriedades elásticas dos materiais : solicitação uniaxial 

estado triplo de tensão (ruptura) : estado uniaxial

critério de resistência : determinação de uma “tensão ideal” ou equivalente.
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Se o cubo considerado sofre deslocamentos genéricos u, v, w, as deformações serão 

Face xy deformada

x

u
x

∂

∂
=ε

y

v
y

∂

∂
=ε

z

w
z

∂

∂
=ε

x

v

y

u
xy

∂

∂
+

∂

∂
=γ

x

w

z

u
xz

∂

∂
+

∂

∂
=γ

y

w

z

v
zy

∂

∂
+

∂

∂
=γ

P

P’

A

A’

B

B’

u

v

dx

dy

o x

y δu
δy

δv
δx

dyδu
δy

u+

dxδv
δx

v+



SEM 391 - CAE 
J.Lirani

9

Lei de Hooke – Estado Geral de Tensão

A lei básica da elasticidade relaciona tensão e deformação no regime elástico:

E = módulo de elasticidade ou de Yonng (N/m2). 

Sendo que :

onde:    ν= coeficiente de Poisson.

Hipóteses:

• o material é homogêneo e isotrópico;
• o comportamento é linear;

• as constantes  são iguais tanto para compressão como para tração;

• vale o princípio da superposição.

Então :

xx εσ .Ε=

Ε
−= x

y

σ
νε

Ε
−= x

z

σ
νε

))(( zyxx σσνσε +−
Ε

=
1

))(( zxyy σσνσε +−
Ε

=
1

))(( yxzz σσνσε +−
Ε

=
1

xyxy
G

τγ .
1

= yzyz
G

τγ .
1

= zxzx
G

τγ .
1

=



SEM 391 - CAE 
J.Lirani

10

Estado Plano de Tensão 

Se uma placa fina no plano xy é carregada por forças paralelas ao seu plano e 

distribuídas uniformemente pela sua espessura os componentes de tensão  são 
nulas.Assim o estado de tensão plana é dado por 

Uma simplificação semelhante pode ser feita se a dimensão z, em vez de desprezível, 

fosse infinita. É o caso de um prisma de comprimento infinito. Pode ser assumido que 
todas as seções estão na mesma condição e não há deformações axiais. Neste caso

mas  para manter o chamado estado de deformação plana, porém  pode ser obtido a 
partir de  e este caso recai no anterior.

Portanto, tensão / deformação plana é caracterizado por :
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Flexão Pura de Placas

Uma placa fina de espessura t no plano xy é submetida a momentos fletores Mx e My

em suas arestas é dita estar sob flexão pura. As secções planas não deformão depois 
da flexão pura.

Placa submetida à flexão pura

Um elemento de lâmina a uma distância z abaixo da linha neutra está submetido 

apenas a tensões normais .
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Portanto,

onde:

rx e ry são curvaturas 

É possível mostrar que integrando as tensões normais chega-se a momentos fletores 
por unidade de comprimento do lado da placa de forma que:

onde :

Para as deformações :

Como as tensões :

Obs.: Casca = placa com flexão, cortante e normal
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Vigas

Como exemplo são vistos a seguir alguns termos de rigidez.

Onde :

G = Módulo de rigidez à torsão

Jy = Momento de área em torno do eixo y
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4. MÉTODOS DOS ELEMENTOS FINITOS

4.1 Introdução

A grosso modo seria a convergência de 3 enfoques:

I) Substituição Análoga  ( ex. parâmetros agrupados : vigas) 

II) Métodos Variacionais  ( funções tentativas - ex. funcionais / Rayleigh-Ritz)
III) Diferenças Finitas    (sol. de eq. diferencial - ex. y’=dy/dx / linearização)

Sendo portanto uma síntese destes pois :

a) Substitui porções do contínuo por "elementos" simplificados como em (I).

b) é um método variacional que determina funções satisfazendo, como em (II).

c)Trabalha com malhas e funções associadas a ela que substituem as equações 
diferenciais originais, como em (III).
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Apresentando as seguintes vantagens :

a) Os "elementos" são mais perfeitos e próximos da realidade.

b) O método é geral, e diferentes condições de contorno são assumidas "a 
posteriori", simplesmente mudando alguns dados de entrada dos programas.

c) Pode ser empregado em vários campos da engenharia.

d) É altamente adequado a tratamento computacional.

4.2 Alguns Fundamentos. Elementos Finitos para problemas estruturais. Cálculo 

das matrizes elementares.

Procedimento geral do método (obtenção de [K] e [M].) :

a) O contínuo é dividido por linhas ou superfícies num nº de elementos de tamanho 

finito.
b) Os elementos são assumidos se forem interligados por um número discreto de nós 

situados nas fronteiras dos elementos. (deformação de corpos elásticos : 

deslocamentos são as incógnitas básicas do problema) .
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c) Um conjunto de funções é escolhido para definir univocamente o estado de 
deslocamento dentro de cada elemento em função dos deslocamentos nodais

(funções de deslocamento) :

{u (x,y,z)}   =  [N].{u}nós

Obs.: Para cada tipo de elemento (triangular linear, quadrilátero linear, etc.) existem 

funções associadas classicamente aceitas .

d) Um sistema de forças nodais equilibra as tensões e possíveis cargas distribuídas, 

resultando numa relação de rigidez (obtenção de [K] e [M] ).

O giro de z é desprezadoθ

i
vi

u i

j

my

x

Figura 4.1 – Elemento triangular a tensão plana
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Agora algumas definições p/ um caso de deformação plana com 2 coordenadas   

 ( ou gdl) /nó  

a) Função deslocamento 

 

, adotando-se sub-índice n para grandezas nodais: 

 

  , o que de forma estendida é: 

 

 

 

 

 

2 x 1             2 x 6                  6 x 1 

A notação                      indica : 

  

como  u (xi,yi) = ui            Ni (xi,yi) = 1 

             Ni (xj,yj) = 0 

As funções Ni são as funções  deslocamento. 

𝑢 =
𝑢 𝑥, 𝑦

𝑣 𝑥, 𝑦
 

𝑢 = [𝑁]. 𝑢 𝑛 

𝑢 (𝑥, 𝑦)
𝑣 (𝑥, 𝑦)

= 𝑁𝑖(𝑥, 𝑦)[𝐼]: 𝑁𝑗(𝑥, 𝑦)[𝐼]: 𝑁𝑚(𝑥, 𝑦)[𝐼] .

𝑢𝑖
𝑣𝑖
𝑢𝑗
𝑣𝑗
𝑢𝑚
𝑣𝑚

 

𝑁𝑖 . 𝑥, 𝑦 . [𝐼] 
𝑁𝑖(𝑥, 𝑦) 0

0 𝑁𝑖(𝑥, 𝑦)
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b) Deformações

onde [L] é um operador, e de acordo com a teoria da elasticidade:

[L]

{ε} = [L] . {u} = [L] . [N] . {u}n e fazendo agora [B] = [L] . [N] , tem-se :
{ε} = [B] . {u}n

Figura 4.2 – Deslocamentos nodais.
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c) Tensões

Sabe-se, da teoria da elasticidade que:

ou

Isto é da forma {σ} = [D] . {ε}

Evidentemente a matriz de elasticidade [D] depende do tipo de problema a ser 

avaliado, isto é, assumiria valores diferentes para os casos de flexão pura, estado 

geral de tensão, etc.
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d) Matriz de Rigidez

Seja o vetor coluna das forças externas nodais :

As forças nodais devem equilibrar as tensões internas.

Para definir este equilíbrio usa-se o princípio do trabalho virtual. Sejam dados os 
deslocamentos virtuais dos nós d{u}n , então d{u} = [N].d{u}n e como

{ε}=[B].{u}n ->  d{ε}=[B].d{u}n . 

Por outro lado o trabalho das forças nodais é {u}n
t.{P}n. O trabalho (interno) feito pelas 

tensões por unidade de volume é: (d{ε}t.{σ}). Por ex. :

Logo este trabalho interno é d{u}n
t.[B]t{σ}

Sobre o volume total vale:

Igualando ao trabalho externo vem
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esta equação é do tipo                             (problema variacional)

como {σ} = [D].{ε}  e  {ε} = [B] {u}n , a integral vale:

Portanto:

Ora, isto denota a rigidez elementar, pois {P}n = |K|e.{u}n , onde |K|e é a matriz de 

rigidez do elemento em análise e portanto:
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e) Matriz de massa

A energia cinética é dada por:  . dm . |Veloc|2. De acordo com a figura 4.3

Figura 4.3 – Vetor velocidade
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Logo num elemento tem-se:

numa região elementar A

em todo o elemento

mas , uma vez que Ni não são funções do tempo.

por analogia com a expressão de Ec , tem-se a matriz de massa, chamada de matriz 
de massa consistente (devido a Archer) :

Consideraram-se as forças inerciais mas não os momentos- (inércias rotacionais). 

Numa placa de espessura t em flexão isto é levado em conta substituindo

ρ por [ρ] = 
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Dedução semelhante é obtível para vigas. É possível também ser usada uma solução 
agrupada. Para o elemento triangular a tensão plana, ela seria:

É interessante observar que a solução agrupada pode dar resultados tão bons quanto 
a consistente. A exemplo do acontecido na matriz de rigidez, também aqui se limitará

a usar a matriz de massa já consagrada para cada tipo de elemento.
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4.3. Tipos de Elementos. Tipos de Problemas a Resolver

Depois de uma modelagem bem feita, praticamente todas as estruturas reais podem

ser representadas pela junção apropriada dos seguintes elementos

Tipos de elementos: 

Vigas ,placas ,prismas , tetraedros , hexaedros

Ao fazer a modelagem tem-se que pensar também em quais gdl nodais representam
bem o fenômeno.

Figura 4.4 - Graus de liberdade nodais
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a) u, v, w, θx , θy , θz - estado geral de tensão

b) u,v, θz - tensão plana

c) w, θx , θy - flexão pura

Questões :

- Ideal : estado geral de tensão ( > tempo de processamento)
- Na prática usam-se b) ou c)  (desprezar gdl's significa perder parcelas de 
Energia de deformação e cinética )
- Por exemplo, uma placa fina engastada e analisada dinamicamente como flexão 
pura dá bons resultados porque as parcelas perdidas de energia são pequenas. 

- É importante notar que o estado geral de tensões é a "soma" dos dois outros.
- Também importantes são as funções de deslocamento com que se trabalha. Isto 
porque são elas que definem as formas possíveis que o elemento pode assumir. 
- Tem-se funções lineares, quadráticas e cúbicas que permitem as arestas se 
deformarem segundo retas, parábolas ou cúbicas.
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Funções deslocamento:

a) Linear a0+a1x+a2y

b) Ouadrática a0 +a1x+a2y+a3x2+a4y2+a5xy
c) Cúbica a0+a1x+....+a5xy+a6x3+a7x2y+a8xy2+a9y3

Os elementos de ordem superior podem modelar estados detensões mais 

complicados porque o elemento consegue representar "estados" de deformações 

complexos (arestas da formando-se segundo parábolas ou cúbicas). Esta idéia leva 

ao fato de que modelar com um elemento de ordem superior "equivale" a refinar a 
rêde de nós, ou seja, utilizar mais elemento de ordem mais baixa e de tamanho 

menor.

9 quadriláteros lineares quadrilátero cúbico
Figura 4.5 - Elemento de ordem superior

“equivale”   a
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Obs.:
- Em geral, a modelagem com elementos lineares já dá muitos bons resultados 

- Casos especiais : quadráticos ou cúbicos ("economizam" nós podendo reduzir o

esforço computacional e mesmo o número de dados de entrada) .
- não é possível se obter funções para deslocamentos angulares no caso de prismas. 

Eles são analisados com u, v e w.

- no caso de tensão plana de placas, θz é muito pequeno. A análise é feita com u e v

e posteriormente se coloca θz com artifício (ver Kark pg.17 a 19).

Têm-se :
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Tipo de
problema

N°de
nós

gdl / nó Elemento
(sigla)

Descrição

A) Vigas 2 (3)
u, v, w,
θx, θy,

θz

BEAM viga

B) Tensão plana

Deformação
plana

4

3

6

9

4

8

12

u, v, θz

RECT1

TRI1

TRI6

TRI9

QUAD4

QUAD8

QUAD12

retângulo
linear
triângulo
linear
triângulo
quadrático
triângulo
cúbico
quadrilátero
linear
quadrilátero
quadrático
quadrilátero
cúbico
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C) Flexão pura 4
3
6
-

4
8
-

w, θx,
θy

RECT2
TRI2
TRIB6
-

QUAD2
QUADB8
-

retângulo linear
triângulo linear
triângulo quadrático
não existe triâng. cúb. a
flexão
quadrilátero linear
quadrilátero quadrático
não existe quadr. cúb. a
flexão

D)Estrutura sólida 8

20

32

4

10

u, v,
w

HEXE8

HEXE20

HEXE32

TETRA4

TETRA10

hexaedro linear

hexaedro quadrático

hexaedro cúbico

tetraedro linear

tetraedro quadrático
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E) Axissimétrico 3 u, v AXITRI triâng.linear axissim.

F)Problema casca
ou estado geral
de tensão

- u, v, w,
θx, θy, θz

A
(B+C)
D

combinação dos
elementos tipo A,
(B+C) e D.

Tabela 4.1  - Tipos de elementos mais comuns

- Um quadrilátero linear a tensão plana deforma-se diferentemente de um 
quadrilátero linear a flexão pura. 
- Os elementos sólidos (item D da tabela 4.1) podem ser usados juntamente com 
outros elementos na análise com 6 gdl/nó desde que 3 linhas/colunas de zeros 
sejam adicionadas às suas matrizes elementares.
- Da mesma forma um retângulo linear em estado geral de tensão, por exemplo, 
pode ser obtido com a soma apropriada das matrizes elementares obtidas com 
RECT1 e RECT2.


