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1.3 Aplicativos de CAE

1.Método dos Elementos Finitos

« Tensoes e deformacdes nas pecas

*  Frequencias naturais (ressonancias) e modos de vibrar
« Transmissao de calor

« Escoamentos de fluidos

« Campos elétricos e magnéticos

2.Modelagem de sdélidos
» Construir figuras 3D

e Gerar malhas de Elementos Finitos

3.Propriedades de solidos

« Massa
« Areas
« Volume

« (Centro de Gravidade
«  Momentos de inércia
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4 .Projeto de tubulacbes

5.Cinematismo de sistemas

» Trajetoria de robbs

» Caélculo de folgas e colisbes

6.Projeto de matrizes para injecao de plastico
* Projeto de cavidade

» Controle das variaveis do processo

* Projeto do estampo

7.Projeto de placas de circuitos impressos

8.Projeto estrutural arquitetonico

9.Automatizacao de calculos e dimensionamento
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2. REVISAO DE CONCEITOS BASICOS

2.1 Revisao de Algebra Matricial

- Propriedades de operagbes com matrizes
- Soma e produto de matrizes

( Revisar conceitos por autoestudo)
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2.2 Revisao Sobre Teoria da Elasticidade

A Teoria da Elasticidade => relagOes entre tensao e deformacao.

Conceitos fundamentais — Tensao e deformacéao

Por consideracdes de equilibrio tem-se os 6 componentes de tenséo :

0,0 ,e0,

7.7.7T

xy“xz%yz

% Bl

x e
-

- tensdes normais
- tensodes de cisalhamento.

Os componentes genéricos das deformacodes serao:

E,.EE,

7xy 7xz 7yz

- deformacdes lineares (alongamentos especificos )
- deformacoes por cisalhamento
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Uma orientacdo muito especial dentro do cubo € aquela na qual ndo existem os
cisalhamentos. Neste caso a direcdo é chamada direcéo principal e as tensées séo
designadas tensodes principais.

GV

AAAARAN

o
Taﬁ“l
l

Dire
prin/c;ipal

T

GV

NRERGANAN

SZINITIEY

T
T
T
T

TensoOes Principais

propriedades elasticas dos materiais : solicitacdo uniaxial
estado triplo de tensao (ruptura) : estado uniaxial
critério de resisténcia : determinacdo de uma “tenséo ideal” ou equivalente.
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Se o cubo considerado sofre deslocamentos genéricos u, v, w, as deformagdes serao

J.Lirani

€ _a—u £ ZQ £ _a_W 14 :%+Q —a_u+a_w y :ﬁ_ka_w
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Face xy deformada
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Lei de Hooke — Estado Geral de Tensao

A lei basica da elasticidade relaciona tensao e deformacéo no regime elastico:

o, = Ee&,
E = mddulo de elasticidade ou de Yonng (N/m?).
Sendo que : o o
£, =-V— E, =-V—
Y E ¢ E

onde: v= coeficiente de Poisson.

Hipoteses:
* 0 material € homogéneo e isotrépico;
* 0 comportamento € linear;

« as constantes sao iguais tanto para compressdo como para tragao;

» vale o principio da superposicao.

Entao :

£ :%(O'X -v(o, +0.))| |g, = !

. y E(O'y -v(o, +0,))

rrj»—a

€, =—(o,-v(o, +0)))

1
yzx = E'sz
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Estado Plano de Tensao

Se uma placa fina no plano xy é carregada por forgas paralelas ao seu plano e
distribuidas uniformemente pela sua espessura os componentes de tensdo sao
nulas.Assim o estado de tensao plana € dado por |0, 0 e0,,.

Uma simplificagao semelhante pode ser feita se a dimenséo z, em vez de desprezivel,
fosse infinita. E o caso de um prisma de comprimento infinito. Pode ser assumido que

todas as secdes estdo na mesma condi¢do e ndo ha deformagdes axiais. Neste caso
g, =0

mas para manter o chamado estado de deformacao plana, porém pode ser obtido a
partir de e este caso recai no anterior.

Portanto, tenséo / deformacéo plana é caracterizado por :

8_8_u e:ﬁ y :8_u+ﬁ 1 1% 1% 1 _2(1+V)T
B ' Y9y ox * E ' E yTREGTED T T g

10
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dx

d
= Ox
3~
h/2
o 0
z| S0 h/2
A a b
=
dz

11
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Portanto, Be |1 ) B [1 |
o, = —+v—| |o, = —+V—
1-v?|r, ry R r I
onde:
ry € r, sao curvaturas
1 ’w 1 9w z _z
= — 5 e— = — 5 gx = — gy = —
r, ox~ r, dy r, ry

V4

E possivel mostrar que integrando as tensdes normais chega-se a momentos fletores
por unidade de comprimento do lado da placa de forma que:

o%w 0w 0w o%w
Onde Mx ——D|:ax—2+l/ay—2:| My ——D|:ay—2+l/ax—2j|
p-_ B | |y —(1—0)082W
12(1 — v?) v T 9xdy
Para as deformagbes : | _ o’w| | __'w . 9*w
! ox? Y dy* o 0xdy
Como as tensoes : o, =M, |0,=M,| |7, =M,

Obs.: Casca = placa com flexao, cortante e normal 12
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Vigas

Como exemplo sdo vistos a seguir alguns termos de rigidez.

0x dx

Z
— = — = =—— 2 p+-—— 2 M
dx.L P, ex.L M. | |& (I+0.).L .+ 1+ 0,)L y
Onde :
12.E.J,
9, = >
G.A.L

G = Mddulo de rigidez a torsao
J, = Momento de area em torno do eixo y

13
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4. METODOS DOS ELEMENTOS FINITOS

4.1 Introducao
A grosso modo seria a convergéncia de 3 enfoques:
l) Substituicdo Analoga ( ex. parametros agrupados : vigas)
II) Métodos Variacionais ( funcdes tentativas - ex. funcionais / Rayleigh-Ritz)
lIl) Diferencas Finitas (sol. de eq. diferencial - ex. y’=dy/dx / lineariza¢ao)
Sendo portanto uma sintese destes pois :
a) Substitui por¢des do continuo por "elementos" simplificados como em (l).

b) é um método variacional que determina fungdes satisfazendo, como em (ll).

c)Trabalha com malhas e fungdes associadas a ela que substituem as equacdes
diferenciais originais, como em (lll).

14
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Apresentando as seguintes vantagens :

a) Os "elementos" sdo mais perfeitos e préximos da realidade.

b) O método ¢é geral, e diferentes condicdes de contorno sdo assumidas "a
posteriori”, simplesmente mudando alguns dados de entrada dos programas.
c) Pode ser empregado em varios campos da engenharia.

d) E altamente adequado a tratamento computacional.

4.2 Alguns Fundamentos. Elementos Finitos para problemas estruturais. Calculo
das matrizes elementares.

Procedimento geral do método (obtencao de [K] e [M].) :

a) O continuo é dividido por linhas ou superficies num n® de elementos de tamanho
finito.
b) Os elementos sdo assumidos se forem interligados por um nimero discreto de nés
situados nas fronteiras dos elementos. (deformacao de corpos elasticos :
deslocamentos sdo as incognitas basicas do problema) .

15
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c) Um conjunto de fungdes € escolhido para definir univocamente o estado de
deslocamento dentro de cada elemento em funcédo dos deslocamentos nodais
(funcbes de deslocamento) :

{uxy.2)} = [NL{ubgs
Obs.: Para cada tipo de elemento (triangular linear, quadrilatero linear, etc.) existem
funcOes associadas classicamente aceitas .
d) Um sistema de forgas nodais equilibra as tensdes e possiveis cargas distribuidas,
resultando numa relacao de rigidez (obtencao de [K] e [M] ).

Vi

ui

j O giro de 6z é desprezado

Xy

Figura 4.1 — Elemento triangular a tensao plana

16
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Agora algumas definicdes p/ um caso de deformacao plana com 2 coordenadas
(ou gdl) /n6
a) Funcao deslocamento

w-{2) | adotando-se sub-indice n para grandezas nodais:

@<=, |» 0 que de forma estendida é:

{u (x,y)

v (x’y)}= {Ni(x,y)[l]:Nj(x,y)[l]:Nm(x,y)[I]}_< Y\

kva
2x1 2X6 6x1

A notacao . indica : {Ni(x,y) 0 }
G Ny (6, ). 1] 0 N.Gx, %)

como u (X,y;) = u; NI (x,y) =1
Ni (xy;) = O
As funcdes Ni s&o as fungdes deslocamento.

17
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b) Deformacoes
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te} = [L].{u} onde [L] é um operador, e de acordo com a teoria da elasticidade:
a |l
£, gx ox ) (x. 9)
U O A {” Y } ...... 2.2
i dy ay (v (x,y) 2:2)
Pod o vl 1o @
dy oOx | dy ox |
[L]

{e} =[L].{u} =[L].[N].{u}, efazendo agora[B]=[L].[N],tem-se:
{e} = [B] . {u};

Figura 4.2 — Deslocamentos nodais.
18
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c) Tensdes

Sabe-se, da teoria da elasticidade que:

1 1%
—0o, - —oO,
£, E E - o, 1L v 0 ||e&
g, = Vo o+ loy ou Ko, b= E -1 0 |se,
E E I-v I-v
Yy 2(1 + V) xy 0 0 > Tay
E o
Isto € da forma {c} =[D] . {€}

Evidentemente a matriz de elasticidade [D] depende do tipo de problema a ser
avaliado, isto é, assumiria valores diferentes para os casos de flexao pura, estado

geral de tensao, etc.

19
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d) Matriz de Rigidez f:

{P}, =1 :
Seja o vetor coluna das forgas externas nodais : P
Pvm

As forcas nodais devem equilibrar as tensdes internas.

Para definir este equilibrio usa-se o principio do trabalho virtual. Sejam dados os
deslocamentos virtuais dos nos d{u}, , entao d{u} = [N].d{u},, e como

{e}=[B]{u}, -> die}=[B].d{u}; .

Por outro lado o trabalho das forgas nodais é {u},'.{P},. O trabalho (interno) feito pelas
tensdes por unidade de volume é: (d{e}'.{c}). Por ex. :

_ AL P T

TIA - vol

Logo este trabalho interno é d{u},'.[B]Y{c}

B Z{O'} dvol

Sobre o volume total vale: V{fs{”}"

Igualando ao trabalho externo vem  |St, 4P}, = 5{“}Z-IIB|t{G}dvol

20
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esta equacéo é do tipo  |9(z.. + @) =0 (problema variacional)

{P}n = I|B|t.{6}dvol

como {c} = [D].{e} e {e} =[B] {u}, , aintegral vale:

I [B]l .{G}dvol = I [B]l.[D].[B].{u}n dvol

Portanto: {p} = (J'|B|[|D||B| dvol}{u}n

vol

Ora, isto denota a rigidez elementar, pois {P}, = |K|®.{u}, , onde |K|® &€ a matriz de
rigidez do elemento em anélise e portanto:

[k} = [[B] .[p}[B]dvol

21
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e) Matriz de massa

A energia cinética é dada por: . dm . |Veloc|?. De acordo com a figura 4.3

i i} = {}{} — i + % = |Veloc,|
A

v

Figura 4.3 — Vetor velocidade

22
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Logo num elemento tem-se:

1 "~
AE, = — (pdvol)-{u}' {u} numa regiao elementar A

1 t
E. = wvol.{u}’ p.{u}dvol em todo o elemento

mas [w} =[N}, -t} =[N | uma vez que Ni ndo sdo fungdes do tempo.

o B, = 5[4} INT pINI, dvol - %{}[ [IvT p. [N]dvoz]{u}n

vol vol

por analogia com a expressao de E, , tem-se a matriz de massa, chamada de matriz
de massa consistente (devido a Archer) : [[M] = vol IN]t p. [N Tdvol |

Consideraram-se as forgas inerciais mas nao os momentos- (inércias rotacionais).
Numa placa de espessura t em flex&o isto é levado em conta substituindo

©
o o

0
t2
ppor[p] =" 13

—

~
[\S)

)

0O —

23
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Deducdo semelhante é obtivel para vigas. E possivel também ser usada uma solugéo
agrupada. Para o elemento triangular a tensao plana, ela seria:

E interessante observar que a solucdo agrupada pode dar resultados tdo bons quanto
a consistente. A exemplo do acontecido na matriz de rigidez, também aqui se limitara
a usar a matriz de massa ja consagrada para cada tipo de elemento.

24
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4.3. Tipos de Elementos. Tipos de Problemas a Resolver

Depois de uma modelagem bem feita, praticamente todas as estruturas reais podem
ser representadas pela juncao apropriada dos seguintes elementos

Tipos de elementos:
Vigas ,placas ,prismas , tetraedros , hexaedros
Ao fazer a modelagem tem-se que pensar também em quais gdl nodais representam

bem o fendbmeno.

y A

0z

z

Figura 4.4 - Graus de liberdade nodais 25
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a)u,v,w,0,,6,,6, - estado geral de tenséo
b) u,v, 6, - tensao plana

c)w, 6,, 6, - flexao pura

Questoes :

- Ideal : estado geral de tensao ( > tempo de processamento)

- Na pratica usam-se b) ou c) (desprezar gdl's significa perder parcelas de
Energia de deformacao e cinética)

- Por exemplo, uma placa fina engastada e analisada dinamicamente como flexao
pura da bons resultados porque as parcelas perdidas de energia sdo pequenas.

- E importante notar que o estado geral de tensdes é a "soma" dos dois outros.

- Também importantes sao as fungdes de deslocamento com que se trabalha. Isto
porque sao elas que definem as formas possiveis que o elemento pode assumir.

- Tem-se fungdes lineares, quadraticas e cubicas que permitem as arestas se
deformarem segundo retas, parabolas ou cubicas.

26
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Fungdes deslocamento:

J.Lirani

a) Linear ap+a X+ayy
b) Ouadratica a, +a;x+a,y+azx?+a,y>+agXxy
c) Cubica Qg +a(X+....+85XY+agX3+a, X2y +AgXy2+agy°>

Os elementos de ordem superior podem modelar estados detensées mais
complicados porque o elemento consegue representar "estados" de deformacgdes
complexos (arestas da formando-se segundo parabolas ou cubicas). Esta idéia leva
ao fato de que modelar com um elemento de ordem superior "equivale" a refinar a

réde de nos, ou seja, utilizar mais elemento de ordem mais baixa e de tamanho
menor.

“‘equivale” a

9 quadrilateros lineares quadrilatero cubico
Figura 4.5 - Elemento de ordem superior

27
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Obs.:

- Em geral, a modelagem com elementos lineares ja d4 muitos bons resultados

- Casos especiais : quadraticos ou cubicos ("economizam" nds podendo reduzir o
esforco computacional e mesmo o numero de dados de entrada) .

- ndo é possivel se obter funcdes para deslocamentos angulares no caso de prismas.
Eles sdo analisados com u, v e w.

- no caso de tenséo plana de placas, 6, € muito pequeno. A andlise é feitacomuev
e posteriormente se coloca 6, com artificio (ver Kark pg.17 a 19).

Tém-se :

28
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Tipo de N°de gdl / né Elemento Descricao
problema nés (sigla)
u, v, w,
A) Vigas 2 (3) 0y, 6y, BEAM viga
6,
B) Tenséo plana 4 RECT1 retangulo
linear
3 TRIT triangulo
linear
Deformacao 6 TRI6 triangulo
plana quadratico
9 u,v, 6, TRI9 triangulo
cubico
4 QUADA4 quadrilatero
linear
8 QUADS quadrilatero
quadratico
12 QUAD12 quadrilatero
cubico

29
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C) Flexao pura 4 RECT2 retangulo linear
3 TRI2 triangulo linear
6 TRIB6 tridangulo quadratico
- - nao existe triang. cub. a
W! eXs =
0 flexao
4 y QUAD2 | quadrilatero linear
8 QUADBS8 | quadrilatero quadratico
- - n&o existe quadr. cub. a
flexao
D)Estrutura solida | 8 HEXES hexaedro linear
20 HEXE20 | hexaedro quadratico
32 \lljv V| HEXE32 | hexaedro cubico
4 TETRA4 | tetraedro linear
10 TETRA10 | tetraedro quadratico

30
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E) Axissimétrico u, v AXITRI tridng.linear axissim.
F)Problema casca u,v,w, | A combinacao dos

ou estado geral Oy, 0y, 6, | (B+C) elementos tipo A,
de tensao D (B+C) e D.

Tabela 4.1 - Tipos de elementos mais comuns

- Um quadrildtero linear a tensao plana deforma-se diferentemente de um

quadrilatero linear a flexao pura.

- Os elementos so6lidos (item D da tabela 4.1) podem ser usados juntamente com
outros elementos na analise com 6 gdi/né desde que 3 linhas/colunas de zeros
sejam adicionadas as suas matrizes elementares.
- Da mesma forma um retangulo linear em estado geral de tensao, por exemplo,
pode ser obtido com a soma apropriada das matrizes elementares obtidas com

RECT1 e RECT2.

31



