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3. Abordagem Matematica da discretizacao para solucao dos problemas do Meio
Continuo

Abordagem Matematica € a unica solugao geral para discretizagao de problemas do continuo pois a

abordagem da montagem direta sé serve para alguns casos especificos

A abordagem matematica nos fornece também:

-~

® |ntravisdo do problema

® Em alguns casos, como o método dos principios variacionais, serve como método de
modelagem, determinando as equacgdes diferenciais que regem o problema

® (Critérios e algoritmos para determinar as fungdes solugdes

® Analise de convergéncia dos resultados

~
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3.1 Equacionando os problemas do Meio Continuo

Os Problemas do Meio Continuo podem ser equacionados por duas vias :
|. Andlise Lagrangiana

* € estudado um dominio infinitesimal de dimensdes dx, dy e dz

* 0 referencial das coordenadas é fixo

* equacao (6es), geralmente difencial (ais), representativa (s) do fendémeno € (séo)
determinada(s) estudando o equilibrio de forcas, a continuidade, conservacao da energia, etc
« € adequada para problemas de mecanica dos soélidos (tensdes, vibracoes, etc)

* Uum caso particular sdo as egs. de Newton

A
P8 A T"y +AG,
P2 TY : _;yx
; T
: Xy
P3 =) i G)ﬁ—l T—»cxmcx
X
L ) Ty o X
P6 z Tox l
()
B y
_ o J J J
Equilibrio na diregao x — O, n Tyx n sz _ _F 1B-3
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[l. Analise Euleriana

« 0 referencial das coordenadas caminha fixo ao dominio infinitesimal
* equacao (6es), geralmente difencial (ais), representativa (s) do fendbmeno € (séo)
determinada(s) estudando equilibrio, conservacdo da massa, etc
& adequada para problemas de mecénica dos fluidos e problemas de campo em geral
» exemplos:

Problemas de Campo de temperatura (transmisséo do calor)

Problemas de Campo velocidade (escoamento)

Problemas de Campo eletromagnético

Problemas de Campo de pressodes (acustica)

ap + d(pu) n d(pv) T dI(pw) =0 Conservagao de massa
o  ox dy 0z
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Qualquer que seja a analise ( ou modelagem) usada ( lagrangiana ou euleriana) recaimos em equacoes
que representam o fendbmeno:

» equagdes de equilibrio de forcas

» equacoes de continuidade

» equagdes de estado

» equagdes de compatibilidade

» equacoes de conservacao da energia

. efc.

Entdo o Problema do Meio Continuo passa a ser representado ou aproximado por equacao (oes)
diferenciais, suas condicoes de contorno e/ou suas condicoes iniciais

Normalmente é conhecida a forma e a localizacdo do dominio © do problema. Fronteira
O desafio é determinar a funcao solugao que satisfaca a equacéao diferencial

—P1,X,Y,2)

As equacoes diferenciais precisam de condi¢cdes de contérno ( C.C.) ou condi-
cOes iniciais ( C.l. ) validas na fronteira I" para descreverem um problema espe- ([)
cifico
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EXEMPLOS
PROBLEMA ) Dominio Q
1. Tensdes em girabrequim o volume ocupado
pelo girabrequim
2. Convecgao de calor T volume ocupado
em aletas (temperatura) pelas aletas
3. Vibracgoes livres em d volume ocupado
asa (deslocamento) pela asa
4. Escoamento em um \Y volume ocupado
porto devido a onda (velocidade) agua

Fronteira T

superficie da peca

superficie das aletas

superficie da asa

superf. + leito do mar

C.C. ouC.l.

vinculos, forgas
externas

temperaturas
ext. e interna

deslocamento
inicial ( C.1.)

velocidade
nicial ( C.I1.)
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Uma relagéo entre as variaveis encerrando n constantes arbitrarias essenciais € chamada uma primitiva
ou solucao geral da Equacao Diferencial ( ED). Exemplos:

1. y=x4+Cx
2. Ax*+Bx +C

Resolver a eq diferencial de ordem n é achar a primitiva que deu origem a ela.

A primitiva engloba uma familia de equacoes. Elas tem a mesma forma, mas diferem entre si
exatamente pelas constantes arbitrarias

Através das c.c. ou c.i. determinam-se as constantes e o problema tem resposta unica.
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3.2. Métodos de solucao de Equacoes Diferenciais

B Métodos analiticos (ou exatos)

B Métodos aproximados
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Métodos Analiticos de solucao de ED’s

« Servem para egs. diferenciais mais simples ou classicas
» Dominio e condicoes de contorno sao simples
» Nao existe um método analitico geral para resolver uma eq diferencial qualquer.

Geralmente as ED’s s&o agrupadas por tipo e cada tipo tem um meétodo adequado. Exemplos:

 Eq Dif de primeira ordem e primeiro grau de variaveis separaveis

 Eq Dif de primeira ordem e grau superior

» Eq Dif lineares ordem n

» Eq Dif homogéneas e coeficientes constantes

» Eq Dif ndo homogéneas com derivadas no tempo de segunda ordem e coeficientes constantes
(método de Laplace)

» Eq Dif lineares e coeficientes variaveis

 Eq Dif parciais nao lineares de primeira ordem

. etc ..

. etc.
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Métodos Aproximados de Solucao de ED’s

» Nao existe um método analitico geral
» Dificuldades adicionais:
B 0 dominio € muito complexo em casos reais de engenharia
W as c.c. sao muito complexas e/ou dificeis de serem levadas em conta

portanto métodos aproximados sdo uma solucdo natural

Exemplos de métodos aproximados

 Perturbacdo — ED’s ndo lineares
» Séries de Poténcia — convergéncia
* Resolucoes Probabilisticas — Monte Carlo,

» Método das Diferencas Finitas
* Método de Ritz Métodos de

» Método dos Elementos Finitos . . ~
discretizacao

Podemos resolver “todas” eqs diferenciais por métodos de discretizacao
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3.2.1. Solucao de Problemas do Meio Continuo pelo Método dos Elementos Finitos (
MEF )

Conceito Geral Método de
Problemas Modelagem Equacdes discretizacao Solucio
do continuo diferenciais ER

A maioria dos problemas representados por ED’s pode ser resolvida por Elementos Finitos.

A(u)=0 3 1 B _o Ie
Ay (u)=0 (€q. 3.1) . )~
0 Eqgs. Diferenciais @ Elemento
Az (1) = no dominio Q )
B (u)=0
Bl( )_O (3.2)
2 (u)= Conds. de contorno N

B3 (u)=0 na fronteira T )

IB-11



. SEM 391 - CAE

Procedimento geral da solucao por Elementos Finitos

u = funcdo incognita
r

u = Z Ni'ai
i=1

r - N°de nds do elemento
N, - Funcoes de interpolagao, ou de forma, ou de deslocamento

a, - Novas incognitas a;, — u—u

a) Aproximacao

(3.3)

I

u

b) Discretizacao - divisdo de Q em elementos. Definicdo de propriedades em regido
infinitesimal dS segundo eqgs (3.1) e (3.2). 3
i(x,y)=> Ni(x,y)a
i=1

Ele&ntoA 1 ﬂ

u(x,y) fulx,y)} = [N(x,y)] {u}no’s

k Dominio Distribuicao Propriedade
ds ] continuo (interpolagéo) nodal
elementar discreta
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c) Propriedade global é recuperada no elemento Q ¢+ I" © na forma integral.

[G(@).aQ+ [ g ;(i).dr =0
Q° re
j=1,n e G;e g, integraveis

Buscam-se as solugdes de a; (eq 3.4) por 2 métodos usuais que
sdo complementares ao MEF

d) Volta-se dos elementos para o continuo Q + I

IGj.dQ+jgj.dl_‘=§:{ [G;d+ [g;.dr
Q I

e=1

Q° re

* m = n° de elementos

(3.4)

* Principios variacionais
- Residuos ponderados

J (3.5)

» Montagem elemento a elemento : Técnica discreta
» Conds. de contorno podem ser impostas a posteriori.

Se A,(u) e B,(u) séo lineares, entédo (3.4) levara a :

& Hoxh+{f}=1{0}

Solucéo de (3.4) e posteriormente de (3.5a) resolve o problema por ELEMENTOS FINITOS.

(3.5a)
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EXEMPLOS DE APLICACAO
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Finite Elements
MODELLERSTELLUNG

. Modelo solido 3D —-CAD

. Simplificacoes

. Geracao da malha de EF

/

Bild 1-1:. Teilschritte der Finite-Elemente-Modellierung
Steps of Finite Element modelling
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3.2.2. Método dos Elementos Finitos implementado por Principios Variacionais

Introducao

Ju du ou
Funcional (fungdo de funcées) : Il = _[F (M,—,—,---j-dQ+IE (u,—,-.-j.dr
o ox dy L ox

notar semelhanca com eq.( 3.4)

A solucéo do problema no continuo € achar u tal que I1 fique estacionario,ou seja :

oIl=0 para variacao ou V

Método adequado a solucido de fendmenos fisicos pois é facil identificar “propriedade” associada
a Jdl=0. .

I1B-18
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Fendmeno SII=0.
«Termodindmica - Sistemas isolados => Entropia maxima
Sistemas a vol. e temp. ctes => Energia livre Helmotz minima
*Mecanica dos Solidos - Elasticidade linear -
Deslocamentos => Energia potencial estacionaria
Equilibrio estavel => Energia potencial minima
*Mecanica dos Fluidos - Fluxo laminar de fluido inviscido => Energia Cinetica é minima

E possivel mostrar se 611 =0. for satisfeito, equivale a : B ( )_ 0
serem satisfeitos, isto é: Au)=

se I = J'QJM_A(M)Q’Q+J'F&4,B(M)¢F: (0 for satisfeito, entdo (3.1) e (3.2) serdo

satisfeitas.
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O enfoque variacional envolgmu[ gl de nlda de um funcional produzindo um numero. Cada funcéo
introduzida produz um namero. A fungao que produz 0 menor numero possui a propriedade de satisfazer
uma equacao diferencial especifica

Por exemplo, considere o funcional:

- 3(5) -orpil

O valor numérico de IT pode ser calculado para uma dada fungéo genérica y(x). O calculo varigei
mostra que o menor valor de IT é obtido quando a funcéo y(x) é aquela que satisfaz a seguintg
diferencial:

Dd—zy-l_Q:O 5 >
i’ Etil Gt
Com y(0)=0 e y(H)=yy Eﬂua@'ﬂm

O processo pode ser revertido, ou seja, dada uma equacéao diferencial, uma solucéao aproximada pode ser
obtida substituindo-se diferentes funcdes aproximadas no variacional correspondente.
A funcéo que produzir o menor valor € a solucdo mais aproximada da equacéo diferencial.
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n nie i ) D

Vantagens da formulagao Variacional:

 funcional envolve geralmente derivadas de menor ordem que o operador diferencial
» permite lidar com C.C. complicadas

» solucao mais analitica pois ajuda mais o entendimento do problema ( o funcional normalmente
tem um significado fisico bem claro para o engenheiro)

Desvantagem da formulacao Variacional: em problemas puramente matematicos, sem signi-
ficadi fisico, temos que encontrar o funcional associado a ED, isto é, temos que achar aquele
funcional cuja minimizacao equivale a resolver a ED, ou ainda, aquele funcional cuja funcao

que o minimiza é a mesma que é a solucao da ED dada.

EStElEsaliolianSeraliSIONESIERSo
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Procedimento do MEF implementado por principios Variacionais

a) Determina-se o funcional associado a E.D. que queremos resolver

b) Adota-se a aproximacao "

I

Q
U= ZNiai e entdo
i=1

sendo as fung¢des N, conhecidas, as incognitas passasm a ser 0s a;

oIl oIl oIl

¢) Estaciona-se IT etem-se: Oll :gé‘al +—0day +...—dag
1

aClz o aClQ

o simbolo © em calculo variacional indica “primeira variacao” .

oIl

o{a}
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Se funcional € quadratico (u e derivadas < 22 ordem)

oIl
Wa} = [K](e){a}+ {f}(e) ={0} e também pode ser provado que [K]®© é simétrica.

\ ~—

Estacionar funcional Recai em ==mmap Resolver um sistema de
equacoes lineares !!!!

d) Montagem da matriz global

d) Solucéo do sistema

K Hla}+1f =10}
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EXEMPLO DE APLICACAO
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Exemplo 1: Elasticidade em sélidos resolvidaa por MEF e Princi-
pios Variacionais

Este caso € mostrado apenas suscintamente aqui com fim de exemplo. Sera visto em detalhe mais
adiante

a) Determina-se o funcional

Neste caso, o funcional escolhido esta baseado no Principio trabalhos virtuais —

Trabalho externo - Trabalho interno = 0

5{u}nt.{P}n = Trabalho externo exercido pelas forgas nodais {P},
t . . . -
5{8} .{O'}z Trabalho interno/unid.volume feito pelas tensoes internas.
Al P T
EO=—.—=——
¢ A vol
-
b) Adota-se a aproximacéo u=i= Z N.a,

i=l1 1B-25



. SEM 391 - CAE

c) Estaciona-se I1 e tem-se :

Trabalho externo = trabalho interno JI=0« 5{“}nt°{P}n = J5{€}t-{a}dV01

vol

Como sera visto adiante, é possivel mostrar que
{o}=Dle}t e {e}=[Blu}, = {ef ={u}, B

Portanto o integrando é:  5f g}t {o}= J{M}; [ B]t D:{g} = 5{u}; ,[B]t [D] [B]{u}n

e pondo em evidéncia 5{u}nt P} = 5{u}; jBt[D] |B|dvol . wut,
e qp), = ([ [BY[D]Blavol Jiu},
e

Matriz de rigidez [K]®

[K]e :j [B]t [D][B]dvol 0s passos d) e e) seguem-se normalmente
vol

1B-26
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Exemplo 2 : Solucao de ED de uma variavel com MEF
implementado por principios variacionais.
Resolver a equacao diferencial :
d’¢

2
X

=A
+ f(x)=0, xela,b] e C.C. {¢(a) B

a) Determina-se o funcional

b 2
Sabemos que esta ED equivale a minimizar o funcional : J (@)= j‘|:;(d¢j — f(x).¢(x)}dx
a

A

O(X)
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b) Adota-se a aproximagdo  Como ordem do funcional J(¢) é 1, podemos usar elementos lineares.

0.(x)= N,(0)$(x)+ N, (x) $(x)) = Nigy + N6, = > Ng,

T X :
Adotando Ni linear a;+bx com a;=—" e b =- 1
X;—X; X:—X:
J l ] I
X, —X
N, =— X, Sx<x;
N® |1 YT E variacao linear entre
X—X,
N;= X € X
i j X; =X,
I, x=x
N;(x) =
1 Nj(x) 0, x=x,
1 p/ x=x,
i j N, (x)= Y
0 p/ x=x

m
Podemos agora discretizar o dominio do funcional — J(¢) — Z]e @e (x)
=]
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]e(gge(x)j: J{éNi¢l] J!|:;[j(22:Nl¢l)] _f(X)(lZ:Ni ¢i]]dx: J![;(ZZZ;N%j _f(x)lz:Ni ¢i]dx:

X: i=1 ;

~.

X

.[ > (N ¢l)2+22N¢l N3, Zf N;¢; dx

X; ll i,j=1
i#]

~.

c) Estaciona-se o funcional J(0) etem-se:

Como Je:o:f— ZZN¢,+ZZN,NJ¢J - > f(x)N; dx=0

i,j=1 i=1
_ i#J i i=1,2 ; 2 equacoes portanto

K, = TN;N}dx

@ K > podemos achar @,

KUobAFL =0 > =[ma
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Se tomarmos d2¢(x)_ex ~0
#(0)=1 e ¢(l)=e

e dividamos [0,1] em 3 elementos iguais

o),

e |

1B-30
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® %
1° Elemento 0 1/3
X:— X —
P AU Tl S R SUR VRS
Xj—xi 1/3
X— X; x—0
N.: L — :3x, N’:3, x:—ex
Toxj-x; 143 / /)
1/3 2 1/3

1/3
K= [B)de=9x1=3;
0
1/3
= [(—e")1-3x)dx =4-3¢'"

K, do elemento 1

1/3
= [(—e")Bx)dx =-3+2¢'°

9)dx = —9x 1)/ 3= -3 =
I( )

KLl

JI
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@ Q'
2° Elemento 1/3 2/3

_2537X 5 3 Ni=3
1/3

2/3 2/3

Ki=| (— 3* )fzx =9x1ii=3; Kj= [(-9)dr=-9x1/=-3=K}
1/3 1/3

2 _
K2 =3

2/3

£ = j (—e*)(2=3x)dx = de'/3 —3¢2/3
1/3
2/3

7= [(=e"HBx—Ddx =3¢ +2¢*"
1/3

1B-32
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3° Elemento 2/3 1
=5 5y M=
1/3
X728 a0 No=3:
g 1/3 g
Da mesma forma K3=K3=3 K}=K3=23
2 N ’ Y Jt

= j(—ex)(3—3x)dx=462/3 —3e

2/3

fl= j(—exx3x—2)dx=—362/3 +2e

J
2/3
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d) Montagem:

simétrica
K3
i i
3 -3 0 01(e) | 4—3¢"3 \
—3 343 =3 0 ||g,| [-3+2"°+4e"? -3

| 2 3 4

K. K 0 0

1~ I

K;+K. K 0

l

T3 2 3
I{i\i\:l\_\{{jj K;

9 >
0 -3 343 -3||g,| |4e*°-3e—3¢"+2¢*"

-3 3 |lg,] ~3¢* +2¢

& J

Injetar Condi¢cGes de Contorno  ¢=1 e ¢,=e€

Procedimento :

A
?,
o
iy

-

|. Descartamos a 1a e a ultima equagdes porque conhecemos ¢, e ¢,

Il. Passamos ¢;.ki;

e ¢,.k, parao lado direito da equacao (sao termos conhecidos)

-

\

4—3¢'"?
—3+6e"7 =3e*°
—3e—3e"’ +6e*"
—3e*? +2e

][il

fjl_l_]ci2 >
f+f

fj3
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60, =305 = (—3+6€1/3 —362/3)+ 3.1-0= 6¢/3 —3¢%"3

e) Solucéo :
—3¢, +6¢; = (—3e—3e1’3 +6e2’3)+0+3e=—3e1/3 +6e2'3
= ¢ =1 ¢,=139561 ¢ =194773 @, =¢
Pode-se observar que nao temos uma equacao para ;,(x) em todo o dominio, mas temos ¢ (x)

no sub-dominio elementar. Com isto podemos fazer interpolacao e voltar ao continuo. Por exemplo:

el1) Estimativa de ¢,(x) em cada elemento
1

~

9,(x)= N} (x)g; + N (x)p; = (1-3x)@; + (3x)p, =1+1,18683 x

Podemos entao estimar . -
¢(xj, Y x € 1°elemento

-

Por exemplo: solucdo exata — V% = 1,2214

1
$,(0,2)=1+1,18683.0,2=1,2377

erro% = +1,31%

N

1B-35
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e2) Para os nds temos

( ~ 1/3 _
NG 2 solucdo exata — e '~ =1,39561

@, calculado =1,39561
erro% = 0%

.

(solugdo exata — e*'° =1,94773

< @5 calculado =194773
erro% = 0%

e3) Os graficos seguintes mostram a solucéo obtida e os respectivos erros
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2.75 ' 1.4
2.5
Z.25 1.3
z
1.2
1.75
1-5 1.1
1.25
0.z 0.4 0.6 0.8 1 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
X
P exato (e¥) ® aprox. x P exato (e*) noelem 1
0.z 0.4 0.8/ 0.8 1
—0.z
~0.4
~0.6
-0.5
-1
~1.z
~1.4

Erro Porcentual
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AR o
2w af Elem 3 I

4237

Elem 2

1.5]

1.25} / 02 03 04

U. = U. 4 U. & .S 1

Solucao exata x Solugido por elementos finitos (elementos lineares)
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3.2.2. Método dos Elementos Finitos implementado por Residuos Ponderados

Se A1 (u)=0\ B1(u)=0 ) entdo podemos escrever que também se anula :
A2(u)=0 . em Q  B2(u)=0 >em I j{v}t |A(u)]dQ = .[(lel (U) + Vv, Ay (u)+...)=0 (3.6)
Q Q
A3(u)=0_ B3(u)=0 v
(3.1) (3.2) com g1 JV2|  fungdes escalares arbitrarias.
(V3

Ou seja: se as fungdes A,(u) anulam-se no dominio, sua integral multiplicada por escalares arbitrarios
também o fardo. Também no contorno

_ ¢t _ _
I{v} .[B(u)]dF - j(lel () + vy B, (u) + ) =0 Somando as duas expressoes:
I I

f VY [Awlae+ j Y [Bw)r =0 (3.7)
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n
Pondo-se a aproximagdo ;= = ZNiai em (3.7),
=

[ WY [ACY Naylag + [FY B Na)lir =0 58)

Como [A(u)]EO em €2, [A(L?)]zlA(ZNa)JzO sao residuos em (.

Eqg. (3.8) Formulacao Integral dos Residuos Ponderados - ( Crandall )

Galerkin genialmente propos v;= N, , isto &, ponderacao é feita pela propria funcao
de discretizacao :

I{N} [A(Z Na) 1% + J'{N}’ [B(Z Na)lir =0
EStalelliina M@Uﬂ@ ) T3 6 ebar o fmeioneD essoetadof®
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