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1. CONCEITOS BÁSICOS

Problemas de Engenharia: Mecânica do ponto material e Mecânica do meio Contínuo

Mecânica do ponto material e Mecânica do contínuo 
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Problemas da Mecânica do Contínuo e Métodos Disponíveis de Solução.

Sistemas contínuos reais

• deformações e tensões em sólidos

• vibrações em sólidos
• escoamentos de líquidos 

• distribuição de temperatura em corpos em geral

• distribuição de pressões

• campos elétricos
• etc.

1A-6



SEM 391 - CAE 
J.Lirani

1A-4

Problemas da Mecânica do Contínuo e Métodos Disponíveis de Solução.

Soluções

• têm que ter bom desempenho tecnológico, à altura dos desafios atuais.

• têm que ter baixo custo.

• têm que ser próximas da realidade para se  ter certeza do desempenho
• têm  que implicar em  menores coeficientes de segurança

1A-7
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Tipos de soluções :
a) Solução analítica

� exige hípoteses de  mais difícil ocorrência : total  homogeneidade, isotropia, 
linearidade de resposta, etc

� não tem desempenho eficaz, mesmo sendo matemáticamente exata.  

� serve  só para casos mais simples

� não existe para casos mais complexos ( e mais reais ! )

b) Uso de modelo em escala reduzida e teoria da semelhança;  
� tem  problemas devidos à simplifacação e ao efeito de escala ;

� alto custo

� baixa versatilidade .

c) Métodos de discretização ⇒⇒⇒⇒    uso dos computadores é o melhor tipo de solução
modelagem  com  número  menor de pontos

sistemas contínuos  →→→→ número infinito de pontos

sistemas discretos  →→→→ número finito de pontos

Discretização  =    modelagem  física +  modelo matemático

Modelagem  é simplificação bem dosada que adequa modelo físico ao

matemático
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Problema Real
Modelo Físico Modelo Matemático

1 grau de liberdade = gdl

P
P

P

xkP = k.x

modelo com 2 gdl

real

modelo com 9 gdl

real

9x1 9x19x9

{ } [ ] { }xKP .=
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Problemas mais sofisticados ⇒⇒⇒⇒ nº maior de gdl’s   ⇒⇒⇒⇒ matrizes  e métodos de discretização

Discretização é indispensável quando:

a) mesmo em sistemas simples o nº de gdl exigido é elevado,

b) a solução analítica ( exata ) não existe ou é muito complexa,

c) as condições de contorno são difíceis ou impossíveis de serem 
representadas analiticamente.

Vantagens da discretização :

1) a solução é substituída por algorítmo mais simples,

2) operações são feitas em bloco pelo computador

� modelo não deve incluir detalhes supérfulos

� não deve desprezar pormenores necessários

� simplificação é função da qualidade da resposta desejada.
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• Análise Estática : deformações e/ou tensões devido a carregamento estático.

• Análise Dinâmica  : frequências naturais, modos de vibrar.

• etc.

Modelagem Método de
análise

Algorítimo

Matrizes
de rigidez
e massa

Solução

Modelo
físico ou
estrutura
ideal

Estrutura
real

[K]

[M]

PKX .1-=
modos de vibrar, etc.

Exemplo de caso de tensões em sólidos :
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A discretização pode ter duas abordagens :
a) Abordagem  direta 

� Método da montagem direta
� Método dos parâmetros agrupados ( lumped constants)

São métodos ultrapassados : só servem para casos muito simples e fins didáticos
Objetivo de se estudar aqui: 

� familiarização com operações matriciais
� constatação das dificuldades e das limitações
� necessidade de enfoque mais adequado

ÉÉ um mum méétodo de discretizatodo de discretizaçção para resolver equaão para resolver equaççõesões
diferenciais e que usa tdiferenciais e que usa téécnicas de CAD para modelarcnicas de CAD para modelar
o domo domíínio da funnio da funçção.ão.

b) Abordagem  matemática  

� mais adequada para problemas genéricos e complexos
� permite intravisão ( insight) do problema sendo modelado

� definição provisória para o método dos Elementos Finitos:

2.  Métodos de Discretização.

métodos
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2.1. Abordagem  Direta - Método da montagem direta
Presta-se a estudos de problemas simples, por exemplo problema unidimensional de problema unidimensional de 

elasticidade linear elasticidade linear .

Conceitos básicos

• o sistema é unidimensional ( eventos ocorrem em só uma direção) Y 
• Os pontos de interesse chamam-se nós

• cada pedaço ou elemento tem rigidez ou constante de mola k

• posição ( coordenada) inicial do nó A  → y0A

• posição final (deformada depois da carga) → y1A

• deslocamento nó A → xA = y1A - y0A

num sistema elástico as incógnitas são os 

deslocamentos e não as coordenadas.

Nó ANó B

Constante de mola 

k

Y
y0B y0A

y1B y1A

xB>0 xA<0

1A-13
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Interpolação e discretização
assumindo distribuição linear dos deslocamentos entre nós A e B

→ distribuição da posição final també é linear → interpolação

para um ponto qualquer  i 
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Sabendo-se a posição dos  nós →→→→ estima-se a posição de qualquer ponto !!

discreto infinito
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Conceitos básicos ( cont)

• portanto  yA é a coordenada de A e xA é o seu deslocamento

• um conjunto de coordenadas yi dá a forma do sistema sem carga um conjunto de 

deslocamentos  xi dá a forma do sistema no estado deformado. 

• A  deformação εεεε de um elemento que inicialmente tinha 

comprimento  L  é:

• Força externa F - alguém faz no sistema

• Força interna f - gerada pela deformação do sistema elástico

lei de Hooke

rigidez    variação do deslocamento
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compressão
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Aplicação dos conceitos 
1 2 3kA kB kC

O sistema acima é submetido a forças externas  Fi , as quais são equilibradas por forças internas

geradas pelos deslocamentos de cada elemento elástico. 

No elemento 
( ) 11 0 xkxkxkf AAAAA =−=∆=

( )12 xxkxkf BBBB −=∆=

( )23 xxkxkf BCCC −=∆=

elemento A

elemento B

elemento C

Vamos assumir uma forma particular  de deformação do sistema
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fFFf =−⇒=+ 0
Em cada nó a condição de  equilíbrio dá :

X3>0

1 2 3
kA kB kC

X1>0 X2<0

fB
fA

fA fB

fC fC

tração traçãocompressão
nó 1 )1(1 BA ffF −−=−

( ) ( ) 211211)1(. xkxkkxxkxkFeq BBABA +−−=−+−=−⇒

nó 2 )2(2 CB ffF ++=−

( ) ( ) ( ) 32123122)2(. xkxkkxkxxkxxkFeq CCBBCB +−−+=−+−−=−⇒

nó 3 )3(3 CfF −=−

( ) 32233)3(. xkxkxxkFeq CCC −=−−=−⇒
Na forma matricial isto é:
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ou :
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nó 1 )1(1 BA ffF +−=−

nó 2 )2(2 CB ffF −−=−

nó 3 )3(3 CfF =−

( ) ( ) 211211)1(. xkxkkxxkxkFeq BBABA +−−=−+−=−⇒

( ) ( ) ( ) 32123122)2(. xkxkkxkxxkxxkFeq CCBBCB +−−+=−+−−=−⇒

( ) 32233)3(. xkxkxxkFeq CCC −=−−=−⇒
Na forma matricial isto é:
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Podemos assumir uma nova forma particular

de deformação do sistema

1 2 3
kA kB kC

X1>0 X2>0

X2> X1

X3<0

fB
fA

fA
fB

fC fC

tração tração compressão

ou :
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nó 1 )1(1 CBA fffF +−=−

nó 2 )2(2 BfF =−

nó 3 )3(3 CfF −=−

( ) ( ) ( ) 321131211)1(. xkxkxkkkxxkxxkxkFeq CBCBACBA ++−−−=−+−+−=−⇒

( ) 21122)2(. xkxkxxkFeq BBB −=−−=−⇒

( ) 31133)3(. xkxkxxkFeq CCC −=−−=−⇒

Na forma matricial isto é:
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Tomemos agora um sistema incluindo

molas em paralelo

1

2

3

kA kB

kC

X1<0 X2<0

|X2|> |X1|

X3<0

|X1|> |X3|

tração

compressão

fB

fA
fA

fB

fC fC

compressão

ou :
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Comparando as matrizes de rigidez  dos vários casos podemos fazer uma regra geral

de montagem 
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Exemplo 1  :

Fresadora de Mesa

{ } [ ]{ }
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k1 = rigidez entre A e B = rigidez da coluna esquerda na direção vertical

k2 = rigidez entre B e C = rigidez  da  travessa na direção vertical , etc.
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Torno

[ ]
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Exemplo 2 :
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k2

k1 k3

k4

5
Um gdl/Nó

é muito pobre !!

k4 = rigidez entre C e D = rigidez do carro porta-ferramenta na direção transversal, etc 

a peça foi considerada rígida neste caso.
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Notar que estrutura desligada da terra implica em 

movimento de corpo rígido.

Isto é, o movimento se dá sem força externa

ou, ainda, a força externa não induz força

elástica interna. Isto porque a matriz de rigidez

é singular ( não inversível) neste caso:
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A  matriz de massa  na montagem direta é montada simplesmente distribuindo 

as massa pelos nós respectivos:

Matriz de massa 
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2.2.- Abordagem direta - Método dos Parâmetros Agrupados

• Também só se presta para estudos de problemas de elastacidade linear em sproblemas de elastacidade linear em sóólidoslidos.

• Pouca aplicação, todos os elementos estruturais devem ser semelhantes a vigas. 

• Aqui a formulação é feita por flexibilidade, para exemplificar.

Equação da flexibilidade

d = deslocamento interno (deformação elástica)

d= F.p       F = flexibilidade = 1/ k

p = força interna
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ainda um gdl/nó
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Condições de equilibrio com forças externas Pi
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Compatibilidade de deslocamentos
Di = deslocamento do nó i

di = deformação elástica

133

212

11

ddD
ddD

dD

+=
+=

=

6316

5315

4214

dddD
dddD
dddD

++=
++=
++=





















































=





























6

5

4

3

2

1

6

5

4

3

2

1

100101

010101

001011

000101

000011

000001

d

d

d

d

d

d

D

D

D

D

D

D

⇒⇒⇒⇒

Matriz  de Conexão

dá a topologia do sistema

Montagem

{ } [ ] { }dCD
t .=

1

3

4
2F2

F1

F3

F4

F5

F6

5

6

{ } [ ] { }

{ } [ ]{ }

{ } [ ]{ }

{ } [ ] { } { } [ ] [ ]{ } { } [ ] [ ][ ]{ }

{ } [ ] { }PFD

PCFCDpFCDdCD

PCp

pFd

dCD

s

ttt

t

=

=⇒=⇒=⇒








=

=

=

⇒

.

.

.



SEM 391 - CAE 
J.Lirani

1A-24

 terra.à j e i ligando comuns  F 

 terraà  i ligando   

i∑
∑

=

=

Sij

iSii

F

FF

Flexibilidade do sistema

Regra geral

montagem direta da flexibilidade:  
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Agora faremos a análise espacial (3D) 
Usamos agora 6 gdl/nó e temos matrizes elementares [F] assim :

θx
θy

θz

y x

z

Deslocamentos tem

6 componentes em 3D

A elasticidade agora tem

orientação espacial

Carregamento externo tem

6 componentes em 3D
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Cálculo de f1, f2……f8 => Teorema de Castigliano : 
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V é a energia de deformação

“ O deslocamento de uma viga na direção de um esforço Pi é igual à

derivada parcial da energia de deformação em relação ao mesmo esforço  Pi “

Em linguagem Matemática : 26 palavras

110 letras

interpretação dúbia
6 símbolos

interpretação exata

Em português :
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Por exemplo    
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Matriz de transformação elementar: 

Conversão do sistema de coordenadas
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Problema em  3 D => duas vigas em posiProblema em  3 D => duas vigas em posiçções diferentes no espaões diferentes no espaçço deverãoo deverão
ter suas  flexibilidade referidas a um ter suas  flexibilidade referidas a um úúnico sistema      nico sistema      
global de coordenadasglobal de coordenadas
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(ou vigas!)
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6n x 1                     6n x 6n                 6n x 1

eq. da flexibilidade do sistema

com 6 gdl/nó

Matriz de transformação para dimensão 6x6: 

No caso geral, a  equação da flexibilidade fica, para um elemento (viga) : 

e para o modelo todo  :

{ } [ ] { }pFd .=

y
x

z

y’

x’

z’

z

y xy’

x’

z’

Sistema Local

de coordenadas 

Sistema Global

de coordenadas 
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As  Condições de equilibrio de força no nó agora são :

yPxPMMm

xPzPMMm

zPyPMMm
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{ } { } [ ] { }jijii PHPp '.'' +=

{ } { } [ ] { } [ ] { } ...........'''' 31321211 +++= PHPHPpPara nó 1 : 

Braço de alavanca de j em 

relação a i, na direção x’

Equilibrio de forças no nó i c/ 6 gdl/nó
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i

j

x

y
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No exemplo :

Considerando composta de 6  vigas:
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{ }

{ }
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
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Matriz de Conexão

com 6 gdl/nó

Eq. Equilíbrio no sistema

com 6 gdl/nó
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Pontos básicos:   

- Deve ser usado um sistema global de coordenadas.

- Propriedades elementares são colocadas numa matriz global.

- Método vale para estruturas estaticamente determinadas e constituídas de vigas.

jjji zyxxx dydz ''''' +−+=Θ θθ

Da mesma forma, para  Compatibilidade de deslocamentos temos por exemplo : 

⇒⇒⇒⇒

jii yyy ddD ''' +=

Da mesma forma anterior  temos a compatibilidade  deslocamentos do sistema :

{ } [ ] [ ] { } { } [ ] { }

{ } [ ] [ ] [ ] { } { } [ ] { }PFDPCFCD

dCDePCFd

s
t

t

′′=′⇒′′=′

′=′′′=′

....

...

E a flexibilidade final do sistema :

{ } { } [ ] { }j
t
ijii dHdD ′+′=′

{ } [ ] { }dCD
t ′=′
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Matriz de Massa pelo método dos parâmetros agrupados:
Faz-se o agrupamento de massas e inércias obedecendo : 

- Massa total deve ser mantida

- Centro de massa deve ser mantido.

Exemplo para distribuição de massa :

Nó 1 :                                                            Nó 3 :

Nó2 :                                                             Nó 4 :
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O mesmo vale para inércias rotacionais :

m2

l2l1
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∑ ′=′
DE

elementos

inó

global
MM

, 

As Matrizes parciais juntam massas e inércias, por exemplo:

A montagem da Matriz global de Massa agora leva em conta as contribuições D e E, 

referidas  ao sistema global de cooordenadas
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F5
5

z’
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x’

Exemplo :

[ ]































=

D
zz

D
yy

D
xx

D

I

I

I

m

m

m

M

4

4

4

4

4

4

4

0

2

0
2

2

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]tEtEtD
TMTTMTTMTM 5554443333 ......' ++=



SEM 391 - CAE 
J.Lirani

1A-34

Sendo                 as acelerações no sistema global{ }'D&&

Agora é possível também se calcular as forças inerciais.:

Ex.: para 3 nós
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