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1. CONCEITOS BASICOS

Problemas de Engenharia: Mecanica do ponto material e Mecédnica do meio Continuo

Mecanica do ponto material e Mecanica do continuo

x(t) =vycos@ Xt

y(t)=(vgsen@)x t —

‘ Mecanica do continuo

Ponto
material
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Sistemas continuos reais

deformacoes e tensoes em solidos
vibracoes em sdlidos
escoamentos de liquidos
distribuicao de temperatura em corpos em
distribuicao de pressoes
campos elétricos

etc.




Solucoes

tém que ter bom desempenho tecnologico, a altura dos desafios atuais.
tém que ter baixo custo.

tém que ser proximas da realidade para se ter certeza do desempenho
tém que implicar em menores coeficientes de seguranca
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Tipos de solucoes :
a) Solucao analitica

J.Lirani

> exige hipoteses de mais dificil ocorréncia : total homogeneidade, isotropia,
linearidade de resposta, etc

> nao tem desempenho eficaz, mesmo sendo matematicamente exata.
= serve sO para casos mais simples
=>» nao existe para casos mais complexos ( e mais reais !)
b) Uso de modelo em escala reduzida e teoria da semelhanca;
= tem problemas devidos a simplifacacao e ao efeito de escala ;
=> alto custo
=> baixa versatilidade .
c) Métodos de discretizacao = uso dos computadores é o melhor tipo de solucao
modelagem com numero menor de pontos

sistemas continuos — numero infinito de pontos

sistemas discretos — numero finito de pontos

Discretizacao = modelagem fisica + modelo matematico

Modelagem é simplificacao bem dosada que adequa modelo fisico ao
matematico
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Modelo Fisico Modelo Matematico
Problema Real ¢P 5
L, v VP
be Dj:>mm:>|3=k'xk£7x
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1 grau de liberdade = gdI

modelo com 2 gdl

real\é/ -

modelo com 9 gdl .-

{P}=[K]{x}

9x1 9x9 9x1




. SEM 391 - CAE J.Lirani

=> modelo nao deve incluir detalhes supérfulos
=> nao deve desprezar pormenores necessarios
=>» simplificacio é funcao da qualidade da resposta desejada

Problemas mais sofisticados = n2 maior de gdI’'s —> matrizes e métodos de discretizacao

~

f Discretizacao é indispensavel quando:
a) mesmo em sistemas simples o n? de gdl exigido é elevado,

b) a solucao analitica ( exata ) nao existe ou € muito complexa,

c) as condicoes de contorno sao dificeis ou impossiveis de serem
k representadas analiticamente.

Vantagens da discretizacao :
1) a solucao é substituida por algoritmo mais simples,

2) operacoes sao feitas em bloco pelo computador
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Exemplo de caso de tensdes em solidos :

/ Modelo Matrizes \

Estrutura fisico ou de rigidez
real —> %Setglﬂura ——>|emassa | >
Modelagem g/lné;ﬁgg de Algoritimo
o "
M] |
= ——

X=K-1P
modos de vibrar, etc.

» Analise Estatica : deformacdes e/ou tensdes devido a carregamento estatico.

» Andlise Dindmica : frequéncias naturais, modos de vibrar.
« etc.

1A-8
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2. Meétodos de Discretizacao.

A discretizacao pode ter duas abordagens :
a) Abordagem direta
T-) Método da montagem direta

mé . A
étodos => Metodo dos parametros agrupados ( lumped constants)

Sao métodos ultrapassados : s6 servem para casos muito simples e fins didaticos
Objetivo de se estudar aqui:

[0 familiarizacao com operacoes matriciais

[0 constatacao das dificuldades e das limitacoes

[0 necessidade de enfoque mais adequado

b) Abordagem matematica

= mais adequada para problemas genéricos e complexos
= permite intravisao ( insight) do problema sendo modelado

=> definicao provisoria para o método dos Elementos Finitos:

o, N
E um método de discretizagao para resolver equacoes

diferenciais e que usa técnicas de CAD para modelar
0 dominio da fungao. ) 1A
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2.1. Abordagem Direta - Método da montagem direta

Presta-se a estudos de problemas simples, por exemplo problema unidimensional de
elasticidade linear .

Conceitos basicos

. , - . / . ~ C tante d |
« 0 sistema é unidimensional ( eventos ocorrem em s6 uma direcéo) onstante €e mota

* Os pontos de interesse chamam-se nés v,
« cada pedacgo ou elemento tem rigidez ou constante de mola k

NG B NG A
* posig¢ao ( coordenada) inicialdo nd6 A — Yy — Y
« posicao final (deformada depois da carga) — Y4 — Yo
. Yoa
« deslocamenton6 A - Xx=VYqa - Yoa
num sistema elastico as incégnitas sao os 'W’
deslocamentos e n&o as coordenadas. " Vie .y
SRA7T:
XB>O XA<O

1A-13
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Interpolacao e discretizacao
assumindo distribuicao linear dos deslocamentos entre nés A e B
— distribuicdo da posicéao final també é linear — interpolacao

para um ponto qualquer i 1_1 _ia=YiB _ Vi~ V1B

ly  Yoa—Yos Yoi—YoB

A~y
Y1 ZL R ]-(YOi - yOB)+ Y1B
YoA — YoB

L
Vi :l_-a'lo +yip=Yip+talL =y +a’()’1A —Y1B)
0

Estado

deformado

2
L >

A

— V=0l

Estado original

Sabendo-se a posicao dos nos — estima-se a posicao de qualquer ponto !!

discreto

interpolaga0

infinito

IA-11
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Conceitos basicos ( cont)
« portanto Y, € a coordenada de A e X, € o seu deslocamento

* um conjunto de coordenadas Y; da a forma do sistema sem carga um conjunto de
deslocamentos X; da a forma do sistema no estado deformado.

_ o _ L = 12 unidades
« A deformacao ¢ de um elemento que inicialmente tinha = |

comprimento L é: ‘ b“’b ' H/H/ '

_ _ _ B A
&= AL = (10-12) =2ATB S = 1 compressao
L 12 L 12 6 '
82:AL2:(7—12):xC—xA:—2—3:_2 compressao
L 12 L 12 12 =
« Forca externa F - alguém faz no sistema +5 +3

« Forcainterna f - gerada pela deformacédo do sistema elastico
lei de Hooke

f:kAx:k(xl+1_xl)

rigidez variacao do deslocamento 1A-12
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Aplicacao dos conceitos

O sistema acima € submetido a forgas externas F; as quais sao equilibradas por forgas internas
geradas pelos deslocamentos de cada elemento elastico.

No elemento
elemento A Ja=kgAxy=ky (xl - O) =k X
elemento B fp=kp Axp =kpg (xz - Xl)
elemento C fo=ke Axpc=kg(x;—x,)

Vamos assumir uma forma particular de deformagéo do sistema

1A-13



. SEM 391 - CAE

Em cada n6 a condicao de equilibrio da : A 1 Kg 2 Ke 3
A A A A
f+F=0 = —F=f
] tracao | compressao tracao
61 —R==fa~fz O VWV V-
62 —Fy=+fg+fe (2 X50 | X< >0
63 —F3=—fc 3) g o— hilg *
] ~N - .I.d de —fé f — °
Condigao de compatibilida A —f

eq. (1) :>—Fi :_kA X1 +kB(x2 —x1)=(—kA —kB)xl +kBX2
eq. Q) =>—F, =—kg(xy —x) )+ k(x5 — %, ) =kgx; +(=kg — k¢ )x, +kexs
eq. )= —F, =—ko(x;—xy) =kpxy —kpx;

Na forma matricial isto é:

_(_kA_kB) kg 0 |(x] [-H) _(kA+kB) —kp 0 |(x
kB (_kB_kC) kC 4x2>:<_F2> ou: _kB (kB+kC) _kC 4x2>=4
|0 ke —kc]|\x) (- £5) 0 ke ke |9
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Podemos assumir uma nova forma particular Z Ka 1 Ke o ke 3
de deformacao do sistema md"AA"A A el "A"A"AY A d AVAVAVAS
7 tracao | tracao compressao
61 —F=—fit+fy () AAAM AR+
62 —F,=—fp—fc (2) X;>0 X250 Xg<0
X, X | |
Y 2> "M [ o
noé 3 _F3:fC 3) ¢ fg — —f
= e —fc

eq. )=>—F =—k, x; +kgl(x, —x)=(~k, —kg)x +kpx,
eq. (2)=—F, =—kg(x, —x )+ kel —x,) = kg +(~kp —k¢) Xy +kexs_

eq. (3) = —F; =—kc(x3—x) =kcx, —kexs Ig“al aﬂ anle"or

Na forma matricial isto é:

[(—kp —kp) kp 0 |(x] [-A] (kg t+kp)  —kp 0 |(x]
kB (_kB _kc) kC sz >:<_F2 ; ou : _kB (kB +kc) _kC <x2 >:4
0 kc —kc]\m) (5] 0 —kc ke | (%)
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Tomemos agora um sistema incluindo Ko
compressao

molas em paralelo

01 -k =fa~fptlc D

X3<0
62 —Fy=fz  (2) Xg1> [Xs
1 Xs5|> X4
s ~B=—fc f :
B <+— e
) fg
fae— — f, ®
—»fC <—fC

€q. (1) :>—1'71 :_kA X1 +kB(.X2 —Xl)+kc(.X3 _xl):(_kA _kB _kc)xl +ka2 +kcx3
eq. (2)=—Fy =—kg(x, —x;) =kpx; —kpx,
eq. (3) — —F3 = —kC (X3 - xl) = kcxl — kcx3

Na forma matricial isto é:

_(_kA_kB_kC) kB kC | X _Fi _(kA+kB+kC) _kB _kC_ r‘xl\ Fi\
kB _kB 0 Xy = _F2 ou : _kB kB 0 1% = Fz e
L kC 0 _kC_ A3 _F3 i _kC 0 kC ] \.x:))/ F3/
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Comparando as matrizes de rigidez dos varios casos podemos fazer uma regra geral
de montagem

2 Rigidezes ligadas nos nés i e j

Kf =
/
Montagem de [k] KI = - 2 Rigidezes ligadas diretamente entre os nésie j

/

1A-17
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Exemplo 1 :

J.Lirani

o | Lln

2 C
B E
| kr= k3= Kkj X
1 o 3eD E
\/ | k| ky= kg
A G F

k, =rigidez entre A e B = rigidez da coluna esquerda na dire¢ao vertical
k, = rigidez entre B e C =rigidez da travessa na direg¢ao vertical , etc.

.

Q
sl

Fresadora de Mesa

(R [(K+K;) - K, 0 o | [X
_ _K _K
{P}:[K].{X}:><P2>: K, (K, +K3+Ks) 3 5 J X2
B 0 — K3 (K3 +K,) 0 X3
Pl | 0 — K 0 (Ks+Kg)| (X4
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Exemplo 2 :

ey

E

o

[

C

Um gdI/N6
_— € muito pobre !!

Torno

k, = rigidez entre C e D = rigidez do carro porta-ferramenta na diregao transversal, etc
a peca foi considerada rigida neste caso.

[K]=

kg +ky + ks
_k2
0

_k2
ky +ky
—ky

0
— kg

ky |

1A-19



. SEM 391 - CAE J.Lirani

Notar que estrutura desligada da terra implica em
movimento de corpo rigido.

Isto €, o movimento se da sem forca externa

ou, ainda, a forca externa nao induz forga
elastica interna. Isto porque a matriz de rigidez

é singular ( ndo inversivel) neste caso:

(kg +hgtke) —kg —ke|(xn| [A)
_kB kB O <XZ>:<F2>

i _kC O kC _ \X3/ \F3)

_ - X PR r1\ rO\

kiatkp+ks) —kp —k-o —k F

(kg +kp +kc) B C AllM 1 det [K] = 0 1 [K].<1$:<O>
_kB kB O O <XZ>:<F2> . E

| kg 0 0 kaflxg) Fy S a0
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Matriz de massa

A matriz de massa na montagem direta € montada simplesmente distribuindo
as massa pelos nos respectivos:

m, 0 0 0]
0 my 0 O
0 0 m O
0 0 0 my

limitacdes o método a montagem direta

- 120 calcula as rigidezes
- [lm gdll/no e muito pouco

M ]=

1A-21
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2.2.- Abordagem direta - Método dos Parametros Agrupados

« Também sé se presta para estudos de problemas de elastacidade linear em soélidos.

« Pouca aplicagao, todos os elementos estruturais devem ser semelhantes a vigas.

« Aqui a formulacéo é feita por flexibilidade, para exemplificar.
F2 2 F4

/|

== ainda um gdli/né

Equacao da flexibilidade

d = deslocamento interno (deformacéo elastica)

d=F.p F = flexibilidade = 1/ k 4] [F 0 0 0 0 01(p)
p = forca interna d, 0O F 0 0 0 0]|p
<d3 _ 0O 0 K O O O ) D3 Y =[FI{p)
dy 0O 0 O F, O O/||ps
ds 0O 0 0 0 F O]|ps
d¢)] |0 0 0 O 0 Fg]|ps

1A-22



y F2 2 F4
F1

4

1 F3 5 Matriz de Conexao
SEM 391 - CAE 30 F8 g _ _
da a topologia do sistema
Condicoes de equilibrio com forgas externas P; (,1 11 1 1 1 1 1](R)
Pl 1001 01 0 0||P
p=HB+h+hH+P+P+F p, =P 00101 1|[P
Py =P+ P, ps = P, s = {pk=[clp)
p3:P3+P5+P6 p:P P4 0001 O0O0 P4
ps| [0 00 0 1 Of|A
Compatibilidade de deslocamentos Pe) L0 0 0 0 0 1]{F]
D, = deslocamento do no i ) i
d, = deformagéo elastica D |1 000 0 0]]q
D 1 1.0 0 0 0}|d
D=d — Dy=d+d,+d, ol 110100 olla
=d, +d, D d+ +d; 3 173 t
Ds 1 01 0 1 0}]|ds
Dg] |1 0 1 0 0 1]|dg
Montagem

{p}=[cl {a}]

= {d}=|F Hp}

{p}=lclir}

-={D}=[c[{d}={D}=[Cc][FKp}={D}=I[C]|F]cCKP}

H_J

{D}=|F]|{P} 1A-23
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Flexibilidade do sistema [F]S = [C]t [F ][C]

F E 5 5| F K
F K+FE K K +F K K
V]=E K F +E K F +E F +E
*|F F+F, K F+F+F, ) F,
K K K +E K K +E +F H+E
FF K EF+FE F, F+F F+E+F |
Regra geral

montagem direta da flexibilidade:
Fg;; = ZFZ- ligando1 a terra

Fg;i = ZFi comuns ligando1ie ja terra.

1A-24
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Agora faremos a analise espacial (3D)

Usamos agora 6 gdl/n6 e temos matrizes elementares [F] assim :

Deslocamentos tem

~ d 3
6 componentes em 3D \L X

Carregamento externo tem

6 componentes em 3D

A elasticidade agora tem

orientacao espacial

\\
A0 0 0 0 0][p)
0 f2 0 0 0 f3 py
0 0 f4 0 f5 0 pz
0 0 0 f, 0 0l]m,
00 f5 0 f5 0]|m,

1A-25
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(dx) [f;, 0 0 0 0 0](p,
dyl |0 f, 0 0 O f3]|p,
dz > 0 0 f4, O fs O]|p, >
J = <
e[ |0 0 0 £ 0 0]|m,
&y 0O 0 f5s 0 f O0]|m,
&) 10 f3 0 0 0 fg]l(m]

Calculo de f4, fo...... fg => Teorema de Castigliano :

Em portugués : “ O deslocamento de uma viga na direcdo de um esforgo P; é igual a
derivada parcial da energia de deformagao em relagédo ao mesmo esforgo P,“
1%

Em linguagem Matematica: Op = —— .

- 26 palavras
l
/ a P
6 simbolos >

110 letras
interpretacao exata

interpretacao dubia

atica

- i inguaye
V é a energia de deformagéo Potelll?la da ling
J‘ My lPZ) (Mz+l.Py)2 s Mx? o
E.ly E.Iz GJ | 1A-26
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Por exemplo

Y amy_amy 20 EA

+

9. - vV 9 1L[px2+(my—l.pz)2+(mz+l.py)2+mx

E.lIy E.Iz

N | =
Q)
3

EA

E.ly

N | —

1¢[ 2 1¢ 2
== (| —=-(m, -1p.J1-0)|a@l == [-=—(m, —1.p.)dl ==

| gt oar=3 [ o, 1)

L L 2

=1.imyj.dl—l.zl’ijczz:lz—Lmy— 2L,

2 E.ly 5 2 E.IyO 2 Ely 22.E.ly

L I

p— = — e

f7 E.ly E 2E.Iy

Ot~ Ot N O~

QU

<

7~ N\
—_—
S
<

|

=~
S
N
a1

E.lI7 GJ

y

2
Al =

GJ

d H.dlz
L L
L2 _ljil-Pz dl
2 OE.Iy 2 9 Ay
_ L I?
Ely ~’ 2E.Iyp ¢

1A-27
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Problema em 3 D => duas vigas em posicoes diferentes no espaco deverao

y X

Sistema Local

de coordenadas

y
Sistema Global
_ X

A de coordenadas
Z’

Matriz de transformacéo para dimensao 6x6:

ter suas flexibilidade referidas a um unico sistema
global de coordenadas

Conversao do sistema de coordenadas
Matriz de transformacéao elementar:

cosx'x cosx'y
[L]l- =|cosy'x cosy'y cosy'z

cosz'x cosz'y

cosx'z

CosZ'z

L]
[T]i :{ [O]

.

No caso geral, a equacao da flexibilidade {d} = [F] . {p} fica, para um elemento (viga) :

{ah =T} IrlIr}ir}
{ah =[Fl{irh

e para 0 modelo todo :

n = n? de elementos

(ou vigas!)

eq. da flexibilidade do sistema

com 6 gdl/n6

{a}) [ [F], o] o] T({rh)
Jak|_| o 1F o] | {iph|
W) |0 [ 7, o,
on x 1 6n X 6n on x 1

1A-28
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As Condicoes de equilibrio de forca no n6 agora sao :

vai — va[ + vaj
Py, =Pyt

p'Zi :P'Zi +P'Zj

m =M+ M + P

My =M\ + M\, + P 2 ~P .

y —

mzizMZi+ sz"'" Pyj.x —P

(p'x| (Px 1 0
p'y Py 0 1
p'z P'z 0 O
<m’x>:<M'x>+ 0 -z
m'y M'y z 0
m'z) (M'z), [-y X

o O = O O O

o = O O O O

— O O O O O

Braco de alavanca de j em

i

relacdo a i, na direcao x’

Equilibrio de for¢cas nond i ¢/ 6 gdl/n6

1A-29
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r{17'}1 |
{zaj}z

L{P.'}@

No exemplo :

Considerando composta de 6 vigas:

ShSHSISIS)

H i»
I

ShNSHSINST

g

Matriz de Conexdo

com 6 gdl/n6

Hy  [H, B [Ha—
0 |Hl,, o] | ({P}]

1] Hl;s  [Hls 4{P}2>
0] 1 0] 0] :

0 1] o ||{P1,]

0 0 0 1l

Eq. Equilibrio no sistema

com 6 gdl/né

1A-30
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Da mesma forma, para Compatibilidade de deslocamentos temos por exemplo :

D')’i - d')’i + d')’j
®'x:0'xi+ e'xj —Z d')’j+ y d'zj — {D,}i :{d,}i + [H]; {d,}j

Da mesma forma anterior temos a compatibilidade deslocamentos do sistema :

{iD}=[clHa)

E a flexibilidade final do sistema :

ai=[Fllcl{pt e {D}=Ic] . {27}
{D'}=[c]. [F']Ic]{P} = {D}=IF'. {P}

Pontos basicos:
- Deve ser usado um sistema global de coordenadas.
- Propriedades elementares sao colocadas numa matriz global.

- Método vale para estruturas estaticamente determinadas e constituidas de vigas.
1A-31
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Matriz de Massa pelo método dos parametros agrupados:
Faz-se o agrupamento de massas e inércias obedecendo :

- Massa total deve ser mantida

- Centro de massa deve ser mantido. MID

J.Lirani

ﬁ 2 Exemp%ara distribuigdo de massa :
m [
w2 e | Ly
oM 2 [, +1, 2
1 1
, NG2 : @+m2 l NG 4 §m1+ 5m4
jmwwm3 2 h+h v
4 ml m il B perde—se
M,

\|1 : ‘ 15 =i L 15 =i l—2+m12 I = L + m,l
ﬂ\l XX xx I, +1, yy yy I, + 1, 27 2z zZ L + 1, 2
m2
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As Matrizes parciais juntam massas e inércias, por exemplo:

my
2
my
2
D
[M 4] = %
4D
Ixx
0

4D
Izz _

A montagem da Matriz global de Massa agora leva em conta as contribuicées D e E,

referidas ao sistema global de cooordenadas

/N0 1 Z ‘
global

F3

Exemplo :

M)y =[T] M) [T

elementos

+[r] M 1],

+[1)s M TS

1A-33
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Agora é possivel também se calcular as forgas inerciais.:

Ex.: para 3 nos

.

Sendo

r{P,}lw
{P'}z .
1P}

D]

I3
0]
o]

0]
M,

0]

o]
0]

(M)

as aceleracdes no sistema global

.
N

'

1A-34
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[
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o
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