Capitulo 4

O Postulado das Paralelas e a Geometria
Euclidiana

Nos trés primeiros capitulos apresentamos resultados que independem da Geo-
metria Euclidiana. S&o verdadeiros tanto para ela como para algumas das chamadas
Geometrias Nao-Euclidianas. Por Geometria Nao-Euclidiana, entendemos um sistema
geométrico construido sem a ajuda da hipétese euclidiana das paralelas e contendo
uma suposi¢ao sobre as paralelas, que é incompativel com a de Euclides.

A Geometria Hiperbélica ou de Lobachevsky, por exemplo, admite a existéncia
de pelo menos duas paralelas a uma reta dada, passando por um ponto fora dela;
e, na chamada Geometria Riemanniana, duas retas tém sempre um ponto comum.
Estas duas geometrias ndo admitem o Postulado de Euclides, que afirma a existéncia e
unicidade da paralela a uma reta dada, passando por um ponto fora dela. Para uma
leitura mais especifica sobre Geometrias Nao-Euclidianas, veja [13] ou [21].

Neste capitulo, apds alguns resultados, apresentamos o Postulado das Paralelas
ou Postulado de Euclides, pois é o que caracteriza a Geometria Euclidiana, a qual
passaremos a desenvolver.

Condigoes para o Paralelismo de Retas

4.1 Teorema. Duas retas distintas perpendiculares a uma mesma reta sio paralelas.

Demonstracdo. Sejam s e ¢ retas distintas perpendiculares a uma mesma reta 7.

S t

35




56 Eliane Q. F. Rezende e Maria Licia B. Queiroz

Se s e t ndofossem paralelas, r, s e ¢ determinariam um tridngulo com dois angulos
retos, o que é absurdo, pois contradiz o Coroldrio 3.3.

Observagao. Quando uma reta r for paralela a uma reta s, esse fato serd denotado
por r || s

4.2 Teorema. Por um ponto ndo pertencente a uma reta passa, no minimo, uma reta
paralela 3 reta dada.

Demonstragao. Consideremos a reta r e um ponto P nio pertencente a ela.

Lo
-

Seja s a reta passando por P e perpendicular a r, e seja ¢ a reta passando por P e
perpendicular & s. Pelo teorema anterior, temos ¢ || r.

4.3 Definicdo. Uma transversal a duas retas é uma reta que intersecciona essas duas
retas em dois pontos distintos. Neste caso dizemos que as duas retas sio cortadas pela
transversal.

Observagao. Se s e t forem concorrentes, uma reta que cruza as duas retas no ponto
comum nao é uma transversal.

4.4 Definicao. Seja r uma transversal as retas s e t, interseccionando-as nos pontos P
e (), respectivamente. Seja A um ponto de s e B um ponto de ¢, tais que 4 e B estejam
em lados opostos de r. Os édngulos APQ e BQP sio chamados dngulos alternos
internos formados por s,t e a transversal .
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4.5 Teorema. Se duas retas cortadas por uma transversal formam dois angulos alternos
internos congruentes, ent3o as retas s3o paralelas.

Demonstragao. Sejam r e s duas retas cortadas por uma transversal nos pontos P e
() respectivamente. Sejam @ e b os angulos alternos internos congruentes.

a S
b
/? r
figura 1 figura 2

Se r e s se interseccionam em algum ponto R, como na figura 2, elas formam um
tridngulo RQP do qual @ é um angulo externo, sendo b um angulo interno nao adjacente
a ele.

Pelo Teorema do Angulo Externo temos @ > b, o que contradiz nossa hipdtese.

Logo r e s sdo paralelas.

4.6 Definigao. Sejam Z e 7 angulos alternos internos formados por duas retas cortadas
por uma transversal. Se Z é tal que §j e Z sdoangulos opostos pelo vértice, entioZ e 3
sdoditos dngulos correspondentes.

A demonstracdo do teorema seguinte é deixada como exercicio.

4.7 Teorema. Se duas retas sdocortadas por uma transversal, e se dois angulos

correspondentes s3o congruentes, entdo as retas s3o paralelas.

As reciprocas dos Teoremas 4.5 e 4.7 sdoverdadeiras, mas para demonstra-las
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precisamos utilizar o Postulado das Paralelas, o que enunciamos a seguir. Este
Postulado vai nos dar a unicidade da reta paralela a uma reta dada, passando por
um ponto fora dela, cuja existéncia ji foi afirmada no Teorema 4.2. A partir daqui
usaremos livremente o Postulado das Paralelas de Euclides, embora boa parte dos
resultados possa ser demonstrada em outras “geometrias”também.

O Postulado das Paralelas

Postulado 13. (Postulado das Paralelas) Por um ponto nio pertencente a uma
reta, passa no maximo uma reta paralela a reta dada.

4.8 Teorema. Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal, ent3o os angulos
alternos internos s3o congruentes.

Demonstragao. Consideremos as retas paralelas r e s, e uma transversal ¢ que as
corta nos pontos P e () respectivamente.

M
Q S
b’

ad r
P

Suponhamos que os dngulos alternos internos a e b niosejam congruentes.

Seja s’ uma reta que passa por @ formando com 7 e ¢t os dngulos alternos internos
a e b’ congruentes.

Pelo Teorema 4.5, a reta s’ é paralela a reta r. Disso e da hipStese temos, pois,
passando por (), duas retas s e s’, ambas paralelas & reta 7.
Isto contradiz o Postulado das Paralelas. Logo @ e b sdo congruentes.

As demonstragbées dos préximos resultados sdo simples, e sio deixadas como
exercicio.

4.9 Teorema.

a) Duas retas paralelas cortadas por uma transversal formam pares de angulos corres-
pondentes congruentes.

b) Duas retas distintas paralelas a uma mesma reta s3o paralelas entre si.

c) Se uma reta é perpendicular a uma de duas retas paralelas, entdo é perpendicular 3
outra.
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Vejamos agora alguns resultados relacionados com triangulos.

4.10 Teorema. A soma das medidas dos dngulos de um tridngulo é 180.

Demonstragao. Dado o AABC, seja r a reta paralela ao lado BC e passando pelo
vértice A. Consideremos os angulos a,b e ¢, como aparecem na figura.

A r

baC

B Cc

Utilizando os Postulados da Adicéode Angulos e do Suplemento chegamos a:
ma + mb + mé = 180.

— ~ o
Como AB é transversal a 377 e a r, temos, pelo Teorema 4.8, que b = ABC.
Analogamente, mostramos que ¢ = ACB. Logo mBAC + mABC + mBCA = 180.

Deste teorema, obtemos varios resultados importantes.

4.11 Corolario.

a) Seja dada uma correspondéncia entre dois tridngulos. Se dois pares de angulos
correspondentes s3o congruentes, entdo o terceiro par é também de dngulos correspondentes
congruentes.

b) Os 4ngulos agudos de um tridngulo retingulo sio complementares.

c) Em todo tridngulo, a medida de um angulo externo é a soma das medidas dos dois
angulos internos n3o adjacentes.

Quadrilateros

4.12 Definicao. Um quadrilatero é um poligono de quatro lados.

Lados opostos de um quadrilatero sdo dois de seus lados que nao se interseccionam.

Dois lados sao consecutivos se tém um vértice comum.
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Uma diagonal é um segmento que une dois vértices nio consecutivos.

A
A D
B C D
Num quadrilidtero ABCD, AB e CD saolados opostos, também o sio os lados BC
e AD. L
Os lados AD e C'D ou AD e AB, por exemplo, sio lados consecutivos, e AC' e BD

sao diagonais.
Consideremos um quadrildtero convexo. Nele, dois angulos sdo opostos se nao tém
um lado comum; caso contririo sdo chamados angulos consecutivos.

4.13 Definicao. Um paralelogramo é um quadrildtero em que os lados opostos
sao paralelos.

B Cc

Temos os seguintes resultados que mostram propriedades dos paralelogramos,
cujas demonstragoes deixamos como exercicio.

4.14 Teorema. Em um paralelogramo valem as seguintes propriedades:

a) Cada diagonal separa um paralelogramo em dois triangulos congruentes. Isto &, se
ABCD ¢ um paralelogramo, entio AABC =~ ACDA e AABD =~ ACDB.

b) Dois lados opostos quaisquer em um paralelogramo sdo congruentes.

c) Dois dngulos opostos quaisquer em um paralelogramo s3o congruentes.

d) Dois angulos consecutivos quaisquer em um paralelogramo sio suplementares.

4.15 Coroldrio. Se r e s s3oretas paralelas e se P e ( siodois pontos quaisquer em
r, entdo as distancias de P e ) a s sdoiguais.

Essa propriedade das retas paralelas pode ser expressa da seguinte forma: “Duas
retas paralelas eqiidistam em toda a sua extens3o”.
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4.16 Definigao. A distdncia entre duas retas paralelas é a distancia de qualquer
ponto de uma delas a outra.

No préximo teorema veremos condi¢des para que um quadrildtero seja um
paralelogramo.

4.17 Teorema.

a) Dado um quadrildtero em que ambos os pares de lados opostos s3o congruentes,
entdo o quadrildtero é um paralelogramo.

b) Se dois lados de um quadrildtero s3o paralelos e congruentes, ent3o o quadrilitero é
um paralelogramo.

c) Se as diagonais de um quadrildtero se bisseccionam, ent3oo quadrildtero é um
paralelogramo.

4.18 Teorema. O segmento com extremidades nos pontos médios de dois lados de um
tridngulo € paralelo ao terceiro lado e tem a metade de seu comprimento.

Demonstragao. Consideremos o tridngulo ABC com D e E sendo os pontos médios
de AB e AC, respectivamente.

Vamos mostrar que DE || BC e que DE = —BC Seja F' o ponto da semi-reta

oposta a ED tal que FF = DE. Pelo Postulado L.A.L., temos AEFC = AEDA.
Portanto DAE = FCE.

Pelo Teorema 4.5 obtemos AB I CF. Como por hipétese AD = DB, e da con-
gruéncia dos tridngulos EFC e EDA, vale DA = FC, entdo BD = FC. Logo BDFC
é um paralelogramo, e dai DE || BC.

1
Utilizando o Teorema 4.14b, concluimos que DE = §BC.

4.19 DefinigGes. a) Um losango é um paralelogramo cujos lados s3o congruentes.
b) Um retangulo é um paralelogramo cujos angulos s3o retos.

c¢) Um quadrado é um retingulo cujos lados sdo congruentes.
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Na figura temos o retangulo ABCD, o losango EFGH e o quadrado IJK L.

E

G

Deixamos como exercicio as demonstragoes dos resultados que seguem.

4.20 Teorema.

a) Se um paralelogramo tem um &ngulo reto, entdotem quatro angulos retos, e o
paralelogramo é um retangulo.

b) Em um losango, as diagonais sdo perpendiculares e se bisseccionam.

c) Se as diagonais de um quadrildtero se bisseccionam e sdo perpendiculares, entdoo
quadrildtero é um losango.

O Teorema Fundamental da Proporcionalidade e o Teorema de
Tales

4.21 Defini¢do. Se uma tranversal intersecciona duas retas r e s, respectivamente, nos
pontos A e B, dizemos que r e s determinam o segmento AB sobre a transversal.

Se uma transversal intersecciona trés retas r,s e t nos pontos A, B e C, respec-
tivamente, e se AB = BC, entdodizemos que as trés retas determinam segmentos
congruentes sobre a transversal.

/ A
A r F

4.22 Teorema. Se trés retas paralelas determinam segmentos congruentes sobre uma
transversal, entdo determinam segmentos congruentes sobre qualquer outra transversal.

Demonstragido. Consideremos uma transversal t interseccionando as retas paralelas
a,b e ¢ nos pontos A, B e C, respectivamente, com AB = BC. Seja s uma outra
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transversal interseccionando estas retas nos pontos D, E e F, respectivamente. Vamos
mostrar que DE = EF'.

Demonstraremos primeiro o teorema no caso em que s e t ndosao paralelase A # D,
como na figura abaixo.

VA VA VR v

Seja s; a reta paralela a s que passa por A, e que intersecciona b e ¢c em G e H,
respectivamente; e seja s, a reta paralela a s que passa por B, e que intersecciona a
reta ¢ em I. Temos assim formados os paralelogramos AGED e BIF'E, e disso decorre

AG=DEeBI=EF ().

Agora, pelo teorema A.L.A. temos que AABG = ABCI pois AB = BC, por
hip6tese; e ABG = BCI e BAG =~ CBI, ambos pelo Teorema 4.9a. Portanto AG = Bl

Substituindo em (*) obtemos DE = EF.

Vamos considerar o caso em que as transversais se interseccionam em um ponto
A da reta a. Seja s; a reta que passa por B, paralela a s e que intersecciona ¢ em |
(veja figura 1 abaixo). Temos que AABE 2 ABCIT (pelo Teorema A.L.A.) e portanto
AE = BI. Como BIFFE é um paralelogramo, temos Bl = FF. Portanto AE = EF,
isto é, DE = EF.

No caso em que as duas transversais s e t sdo paralelas, como na figura 2, o resultado
decorre imediatamente das propriedades dos paralelogramos.

\/A=D a A/ o/ a

B E b B E b

/\\° A

figura 1 figura 2
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Este teorema pode ser generalizado como no coroldrio a seguir, cuja demonstragao
deixamos como exercicio.

4.23 Corolario. Se trés ou mais retas paralelas determinam segmentos congruentes em
uma transversal, entdo determinam segmentos congruentes em qualquer outra transversal.

Uma, aplicacdo do teorema anterior é a divisdode um segmento em m partes con-
gruentes. (Veja capitulo sobre Construgoes Geométricas Elementares.)

De fato, se queremos dividir o segmento AB em m partes congruentes, primeira-
¥ —

—
mente tracamos uma semi-reta AC tal que AC seja distinta de AB. Tomemos I,
Py, ..., P,, pontos na semi-reta AC tais que Py = Ae BhP, = PP, =...= P,_,F,
(o Teorema da Localizagido de Pontos nos garante tal fato).
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Seja r a reta P, B.
Pelos pontos Py, P, P, ..., P,_1, tracamos retas paralelas a r obtendo os pontos

Q1, Qa,...,Qm-1 no segmento AB.

Pelo coroldrio anterior, temos que AQ; = Q1Q2 =. .. = Q1B e os pontos obtidos
dividiram AB em m partes congruentes.

Uma outra aplicagio interessante é o seguinte resultado.

4.24 Teorema. As medianas de um tridngulo sdo concorrentes em um ponto que dista
de cada vértice dois tercos da distincia deste vértice ao ponto médio do lado oposto.

Demonstragido. Consideremos, no tridngulo ABC, os pontos M,, M, e M, como pon-
tos médios de BC, C A e AB, respectivamente. Vamos demonstrar que existe um ponto

2 2
P que estd em AM,, BM, e C'M,, respectivamente, e AP = -éAMa, BP = gBMb e

CP = —QP;C’MC.
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a

«— —_—
Sejam 7, s e t com s =BM, retas paralelas que dividem o lado AC em quatro
segmentos congruentes. Consideremos as retas u e ¢, ambas paralelas a 7,5 e t,
passando por A e C, respectivamente.

A reta t divide o segmento AB em dois segmentos congruentes, e, portanto, o
ponto M, estd na reta t; além disso, as retas ¢, s, r e ¢ dividem a mediana CM, em trés
segmentos congruentes, e portanto, se P é o ponto de intersec¢ao das medianas BM, e

CM,, temos CP = gCMC.

Do mesmo modo, com retas paralelas a Aﬂa mostramos que se P’ é a interseccao das
medianas CM, e AM,, entio CP' = %CMC.

Portanto, pelo Teorema da Localizacao de Pontos obtemos P’ = P, e assim as trés
medianas sdo concorrentes.

Como sabemos agora que a mediana AM, passa por P, podemos concluir que
AP = gAMa e BP = gBMb.

4.25 Definigao. O centrdéide ou baricentro de um tridngulo é o ponto em que as
medianas sdo concorrentes.
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Antes de enunciarmos o préximo teorema, vejamos uma propriedade a respeito da
razao entre os comprimentos de dois segmentos.

AB
4.26 Lema. Dados dois segmentos AB e C'D, temos D = onde n e m sdo nimeros

. . . m
inteiros positivos se, e somente se, existe um segmento de comprimento ¢ tal que AB = nc
e CD =mc.

Demonstracgao. Sejam dados os segmentos AB e CD e os nimeros positivos n e

AB -
m tais que 6’5 - Sejam Py = A, Py,...,P, = B, n pontos em AB, tais que
m__
PP, =2 PP, = = P, 1P,. Seja ¢ o comprimento de tais segmentos.
AB n ne
Entdo — = — = . Como, por construgao, AB = nc, segue que CD = mec.
CD m mc

A reciproca é imediata.

Observagao. Observamos que quando D ¢ um ndmero irracional a situacao acima

nao ocorre.

4.27 Teorema. (Teorema Fundamental da Proporcionalidade) Se uma reta pa-

ralela a um dos lados de um tridngulo corta os outros dois lados, entdoela os divide na
mesma razao.

Demonstragdo. Consideremos o triangulo ABC' como na figura. Seja r uma reta pa-
ralela ao lado BC' a qual intersecciona os lados AB e AC, respectivamente, nos pontos

AB AC
D e E. Vamos mostrar que —
M UD T Ar
A
D E
B c

AB A n
Vamos iniciar considerando o caso em que 1D é um nidmero racional, isto é, A0
m
com m e m nimeros inteiros positivos. Pelo lema anterior, existe um segmento d

comprimento ¢ tal que AD = mc e AB = nc, e ainda com m < n pois AD < AB.
Consideremos entdo em AB os pontos Py, Py,...,Py,..., Py, com Py = A, Pp,=D e
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P, = B taisque P,P;;; =c,com:=0,...,m,...,n—1.

Agora tracemos paralelas a EZ? por Pi,..., P,_,. Estas retas cortam o segmento AC
em pontos que denotamos por @1,...,Q,_1. Pelo Corolario 4.23, existe um ndmero
real positivo d tal que Q;Q;4; = d parai = 0,...,n — 1 com @y = A, Q@ = E e
Q. = C. Portanto AC = nd e AE = md. Assim, pelo lema anterior temos

AC’_nd_n ne AB

AE ~ md m  mc AD’

Agora vamos considerar o caso em que —— é um numero irracional.

AD

Seja m um numero inteiro positivo.

Consideremos na semi-reta AB pontos Py = A, Py,..., P, =D, ..., P, P, tais
que PPy =c¢,i=0,1,...,m,m+1,...,n, e dai AD = mc para algum c, e, ainda,
nc < AB < (n+ 1)c.

n AB n+1
Entao temos —_ < < a).
- m  AD m (2)
Tracemos paralelas a BC por P, ..., Pyy1.
Estas retas cortam a semi-reta AC em pontos Qo = A,Q1,...,Qnt1 €, pelo

teorema anterior, temos que existe um nimero real positivo d tal que Q;Q;s1 =d,
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i=0,...,ncom Qy=A AE =md e nd < AC < (n+ 1)d. Portanto obtemos

n AC n+1
—_ < — b).
m<AE< m (b)

De (a) e (b) obtemos
AB AC n+1 n

1
- < -—=—
AD AFE m m m
Como esta desigualdade vale para qualquer nimero inteiro positivo m, temos

AB AC AB AC

AD T AE TV OUSR Up T ap

No Capitulo 11 apresentaremos uma outra demonstraciodeste teorema, a qual
envolve equivaléncia de dreas.

Temos a reciproca deste teorema.

4.28 Teorema. Se uma reta corta dois lados de um tridngulo dividindo-os na mesma
razao, entdoela é paralela ao terceiro lado.

Demonstragao. Seja ABC um triangulo qualquer. Consideremos a reta DE onde D
AB AC

¢ um ponto entre Ae B, e E é to entre A e C com — = ——.
ponto e , é um ponto entr mAD o

. «— > X . —
Seja DE' a reta passando por D, paralela & BC e interseccionando AC no

ponto E’. Pelo teorema anterior temos

B _ AC
AD  AFE
AD
tant '= AC—.
e, portanto, AF CAB i
Mas, por hipétese temos AE = ACE.

Portanto AE' = AE. Logo E = E', e DE ¢ paralela a BC.
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Como conseqiiéncia do Teorema Fundamental da Proporcionalidade, temos o
Teorema de Tales.

4.29 Teorema. (Teorema de Tales) Se duas retas sdo transversais a um conjunto de
retas paralelas, entdoa razdoentre os comprimentos de dois segmentos quaisquer de uma
delas é igual a razdoentre os comprimentos dos segmentos correspondentes da outra.

A demonstracdo deste teorema segue essencialmente a do Teorema Fundamental
da Proporcionalidade, com a utilizacido de propriedades das propor¢oes entre nimeros
reais.

Uma aplicagao importante do Teorema Fundamental da Proporcionalidade é o Teo-
rema da Bissetriz, cuja demonstragdo estd proposta entre os exercicios que seguem.
Como conseqiiéncia, temos a divisdo harmonica de um segmento, o que sera feito no
capitulo referente aos lugares geométricos.

Nota Histdrica.

Por mais de dois mil anos, gedbmetras ocuparam-se com tentativas de provar o
postulado das paralelas como um teorema a partir dos postulados anteriores. Isso
resultou em desenvolvimentos da geometria moderna.

A primeira investigacdo realmente cientifica do postulado das paralelas foi publi-
cada em 1773, de autoria do jesuita italiano Girolano Saccheri (1667-1733). Em seu
trabalho, Saccheri aceitou as vinte e oito proposi¢des dos “Elementos”de Euclides que
nao necessitavam do postulado das paralelas para suas demonstragoes, e estudou o
quadrildtero ABCD, no qual os angulos A e B sdo retos e os lados AD e BC sio
congruentes. Ele mostrou que os angulos D e C sdo congruentes (veja exercicio 2.22)
e, entdo, que ha trés possibilidades: os angulos D e C sdo ambos agudos, ambos retos
ou ambos obtusos.

Seu plano de trabalho consistia em mostrar que a hipétese dos angulos agudos e a
hipétese dos angulos obtusos levariam a uma contradi¢do; entdo, valeria a hipdtese dos
angulos retos, a qual Saccheri mostrou implicar o postulado das paralelas.

No caso dos angulos obtusos, Saccheri teve pouca dificuldade para chegar a uma
contradi¢do, o que nao ocorreu no caso dos angulos agudos. Saccheri acreditou, er-
roneamente, ter chegado a uma contradi¢do no caso da hipdtese dos angulos agudos;
com isto, acabou encontrando diversos resultados da Geometria Nao-Euclidiana. Apds
obter méritos destes teoremas, agora classicos da Geometria Nao-Euclidiana, Saccheri
forcou uma contradi¢io no desenvolvimento de suas idéias, utilizando de nogdes sobre
elementos infinitos.

Entretanto, o verdadeiro desenvolvimento da Geometria Nao-Euclidiana nao se
baseou no trabalho de Saccheri e s6 ocorreu por volta do inicio do século XIX com
Lobachevsky, Bolyai e Gauss, que trabalharam quase simultaneamente.
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O estudo das Geometrias Nao-Euclidianas teve um significado especial ao mostrar
por que falharam as tentativas de provar o postulado das paralelas de Euclides. O de-
senvolvimento bem-sucedido de uma geometria consistente usando os quatro primeiros
postulados de Euclides e substituindo o quinto por outro incompativel com ele, prova
que o quinto postulado é, de fato, independente dos anteriores; assim, ndo poderia
ser provado. Todo este trabalho foi importante para o desenvolvimento da matemaética.

Exercicios

4.1. a) Mostre que, se duas retas cortadas por uma transversal formam um par de
angulos alternos internos congruentes, entdo formam também o outro par de
angulos alternos internos congruentes.

b) Mostre o mesmo resultado para os pares de angulos correspondentes.

4.2. Mostre que uma reta paralela & base de um triadngulo isdsceles e que intersecciona
os outros dois lados do triangulo, forma outro triangulo isdsceles.

4.3. Mostre que se r e s sdo duas retas paralelas, e m é uma terceira reta que intersec-
ciona r em um ponto P, entaom também intersecciona s.

4.4. Mostre que:

a) a soma das medidas dos dngulos internos de um poligono convexo de
n lados é (n — 2).180.

b) a medida de cada um dos dngulos internos de um poligono regular
de n lados é ﬁn;iM

4.5. Demonstre que a bissetriz de um angulo externo no vértice oposto a base de um
triangulo isésceles é paralela a base.

4.6. Considere o exercicio 2.22 e responda: podemos também mostrar agora que os
angulos C' e D sao retos?

4.7. Na figura ao lado temos A
AR = RC = PQ, AP =PB = RQ
e BQ = QC = PR. Mostre que b
mA + mB + mC= 180, sem utilizar o Pa c
Postulado 13. (Sugestdo. Mostre que

ma =mA, mb=mB e mé=mC.) *

4
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4.8. Demonstre o Corolario 4.23.

A
4.9. Sejam AB = AC e AP = AQ como na figura
ao lado. Mostre que a reta P() é paralela &
reta BC. p Q
B C

4.10. Mostre que, se por um ponto na base de um triangulo isésceles tracamos retas
paralelas aos lados congruentes, entdose forma um paralelogramo cujo perimetro
¢ igual & soma dos comprimentos dos lados congruentes.

4.11. Mostre que a soma dos comprimentos dos segmentos, tracados desde um ponto
qualquer na base de um tridngulo isésceles até os outros dois lados e respectiva-
mente perpendicualares a eles, é igual & altura correspondente a qualquer destes
lados.

4.12. Mostre que as diagonais de um quadrilatero cortam-se em seus pontos médios se,
e somente se, o quadrildtero for um paralelogramo.

4.13. Um trapézio é um quadrildtero em que dois lados sio paralelos. Os lados para-
lelos sdo chamados bases do trapézio e os outros dois sdo chamados laterais. Um
trapézio é isdsceles se suas laterais sio congruentes. Mostre que, no trapézio
isésceles ABC'D com bases AB e CD, tem-se A2 Be(C = D.

4.14. O procedimento ilustrado na figura 0
pode ser feito para dividir uma folha /QP
de papel B em colunas de larguras /Q;
iguais. Se A é uma folha de papel ~\Ps
com pautas e B é uma segunda folha //\QP
colocada sobre ela na forma indica- _Na
da, explique por que OP, = P,P, = B
PPy = P3Py = PyPy = Ps Py = PQ). A

4.15. Seja. ABC'D um paralelogramo e sejam M e N os pontos médios dos lados AB e
CD, respectivamente. Mostre que a reta M D é paralela a reta BN.

4.16. Mostre que os pontos médios dos lados de um quadrildtero qualquer sdo vértices
de um paralelogramo.

4.17. Descreva um procedimento para calcular a altura de uma 4arvore sem medi-la.




72

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

Eliane Q. F. Rezende e Maria Licia B. Queiroz

Sejam P e () pontos ndo pertencentes a uma reta r, ambos num mesmo lado de 7.

>
Suponha que as distancias de P e Q & r sejam iguais. Mostre que P(Q é paralela
areta r.

A D
Considere os tridngulos equildte- E
ros EBC e FDC, e o quadrado
ABCD como na figura. Mostre F
que os pontos A, E e F' sio coli-
neares.
B C
Prove o Teorema das Bissetrizes : a) A bissetriz de um dngulo de um triéngulo

divide o lado oposto em segmentos proporcionais aos outros dois lados, isto é, se

ABC' é um tridngulo e AD é a bissetriz do A com D pertencente ao lado BC,

DB DC
entao 15— Ac (Sugestdo. Trace pelo ponto B uma reta paralela ao segmento

AD, a qual encontrara a semi-reta C A no ponto E. Use 0 Teorema Fundamental
da Proporcionalidade.)

b) A reta que contém a bissetriz de um dngulo externo de um tridngulo escaleno
referente a um dos vértices do triangulo encontra a reta suporte do lado oposto
em um ponto que forma, com os outros dois vértices, segmentos proporcionais aos
outros dois lados do tridngulo, isto é se no tridngulo ABC', AM é bissetriz externa

MB MC
referente ao vértice A com M em BC entao a5 = lAC' (Sugestdo andloga a
da parte a.)
Utilizando o Teorema Fundamental da Proporcionalidade e propriedades das pro-

porgdes entre niimeros reais, demonstre o Teorema de Tales para um conjunto de
quatro retas paralelas.




