Vorticidade



1)Equacao de Transporte da Vorticidade

A equagao de Navier-Stokes para um escoamento incompressivel
pode ser escrita:
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Podemos aplicar a equacao de Lagrange da aceleragao:
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Lembrando que a aceleracdao da gravidade pode ser escrita na forma de
um gradiente de um potencial:

g=V(-gz) (1.3)

Para um escoamento incompressivel, a equacgao (1.1) resulta:
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Se fizermos o rotacional da equacao (1.4):
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O rotacional do gradiente de um escalar ¢ nulo, € temos que V xii = @.

Para o termo V x(@xii), podemos aplicar a seguinte propriedade,
verificavel atraveés de analise tensorial:

Vx(axb)=a(Vh)-(a.V)b+(b.V)i-b(V.a) (1.6)
Resulta:

Vx(@xii)=&(V.i)—(&.V)i+(i.V)o—i(V.d) (1.7)



Temos que V.@=V.(V xii)=0 (o divergente do rotacional de um vetor é
sempre nulo), e para um escoamento incompressivel, V.ii=0. Logo, a
equacao de Navier-Stokes fica:
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Essa é a equagdo de transporte da vorticidade. O termo (ii.V)@ € o
chamado termo de estiramento de vortices (vortex stretching), €
corresponde a uma fonte de vorticidade que ocorre quando um vortice €
estirado pelos gradientes de velocidade.
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Na figura, temos um trecho de um vortice sendo estirado pelo gradiente
de velocidade, entre os instantes ¢ e t+At.



Como o vortice € um filamento material, por conservagao do volume

o estiramento AL vai estar relacionado com uma diminuicao de
diametro, assim D,<D;. Mas, por conservacdo de momento angular, a
vorticidade ( que esta relacionada com uma velocidade de rotacdo ) vai
aumentar, de modo que ,>w;. Note que, pela figura, nio s6 a
vorticidade aumenta, mas ocorre um efeito de distribuicdo entre as
componentes, pois um vortice que tinha seu eixo transversal a dire¢ao da
velocidade passou a ter componente na propria diregcdao da velocidade.

Também ¢ interessante notar que, para problemas bidimensionais, o
termo de estiramento de vortice € nulo:

(&.V )i = wzi (ui+v7)=0 (1.9)
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Isto significa que métodos que implicam em simulacdo direta da
turbuléncia (Direct Numerical Simulation ou DNS) ou métodos que
resolvem pelo menos as maiores estruturas turbulentas (Large Eddy
Simulation ou LES) necessariamente devem ser utilizados com
simulacoes tridimensionais, pois escoamentos turbulentos sdo altamente
tridimensionais € o fendmeno de estiramento de vortices ¢ fundamental
na compreensdo do fenomeno de cascata de energia pelo qual a energia
cinetica € transferida entre as varias escalas de vortices turbulentos.

Para um escoamento bidimensional:

(1.10)



Muitos metodos de resolugcao de escoamentos bidimensionais acoplam a
solucdao da equacgao (1.10) com a solucdo de uma equacdao de Poisson
para a fun¢ao de corrente:
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Que permite a obten¢ao das velocidades atravées de:

W =Y. = ¥ (1.12)



