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1 Linearização

Seja uma função dada por:

F (t) = F0e
−µt (1)

com F0 e µ constantes. Para fazer a linearização desta função basta aplicar a função logaŕıtmica em
ambos os lados da equação:

log (F (t)) = log
(
F0e

−µt)
Como há uma multiplicação dentro da função logaŕıtmica do lado direito da equação, através da pro-
priedade de log, esta pode ser separada como a soma logaŕıtmica dos fatores (log(A.B) = logA+ logB):

log (F (t)) = log (F0) + log
(
e−µt

)
Novamente pela propriedade de log, quando há um número elevado a outro, pode-se colocar o expoente
como um fator multiplicativo do logaritmo (logAB = B logA):

log (F (t)) = log (F0)− µ log (e) t

Comparando essa função com a equação da reta:

y = at+ b (2)

os fatores serão representados por:  y = log(F (t))
a = −µ log(e)
b = log(F0)

(3)
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2 Exemplo

Suponha que dados experimentais foram obtidos e colocados no gráfico (1 Esquerda). Sabendo-se que
esses dados são da forma da equação (1), é posśıvel linearizar esse gráfico, como mostrado na figura (1
Direita). Para encontrar os valores de F0 e µ serão utilizados os métodos da reta máxima e mı́nima de
modo a encontrar a reta média.

Figure 1: Esquerda: Gráfico de uma função f(t). Direita: Mesmo gráfico f(t) com escala logaŕıtmica no
eixo y.

Para isso deve-se traçar uma reta sobre os dados, conforme figura (2), tal que esta seja uma reta média.

Figure 2: Gráfico de uma função f(t) com reta média.

A partir da reta média, traçamos duas retas paralelas a esta, de modo que todos os dados experimentais
se encontrem entre essas retas, como mostrado na figura (3). Em seguida serão traçadas duas retas
vermelhas tal que estas sejam as diagonais do retângulo azul. Lembre-se de estender essas retas até o
eixo y para que possam ser obtidos os coeficientes lineares de cada reta. Cada reta é dada pela equação:

ymax = amaxt+ bmin (4)

ymin = amint+ bmax (5)
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Figure 3: Esquerda: Gráfico de uma função f(t) com retas paralelas compreendendo todos os dados.
Direita: Mesmo gráfico f(t) com retas nas diagonais do retângulo.

2.1 Reta máxima e mı́nima

Para encontrar os parâmetros da reta máxima:
(a) Escolha 2 pontos quaisquer da reta, P1(t1, f(t1)) e P2(t2, f(t2)).

Figure 4: Gráfico de uma função f(t) com demarcação dos pontos na reta máxima

Neste exemplo os pontos escolhidos foram P1(2.0; 8.0 x 10−3) e P2(5.7; 2.0 x 10−5).

(b) Encontrar o coeficiente angular através da fórmula:

a =
∆y

∆x
=
yf − yi
xf − xi

(6)

Observe que na equação (3), o valor de y não é apenas o valor do ponto em si. Para substituir y
na verdade deve-se utilizar o logaritmo do valor encontrado no gráfico.

CUIDADO

a =
log(f(xf ))− log(f(xi))

xf − xi
(7)
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a =
log(2.0 x 10−5)− log(8.0 x 10−3)

5.7− 2.0
≈ −0.70

(c) Encontrar o coeficiente linear através do cruzamento da curva com o eixo y.

Observe que na equação (3), o valor de b não é apenas o ponto de encontro com o eixo y. Deve-se
utilizar o logaritmo deste valor.

CUIDADO

b = log(F0) (8)

F0 = 0.2 −→ b = log(0.2) ≈ −0.70

e portanto a reta máxima será

ymax = −0.7t− 0.7 (9)

REPITA OS PASSOS (a), (b) e (c) PARA A RETA MÍNIMA, assim como mostrado no figura (5).

Figure 5: Gráfico de uma função f(t) com demarcação dos pontos na reta mı́nima

(a’) P1(6.0; 5.0 x 10−6) e P2(7.0; 4.0 x 10−7).

(b’)

a =
log(4.0 x 10−7)− log(5.0 x 10−6)

7.0− 6.0
≈ −1.10

(c’)

F0 = 25 −→ b = log(25) ≈ 1.40

e portanto a reta mı́nima será

ymin = −1.1t+ 1.4 (10)
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2.2 Reta média e incerteza dos parâmetros

Para encontrar a reta média, basta fazer a média dos parâmetros a e b:

amedia =
amax + amin

2
(11)

bmedia =
bmax + bmin

2
(12)

então utilizando as equações das retas máximas e mı́nimas dadas pelas equações (9 e 10):

amedia =
−0.7− 1.1

2
= −0.9

bmedia =
−0.7 + 1.4

2
= 0.35

Enquanto isso, para calcular o erro dos parâmetros da reta média utiliza-se:

σamedia
=
|amax − amin|

2
(13)

σbmedia
=
|bmax − bmin|

2
(14)

e portanto:

σamedia
=
| − 0.7 + 1.1|

2
= 0.2

σbmedia
=
| − 0.7− 1.4|

2
= 1.05

Com os valores dos parâmetros e suas respectivas incertezas o valor final da reta média, com os algarismos
significativos corretos, será:

amedia = −0.9± 0.2

bmedia = 0.4± 1.1

A reta média será:

ymedia(t) = (−0.9± 0.2)t+ (0.4± 1.1) (15)

2.3 Retornando aos parâmetros iniciais

Para obter os parâmetros iniciais da fórmula do gráfico, basta utilizar as funções da equação (3):

a = −µ log(e) =⇒ µ = − a

log(e)
(16)

b = log(F0) =⇒ F0 = 10b (17)

Para o cálculo das incertezas basta utilizar as fórmulas:

σ2
µ =

√(
∂µ

∂a
σa

)2

=⇒ σµ =

∣∣∣∣∂µ∂aσa
∣∣∣∣

σµ =
σa

log(e)
(18)
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Para a constante F0 deve-se utilizar uma ideia parecida:

σF0 =

∣∣∣∣∂F0

∂b
σb

∣∣∣∣
F0 = 10b → lnF0 = ln(10b) = b ln 10

(19)

Derivando de ambos os lados da equação:

∂F0

∂b

1

F0
= ln 10

∂F0

∂b
= F0 ln 10 = 10b ln 10

σF0 = 10b ln 10σb (20)

Para o exemplo acima teremos:

µ = − −0.9

log(e)
= 2.07

σµ =
0.2

log(e)
= 0.46

F0 = 100.4 = 2.51

σF0
= 1.1 100.4 ln 10 = 6.36

E portanto, o resultado final será, ajustando os algarismos significativos:

µ = 2.07± 0.46 (21)

F0 = 2.5± 6.4 (22)

2.4 Validade dos parâmetros

Através dos métodos de Mı́nimos Quadrados, é posśıvel encontrar o melhor ajuste de reta para os dados
experimentais. Esse ajuste está mostrado na figura (6).

Os ajustes encontrados por esse método resulta nos parâmetros:

a = −0.88± 0.06 (23)

b = 0.26± 0.31 (24)

O teste Z nos mostrará a comparação deste resultado com o encontrado anteriormente:

Za =
| − 0.9 + 0.88|√

0.062 + 0.22
= 0.096 (25)

Zb =
|0.4− 0.26|√
1.12 + 0.312

= 0.12 (26)

Ambos valores se encontram dentro de 1σ, indicando compatibilidade entre os resultados. Enquanto isso,
utilizando a equação (1), pode-se fazer o ajuste de Mı́nimos quadrados no gráfico que não esteja em escala
logaŕıtmica. O resultado deste ajuste se encontra na figura (7), em que os parâmetros são:

µ = 2.03± 0.33 x 10−16 (27)

F0 = 1.82± 0.76 x 10−16 (28)

O teste Z nos mostrará a comparação deste resultado com o encontrado anteriormente:
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Figure 6: Gráfico de uma função f(t) com ajuste feito pelo Método dos Mı́nimos Quadrados.

Figure 7: Gráfico de uma função f(t) com ajuste feito pelo Método dos Mı́nimos Quadrados.

Zµ =
|2.03− 2.07|√

0.462 + (0.33 x 10−16)2
= 0.087 (29)

ZF0
=

|1.82− 2.5|√
6.42 + (0.76 x 10−16)2

= 0.11 (30)

Novamente chega-se que ambos valores são encontrados dentro de 1σ, indicando compatibilidade entre
os resultados.
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