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Este é um texto para uma disciplina introdutéria sobre Equagodes Diferenciais Parciais e Transformada de
Fourier para alunos da 4rea de Ciéncias Exatas. Pode ser considerado um texto alternativo aos livros Boyce-
DiPrima [1] para a parte de Equagées Diferenciais Parciais e Valéria I6rio[4] para a parte de Transformada
de Fourier, sendo nos dois casos mais objetivo e mais elementar. Entretanto aqui estdo apresentadas provas
elementares de resultados como o teorema sobre convergéncia pontual da série de Fourier, derivacdo e limites
de séries de fungdes. O contetido corresponde ao programa da disciplina "Equag¢des Diferenciais B’ que é
ministrado para os alunos da area de ciéncias exatas na Universidade Federal de Minas Gerais. O texto é
dividido em cinco capitulos.

No Capitulo 1 sdo estudadas as séries de Fourier. Terminamos o capitulo com uma aplicagdo as oscilagdes
forcadas com forca periddica. As séries de Fourier sdo aplicadas na solugdo de problemas de valor inicial e de
fronteira para equagdes como a do calor em uma dimensdo que é estudada no Capitulo 2, a equagdo da corda
elastica, no Capitulo 3 e a equacdo de Laplace, no Capitulo 4. No Capitulo 5 estudamos a transformada de
Fourier e suas aplica¢des as equagdes diferenciais.

Todos os exercicios estdo resolvidos no final do capitulo correspondente. Uma coisa que acho importante
é somente ler a solucdo de um exercicio depois de ter tentado verdadeiramente resolvé-lo. E como quando
lhe ddo um enigma para decifrar. Se lhe contarem logo a solugdo vocé ndo vai lembrar depois. Quanto mais
tempo vocé ficar tentando decifrar antes de lhe contarem a solugdo mais tempo vocé vai lembrar.
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Uma equagdo algébrica é uma equacdo em que as incognitas sio nameros, enquanto
uma equacdo diferencial é uma equacdo em que as incognitas sdo fungdes e a
equacdo envolve derivadas destas fun¢des. Numa equagdo diferencial em que a
incégnita é uma fungdo y(t), t é a varidvel independente e y é a varidvel dependente.
Vejamos alguns exemplos.



2 Equacdes Diferenciais Ordindrias

Figura 1.1 — Péndulo Simples
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O movimento de um péndulo simples de massa m e comprimento [ é
descrito pela funcdo 6(t) que satisfaz a equagédo diferencial

0 g

ﬁ + 7 senf = 0.
Nesta equagdo a incégnita é a fungdo 6(t). Assim 6 é a varidvel dependente e t é a
variavel independente.




4 Equacdes Diferenciais Ordindrias

F =-yv Fext = Focos(ux)

|

F =-kx

e

Fext = Focos(wt)

Fex! = Focos(wt)

Figura 1.2 — Sistema massa-mola j

< ¥
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Em um sistema massa-mola composto de um corpo de massa m preso

a uma mola com constante eldstica k, sujeita a uma forca de resisténcia F, = —yv =

—’y% e uma forca externa Fext(f) = Fy cos(wt) o deslocamento da massa x(t) satisfaz
a equacdo diferencial

d*x

dx
moy + tn + kx = Fycos(wt).

Nesta equagdo a incognita é a funcdo x(t). Assim x é a varidvel dependente e t é a
variavel independente.

Numa regido do plano em que ndo hé cargas elétricas o potencial
elétrico u(x,y) em cada ponto (x,y) da regido satisfaz a equagdo diferencial

u  u

Nesta equagdo a incognita é a fungdo u(x,y). Assim u é a variavel dependente e x e
y sdo as varidveis independentes.




6 Equacdes Diferenciais Ordindrias

@

5@

Figura 1.3 — Circuito RC
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Um circuito RC é um circuito que tem um resistor de resisténcia R, um
capacitor de capacitdncia C e um gerador que gera uma diferenca de potencial V()
ligados em série. A carga Q(t) no capacitor satisfaz a equagao diferencial

RIQ

1
it + EQ = V().

Nesta equacdo a incégnita é a fungdo Q(f). Assim Q é a varidvel dependente e t é a
varidvel independente.

As equagdes sdo classificadas quanto ao tipo, a ordem e a linearidade.

Quanto ao tipo uma equagdo diferencial pode ser ordindria ou parcial. Ela
é ordindria se as fungdes incognitas forem fungdes de somente uma varidvel.
Caso contrério ela é parcial. Portanto uma equagéo diferencial é ordindria se as
derivadas que aparecem na equagéo sdo derivadas ordindrias. Por exemplo, as
equagdes que podem ser escritas na forma

F(t,y,v,y",..) =0,

em que y é fungdo apenas de ¢, sdo equagdes diferenciais ordindrias, como as
equagdes dos 1.1,1.2 e 1.4. A equagdo do 1.3 é parcial.

Quanto a ordem uma equagdo diferencial pode ser de 12, de 22, ..., de n-ésima
ordem dependendo da derivada de maior ordem presente na equagdo. Uma
equagdo diferencial ordindria de ordem # é uma equacgdo que pode ser escrita
na forma

F(t,y,y’,y",...,y(”)) =0.




As equagdes dos 1.1,1.2 e 1.3 sd0 de 2* ordem e a equagédo do
1.4 é de 12 ordem.

Quanto a linearidade uma equagédo diferencial pode ser linear ou nio linear.
Ela é linear se as incégnitas e suas derivadas aparecem de forma linear na
equagdo, isto é, as incégnitas e suas derivadas aparecem em uma soma em
que cada parcela é um produto de alguma derivada das incégnitas com uma
fun¢do que ndo depende das incégnitas. Por exemplo uma equacéo diferencial
ordindria linear de ordem # é uma equagdo que pode ser escrita como

dy d?y d"y
ao(Oy +ar ()L + )+ e T = £,
As equagdes diferenciais ordinarias que ndo podem ser colocadas nessa forma
sdo ndo lineares. As equagdes dos 1.2, 1.3 e 1.4 sdo lineares e a
equagdo do 1.1 é ndo linear.

Uma solugao (particular) de uma equacdo diferencial ordindria de ordem » em um
intervalo I é uma fungédo y(t) definida no intervalo I tal que as suas derivadas de
ordem até n estdo definidas no intervalo I e satisfazem a equagédo neste intervalo. A
solucdo de uma equacao diferencial é também chamada curva integral da equacao.

Considere a equacao

ay” +by +cy =0, coma,b,c€R,a#0 tais que b* — 4ac = 0.




Vamos mostrar que y(t) = e %t 6 solugdo desta equacdo para t € R.

b _» 2
1) = — 2 ot ") = 2 o=t
Substituindo-se y(t), y'(t) e y” () no primeiro membro da equagdo obtemos
b b _ b b
! !/ _ — -t —azt — st
ay’ +by +cy = a e = +b<—2ae 2a>+ce 2a
b ob? ¢
— _— 2a
<4a 2a +C> ¢
b’ +4
— &e_%t — 0,
4a

pois por hipétese b? — 4ac = 0. Assim y(t) = ezt e solucdo da equacéo.

A solugdo geral de uma equacio diferencial ordindria de ordem 7 em um inter-
valo I é uma familia de solugdes y(t) no intervalo I, dependendo de n constan-
tes arbitrarias, tal que qualquer solucdo particular pode ser obtida da solucdo geral
atribuindo-se valores as constantes.

A solucdo geral da equacéo diferencial
dy _ st
ik

é o conjunto de todas as primitivas da fungao f(t) = €3

, ou seja,

3t
y(t) = /e3tdt+c = % +c,

que é valida para —oo < t < oo, pois este é o maior intervalo em que a solugédo e sua
derivada estdo definidas.
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Figura 1.4 — Solucoes da equacao do Exem-
plo1.6
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As equagdes diferenciais ordindrias de 1* ordem sdo equagdes que podem ser escritas
como

F(ty,y') =0.
Vamos estudar equagdes de primeira ordem que podem ser escritas na forma

dy _
o =fy) (L1)

Uma solucdo (particular) de uma equacao diferencial (1.1) em um intervalo I é
uma fungéo y(t) definida no intervalo I tal que a sua derivada y/(t) esta definida no
intervalo I e satisfaz a equacéo (1.1) neste intervalo.

O problema

dy _

y(to) = yo
é chamado problema de valor inicial (PVI). Uma solu¢do do problema de valor
inicial (1.2) em um intervalo I contendo #( é uma fungdo y(t) que esta definida neste
intervalo, tal que a sua derivada também estd definida neste intervalo e satisfaz (1.2).

Vamos encontrar a solu¢do do PVI

dy _ s

il

y(1/3) =e/3
A solugdo geral da equagdo

dy 3
ar ¢




12 Equacdes Diferenciais Ordinarias

é o conjunto de todas as primitivas da fungdo f(t) = €%, ou seja,

3t
y(t) = /e3tdt+c = % +c,

que é valida para —oco < t < co.
Substituindo-se t = 1/3 e y = e/3 na solugdo geral encontrada obtemos ¢ = 0.
Assim a solugdo do PVI é

valida para —co < t < oo, que é o maior intervalo contendo ty = 1/3 em que a
solucéo e sua derivada estdo definidas.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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107

Classifique as equagdes abaixo quanto ao tipo, a ordem e a linearidade.
yy +t=0 X2y +bxy' +cy =0

Determine qual ou quais das fungdes y;(x) = x2, y2(x) = x> e y3(x) = e * sdo solugdes da equagao

(x+3)y" +(x+2)y —y=0

Sejam a,b,c € R. Mostre que

y(t) =
y(t) = e, com r raiz de ar? + br + ¢ = 0, é solucdo da equacao ay” + by’ + cy = 0.
2.1

y(x) = x", com r raizde r> + (b — 1)r + ¢ = 0, é solucdo da equacgao x%y" + bxy’ + cy = 0.

t, com r raiz de ar + b = 0, é solucdo da equagao ay’ + by = 0.

Determine os valores de r para os quais a fungdo y/(t) é solucdo da equacgao.

__ T / 2 _ __r _ _
y(t)—t zey +ty= =0. y(t)—t2+1ey 6ty = 0.
— = r I _ 2:
y(t) = t2+1 ey —2ty> =0. vy =gy —ty

Determine todas as solugdes da equagdo diferencial

ty"+(t—=1)y —y=0

que sdo fungdes de 1° grau, ou seja, da forma y(t) = at + b, para a e b constantes.
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1.2 Equacoes Lineares de 1# Ordem

As equacdes (diferenciais ordindrias) lineares de 1? ordem sdo equagdes que po-
dem ser escritas como

dy _
o TPy =4(t). (1.3)

1.2.1 Equagbesemque p(t) =0
Se a fungdo p(t) = 0 a equacdo (1.3) torna-se
dy _
W g0, (14)

que é facilmente resolvida integrando-se os dois lados. Assim a solucdo geral desta
equacdo é dada por

y(t) = /q(t)dt +e.

Exemplo 1.8. A solugéo geral da equagéo diferencial

dy _
i sen(2t)

é o conjunto de todas as primitivas de f(t) = sen(2t), ou seja,

cos(2t)

y(t)z/sen(Zt)dt+c=— e

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011



1.2 Equacdes Lineares de 12 Ordem 15

Figura 1.5 — Solucoes da equacao do Exem- /\/\
plo1.8

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Na subsecdo 1.2.2 e na secdo 1.3 veremos técnicas de se encontrar soluc¢bes de
equagdes de 1? ordem que se baseiam em transformar a equagédo inicial em uma
equacdo do tipo (1.4).

Vamos considerar equagdes da forma

o TPy =q(t). (15)

Vamos definir uma fungéo auxiliar, y(t), de forma que ao multiplicarmos a equagdo
(1.5) por esta funcdo a equagdo obtida é uma equagdo linear com p(f) = 0, ou seja,
do tipo (1.4), que ja resolvemos anteriormente. Uma func¢do com esta propriedade é
chamada fator integrante da equacdo linear.

Seja
u(t) = ol p(t)dt

Vamos mostrar agora que py(t) = el Pt & um fator integrante da equacdo (1.5).

Observe em primeiro lugar que

W= el ([ piode) = P00 = o) (1.6

Assim multiplicando-se (1.5) por y(t), obtemos

WO pOp by = p (a0 17)
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mas como por (1.6), u(t)p(t) = %, entdo (1.7) pode ser reescrita como
dy d
w57 + 2y = (D). (18)

Mas o lado esquerdo dessa equagdo é a derivada de um produto o que faz com que
ela possa ser reescrita na forma

& (1) = p()a(0) 19)

A equacdo (1.9) é uma equacdo do tipo (1.4), ou seja,

dy
E:f(t)

em que Y(t) = u(t)y(t) e f(t) = u(t)q(t). Assim, a solugéo geral de (1.9) é dada por
HOY(E) = [ uba(nt +c.

Como u(t) # 0, para todo t € R, dividindo-se a equacao anterior por y(t) obtemos
que a solucdo geral de (1.5) é dada por

y(t) = Plgt) (/y(t)q(t)dt+c)

Mostraremos na Subsecao 1.2.3 como podemos chegar a p(t) = e/ Pt como fator
integrante da equacédo (1.5).
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Atencao: Nao se deve memorizar a férmula obtida no final. O que fizemos aqui foi mostrar o caminho que
deve ser seguido para resolver uma equagéo linear de 1* ordem.

No préximo exemplo vamos seguir os mesmos passos que seguimos no caso geral.

Exemplo 1.9. Considere a equacéo

dy 2
L ty=t
ar Ty
O fator integrante é
}l(f) _ ef 24t _ e2]n\t| _ elntz —£2
Multiplicando-se a equagdo acima por j(t) obtemos:

tz% + 2ty = 3.

O lado esquerdo é igual a derivada do produto t?y(t). Logo a equacdo acima é equi-
valente a p

a4 (2 _ 43

7 (Fyv() = ¢

t4

Py(t) = 7 te

Explicitando y(t) temos que a solugdo geral da equagdo diferencial é

Integrando-se obtemos

2 c
yt) =7+ (1.10)

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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Podemos esbogar as solugdes desta equagdo diferencial. Para ¢ = 0 a solugdo é a
parabola
12
) =—.
y(t) =7

Para ¢ # 0, temos que o dominio de y(t) é o conjunto dos ntimeros reais tais que
t #0. lim; 100 y(t) = +00,se ¢ # 0. Além disso

limy(t) = +co, sec>0
t—0

li t) = —oo, 0.
tgr(}y() o, sec<

Vamos analisar o crescimento e decrescimento das soluc¢oes

diyit 2070

a2

se, e somente se,
t#* = 4c.

. ~ A sy 4
Assim se ¢ > 0 as solugdes tém somente pontos criticos em t = +v/4c e se c < 0 elas
ndo tém ponto critico.
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Ayl T T 1
3 —
2 = _
1= Y —
t
I L /A 1
4 B3\ 1] 3 4 |
2 |
3= _
Figura 1.6 — Solucoes da equacao do Exem- *r |
plo1.9
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Considere o problema de valor inicial

dy 2
{ E—l_?y_t.

y(2)=3
A equacgdo é a mesma do 1.9. Substituindo-se t = 2 ey = 3 em (1.10)
obtemos

st ¢

44
De onde obtemos que ¢ = 8. Portanto a solugdo do problema de valor inicial é
8
B =—+—.

Observe que a solugdo deste problema de valor inicial é vélida no intervalo (0, 4o0),
que é o maior intervalo contendo t = 2 (pois a condigdo inicial é y(2) = 3) em que
a solugdo e sua derivada estdo definidas. Se a condicdo inicial ao invés de y(2) = 3
fosse y(—2) = 3 a solugdo teria a mesma expressdo, mas o intervalo de validade da
solucdo seria (—o0,0).

Vamos mostrar como podemos chegar ao fator integrante wu(f) = el p(t)dt,
Comparando-se as equagdes (1.7) e (1.8) na pagina 16 vemos que o fator integrante
u(t) deve ser uma fungdo que satisfaz a equagdo diferencial

W poue)

Esta é também uma equacdo linear, mas com ¢(t) = 0. Supondo-se y(t) # 0, vamos
multiplicar esta equagdo por 1/(t) obtendo a equacao
1 du

MoX p(t).
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Como ﬁ = % (In|u(t)|) a equagdo anterior pode ser reescrita como
d dp _
£ (o)) 5 = p(o).

Mas pela regra da cadeia esta equagdo é equivalente a

& n|u()]) = pt)

que é uma equagéo do tipo (1.4) que pode ser resolvida simplesmente integrando-se
ambos os membros obtendo

In () = [ pl)dt+ e

Aplicando-se a exponencial a ambos os membros e eliminando-se o valor absoluto
obtemos :
H(t) — j:eclej P(t)dt — Cgf p(t)dt‘

Como estamos interessados em apenas um fator integrante podemos tomarc = 1 e
obtermos

y(t) = gf p(t)dt'
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110
Resolva os problemas de valor inicial:
{ Y+ (1—2x)y =xe™* { ]/, —costy = tet2+sent
y(0) =2 y(0) =2
{ y/ + 3t2y = €7t3+t yl + x4y = x4e$
y(0) =2 y(0) =1
Resolva as equagdes:
Y- ty=—
= PR S
, 1 . y - y=xe
y =Y

Resolva o problema de valor inicial:
{ y 4 5xty = «*
y(0) = vo
Para quais valores de y( a solugdo é crescente e para quais valores de v a solugdo é decrescente.

Qual o limite de y(x) quando x tende a +o0. O limite depende de y,?

Resolva o problema de valor inicial:
{ (> =9y +xy=0
y(5) =wo
Qual o intervalo de validade da solugdo?

Qual o limite de y(x) quando x tende a +co. O limite depende de y(?
Considere a equagdo
dy
—_ t =
5 TPy =0

Mostre que se y; () e y2(t) sdo solugdes da equacdo, entdo y(t) = y1(t) + y2(t) também o é.
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(b) Mostre que se y; (t) é solugdo da equagdo, entdo y(t) = cy; (t) também o é, para qualquer constante
.

2.6. Considere as equagdes

d

dz +p(t)y =0 (1.11)
d
% +p(ty =4q(t) (1.12)

Mostre que se y1 () é solugdo da equagdo (1.11) e y»(t) é solugdo da equagdo (1.12), entdo y(t) = cy; () +
y2(t) é solugdo de (1.12), para qualquer constante c.

2.7. Resolva o PVI p
W npomigt Y
{ ar =2 T 900
y(0) = 100

e faca um esboco do grafico da solugdo.
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1.3 Equacoes Lineares de 22 Ordem Homogéneas - Parte |

Teorema 1.1 (Existéncia e Unicidade). O problema de valor inicial

{ y' +pt)y +aq(t)y = f(t)
y(to) =vo, ¥ (to) =y

para p(t),q(t) e f(t) fungdes continuas em um intervalo aberto I contendo ty tem uma tinica solugdo neste intervalo.

Exemplo 1.11. Vamos determinar o intervalo méximo em que o problema de valor
inicial
{ (#=4)y" +y + (sent)y = e—tt
y() =vo, ¥'(1) =g
tem solugdo. Para esta equacao

1 sen t et
t P

P(t)=m/ ‘1()—mr f(f)=m-

Assim p(t),q(t) e f(t) sdo continuas para t # £2,0. Como ty = 1, entdo o problema
de valor inicial tem solugdo no intervalo 0 < t < 2, que é o maior intervalo contendo
to = 1 onde p(t),q(t) e f(t) sdo continuas.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Uma equacdo diferencial linear de 2% ordem é homogénea se ela pode ser escrita
como

y'+p)y +q(t)y =0. (1.13)
Para as equagdes lineares homogeéneas é véalido o principio da superposigao.

Teorema 1.2 (Principio da Superposicao). Sey(t) e ya(t) sdo solugdes da equagio homogénea (1.13), entio
y(t) = c1y1(t) + caya(t) (1.14)

para cy e ¢y constantes, também o é.

Demonstracao. Vamos verificar que realmente y(t) dado por (1.14) é solugdo de
(1.13).
y'(6) +p(B)y'(5) +a()y(t) =
= (e (t) +capa(1)” + p(t) (eayn () + coya (1)) + q(t) (cxya (1) + caya(t))
= ayi +ayr +apyi(t) +eap(t)ya(t) + gty (t) + caq(t)ya(t)
cr (Y1 (8) + p(Oy(6) + ()1 () +ea (y2 (1) + p()ya(t) + q(H)ya(t))

=0 =0
= ¢1:0+c-0=0,

pois y1 () e y2(t) sdo solugdes de (1.13). [ |

Observe também que a fungdo nula, que é igual a zero para todo t é solugdo da
equacdo homogeénea (1.13). Usando a linguagem da Algebra Linear podemos dizer
que o conjunto das solu¢des de uma equacgado diferencial linear homogénea é um
subespago vetorial.
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Figura 1.7 — Soma de solugdes de uma equagao Figura 1.8 — Multiplicacdo de solucdo de uma
diferencial homogénea equagdo diferencial homogénea por escalar

Julho 2011 Reginaldo J. Santos



28

Considere, agora, o problema de valor inicial

y' +p()y +q(ty =0,
{ y(to) =yo, ' (to) = ¥g (1.15)

em que Yy e Y, sdo condigdes iniciais dadas no problema.

Vamos determinar condi¢des sobre duas solugdes y1(f) e y2(t) de (1.13) para que
existam constantes ¢ e ¢, tais que y(t) = c1y1(t) + cay2(t) seja solugdo do problema
de valor inicial (1.15).

Substituindo-se t = ty na solugdo y(f) = c1y1(t) + cay2(t) e na derivada de y(t),
y'(t) = c1y}(t) + c2y5(t) obtemos o sistema de equagdes lineares

{clyl(to) + () = wo
cayy(to) +  coys(to) Yo

que pode ser escrito na forma

em que

ﬁ(m) 52@0)}, X—[iﬂ e B_[ys)].

Se a matriz do sistema A é invertivel, entdo para todo par de condig¢des iniciais
(yo,y}) o sistema tem uma tnica solugdo (c1,¢2) (A solugdo é X = A~!B). Mas
uma matriz quadrada é invertivel se, e somente se, o seu determinante é diferente
de zero. Ou seja, se

ya(to) ya(to)
det[ y’i(tg) yZaﬁ) ] #0,
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entdo para todo par de condicdes iniciais (vo, ;) existe um tnico par de constantes
(c1,¢2) tal que y(t) = c1y1(t) + coy2(t) € solugdo do problema de valor inicial (1.15).

Se além disso as solugdes y1(t) e y2(t) estdo definidas num intervalo I, onde p(t) e

q(t) sdo continuas, entdo pelo Teorema 1.1 de Existéncia e Unicidade,

y(t) = cay1(t) + caya(t)

é a tnica solugdo do PVIno intervalo I e assim temos o resultado a seguir.

Teorema 1.3. Sejam y1(t) e yo(t) duas solugdes da equagio (1.13) em um intervalo aberto I, onde p(t) e q(t) sdo

continuas, tais que, em um ponto ty € I,

to)  ya(to)

det | / 1 (o 0.

i i |

Entdo para todo par de condicdes iniciais (yo, y(), existem constantes ¢y e cy tais que o problema de valor inicial

{ Y+ p(y +a(t)y = 0,
y(to) =vo, ¥ (to) = yo

tem como tinica solugdo no intervalo I,
y(t) = cry1(t) + caya(t).

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Definicao 1.1, (a) O determinante

t t
Wly1, 2] (to) = det %gg ﬁgf(o)g

é chamado wronskiano das fung¢des vy (t) e y2(t) em .

(b) Se duas solugdes y1(t) e y2(t) de (1.13), em um intervalo aberto I onde p(t) e q(t) sdo continuas, sio tais
que o seu wronskiano é diferente de zero em um ponto fy € I dizemos que elas sdo solugdes fundamen-
tais no intervalo I da equagdo diferencial (1.13).

Teorema 1.4. Se yy(t) e ya(t) sdo solugdes fundamentais de (1.13) em um intervalo aberto 1, entdo a familia de solugdes

y(t) = cyi(t) + caya(t), (1.16)

para constantes cq e cp arbitrdrias é a solugdo geral de (1.13) em 1.

Demonstracao. Seja z(t) uma solug¢do qualquer de (1.13) no intervalo I. Como y;(t) e ya(t) sdo solugdes fun-
damentais em I, existe um ponto ty € I tal que Wy, y2](tg) # 0. Considere o PVI formado por (1.13) e as
condigdes iniciais y(tg) = z(to) e y'(to) = z'(t), entdo pelo Teorema 1.3 existem constantes c¢; e c; tais que
z(t) = c1ya (t) + caya (). u

Assim para encontrar a solugdo geral de uma equacgdo diferencial linear homogénea
de 2% ordem (1.13) em um intervalo I, precisamos encontrar duas solu¢des funda-
mentais da equacdo (1.13), ou seja, duas solugdes y1(t) e y2(t) tais que em um ponto

toel
det [ 5/1(?52) y(to) ] 20,
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Seja b um namero real ndo nulo. Vamos mostrar que y;(t) = cos bt e
y2(t) = sen bt sdo solugdes fundamentais da equacao diferencial

y' + by =0.
Como v (t) = —bsenbt, yj(t) = —b*cosbt, y5(t) = beosbt e yy(t) = —b*senbt,

entao
vy + b*y; = —b*cos bt + b* cosbt = 0

v 4 b%y, = —b*sen bt + b*sen bt = 0.

Assim, y1(t) e y»(t) sdo solugdes da equacdo y” + by = 0. Além disso,

yi(t)  yy(t) —bsenbt bcosbt

Portanto, y;(t) = cosbt e y»(t) = sen bt sdo solucdes fundamentais de y” + b%y = 0
e a solugdo geral da equagdo diferencial é

det [ ya(t) a(t) } = det [ cosbt  senbt | _ b(cos® bt +sen? bt) =b # 0 paratodot € R.

y(t) = 1 cos bt + c; sen bt.

Dizemos que duas fungdes y () e y2(t) sdo linearmente dependentes (L.D.) em um
intervalo I, se uma das fun¢des é um multiplo escalar da outra, ou seja, se

y1(t) = aya(t) ou ya(t) =ayi(t), paratodot € I.

Caso contrério, dizemos que elas sdo linearmente independentes (LI).
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Se duas fungdes sdo L.D. em um intervalo I, entdo

Wly1, y2](t) = det [ 5/18 giég ] =0, paratodotel

pois uma coluna da matriz acima é um mdultiplo escalar da outra. Assim, vale o
seguinte resultado.
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Teorema 1.5. Se y1(t) e ya(t) sdo fungoes tais que

_ yi(to) ya(to)
Wly1,y2](to) = det [ Vilt) vh(to) #0, paraalgumty €I,

entdo y1(t) e yo(t) sdo linearmente independentes (LI) em I.

Figura1.9— i/, (1) e 12 (1) solugdes funda-
mentais de uma equacdo diferencial li-
near homogeénea

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Usando a linguagem de Algebra Linear podemos dizer que duas solugdes fun-
damentais formam uma base para o subespaco das solugbes de uma equacio

homogénea (1.13), pois elas sdo LI e geram o subespaco (toda solugdo é uma
combinacdo linear delas).

Observe que o wronskiano pode ser calculado para quaisquer par de fun¢des mesmo
que elas ndo sejam solugdes de uma equacdo diferencial. Também os conceitos de
dependéncia e independéncia linear sdo definidos para duas funcdes que podem ou
ndo ser solucdes de uma equagdo diferencial.

Seja b um ntimero real ndo nulo. Mostramos no exemplo anterior que
y1(t) = cosbt e yp(t) = sen bt sdo solucdes LI da equagédo

Y’ + by = 0.

A reciproca do 1.5 ndo é verdadeira, ou seja, duas fun¢des podem ser LI
com

Wily1,12](t) =0, paratodot e R.

Vejamos o préoximo exemplo.
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1 1
y y
057 1 0.5
0 t 0 t
-0.5 -0.5
_1 L L _1 n "
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Figura 1.10 — y1 (t) = t? e yo(t) = t|t| sdo LI mas o wronskiano é igual a zero para todo ¢

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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2
Exemplo 1.14. Sejam y1(£) = 2 e y2(£) = #[¢] :{ Lo zg:ig .

2t
Wl val() = det| 5 31t | <o

Apesar do wronskiano ser zero para todo ¢ € R as fungdes y; e y» sdo LI, pois uma
fungdo ndo é multiplo escalar da outra. Para t > 0, y2(t) = yi(t) e parat < 0,

ya(t) = —ya (1)
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Queremos definir a funcdo exponencial " para ndmeros complexos ¥ = a + ib, de
forma que satisfaga as propriedades

e(ﬂ+ib)t — eateibt (117)
% (e") = re" (1.18)
Observamos que a fungao z(t) = e/ é solugdo da equacdo y" + b%y = 0. Pois pela

propriedade (1.18)
Z(t) = ibe™, Z'(t) = b = —b?z(t)
e assim
Z'(t) + b?z(t) = 0.
Assim z(t) = ¢! é solugdo do problema de valor inicial
y// + bzy =0,
y(0) =1,y'(0) = ib
Agora, como mostramos no 1.12 que y1(t) = cosbt e y,(t) = senbt sdo
solucdes fundamentais de y” + b%y = 0, entao pelo 1.3 existem constantes
c1 e o tais que
z(t) = e = ¢; cos bt + ¢, sen bt. (1.19)
Vamos determinar estas constantes ¢ e ¢cp. Substituindo-se t = 0 na equagéo (1.19)
obtemos que c; = 1. Derivando a equacéo (1.19) em relacdo a t obtemos
ibe™® = —c b sen bt + cob cos bt. (1.20)
Substituindo-se t = 0 na equagdo (1.20) obtemos que c; = i. Assim substituindo-se
c1 = 1 e cy = ija obtidos na equagdo (1.19) obtemos

e’ — cos bt + i sen bt.
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Portanto, pela propriedade (1.17),
elatib)t — patoibt — ot (005 bt 4 isen bt). (1.21)

Tomando t = 1 temos '
e — ¢%(cosb + isenb). (1.22)

Esta equacdo é conhecida como férmula de Euler.

Exemplo 1.15. Usando a férmula de Euler temos que

, _— . .
e =1, 2 =i, N2i=\24iV2,

respectivamente.
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117
Considere a equagao diferencial y” — w?y = 0, para w > 0.

Mostre que y(t) = c1e~ O~ 4 6=, para a € R fixo, é solugio geral de equagio diferencial.

Mostre que y(t) = c¢qcosh(w(x —a)) + cp senh(w(x —a)), para a € R fixo, é solucdo geral de
equagdo diferencial.

Mostre que y; (x) = x> e yo (x) = x°

sdo solugdes da equagdo
x*y" — 6xy’ 410y = 0.

Obtenha a solugdo do problema de valor inicial

x?y" —6xy’ +10y =0,
y(1) =3,
y' (1) =3
As equagdes de Euler sdo equagdes que podem ser escritas na forma

X2y 4 bxy 4+ cy =0, emqueb,ceR. (1.23)

Mostre que existem valores constantes de r tais que y(x) = x” é uma solugao de (1.23). Além disso mostre
que y(x) = x" é solugdo da equagdo (1.23) se, e somente se,

P+ b-1Dr+c=0, (1.24)
A equacdo (1.24) é chamada equacdo indicial de (1.23).

Mostre que se a equacao indicial (1.24) tem duas raizes reais (distintas), r1 e rp, entdo

yi(x) =" e ya(x) =x"
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sdo solugoes fundamentais de (1.23) e portanto
y(x) = c1x™ + cpx"
é a solugdo geral de (1.23), para x > 0.

Se a equagcdo indicial (1.24) tem duas raizes complexas, 11 = a +iff e 1, = a — i, use a férmula de Euler
para escrever a solucdo geral complexa em termos das solugdes reais, para x > 0,

u(x) =x"cos(flnx) e v(x)=x"sen(flnx).
Mostre que estas solugdes sdo solugdes fundamentais de (1.23) e portanto
y(x) = c1x* cos(BInx) + cpx* sen(BIn x)
é a solugdo geral de (1.23), para x > 0.

1-b 1-b
Se a equagao indicial (1.24) tem somente uma raiz real, mostre que y1(x) = x' 2 eyy(x) = x 2z Inx sdo

solucdes fundamentais de (1.23) e portanto a solugdo geral de (1.23), para x > 0, é

b b
y(x) =c1x2 +cx 2 Inx.

Use os exercicios anteriores para encontrar a solucéo geral das seguintes equagoes:

X2y +4xy' +2y =0
x2y" —3xy’ +4y =0

x?y" +3xy' +5y =0

Baseado no 1.1 25, determine um intervalo em que os problemas de valor inicial
abaixo tém uma tnica solugdo, sem resolvé-los:

(B =1)y" +(t-2)y =t (B =ty +(t+1)y +y=¢

y(0) =vo, ¥'(0) =g y(=D =y, ¥(=1) =y

(=1 +y +ty =12 (2 —t)y + (t+3)y + 2y = cost
¥(2) =y, ¥'(2)=yp ¥(2) =y, ¥'(2)=yp
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Considere a equag¢do homogeénea y” + p(t)y’ + q(t)y = 0, com p(t) e q(t) fungdes continuas num in-
tervalo I. Usando o 11 25 mostre que esta equagdo tem solugdes fundamentais em
L.

Mostre que y(t) = sen(t?) ndo pode ser solugdo de uma equagio diferencial y" + p(t)y’ +q(t)y = 0, com
p(t) e q(t) continuas num intervalo contendo ¢t = 0.

Considere a equacao
ty" — (24 t2)y’ + 3ty = 0.

Mostre que y1(t) = t3 e yo(t) = t?|t| sdo solugdes LI desta equacio vélidas para todo ¢t € R, embora
Wly1,y2](t) = 0, para todo t € R.

Considere a equagdo homogeénea iy’ + p(t)y’ + q(t)y = 0, com p(t) e q(t) fungdes continuas num inter-
valo aberto I. Sejam y1 (t) e y2 () duas solugdes desta equagdo no intervalo I. Mostre que se y1 () e y ()
sdo LI, entdo elas sdo solugdes fundamentais da equagdo diferencial em I. Sugestdo: mostre que se y1 (f)
e y2(t) ndo sdo solugdes fundamentais da equagdo diferencial, entdo y1 () e y(t) sdo LD.

(Teorema de Abel) Considere a equagdo homogénea y” + p(t)y' + q(t)y = 0, com p(t) e q(t) fungdes
continuas num intervalo I. Sejam yi(t) e y»(#) duas solugdes desta equagdo no intervalo I. Seja
Wiy, y2](t) o wronskiano de y1 () e y2(t) no intervalo I. Mostre que:

Wiy, y2) (1) = y1(Dy5 (£) — ya()yy (t)
Wly1,y2](t) satisfaz a equacdo diferencial y' + p(t)y = 0 no intervalo I.
W[yl/ yﬂ(t) = Cgf,] p(t)dt

Wily1,y2](t) =0, para todo t € I ou W[yy,y2](t) # 0, para todo t € I.

Mostre que se y1 () e y2(t) sdo solugdes fundamentais da equagdo y” + p(t)y’ + q(+)y = 0 num intervalo

I, entdo

Yo (i (1) =y (Dy3 (1)
Wiy1, y2](£)

~ My () —y By () -
PO ==l ¢ 10

, paratel
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Sugestdo: substitua y(t) e y2(t) na equagdo diferencial e resolva o sistema correspondente para p(t) e

q(t).

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011



1.4 Equagdes Lineares de 2# Ordem Homogéneas - Parte |l 43

1.4 Equagoes Lineares de 22 Ordem Homogéneas - Parte |l

1.4.1 Obtendo-se uma Segunda Solucéo
Considere uma equagéo linear de 2a. ordem homogénea
v +pt)y +4(tly =0. (1.25)

Seja y1 (t) uma solugdo conhecida da equagdo acima num intervalo I onde p(t) e q(t)
sdo continuas e tal que y;(t) # 0 para todo t € I. Vamos procurar uma segunda
solucdo da equacdo (1.25) da forma

y(t) = o(t)y1(b).
Derivando-se esta expressdo obtemos
Yt =oyi+yio' e y'(t) = oy + 270" + 10"
Substituindo-se y(t),y'(t) e y”(t) na equagédo (1.25) obtemos
(091 + 219" +y10") + p(£) (vy; +y10') +q(t)oys = 0.
Colocando-se em evidéncia v”,v' e v obtemos
10" + (21 + p(Oy)Y + (W] + p(B)ys + q(H)ya)o = 0.

Como y(t) é solugao da equagao (1.25), entdo v} + p(t)y; + g(t)y1 = 0 e assim a
equagdo anterior se torna

10" +0'(2yy + p(t)yr) = 0. (1.26)
Fazendo a mudanca de varidveis w(t) = v/(t), a equagdo (1.26) se transforma em

viw' + (2y1 + p(t)y1)w = 0.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Esta é uma equagdo de la. ordem linear e separdvel. Resolvendo-se esta equagdo,
como w(t) = v'(t), entdo

mw:/w@m. (1.27)

Substituindo-se v(t) em y(t) = v(t)y; (t) obtemos uma segunda solucdo da equagéo
(1.25).

No préximo exemplo vamos seguir 0s mesmos passos que seguimos no caso geral.

Sejam a,b,c € R, com a # 0. Considere a equagdo
ay” +by +cy =0 com b? — 4ac = 0. (1.28)

. .. ‘e _by = =
Deixamos como exercicio verificar que y1(t) = e 2’ é uma solugdo da equagdo

diferencial (1.28). Vamos procurar uma segunda solugdo da forma

Y(8) = (B (F) = o(£)e™, em que r = f%.
Como
y(t) =0 (e +ro(t)e™ e y'(t) =" (t)e + 210 (t)e + rPo(t)e”,
entdo substituindo-se y(t),y/(t) e y”(t) na equagéo diferencial (1.28) obtemos
[a(v” +2r0" +r*0) + b(v' 4 rv) + cv} et =0.
Dividindo-se por ¢! obtemos

a(v" 4 2rv' + r*0) + b(v' + rv) 4 cv = 0.
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Colocando-se em evidéncia v, v’ e v obtemos
av” + (2ar + b)v' + (ar* + br + c)o = 0.

Comor = — % é (a tnica) solucdo da equagao ar? +br+c=0e
2ar 4+ b = 0, entdo a equacdo diferencial anterior fica sendo

av”" =0 ou v" =0.

Sejaw(t) = v'(t). Entdo a equagdo v’ = 0 torna-se w’ = 0 que tem solucdo w(t) = é.
Resolvendo-se a equagdo v’ (t) = w(t) = ¢ obtemos

U(t) =Cit+ 0o

y(t) = o(t)y1(t) = (&1t + é&)e™. (1.29)
Tomando-se ¢; = 0 e &} = 1 obtemos uma segunda solucao, que chamamos de y(t),
da equacdo diferencial (1.28)

ya(t) = te.
Vamos ver que y1(t) = et ey, (t) = te'',em quer = — %, sdo solucdes fundamentais
da equacao diferencial (1.28)
yi(t) ya(t) B et te't
S ol B B

Lt 1 t
- det[r (1+rt)}

= ¥t #0, paratodot e R.

Assim

y(t) = Clert + szert, em quer = ~5

é a solucdo geral da equagao ay” + by’ +cy = 0, tal que b> —4ac =0ea # 0.
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Atencio: Atribuindo-se diferentes valores a ¢ e a & em (1.29) obtemos uma infinidade de fung¢des v(), mas
precisamos de apenas uma tal que Wy, vy1](fg) # 0 para algum ponto ty. Vocé pode escolher ¢; e ¢, da
maneira que vocé quiser, com exce¢do de ¢; = 0, pois neste caso terfamos y,(t) = y1(t)v(t) = &y (t) e assim
teriamos W([y1,y2](t) = 0, paratodo t € I.

Nao se deve memorizar a férmula obtida para y;(t). O que fizemos aqui foi mostrar o caminho que deve ser
seguido para encontrar uma segunda solucdo da equagdo linear homogénea de 2* ordem que com a primeira
forma um conjunto de solug¢ées fundamentais.

1.4.2 Equagdes Homogéneas com Coeficientes Constantes

Vamos tratar equagoes da forma
ay’ +by +cy=0, paraab,ceR,a+#0. (1.30)

Vamos mostrar que para esta equagdo existem valores constantes de r tais que y(t) =
e’ é uma solucéo.

Substituindo-se y(t) = ¢!, y/'(t) = re' ey (t) = r?

e’ em (1.30) obtemos
ar?e’ 4 bre’ + ce™ = (ar? 4+ br 4 c)e" = 0.

Como e # 0, entdo y(t) = e é solugdo de (1.30) se, e somente se, r é solugao da
equagao
ar? +br+c=0, (1.31)

que é chamada equacdo caracteristica de (1.30).

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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Observe que a equacdo caracteristica pode ser obtida da equagdo diferencial com
coeficientes constantes trocando-se y por 12, y' por r e y por 1.

Como uma equacdo de 2° grau pode ter duas raizes reais, somente uma raiz real
ou duas raizes complexas, usando a equagédo caracteristica podemos chegar a trés
situagdes distintas.

Se A = b> —4ac > 0, entdo a equacdo caracteristica de (1.30) tem duas raizes reais
(distintas), r1 e ro. Neste caso

() =" e () =
sdo solugdes fundamentais, pois o wronskiano de y; (t) = Jt e ya(t) = o2t g
— yl(t) yz(t) . et o2t
Wly1, y2] (t) = det { a nn | = det | ot o

= erlterztdet{ L1 }
o r

= (n- 71)6(71+r2)t #0, paratodot € R.
Assim no caso em que a equagao caracteristica tem duas raizes reais distintas r1 e r,
y(t) = c1e"’ + e’

é a solucdo geral de (1.30).
Seja w um ndmero real positivo. Vamos encontrar a solugdo geral da
equagao iy’ — w?y = 0.
A equagdo caracteristica desta equacdo diferencial é ?—w? =0, que tem como
raizes r; = w e rp = —w. Assim, a solugdo geral da equacdo diferencial acima é

2

y(t) = cre¥t + cpe .
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Figura 1.11 — Algumas solucoes da equacao
do Exemplo 1.17

)
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A Equacao Caracteristica Tem Somente Uma Raiz Real
Se A =b?—4ac =0, entdo a equagcdo caracterfstica (1.31) tem somente uma raiz real

b
r = ——. Neste caso,
2a

by

rt__ e %

yi(t) =e
é solugdo da equagdo diferencial (1.30).
No Exemplo 1.16 na pdgina 44 mostramos como encontrar uma segunda solugdo
para esta equagdo. L& mostramos que y(t) = te't = te~% ! também é solucdo da
~ _by _by ~ .
equacdo (1.30) e que y1(t) = e~ 2" e yo(t) = te” 2" sdo solugdes fundamentais da
equacdo diferencial (1.30).

Portanto no caso em que a equacdo caracteristica tem somente uma raiz real r = — 5
a

y(t) = clefﬁ by cztcf% t

é a solugdo geral de (1.30).

Exemplo 1.18. Vamos encontrar a solugdo geral da equagdo y”’ + 2y’ +y = 0.
A equagéo caracteristica é 12> 4+ 2r + 1 = 0, que tem como raiz r; = —1. Assim a
solucdo geral da equagdo é

y(t) = cre™ ! +cote .

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Figura 1.12 — Algumas solucoes da equacao
do Exemplo 1.18
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Se A = b* —4ac < 0,entdoa equagdo caracteristica (1.31) tem duas raizes complexas,
que sdo conjugadas, ou seja, se r; = a + i3 é uma raiz da equacao caracteristica (1.31),
entdo a outra raiz é rp = o — if8. Neste caso, pela férmula de Euler (1.21) temos:

yi(t) = et =Bt — o (cos Bt +isenBt) e
ya(t) = et = el Bt = o (cos(—Bt) + isen(—Ppt)) = e (cos Bt — isen Bt).

Pela anélise feita no inicio dessa segdo sabemos que y1(t) = €'1f e y,(t) = €' sdo
solucdes (complexas) da equagdo diferencial (1.30). Além disso, assim como quando
r1 e 1y sdo reais, o wronskiano

_ vi(t) w(t) | _ ent ent

W[ylfyz](t)det[yll(t) W, (1) = det prent et
e”terztdet[ L1 ]

ro

= (rp—r)entt = _2ige2t £ 0, VteR,

ou seja, y1(t) e y2(t) sdo solugdes fundamentais de (1.30). Assim no caso em que a
equagcdo caracteristica tem duas raizes complexasrq = a +-ifer, = a —if,

y(t) = Cre't + G, G, eC

é a solugdo geral complexa de (1.30).
Vamos encontrar um conjunto fundamental de solug¢des reais. A solugdo geral com-
plexa pode ser escrita como

Cle(ot-i-iﬁ)t + CZe(a—iﬁ)t
Cye* (cos Bt + isen Bt) + Coe™ (cos Bt — isen pt)
(C1 + C)e™ cos Bt +i(Cq — Cp)e sen Bt (1.32)

y(t)
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Seja w um

equagio y” + w?y = 0.

1
Tomando C; = C, = 5 em (1.32), temos a solucdo real u(t) = e* cos Bt.

1
Tomando C; = —C, = 5 temos a solugdo real v(t) = e sen Bt.

Vamos mostrar, agora, que se as raizes da equacdo caracteristica sdo complexas,
entdo u(t) e v(t) sdo solugdes fundamentais de (1.30).

e (a cos Bt — Bsen Bt) e (asen Bt + B cos Bt)
_ (zxdet{ cos Bt sen pt } —Q—ﬁdet{ cosBt  sen pt ])

cos Bt sen Bt —senpt cos pt
Be**! £0, paratodot e R.

u(tt) v(tt)] _ det{ e cos Bt e sen Bt ]

Assim no caso em que a equagdo caracteristica tem duas raizes complexasr; = a +if3
ery =a—1iP,

y(t) = c1e* cos Bt + cpe* sen Bt
é a solucdo geral de (1.30).

niimero real positivo. Vamos encontrar a solucdo geral da

A equacéo caracteristica desta equagao diferencial é 72 + w? = 0, que tem como
raizes rq = iw e r; = —iw. Assim, a solugdo geral da equacao diferencial acima é

y(t) = ¢q cos wt + cp sen wt. (1.33)

Escrevendo o par (cj, ¢2) em coordenadas polares temos que
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(01,02)

{cl = Rcos?, (134)

¢p = Rsend.

C1 X

Substituindo-se os valores de ¢; e ¢ na equagdo (1.33) obtemos

y(t) = R(cos d cos (wt) + sendsen (wt)) = Rcos(wt—6), em que R = 4/c} + c3 e § sdo obtidos de (1.34).

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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y(t) = R cos(wt - 3),5>0,w>0, R>0

R @

glor—-

[-R

Figura 1.13 — Uma solucao da equacao do
Exemplo 1.19

Julho 2011
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Para resolver a equagdo diferencial ay” + by’ +cy = 0, paraa,b,c € R, a # 0,
encontramos a equagdo caracteristica ar’> + br +c =0.

Se A = b? — 4ac > 0, entdo a solugdo geral da equacéo diferencial é

—b++VA

y(t) = cre" + cpe™!, em que 1o = >
Se A = b? — 4ac = 0, entdo a solugao geral da equacao diferencial é
y(t) = cre~ %t 4 cote it

Se A = b? — 4ac < 0, entdo a solugio geral da equacéo diferencial é

vV —=A
2a

—b
t) = c1e™ cos Bt + cpe sen Bt,em que x = —, B =
Y 9 2a
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126
Mostre que y;(x) = x3 é solucdo da equacéo diferencial
2x%y" —xy' —9y =0,

Encontre uma fungéo u(x) tal que y2(x) = u(x)y1(x) seja solugdo da equacdo dada. Prove que as duas
solugdes y1(x) e ya2(x) sdo solugdes fundamentais.

Mostre que y;(x) = x~ 1, x > 0, é solucdo da equacdo diferencial
Y’ +3xy +y=0.

Encontre uma fungéo u(x) tal que y2(x) = u(x)y1(x) seja solugdo da equacdo dada. Prove que as duas
solugdes 1 (x) e y2(x) sdo solugdes fundamentais.

As equagdes de Euler sao equagdes que podem ser escritas na forma
x*y" +bxy +cy=0, emqueb,ccR. (1.35)

Existem valores constantes de r tais que y(x) = x” é uma solugdo de (1.35). Além disso y(x) = x" é
solucdo da equacao (1.35) se, e somente se,

4+ (1—-b)r+c=0, (1.36)

que é chamada equacio indicial de (1.35). Se a equacdo indicial 7> + (b — 1)r + ¢ = 0 tem somente

. 1-— . <1 .
uma raiz real, r = 5 determine uma segunda solugdo linearmente independente da forma

ya(x) =v(x)y1(x) = v(x)x%, para x > 0.
Determine qual ou quais das fungdes z1 (x) = x2, zo(x) = x> e z3(x) = e~ sdo solucdes da equagao

(x+3)y" +(x+2)y —y=0
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Seja y1(x) uma das solugdes obtidas no item anterior. Determine uma segunda solugdo y,(x) de
forma que y1(x) e y2(x) sejam solu¢des fundamentais da equagéo.

Determine a solugdo geral da equagdo
(x+3)y" + (x+2)y' =y =0

e obtenha a solu¢do do problema de valor inicial

(x+3)y" + (x+2)y —y =0,
{ y(1) =1,
y'(1) =3

Justifique sua resposta!

Mostre que a solugdo do problema y” + 2y’ = 0,y(0) = a,3'(0) = b tende para uma constante quando
t — +o0. Determine esta constante.

Mostre que se 0 < b < 2, entdo toda solugdo de y” + by’ + y = 0 tende a zero quando t — +oo.
Considere o problema y”" — 4y = 0,y(0) = 0,4/ (0) = b # 0. Mostre que y(t) # 0 para todo t # 0.

Considere o problema y”" —y' + 1y = 0, y(0) = 2,/(0) = b. Determine os valores de b para os quais a
solugdo y(t) — +oco quando t — +oo.

Considere a equagdo y” + 2by’ +y = 0. Para quais valores de b a solugdo y(t) tende a zero quando
t — +o00, independente das condig¢des iniciais.

Encontre a solugdo geral da equagao
y'+2y +ay =0

parax > 1,paraax = leparaa < 1.

Para quais valores de « todas as solugdes tendem a zero quando ¢ — +oco.
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1.5 Equagdes Nao Homogéneas

Uma equagdo diferencial linear de 2? ordem é ndo homogénea se ela pode ser escrita
como

y' +pty +aq(t)y = f(b). (1.37)

com f(t) uma fung¢do ndo-nula.

Teorema 1.6. Seja y,(t) uma solugio particular da equacdo (1.37). Sejam y1(t) e y»(t) solugdes fundamentais da
equagio homogénea correspondente. Entio a solugio geral da equacio niio homogénea (1.37) é

y(t) = ciya(t) + caya(t) +yp(t).

Ou seja, a solugdo geral da equagdo diferencial linear de 2 ordem ndo homogénea é a soma da solugdo geral da equagio
homogénea correspondente, c1y (t) + cay2(t), com uma solugio particular da equagio diferencial niio homogénea, y,(t).

Demonstracao. Seja y(t) uma solugao qualquer de (1.37) e y,(t) uma solugio par-
ticular de (1.37). Vamos mostrar que Y(t) = y(t) — y,(t) é solugdo da equagéao ho-
mogeénea associada

y'+p®)y +q(t)y =0. (1.38)

Y'(#) +pY' () +q)Y () = (y(t) —yp(t)" +pE) () —yp(t) +a(t)(y(t) — yp(t))
= ") +p®y ) +a(ty(t) - (y;’ (1) + p(t)yp(t) + q(t)yp(t))

=f® =f()
= f()-f()=0.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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Assim se y1(t) e y2(t) sdo solugdes fundamentais da equagdo homogénea associada
(1.38), existem constantes c; e ¢ tais que

Y(t) = y(t) —yp(t) = ciy1(t) + caya(t),

ou seja, se y(t) é uma solugdo qualquer de (1.37) e y1 (t) e y2(t) sdo solugdes funda-
mentais da equagdo homogénea associada (1.38), entdo

y(t) = c1y1(t) + coya(t) +yp(t). (1.39)
]

Portanto para encontrar a solugdo geral de uma equacdo linear de 2% ordem né&o ho-
mogeénea precisamos encontrar uma solugdo particular e duas solugées fundamen-
tais da equacdo homogénea correspondente.

t
A fungao yy(t) = i é solugdo da equacdo diferencial
y' +4y =t
(verifique!) J4 vimos no 1.12 31 que a solugdo geral da equacéo

diferencial homogénea correspondente, y”’ +4y =0, é
y(t) = c1 cos 2t + c; sen 2t.

Logo a solugdo geral da equagdo ndo homogéneay” +4y =t é

t
y(t) = c1 cos 2t + cy sen 2t + T
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A fungéo y(t) = % sen(2t) é solucdo da equagdo

y" +4y = 2cos(2t)

(verifique!). Logo

y(t) = c1.cos 2t + ¢y sen 2t + % sen(2t).
é solucdo geral da equacéo diferencial

y" +4y = 2cos(2t).

Teorema 1.7 (Principio da Superposicao para Equacdes Nao Homogéneas). Se yg,l)(t) é uma solugio de

Y +pty +q(t)y = fi(t)

e y;z) (t) é uma solugdo de

v +pt)y +q(t)y = fa(t),

entdo yp(t) = y,(}) (t) + y;z) (t) é solugdo de

v +p)y +q(t)y = fi(t) + f2(t).

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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yp(D)" + p(B)yy(8) +q()yp(t) =
)

= W+

)"+ (O () + P () + a6 (v
1 1

(1) +y5 () =

= 3"+ Py (0 + a0y () +y7 (0 + p(0y” () + () (1) =
=f(t) =fa(t)
= )+ L),
pois y,(l,l) (t) é solugdo da equagdo
Y +p®y +aty = A1)
e y,(f) (t), da equagao
Y +p®y +at)y = fo(t).
]
Vimos no 1.20 que a fungdo y1 (t) = 1 é solucdo da equagdo
diferencial
yidy =t

t
e a funcdo i, (t) = 3 sen(2t) é solugdo da equagao

v +4y =2cos(2t).

Pelo Principio da Superposi¢do para Equagdes Ndo Homogéneas ( 1.7)

y(t) = i + ésen(Zt) é solugdo da equagao

y' +4y =2cos(2t) +t
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e a solugdo geral desta equacgdo é

y(t)

t t
= (1082t + cpsen2t + it3 sen(2t).

Vamos tratar equagdes da forma

ay” + by’ +cy = f(t). (1.40)

em que 4, b e ¢ sdo numeros reais, a # 0.

Este método funciona quando a fung¢do f(t) tem uma das seguintes formas:

f(t) =ap+...+aut", emqueay,...,a, € R.
Neste caso deve-se procurar uma solugéo particular da forma

yp(t) = £(Ag+ ...+ Ant"),

em que s é o menor inteiro ndo negativo que garanta que nenhuma parcela

de y,(t) seja solugdo da equagdo homogénea correspondente e Ay, ..., A, sdo

coeficientes a serem determinados substituindo-se y,(f) na equagao (1.40). O
1.22 ilustra este caso.

f(t) = (ag+ ...+ ayt")e™, em que ay, ..., a,,a € R.
Neste caso deve-se procurar uma solucéo particular da forma

yp(t) = £ (Ag+ ...+ Apt")e",

em que s é o menor inteiro ndo negativo que garanta que nenhuma parcela

de y,(t) seja solugao da equagdo homogeénea correspondente e Ay, ..., A, sdo

coeficientes a serem determinados substituindo-se y,(t) na equagao (1.40). O
1.23 ilustra este caso.
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f(t) = (ag+...+ant")e" cos Bt ou f(t) = (ag + ...+ a,t")e sen Bt,
emquedy,...,a;, &, B € R.
Neste caso deve-se procurar uma solugdo particular da forma

yp(t) = £[(Ag+ ...+ Aut")e" cos Bt + (By + ... + But")e* sen pt],

em que s é o menor inteiro ndo negativo que garanta que nenhuma
parcela de y,(f) seja solugio da equagdo homogénea correspondente e
Ag,...,An, By, ..., By sdo coeficientes a serem determinados substituindo-se
yp(t) na equacdo (1.40). O 1.24 ilustra este caso.

Vamos encontrar a solugdo do problema de valor inicial

{ y//+y/:2+t2
y(0)=1, y'(0)=2

Precisamos encontrar a solucdo geral da equacdo homogénea correspondente

y// + y/ =0
A equagdo caracteristica é
+r=0
que tem como raizes r; = 0 ery = —1. Assim a solugdo geral da equagdo homogénea

correspondente " +y' = 0¢

y(t) = c1 +coe

O segundo membro da equagcio diferencial, 2 + t2, é da forma (1). Vamos procurar
uma solugdo particular da forma

)=t A0+A1t+A2t2 :A0t+A1t2+A2t3
Yr




64

O valor de s é igual a 1, pois para s = 0, a parcela Ay é solugdo da equacdo ho-
mogénea (c; = 0 e c; = Ap).

yy(t) = Ag +2A1t + 34,87
yp(t) = 2A1 +6Ast.
Substituindo y,(¢) ey} (t) na equagdo y” +y' = 2 + * obtemos
(2A1 +6Ast) + (Ag +2A1t +3A5t%) = (Ag+2A1) + (2A1 + 6A5)t +3At> =24 12

Comparando os termos de mesmo grau obtemos o sistema linear

Ap + 2A = 2
2A1 + 6A, = 0
34, = 1
que tem solugdo Ag = 4, Ay = —1e Ay = 1/3. Assim uma solugdo particular da

equagdo ndo homogeénea é
1
) =4t — £+
yp(t) T3

e a solugdo geral da equagdo ndo homogénea é
1
y(t) =cy +cpe 4t — 12+ §t3 (1.41)

Para resolvermos o problema de valor inicial vamos calcular a derivada da solucdo
geral da equagdo ndo homogénea

V()= —coet+ 12 —2t+4 (1.42)
Substituindo-set =0ey = 1em (1.41) et = 0 ey’ = 2 em (1.42) obtemos

g + 2 =1
4 — 2 = 2
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de onde obtemos c; = —1 e ¢, = 2. Logo a solugdo do PVI é

y(t) = —1+2e +4t — 12 + %ﬁ

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Figura 1.14 — A solucdo do problema de va-
lor inicial do Exemplo 1.22
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Vamos encontrar a solugdo geral da equagdo
Yy +2y +y=(2+t)e "

Precisamos encontrar a solugdo geral da equacdo homogénea correspondente

y//+2yl+y:O.
A equagdo caracteristica é
rP42r+1=0
que tem como raiz r; = —1. Assim a solugdo geral da equacdo homogénea corres-

pondente y” +2y' +y =0¢é
y(t) = cre” +cote .

O segundo membro da equagdo diferencial, (2 + t)e ™, ¢ da forma (2). Vamos procu-
rar uma solugéo particular da forma

yp(t) = 2 (Ag+ Art)e "t = (Apt? + Arf)e!
O valor de s é igual a 2, pois para s = 0 as parcelas Age ™! e Ajte™! sdo solugdes da
equacdo homogeénea (c; = Ap, cp = 0ec; =0, cp = Aj) e paras = 1 a parcela
Apte™! é solugdo da equacdo homogénea (c; = 0 e cp = Ap).

vp() = (240t + (341 — Ag)P — Ayt ) ™"
ya(t) = (ZAO + (6A1 — 4A0)t+ (Ag — 6A1 ) + A1t3) et
Substituindo y,(f) e y, (t) na equagdo ¥ +2y' +y = (2 +t)e~" obtemos
(2A0 +(6A1 —4Ag)t+ (Ag — 6A1) 2 + A1t3) et +
+2 (2A0t + (347 — Ag)? — A1t3) et
+ (ApP 4+ A1P)e™ = (2+t)e !
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Simplificando o primeiro membro obtemos
(2A0+6A1t) e = 2+t ! = 2Ap+6A1t =2+t

Comparando os termos de mesmo grau obtemos o sistema linear

24, = 2
6A; = 1

que tem solugdo Ayp = 1 e A; = 1/6. Assim uma solugdo particular da equagdo ndo
homogénea é

14
yp(t) = (t2+8t3)e t

e a solugdo geral da equagdo ndo homogénea é

1
y(t) = cre” +oate ™ + (P + 8t3)e_t

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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Figura 1.15 — Algumas solucoes da equacao
do Exemplo 1.23

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Vamos encontrar a solugdo geral da equagdo
y' +2y +2y = e’ cost.
Precisamos encontrar a solugdo geral da equagdo homogénea correspondente
y'+2y +2y=0.

A equagdo caracteristica é
242r+2=0

que tem como raizes r; = —1+iery = —1 —i. Assim a solugdo geral da equacéo
homogeénea correspondente y” + 2y’ + 2y =0 ¢é

y(t) = cre”fcost + coe ' sent.

O segundo membro da equagéo diferencial, ¢! cost, é da forma (3). Vamos procurar
uma solugdo particular da forma

yp(t) = t°(Ae' cost + Be' sent) = Ae' cost + Be' sent

O valor de s ¢ igual a 0, pois nenhuma parcela de y,(t) é solugio da equagao ho-
mogénea.

yp(t) = A(e'cost —e'sent) + B(e' sent +e' cost+) = (A+ B)e' cost+ (B — A)e' sent
y, (t) = 2Be’ cost — 2Ae sent.
Substituindo y), () ey, (t) na equagdo y” + 2y’ +y = e’ cos t obtemos

2Be' cost —2Ae' sent +2 ((A+ B)e! cost + (B — A)e' sent)
+2(Ae’ cost + Be' sent) = e’ cost
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Simplificando o primeiro membro obtemos
(4A +4B)e' cost + (4B —4A)e' sent = e’ cos t
Substituindo-se t = 0 e t = 71/2 obtemos o sistema linear

{4A—|—4B 1

0

—4A + 4B

que tem solugdo A = 1/8 e B = 1/8. Assim uma solucdo particular da equagdo ndo
homogénea é

1 1
yp(t) = get cost + get sent

e a solugdo geral da equagdo ndo homogénea é

t

1
y(t) = cre ' cost+ coe ' sent + get(cosH— sent)
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Figura 1.16 — Algumas solucoes da equacao
do Exemplo 1.24

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar)

Julho 2011
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Exercicios (respostas na pagina 134)

5.1. Encontre a solucdo geral das equagdes:

a y”—|—5y + 6y = xe %,

(a)
(b) v —4y' + 6y = 3x.
() y' +4y =2sen(2t) +t
(d) y"+2y=e"+2
5.2. Resolva os problemas de valor inicial:

@)y +y -2y =£+3 y(0)=0, y(0)=

(b) y” +2y +y=23sen(2t), y(0)=0, ¥ (0)=0

() y'—4y +4y=3et, y(0)=0, ¥ (0)=

() 2y"+2y' +y =1, y(0)=0, y'(0)=0
5.3. (a) Encontre a solucdo geral da equacao

y//+2yl+“yzo
paraa > 1,parax =leparaa <1.
(b) Determine a forma adequada para uma solucdo particular da equacgio

¥ +2y +ay =te 'sen(vVa —1t)

paraa > 1.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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1.6 Oscilagoes

°

Figura 1.17 — Sistema massa-mola na verti-

cal .

B
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Pw=d
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Considere um sistema massa-mola na vertical. Seja L o alongamento provocado na
mola pela colocacdo de um corpo de massa m quando o sistema estd em equilibrio.
Neste caso a magnitude da forga eldstica é igual a magnitude da forga peso, ou seja,

mg = kL. (1.43)

Aqui k é chamada constante da mola. Seja y(t) o alongamento da mola em um
instante t. Defina a nova fungdo

u(t) =y(t) — L.
Sobre o corpo de massa m agem o seu peso,
P =mg,
a forca da mola que é proporcional ao seu alongamento e tem sentido oposto a ele,
F, = —ky(t) = —k(u(t) + L),
uma forga de resisténcia proporcional a velocidade,
Fo=—yy/(t) = —yu'(t)

e uma forca externa F,y;. Aqui y é a constante de amortecimento.
Pela segunda lei de Newton, temos que

my" (t) = mg — ky(t) — vy (t) + Fext

ou escrevendo em termos de u(t) = y(t) — L:

mu (t) = mg — k(L +u(t)) — yu'(t) + Fext (1.44)
Assim, por (1.43) e (1.44), u(t) satisfaz a seguinte equacdo diferencial
mu” (t) + yu' (t) + ku(t) = Foys. (1.45)

que é a mesma equagdo que satisfaz x(t) no caso em que o sistema massa-mola se
movimenta na horizontal sobre uma superficie lisa. Verifique!
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1.6.1  Oscilagdes Livres

Sem Amortecimento

Figura 1.18 — Sistema massa-mola li- W\._

vre ndo amortecido

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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Como as oscilagoes sao livres, F,+ = 0 e como sdo ndo amortecidas, ¥ = 0. Assim a
equacdo (1.45) para o movimento do sistema massa-mola é

mu' +ku =0
A equacdo caracteristica é

m?+k=0 & r== L
m

Assim a solugdo geral da equacdo é

u(t) = c1 cos (\/Ei) —+ cpsen <\/zt>

Seja wy = 4/ % Entdo a equagdo acima pode ser escrita em termos de wp como
u(t) = cq cos (wot) + cz sen (wot) . (1.46)

Marcando o ponto (cy, ¢2) no plano e escrevendo em coordenadas polares temos que
y A

(c1,¢2)
o) v

(1.47)

¢1 = Rcosé,
¢ = Rsend.

c1 X
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Substituindo-se os valores de c; e cp obtidos de (1.47) na equacéo (1.46) obtemos

u(t) = Rcosdcos(wot)+ Rsendsen (wot)
= R(cosdcos (wpt) + send sen (wot))
= Rcos(wpt — ),

Aqui foi usada a relagdo

cos(a — b) = cosacosb +senasenb.

wp é chamada frequéncia natural do sistema, J a fase e R a amplitude.

- - g 27 .
Neste caso a solugdo da equagdo é periddica de periodo T = —. Este movimento
wo
oscilatério é chamado movimento harménico simples.
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Oscilagéo Livre sem Amorteci

Figura 1.19 — Solucao do sistema massa-
mola livre ndo amortecido

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Sabendo-se que o problema de valor inicial que descreve um sistema
massa-mola é dado por

y'+2y=0, y(0)=0, y'(0)=1

Encontre a solucdo geral da equagdo diferencial e resolva o problema de valor
inicial. Determine a amplitude, a frequéncia, a fase e o periodo.

Esboce o gréfico da solugdo obtida.

Equagdo caracteristica é r*> + 2 = 0, que tem como raizes r = 4/2i.
Logo a solugdo geral da equagdo diferencial é :

y(t) = cq cos (\fZ t) + ¢ sen (\fz t) .
Para resolver o PVI precisamos calcular a derivada da solugdo geral:

¥ (t) = —c1V2sen (\fZ t) + c2V/2 cos (\fz t)

Substituindo-se t =0,y = 0, y’ = 1 obtemos:
c1=0, = Q
1—=Y 2 = 5 "
Solugdo do PVIL:
V2
y(t) = —- sen (\/i t) .

I
~~
S

Marcando o ponto (c1,¢7)
ou seja,

u(0) = sen (V2 1) = Pos (v2i-T)
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v

A amplitude é igual a 72, a frequéncia é igual a /2, a fase é igual a 71/2 e o
periodo é igual a 27t/ V2.

w2120

ootz

Como as oscilagdes sdo livres, Fxy = 0. Assim a equagdo (1.45) para o movimento
do sistema massa-mola é
mu” + yu' +ku =0

A equacdo caracteristica é mr? 4+ yr+k=0eA = 72 — 4km
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Figura 1.20 — Sistema massa-mola livre com amor-
tecimento

< ¥

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar)

Julho 2011
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Aqui temos trés casos a considerar:

(a) Se A = 9% — 4km > 0 ou ¢ > 2v/km, neste caso
u(t) = cret + cpe™,

em que

1,2

=y EVA Y2 —dkm <0
- 2m 2m
Este caso é chamado superamortecimento e a solucao

u(t) - 0 quando t — +oo.

Super Amortecimento
u(t) = crent + cpe’2!

_ = VY2 — 4km

2 2m

c1+c=1p

Figura1.21 — Algumas solucoes do sis-
tema massa-mola livre com superamor-
tecimento

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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(b) Se A = 4% — 4km = 0 ou y = 2v/km, neste caso

_a _at
u(t) = cre”2m + cpte” 2m

Este caso é chamado amortecimento critico e a solugdo

u(t) - 0 quando t — +oo.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar)

Julho 2011
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Amortecimento Critico

_at ot
u(t) = cie” 2m +cyte” 2m

C1 = U

—_

Figura1.22 — Algumas solucoes do sis-
tema massa-mola livre com amorteci-
mento critico

Julho 2011 Reginaldo J. Santos



86

Se A = 9% —4km < 0ou 0 < ¢ < 2v/km, neste caso

u(t) = e*%(cl cos ut + cp sen ut) (1.48)

em que

< Wy

V:\/4km—72:\/2 7?

2m YO gn2
27
Aqui, p é chamado quase frequéncia e T = — ¢é chamado quase periodo.

Escrevendo novamente o par (c1, c2) em coordenadas polares temos que
y A

(c1,02)

C2

{cl = RcosJ,

¢ = Rsend. (1.49)

C1 X

Substituindo-se os valores de ¢ e ¢z na equagdo (2.24) obtemos
u(t) = e~ (Rcosécosut + R sendsen ut) = Re~%n cos(ut —96),

em que R = 4 /c% + C% e § sdo obtidos de (1.49).
Este caso é chamado subamortecimento e a solugdo

u(t) - 0 quando t — +oo.
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) . g . _a
Este é um movimento oscilatério com amplitude Re™2# é chamado quase-
periddico.

Observe que nos trés casos a solucdo tende a zero quando ¢ tende a +oo.
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88
Sub Amortecimento
A u ot
u(t) = e 2m (cq cos put + co sen ut)
2
=/ wi— 477 < wp
C1 = Up
uO
Figura 1.23 — Algumas solucoes do sis-
tema massa-mola livre com subamorte-

cimento

Sub Amortecimento

A t
u u(t) = Re™ 7w cos(ut —6),
7
H=/wi— oy <wo

+Ri

-R

Figura1.24 — Solucao tipica do sistema
massa-mola livre com subamortecimento

Julho 2011
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super amortecimento, > 2v/km

Y/

amortecimento critico, ¥ = 2vkm

suyb amortecimento, y < 2vkm

Figura 1.25 — Comparacao das solucoes do
sistema massa-mola livre com amorteci-
mento para diferentes valores da cons-
tante de amortecimento y

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Vamos supor que uma forca externa periddica da forma Fox; = Fycos(wt), com
w > 0, seja aplicada ao corpo de massa m. Entdo a equacdo (1.45) para o movi-
mento sistema é

mu" + yu' + ku = Fycos(wt)

Neste caso a equagdo diferencial para o movimento sistema é
mu’" + ku = Fy cos(wt) (1.50)
Sabemos que as solugdes sdo da forma
u(t) = cq cos (wot) + cz sen (wot) + up(t)
em que, pelo método dos coeficientes a determinar,
up(t) = t°[Acos(wt) + Bsen(wt)]

é uma solucdo particular e s é o menor inteiro ndo negativo que garanta que ne-
nhuma parcela de uy(t) seja solugao da equagao homogénea correspondente e A e B
sdo coeficientes a serem determinados substituindo-se u,(t) na equagao diferencial
(1.50).
Temos dois casos a considerar:
Se w # wy. Neste caso s = 0, pois nenhuma das parcelas de u,(t) é solugdo da
equacdo homogénea correspondente. Entdo a solugdo particular é da forma

up(t) = Acos(wt) + Bsen(wt)
e a solugdo geral da equagao é da forma

u(t) = c1 cos (wot) + ¢z sen (wot) + A cos(wt) + Bsen(wt)
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Deixamos como exercicio para o leitor verificar que substituindo-se u,(t) na
equagdo diferencial (1.50) encontramos

Fy

A= W e B=0.
Assim
u(t) = cq cos (wot) + ¢z sen (wot) + R cos(wt).
m(wi — w?)
Neste caso a solugdo u(t) é oscilatéria e limitada.
Se w = wy. Neste caso s = 1, pois para s = 0 as parcelas, A cos(wot)

e Bsen(wot), de u,(t), sdo solugdes da equagdo homogénea correspondente.
Entéo a solugdo particular é da forma

uy(t) = t[Acos(wt) + Bsen(wt)]
e a solugdo geral da equagdo é da forma
u(t) = cq cos (wot) + cz sen (wot) + £[A cos(wot) + B sen(wqt)]

Deixamos como exercicio para o leitor verificar que substituindo-se u,(t) na
equagdo diferencial (1.50) encontramos

A=0 e = fo .
meo
Assim F
0
t) = t t t t).
u(f) = c1 cos (wot) + ¢z sen (wot) + ey sen(wot)

Neste caso u(t) é oscilatéria, mas fica ilimitada quando t tende a +oo. Este
fenémeno é conhecido como ressonincia e a frequéncia w = wyp é chamada
frequéncia de ressonincia.
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Figura1.26 — Sistema massa-mola
forcado sem amortecimento

F_ =F cos(wt)
ext o
=

F =-kx
e

Fot™ Focos(wt)

Fe = Focos(u)t)

-kx

o
n

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar)

Julho 2011
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Vamos considerar o problema de valor inicial
{ mu" +ku = Fycos(wt),
u(0) =0,4/(0)=0
Temos dois casos a considerar:
Se w # wy. A solugdo geral da equacdo é

Fy

u(t) = cqcos (wot) + cp sen (wpt) +
() 1 (0) 2 (O) m(w(z)_a)z)

cos(wt)

Derivando e substituindo-se t = 0, u = 0 e u’ = 0 obtemos que (verifique!)

Fy

————, =0
m(wi — w?)’ 2

1 = —

Assim a solucdo do problema de valor inicial é

Fo
u(t) = ——s——=< (cos(wt) — wot)) .
Como
cos(A — B) — cos(A + B) = 2sen Asen B
entdo oF
u(t) = 2702 sen(w1t) sen(wot)
m(ws — w?)
em que
o — wy — w wr — wo + w
1 — 2 7 2 = 2 — .

Como w1 é menor do que w», entdo o movimento é uma oscilagdo de frequéncia
wy com uma amplitude também oscilatéria R(t) = ﬁ sen(wit) de

.
frequéncia w;. Este movimento é chamado batimento.
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Batimento

Ressonancia

u(t) = Rsen(wit) sen(wat), u u(t) = Rtsen(wt) P
R=_ 2 -
m(wg— —w?)’ -7
W = wg— w/ Wy wo+w -7
+R| -
7N s Rsenb’lﬂ - /

7 ~
~ e
/ ~
m\ t ~ o @, t
/ ~
~
\ / N\
. / S
R \ / S
—sen - Rt o~
- ~

N

Figura 1.27 — Solugdo do sistema massa-mola, para
u(0) = 4/(0) = 0, no caso de batimento

Figura 1.28 — Solucdo do sistema massa-mola, para
u(0) = u/(0) = 0, no caso de ressonancia

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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Se w = wy. A solucdo geral da equacdo diferencial é

Fy

t) = t t
u(t) = cq cos (wot) + ca sen (wot) + ey

tsen(wot)

J& vimos que neste caso u(t) fica ilimitada quando t tende a +oo que é o
fendmeno da ressonancia. Derivando e substituindo-se t = 0, u = 0eu’ =0

obtemos que (verifique!)
1 = 0, Cr = 0

Assim a soluc¢do do problema de valor inicial é
Fo

u(t) = e, tsen(wot).

Este movimento é uma oscila¢do de frequéncia wy com uma amplitude

__h
- 2mwy

R(t)

que aumenta proporcionalmente a ¢.

Neste caso a equacdo diferencial para o movimento sistema é

mu" + yu' + ku = Fycos(wt)

(1.51)

Seja u(t) = cyuq(t) + couz(t) a solucdo da equagdo homogénea correspondente.

Entdo a solugédo geral desta equacdo é

u(t) = cuq(t) + coua(t) + up(t)
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em que u,(t) é uma solugao particular. Pelo método dos coeficientes a determinar
up(t) = Acos(wt) + Bsen(wt).

Deixamos como exercicio para o leitor verificar que substituindo-se u,(t) e suas de-
rivadas na equagdo diferencial (1.51) encontramos

_ Fom(w§ — w?) B Fyyw

A A ’ A

em que A = mz(wé — w?)? + y?w?. Podemos escrever

up(t) = Acos(wt) + Bsen(wt) = Rcos(wt —9)

emque R = VA2 + B2edétalque A = Rcosé e B = Rsend. Neste caso aamplitude
da solugdo estaciondria é dada por

F
R= 2

5

Assim a solucdo geral da equacdo é
u(t) = cquy(t) + coup(t) + Rcos(wt — 9).

A solugdo geral da equagdo homogeénea correspondente, ciuq(t) + coun(t), é a
solucdo do problema de oscilagdo livre amortecida e ja mostramos que tende a zero
quando ¢ tende a +oo, por isso é chamada solugdo transiente, enquanto a solucao
particular, R cos(wt — §), permanece e por isso é chamada solugdo estaciondria.

u(t) = cquy(t) + coun(t) + Rcos(wt — ) ~ Rcos(wt — 6), para t suficientemente grande.
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|:’ =-yv Fext = Focos(oot)
F =-kx
e
|:’ =-yv Fexl = Focos(t.ot)
F =-yv F et = FoCOS(wt)
-——— .
F =-kx
e
} -
0 X

Figura 1.29 — Sistema massa-mola forcado com amortecimento

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Oscilagao Forgada com Amortecimento
Ay
u(t) = cyuy (t) + couz () + Rcos(wt — 8)

Figura 1.30 — Solucao do sistema massa-mola forcado com amortecimento

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar)

Julho 2011
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1.6.3 Circuitos Elétricos

Considere um circuito elétrico formado por um capacitor, um resistor e um indutor
ligados em série a um gerador como mostrado na Figura 1.31.

R

Figura 1.31 — Circuito LRC

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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A queda de potencial num resistor de resisténcia R é igual a RI, num capacitor de

dl
capacitancia C é igual a Q e em um indutor de indutdncia L é igual a LE' Pela
segunda lei de Kirchhoff (lei das malhas) a soma da forcas eletromotrizes (neste caso
apenas V(t)) é igual a soma das quedas de potencial (neste caso R I na resisténcia,

I
Q/C no capacitor e LE no indutor), ou seja,

dI 1
Lo +RI+ =Q=V(1) (152)

d
Substituindo-se I = Q obtemos uma equagéo diferencial de 2a. ordem para a carga

elétrica no capacitor. a

dZQ rQ
e TR
com condigdes iniciais Q(0) = Qp e Q'(0) = Ip. Uma equacdo diferencial de 2a.

ordem para a corrente elétrica no circuito pode ser obtida derivando-se a equacao
(1.52), ou seja,

L=—= + Q 40 (1.53)

d?1 dl  1dQ dv
Ldt2+R teoa E(t)
dQ

e substituindo-se I = ’r

d21 ar 1 av

Ldt2+Rd + &=

V(0) — RIp — Qo/C
L

com condigdes iniciais I(0) = [y e I'(0) = . A udltima condigéo é
obtida usando a equacéo (1.53).

Um circuito possui um capacitor de 0,5 x 10~ ! F, um resistor de 25 Q)
e um indutor de 5 H, em série. O capacitor se encontra descarregado. No instante
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—t/4

t = 0 conecta-se esse circuito a uma bateria cuja tensao é de 10e V, e o circuito é

fechado.
Vamos determinar a carga no capacitor em qualquer instante ¢ > 0. A equagdo
diferencial para a carga no capacitor é

1
5Q"+25Q + g g = 100

Dividindo-se por 5 obtemos a equagdo
Q" +5Q +4Q =21/
Equagéo caracteristica é
24 5r+4=0

cujas raizes sdor = —1, —4.
Assim a solucdo geral da equagdo homogeénea é

Q(t) = cre ™ + cpe ™.
Vamos procurar uma solucdo particular da equacdo ndo homogénea da forma
Qy(t) = Age /4,

1 A
/ _ _ = —t/4 1" _ 20 ,—t/4
Q,(t) = 4Aoe ;o Qp(t) T

Substituindo-se na equagdo Qp(t), Qj(t) e Qy(t) obtemos
Ao a5 —t/4 —t/4 _ n,—t/4
Ee EAOE 4+ 4Ape =2

45 32
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Portanto a solucao geral da equacéo diferencial é

Q(t) = cref + cpe™* + %e*t/‘l

Derivada da solugdo geral: Q'(t) = —cje~! —4epe 4 — fe~t/4
Substituindo-se t = 0, Q = 0, Q' = 0 obtemos
C1—|—C2—|—%:0 - c1=-8/9
*C1*4CQ*%:O ! C2:8/45

Portanto a solugdo do PVI formado pela equagdo diferencial e Q(0) = 0, Q'(0) =0¢é

88 w2
Q(t) = 9¢ ta¢ e
Observe que
lim Q(t) = 0.

t—oc0
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141

Sabendo-se que o problema de valor inicial que descreve um sistema massa-mola é dado por
y'+5y =0 y(0)=1 y(0)=0

Encontre a solugdo geral da equagdo diferencial e resolva o problema de valor inicial. Determine a
amplitude, a frequéncia, a fase e o periodo.

Esboce o gréfico da solucdo obtida.

Sabendo-se que o problema de valor inicial que descreve um sistema massa-mola é dado por
2y" +3y =0, y(0)=1, ¥'(0)=0

Encontre a solugdo geral da equacao e resolva o problema de valor inicial. Determine a amplitude,
a frequéncia, a fase e o periodo.

Esboce o gréfico da solucdo obtida.

Uma mola, de um sistema massa-mola sem amortecimento, tem constante de elasticidade igual a 3 N/m.
Pendura-se na mola um corpo de massa 2 kg e o sistema sofre a agdo de uma forga externa de 3 cos(3t).
Determine a fun¢do que descreve o movimento corpo em qualquer instante , considerando a posi¢ao
inicial igual 1 e a velocidade inicial (.

Se um sistema massa-mola com um corpo de massa 2 kg e uma mola com constante de elasticidade igual
0,5 N/m é colocado em movimento, no instante { = 0, num meio em que a constante de amortecimento
é igual a 1 N.s/m, determine a posi¢do do corpo em qualquer instante ¢, considerando a posigdo inicial
igual a 1 e a velocidade inicial u{).

Um corpo de massa 100 gramas estica uma mola 10 centimetros. Suponha que ndo haja amortecimento e
que a aceleracdo da gravidade seja de 10° centimetros por segundo ao quadrado. Encontre a frequéncia,
o periodo e a amplitude do movimento. Determine a posi¢do # em fung¢do do tempo t e faca um esbogo
do seu gréfico.
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Se o sistema é colocado em movimento a partir de sua posigdo de equilibrio com uma velocidade
apontada para cima de 4 centimetros por segundo.

Se o sistema é puxado para baixo esticando a mola 1 centimetro e depois colocado em movimento
com uma velocidade para baixo de 10 centimetros por segundo.

Se o sistema é puxado para baixo esticando a mola 2 centimetros e depois é solto.

Um corpo de massa 100 gramas estica uma mola 10 centimetros. O corpo estd preso a um amortecedor
viscoso. Suponha que a aceleracao da gravidade seja de 10° centimetros por segundo ao quadrado.

Para quais valores da constante de amortecimento <y o sistema é super-amortecido, tem um amorte-
cimento critico e é sub-amortecido.

Suponha que o amortecedor exerce uma forca de 10* dinas (=gramas-centimetros por segundos?)
quando a velocidade é de 10 centimetros por segundo. Se o sistema é puxado para baixo 2
centimetros e depois é solto, determine a posi¢do u do corpo em fun¢do do tempo f e faga um
esboco do seu gréfico. Qual o valor do quase periodo?

Um corpo de massa 100 gramas estica uma mola 10 centimetros. Suponha que ndo haja amortecimento e
que a aceleragio da gravidade seja de 10% centimetros por segundo ao quadrado. Se o corpo é colocado
em movimento com uma forca externa de 9600 cos(6¢) dinas, determine a posi¢do do corpo como fungdo
do tempo e faga um esbogo do seu grafico.

Um corpo de massa 100 gramas estica uma mola 10 centimetros. Suponha que ndo haja amortecimento e
que a aceleragdo da gravidade seja de 10° centimetros por segundo ao quadrado. Se o corpo é colocado
em movimento na posic¢do de equilibrio com uma forca externa de 1000 cos(wt) dinas, para w igual a
frequéncia de ressonancia, determine a posi¢do do corpo como funcdo do tempo e faga um esbogo do seu
gréfico.

Um corpo de massa 100 gramas estica uma mola 10 centimetros. O corpo estd preso a um amortecedor
viscoso. Suponha que a aceleragio da gravidade seja de 10° centimetros por segundo ao quadrado.
Suponha que o amortecedor exerce uma forca de 4200 dinas quando a velocidade é de 1 centimetro por
segundo. Se o corpo esta sob a a¢do de uma forga externa de 26000 cos(6t) dinas, determine a posicdo u
em fungdo do tempo t e faca um esbogo do seu gréfico, considerando somente a solugdo estaciondria.
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Considere um sistema massa-mola descrito pelo problema de valor inicial
u” +u' +2u = coswt, w >0, u(0) =0, u'(0) =2.

Determine a solugdo geral da equagdo diferencial.
Determine a solugdo estaciondria deste problema.

Encontre a amplitude da solugao estacionaria como fungdo de w.
Considere a equagdo diferencial do sistema massa-mola for¢ado sem amortecimento
mu'" + ku = Fycos(wt)
Mostre que a solugédo geral:
Se w # wy é dada por

Fy

u(t) = c1 cos (wot) + cz sen (wot) + -
m(w§ — w?)

cos(wt);

Se w = wy é dada por

Fo
t) = t t
u(t) = cq cos (wot) + ¢z sen (wot) + ey

tsen(wot).

Mostre que a solugdo do PVI
mu" +ku = Fycos(wt),
u(0) =0,u’(0) =0

Se w # wy é dada por
__h
m(wi — w?)

u(t) =

(cos(wt) — cos(wpt)) .
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Se w = wy é dada por

u(t)

= tsen(wpt).
ey (wot)

Encontre a solugéo estacionaria de

mu" + yu' + ku = Fy cos(wt).

Um circuito possui um capacitor de 0,125 x 10~! E um resistor de 60 Q) e um indutor de 10 H, em série.
A carga inicial no capacitor é zero. No instante t = 0 conecta-se o circuito a uma bateria cuja tensado é de
12 V e o circuito é fechado.

Determine a carga no capacitor em qualquer instante ¢ > 0.

Determine a carga no capacitor quando t — ~co.

Esboce o gréfico da solugdo obtida.

O movimento de um péndulo simples de massa m e comprimento ! é descrito pela fungdo 0(t) que

satisfaz a equagdo diferencial

2

ﬁ—i-%sen@:o.

Considere a aproximacao sen 6 = 0.

Encontre 6(t) sabendo-se que o péndulo é solto de um angulo 6.

Determine a frequéncia, o periodo e a amplitude de oscilagdo do péndulo.
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1.7 Respostas dos Exercicios

1. Introducdo as Equacdes Diferenciais (pagina 13)
1.1. (a) Equagao diferencial ordindria de 1* ordem ndo linear.

(b) Equagdo diferencial ordinaria de 2* ordem linear.
12 (x 43y + (x+2)y; —y1 = (x +3)2+ (x +2)2x — x> = x>+ 6x+6 # 0

(x+3)yy + (x +2)yh —y2 = (x +3)6x + (x +2)3x% —x® = 2x3 + 12x> + 18x £ 0
(x+3)y5 + (x+2)y3 —y3 = (x+3)e™ = (x +2)e ™ e =0

Logo, y1(x) = x? e y»(x) = x> ndo sdo solugdes da equagio e y3(x) = e~* é solugdo da equagio.

d
(a) Substituindo-sey =¢'' e d—]: =re’t ena equagdo obtemos

are’t + be'' = (ar +b)e" =0,
pois por hipétese ar + b = 0.
rt d]/ dzy 2

(b) Substituindo-se y = ', i re’t e i ree”

ar?e’ + bre™ + ce’t = (ar2 +br+c)et =0,

! na equagado obtemos

pois por hipétese ar? + br + ¢ = 0.

2
(c) Substituindo-se y = x”, Z—Z = le % = r(r —1)x" 2 em (1.23) obtemos

r(r—1)x 2 + bxrx™ 4 cx” = 0.
r(r—1)x"+bra" +cx" = 0.
(r2+(b—1)r+c) x"=0,

pois por hipétese 2 + (b — 1)r + ¢ = 0.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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d . .
Substituindo-se y = ¢t e Y _ re’ na equacdo diferencial obtemos
y quag

dt
are’t + be'' = (ar +b)e" = 0.

Como e # 0, entdo y(t) = ¢! é solugdo da equagdo diferencial se, e somente se, r é solugdo da
equagao
ar+b=20
d d?
Substituindo-se y = €', % =rete d—g = r2e’

ar’e™ + bre™ + ce = (ar* 4+ br +c)e’t = 0.

! na equacéo diferencial obtemos

Como e # 0, entdo y(t) = ¢! é solugdo da equagéo diferencial se, e somente se, r é solucdo da
equagao
ar* +br4+c=0

2
Substituindo-se y = x7, % = le % = r(r — 1)x" 2 na equacio diferencial obtemos

r(r—1)x 2+ bxrx™ 4 cx” = 0.

<r2—|— (b—l)r—|—c> ¥ =0.
Como x" # 0, entdo y = x" é solugdo da equacgdo diferencial se, e somente se, r é solugdo da equagdo

24+ (b—1)r+c=0.

—2tr tr? (—2r +r2)t
) 2 —
B LA e LR (e

= -2r=0

= r=0 ou r=2
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—2rt 2tr? (—2r — 2r2)t
=y -2t = — = t
0=y -2 =t e Erig- @+ "
= P4+r=0
= r=0 ou r=-1
—2rt 6tr? (—2r — 6r2)t
= — 6ty = - = t
0=y - =t e Eriz - @+ "
= 324+7r=0
= r=0 ou r=-1/3
—2rt tr? (—2r — 1)t
0=y —ty* = — = , Vit
A Py PR (P2 ) (P )

= r2+2r:0

= r=0 ou r=-2

y(t)=at+b=y'(t)=aey’(t) =0.
Substituindo-se y(t) = at+b, y/'(t) = a e y”(t) = 0 na equagéo diferencial ty" + (t — 1)y —y = 0
obtemos

t-0+4 (t—1)a— (at+b) =0.

Simplificando-se obtemos:

—a—b=0oua=—b.

Logo para que y(t) = at + b seja solugdo da equacdo diferencial temos que ter 2 = —b, ou seja,

y(t) =at—a=a(t—1).
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Portanto todas as soluc¢des da equacéo diferencial que sdo fungdes de 1° grau sdo miultiplos escalares de
yo(t) =t—1.
2. Equagdes Lineares de 1? Ordem (pagina 23)

21. (a)

;t(X) _ ef(l—Zx)dx _ ex—x2

x—xz.

Multiplicando a equagdo por u(x) = e

4
dx

—x2 2 .2
(exxy):exxxex:xex

1
ex_xzy(x) = /xe_xzdx = —Ee_x2 +C

y(x) = —ge+ Ce

2:y(0)=—1+C=>C:5/2

2
1 5 2
y(x) = 5¢ + 5¢

(b)
3

u(t) = ef3t2dt —e
Multiplicando a equacdo por y(t) = ef’:

% ( t3y) — e Pt — ot

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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etsy(t) = /et dt =e'+C
13

y(t) = et 4 Ce

2=y(0)=1+C=>C=1

u(t) = ol —costdt _ ,—sent

d —sent

I (e7*"y) =e
e” Sy (t) = /tet2 dt = %etz +C

y(t) — 1et2+sent + Cesent
2

2:y(0):%+C:>C:3/2

_ 1 24sent 3 sen t
y(t) = 5e + 5¢

_ 2 2
senttet +sent __ tet

Julho 2011

Reginaldo J. Santos



112 Equacdes Diferenciais de 12 Ordem

uix) = el v = ¢

]
Multiplicando a equagdo por p(x) =e5 :

d (2 O 4 4 5
P 5y — o5 xde T = yde¥
X

1
1=y(0) =g +C=C=4/5
(1) =™ +3e5
yx) = ge 5¢
2.2. (a)
, 42
y—¥=-3

Multiplicando a equagao por u(x) = x~*:

Integrando-se

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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3x2
T
y—3¥y=
plx) = ef vt =y
Multiplicando a equagio por p(x) = x~:
d (1) _
dx (x y) =1

Integrando-se

Multiplicando a equagéo por p(x) = x~

Integrando-se
xHy(x) = /xexdx =xet —e*+C

y(x) = x%e* — xte® + Cat
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2.3. (a)
V(x) _ ef5x4dx _ ex5
Multiplicando a equagdo por p(x) = e*:
% (ex5y> _ ex5x4 _ x4ex5
exsy(x) = /x4ex5 dx = ée"E +C
1
y(x) = =t Ce ™
1
yozy(0)=g+C:>C:y0—1/5
1 1\ _5
v =5+ (-5 )e
b) ¥ (x) = —5x* (yo — 1) ¢=*". Para Yo > 1/5 a solugdo é decrescente e para yg < 1/5 a solugdo é
crescente.
(c) limy—s 400 y(x) = 1/5 e claramente independe do valor de y.
24. (a)
x
V4 a—gy=0
() = ol T A sl e
x2—9:

Multiplicando a equagdo por p(x) =

£ (o

Julho 2011

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar)



115

C
X) =
Y = 5
C
v =y(5)=7=C=4y
4Yo
X) =
= e

x >3, parayy #0e —oo < x < oo, para yg = 0.
limy_, 1 y(x) = 0 e claramente independe do valor de yp.

W+ POy = § 1) +2(8) + p(O (1) +y2(0) = (% + ) + (% +p(B)y2) =0+0=
0
dy

Py = @) +pO)en () = (% +ptn) =0 =0

d d
H+py = Fen(®) +ya(0) + pM)en(®) +12(t) = (G +py) + (% +p(te) = 0+
Para resolver a equacdo precisamos determinar o fator integrante: y(t) = e mdt = e,

Multiplicando-se a equagdo diferencial por p(t) = e ! obtemos

Integrando-se ambos os membros obtemos

Lt

et 'y(t) = 2+ C
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ou ] X
y(t) = e ! 4+ Ce !,

Substituindo-se t = 0 e y = 100, obtemos 100 = C. Ou seja, a solucdo do problema de valor inicial é
y(t) = e 10! 4100010 = (£ +100)e " 10,
Para fazer um esbogo do gréfico:

24100 1, —t —100+200¢ _ 1
100 - 100

100

Como a fungio exponencial é sempre positiva o sinal de y/(t) depende apenas de —t> — 100 + 200t que é
zero se, e somente se, t = 100 4= 30 V1.

Além disso —#> — 100 + 200t (e portanto y'(t)) é negativa para t < 100 — 3011 ~ 0,5 e para t >
100 + 30 /11 ~ 199, 5 e positiva para 100 — 30 v/11 ~ 0,5 < t < 100 + 30 /11 = 199, 5.

Logo a solugdo do PVI, y(t), é decrescente para t < 100 — 30 V11~ 0,5e para t > 100 4 30 V11 ~ 199,5
e crescente para 100 — 30 V11 ~ 0,5 <t <100+ 30 V11 ~ 199, 5.

1!
t) =
y ) 10000 100 10000

Como a fungdo exponencial é sempre positiva o sinal de y”(t) é o mesmo de t> — 400t + 20100 que é
zero se, e somente se, t = 200 & 101/99. Além disso, #> — 400 t 4+ 20100 (e portanto y” (t)) é positiva para
t < 200 —10/99 ~ 59 e para t > 200 + 101/99 ~ 341 e negativa para 200 — 101/99 ~ 59 ~ 0,5 < t <
200 + 10 v/99 ~ 341.

Logo a solugdo do PVI, y(t), tem concavidade para cima para t < 200 — 101/99 ~ 59 e para t > 200 +
101/99 =~ 341 e concavidade para baixo para 200 — 10 V99 &~ 59 < t < 200 + 10 /99 ~ 341.

Além disso, lim;—e y(t) = 0.

Abaixo 0 esboco do gréfico feito usando o programa Paint que é um acess6rio do MSWindows®©.
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3. Equa¢des Homogéneas - Parte I (pagina 39)
3.1, (a) Sejam yy(t) = e (=) e yp(t) = e w(t=a),

yi(t) — w?y1(t) = w?e™ w(t—a) _ ,2p—w(t—a) —
vy (t) — WPy (t) = w?e? —a) _ wZe ( —a) — .
Logo y1(t) = p—w(t—a) eyz(t) — ow(t-1) g50 solucoes da equacio diferencial.

¢ t e*w(t*ﬂ) ew(tfu) 1 1
Wiy, ) (1) = det[ ﬁgt; 558 } - det[ ol i) ] - det[ 2l } = 2w #

Logo a solugdo geral da equacdo diferencial é

y(t) = cryr (t) + coya(t) = cle_“’(t_“) + cze“’(t_“).

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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Sejam y (t) = cosh(w(t —a)) = ey

y{(t) — w?yi(t) = w? cosh(w(t — a)) — w?* cosh(w(t —a)) = 0.
vy (t) — w?yr(t) = w?senh(w(t — a)) — w? senh(w(t —a)) = 0.
Logo y1(t) = cosh(w(t — a))(e)yz(t)(:) senh(w(t —a)) sdo sol(ug(()es da;)equagéo d(ife(renci:;l).
o yi(t) yalt . cosh(w(t —a senh(w(t —a .
Wiyr y2](1) ( Z d)e)t { y’l(t)( E/z(t) )l B det[ wsenh(w(t—a)) wcosh(w(t—a)) B
h(w(t—a nh(w(t —a .
wdet| St —0)) ottt ) | = #0.pois cos x — senbx = 1.

Logo, a solucdo geral da equacdo diferencial é
y(t) = cryr () + coy2(t) = c1 cosh(w(t —a)) + cp senh(w(t —a)).

x2y — 6xy} +10y1 = ¥2(2) — 6x(2x) +10(x2) = 0
x2y — 6xy5 + 1092 = ¥3(20x%) — 6x(5x*) +10(x°) = 0

Logo, y1(x) = x% e y2(x) = x° sdo solucdes da equagio.
Como

_ yi(1) y2(1) | _ 117
Wy, y2](x) —det{ 7)) —det| , - |=3#0

entdo a solugao geral é
y(x) = cya(x) + caya(x),
Agora, como y(1) = 3, entdo substituindo x = 1 ey = 3 na expressao de y(x) obtemos que ¢c; +¢; =
3. Como i/ (1) = 3, substituindo-se x = 1 e ¥’ = 3 na expresséo obtida derivando-se y(x):
y(x) = 2c1x45cx*
obtemos 2¢1 + 5¢p = 3. Resolvendo o sistema
c1+cp =3, 2c1+50=3
obtemos ¢y = 4 e c; = —1. Assim a solucdo do problema de valor inicial é

y(x) = 42 -x°




119

2
Substituindo-se y = x”, Z—Z = le % = r(r — 1)x" 2 em (1.23) obtemos

Pr(r—1)x 2+ bxrx’ +ex” = 0.
(rz—i— (b—l)r—i—c) x"=0.
Como x" # 0, entdo y = x” é solugdo da equagdo (1.23) se, e somente se, r é solugdo da equagao

4 (b—1)r+c=0.

x" x'2
det | ¥ det
{ y ¢ [ rx1™l ppx2l ]

[y
—~

=
NN
—~

tadikat
~——
[

I

— xnlynlger| YO X
o

= (rp—r)x 271 £y,
para todo x > 0.
Neste caso, para x > 0, pela férmula de Euler:
v (x) — 4" — pnlnx _ (a+if)Inx
= ¢*I"¥ (cos(BInx) +isen(BInx))
= x*(cos(Blnx)+isen(flnx)) e
yZ(x) — yf2 = ph2lnx _ e(ocfiﬂ)]nx
= ¢*I"¥ (cos(—BInx) +isen(—pBInx))
x* (cos(BInx) —isen(Blnx))

sdo solugdes complexas da equagdo diferencial (1.23).
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A solugdo geral complexa é

C1x" + Cpx?

Cix* (cos(BIlnx) +isen(Blnx))

+ Cox® (cos(BInx) —isen(Blnx))
(C1+ Co)x" cos(BInx)

+i(C; — Cp)x*sen(BInx)

<

—~
=

~—
|

Tomando C; = C; = 1/2, temos que a solugdo

u(x) = x*cos(Blnx)

i i
e tomando C; = —5 eC = 5 temos a solugdo

v(x) = x*sen(Blnx).

det { ;‘,(x) o(x) } =px2 1 £0, Vx>0

Vamos mostrar que

yi(x) =x" e yp(x) =x"Inx

sdo solugoes fundamentais da equagdo de Euler, em que r = 12;b.

yh(x) =x""1(rInx+1),
vy (x) =x""2((r* —r)Inx +2r — 1))
xyy + by + ey =
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=X ((P4+(b-1)r+c)Inx+2r+b—1) =0.

vi(x) ya(x) | _ X" X Inx
det[}/’l(x) vh(x) | T 9 e ()it

= -t det{ ! Inx }

r1 (14+rlnx)
x?1=1 £ 0, paratodo x > 0.
Equacao indicial:
r(r—1)+4r+2=0&r=-2,-1

Solugéo geral:

y(x) =cix 2+ cox !
Equacao indicial:

r(r—1)—=3r+4=0&r=2

Solugéo geral:

y(x) = c12% + 0¥’ Inx
Equacéo indicial:

r(r=1)+3r+5=0&r=—1+£2i

Solugdo geral:

y(x) = c1x ' cos(2Inx) + cox 'sen(2Inx)
p(t)=0
o t=2_ -2
(A S (RS VRS
t t

t) = = .
f®) 2—-1 (t=1)(t+1)
Como ty = 0, entdo o problema de valor inicial tem solugdo no intervalo —1 < t < 1.
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g 1 1
PO =23 = e

bt t
1) = g1 = e+ D
t2 t2
f(t):tz—lz(tfl)(tJrl)'

Como ty = 2, entdo o problema de valor inicial tem solugdo no intervalo ¢ > 1.

t+1 t+1
p(t)_ﬂ—t_t(t—l)

1 t+1
q(t) = =

22—t  t(t—1)

t t

e e

f=m—= Ht—1)

Como ty = —1, entdo o problema de valor inicial tem solugédo no intervalo ¢ < 0.
t+3 t+3
t pr— prm—
p(t) 22—t  tt—1)
2 t+3

1) =g = HE—1)

cost cost

fO) =@ = Ht—1)

Como ty = 2, entdo o problema de valor inicial tem solugdo no intervalo ¢ > 1.
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Sejam y; () a solucdo do PVI
{ Y+ p(B)y +alt)y =0,
ylto) =1, y'(t) =0
e y2(t) a solugdo do PVI
{ y' +pOy +4(t)y =0,
y(to) =0, y'(t) =1,

entdo Wy, y2](to) =1 #0.
Substituindo-se y(t) = sen(#?) na equagao diferencial ¥ + p(t)y’ + q(t)y = 0 obtemos
—4 % sen(t?) 4 q(t) sen(t?) +2 p(t) t cos(t?) 42 cos(t?) = 0.
Substituindo-se t = 0 obtemos 2 = 0, que é um absurdo.
yy(t) =312,y (t) = 6t, y5(t) = 3t|t|, 5 (t) = 6]t|. Substituindo-se na equagdo diferencial obtemos
tyy — (24 2)y] + 3ty = 617 — (2+ 12)3t* 4+ 3t* = 0.
tyy — (2+£2)ys +3ty2 = 6t[t| — (2+ )3t [t| +38°|¢| = 0.

Logo y1(t) e y2(t) sdo solucdes da equacdo diferencial. y;(t) = y»(t), parat > 0e yi(t) = —ya(t), para
t < 0. Logo y1(t) e y2(t) sdo LI

Wiyl = det| 5 P o vier
v 312 3tlt| ’ '

Vamos supor que y1 (t) e y2(t) ndo sdo solugdes fundamentais da equagéo diferencial no intervalo I, entao
Wily1,y2](t) = 0, para todo t € I. Considere a combinagdo linear nula

Clyl(t) + Czyz(t) =0.

Derivando em relacdo a t obtemos
e (t) +caya(t) = 0.
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Substituindo-se ty € I nas duas tltimas equagdes obtemos o sistema

I
=)

{C1y1(fo) + coyalto)
cyy(to) +  coys(to)

que pode ser escrito na forma

em que
A= v | x=la] e o=[o]
£

Como W{y1,y2](tp) = det(A) # 0, entdo o sistema tem solugdo ndo trivial (¢q,¢2) # (0,0). Seja

y(t) = cyr (t) + caya(t), parat € R.

y(t) satisfaz as condigdes iniciais y(ty) = 0 e y'(ty) = 0. Logo pelo Teorema de Existéncia e Unicidade
(Teorema 1.1 na pagina 25),

y(t) = ciy1(t) + coy2(t) =0, paratodot € R.

Como ¢; e cp ndo sdo ambos nulos, entdo ou y,(t) = f—yl( youyy(t) = fz—zyz(t), paratodot € I. Ou
1

seja, y1(f) e yo(t) sdo LD.

Wiy, ya](t) = y1(Dya(t) — y2(H)yy ()
Vi (Oya(t) + v ()5 (t)
— ya(Dy1(t) — ya(t)yy (t)
= n(ys(t) — y()yl(t)

W[ylry2]/(t)
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Como y; (t) e y2(t) sdo solugdes da equagio
v+ p(t)y' +q(t)y = 0, entdo

yi () + p()yi(t) +q(t)yi(t) =0 (1.54)
vy (t) + p(Dya(t) + q(t)ya(t) =0 (1.55)

Multiplicando-se a equacdo (1.55) por y; () e subtraindo-se da equagéo (1.54) multiplicada por y, ()
obtemos

iy () — n®On®)" + pOnOyat) — yiHy(t) = 0,

ou seja, pelo item anterior
Wlyr, yal () + p()WIy1, y2](£) = 0

Pelo item anterior o wronskiano satisfaz a equagao diferencial W' + p(t)W = 0. A equagéo diferen-
cial pode ser escrita como uma equagdo separdvel

]

Integrando-se em relagdo a t obtemos

. W/
Wdt = —/p(t)dt +c

/%dw = —/p(t)dtJrcl

In|W(H)| = —/p(t)dt—i—cl

Aplicando-se a exponencial a ambos 0os membros obtemos

W(t) = Wly1, y2](t) = ce— Jp()t.
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Pelo item anterior, se para algum ty € I, W[y1,y2](tg) = 0, entdo ¢ = 0 e W]yy, y2](f) = 0, para todo
tel

Por outro lado, se para algum ty € I, W[y, 12|(ty) # 0, entdo ¢ # 0 e W[y, y2](t) # 0, para todo
tel

Substituindo-se y1(f) e y»(t) na equacdo diferencial y”’ + p(t)y’ + q(t)y = 0 obtemos o sis-

o s~ e = 1 0] = (5] <2 - [ A

{p(t)] _ ¥ — A-1p — {%() ]/l(t)]_l [—y’l’(tq _ 1{1/2() —m(ﬂ} {%’(t)} _

~

q(t) () w)] [y () Winwl® [—yy(t)  yi(t) | |2 (t)
m zzgtizl Etg B y,l Etgyz g:; Observe a aplicacdo do Teorema de Abel (exercicio anterior).
1\HY2

56
2x2y] — xy) — 9y = 2x2(6x) — x(3x%) — 9x3 = 12x> — 3x> —9x3 =0
Logo, y1(x) = x é solucdo da equagao.
Seja y1(x) = x3. Vamos procurar uma segunda solugdo da equagao da forma

y(x) = v(x)y1(x) = o(x)2’.
Como

¥ (x) =0/ (x)x® +30(x)x? e

v’ (x) = 0" (x)x® + 60/ (x)x* + 60(x)x,

entao y(x) é solucdo da equacgao se, e somente se,
2x2y” —xy' =9y =0
2x2(v" (x)x® 4+ 60’ (x)x? + 6v(x)x) — x(v'(x)x3 + 3v(x)x?) — 9v(x)x®> =0
2x50" (x) + 11x*/ (x) = 0.
Seja w(x) = v’(x). Entdo a equacdo acima pode ser escrita como

2xw’ + 11w = 0.
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Esta é uma equacdo de la. ordem separavel.

o 1

w X
d 11
— (21 =_——
= @mnu]) = -

2In|w| = —11In|x| + &

ln‘xll(w(x))z‘ =&

Resolvendo a equagdo para v(x):

' 2
v(x)=¢ / x 20y = —¢ §x_9/2 +c

= —9/2 obtemos v(x) = x~?/? e uma segunda solugdo da equagao é

Tomando-secy; =0ecy =
]/Z(X) _ v(x)y1(x) _ x—9/2x3 _ x—3/2

Vamos ver que y1(x) = x> e y»(x) = x~3/2 sdo solugdes fundamentais da equagio.
3 x—3/2
= —3x1/2 £ 0, para x # 0.

) =aa[ 469 0 | ~am] 2 35 |-

X2y +3xy +y1 =222 3) +3x(—x ) +x =20 —3x T4l =0
Logo, y1(x) = x~! é solugdo da equagio.

Seja y1(x) = x~. Vamos procurar uma segunda solucio da equacdo da forma

y(x) = v(x)y1(x) = o(x)x~".
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Como
-2

1 o(x)x e

y'(x) = 0/ (x)x
v (x) = 0" (x)x ! =20 (x)x 2 4 20(x)x 3,
entdo y(x) é solugdo da equagao se, e somente se,
xzy// + 3xy/ +y= 0
x2 (0" (x)x™t =20 (x)x 72 4+ 20(x)x3) + 3x (' (x)x 7t —v(x)x72) +v(x)x" 1 =0
xv"(x) +9'(x) = 0.
Seja w(x) = v'(x). Entdo a equacdo acima pode ser escrita como
xw' +w = 0.

Esta é uma equacdo de la. ordem separavel.

w__12
w X
d 1
%(ln|w|) i
Injw| = —In|x|+ &

Resolvendo a equacdo para v(x):
v(x) = cl/xfldx =cilnx+c
Tomando-se ¢; = 0 e ¢; = 1 obtemos v(x) = In x e uma segunda solugio da equagao é
y2(x) = v(x)y1(x) = x~'Inx
(x) = x~!In x sdo solugdes fundamentais da equagao.

2
x x1 x 1lnx _
Ex% } = det [ —x2 x2(1—Inx) | P70 parax £ 0

Vamos ver que y1(x) = x "l e

Wly1,y2](x) = det { y}gg 3};

2
!
L4 2
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Como

Substituindo na equagédo de Euler:

x2(v”(x)x1%b +(1- b)v’(x)x%fb - %v(x)x#) + bx(v’(x)xl;zb + %;bv(x)x%) + cv(x)be =0

x%bv”(x) + x%bv’(x) =0.
xv" (x) +9'(x) = 0.

Seja w(x) = v’(x). Entdo a equagdo acima pode ser escrita como
xw' +w = 0.

Esta é uma equacédo de la. ordem separavel.

/
1
9_0_7:0

w X

d
¥ (In|w|+In|x[) =0
In |xw(x)| = &

w(x) =v'(x) = c;x !
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Resolvendo a equagdo para v(x):
v(x) =0c1 /x‘ldx =clnx+oc
Tomando-se ¢; = 0 e ¢c; = 1 obtemos v(x) = In x e uma segunda solugdo da equagéo é
y2(x) = o(x)y1(x) = x 7' Inx

Vamos mostrar que

yi(x) =x" e yp(x) =x"Inx
sdo solugdes fundamentais da equagdo de Euler.
y1(x)  ya(x) B x" x"Inx
et { G IRACE P2 R GRS NS Mas
2r—1 1 Inx
: det[ r (I+rlnx)

= x¥ 140, paratodox > 0.

(x+3)z] + (x+2)z] —z1 = (x +3)2+ (x +2)2x — x> =3x> +6x+6 £ 0

(x+3)zy + (x +2)zh —zp = (x +3)6x + (x +2)3x2 — 2% = 2x% +12x2 + 18x # 0

(x+3)zf + (x+2)zf —z3 = (x+3)e ¥ —(x+2)e ¥ —e ¥ =0

Logo, z1(x) = x? e z(x) = x> ndo sdo solugdes da equagio e z3(x) = e * é solugdo da equacao.

Seja y1(x) = e~*. Vamos procurar uma segunda solugdo da equagdo da forma

y(x) = v(x)y1(x) = v(x)e".
Como

y'(x) = (@'(x) —o(x))e™ ey (x) = (v"(x) = 20'(x) +0(x))e ™™,

entdo y(x) é solugdo da equagéo se, e somente se,
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(x+3)y" +xy' —y =0
(x +3)(v"(x) = 20" (x) + v(x))e ™ + (x +2) (V' (x) —v(x))e ™ —v(x)e ™ =0
(x+3)0" (x) + (=2(x +3) + (x +2))0'(x) = 0
(x4+3)0"(x) — (x+4)0'(x) =0
ja w(

(x+3)w — (x +4)w = 0.
Esta é uma equacdo de la. ordem separavel.

w  x+4

w  x+3

x+4 1
:1
x+3 +x—i—3

In|w| =x+In(x+3)+¢

d
- (Inu]) =

w(x)
x+3
w(x) =0 (x) = c1e¥(x + 3)

11’1’ —x =0

Resolvendo a equacdo para v(x):
v(x) =c1 /ex(x +3)dx = c1(x +2)e" + 2

Tomando-se ¢; = 0 e ¢; = 1 obtemos v(x) = (x + 2)e* e uma segunda solucio da equacio
va(x) = v(x)y1(x) = (x +2)e*e™* = x+2

Vamos ver que y1(x) = e * e y2(x) = x + 2 sdo solucdes fundamentais da equagio.

Wly1,y2](x) = det { ﬁgg ]}Zg; } = det [ _e:x x—1|—2 ] =e¢ *(3+4x) #0,parax # —3
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Como y1(x) = e * e yp(x) = x + 2 sdo solugdes fundamentais da equacgdo a solugdo geral é
y(x) =cre” + (x4 2),

Agora, como y(1) = 1, entdo substituindo x = 1 e y = 1 na expressao de y(x) obtemos que cje~! +
3cy; = 1. Como y/(1) = 3, substituindo-se x = 1 e ¥’ = 3 na expressdo obtida derivando-se y(x):

y(x) = —qet+o
obtemos —cie~! + ¢ = 3. Resolvendo o sistema
cle_1 +3c, =1, —cle_l +cp =3
obtemos c; = —2¢ e cp = 1. Assim a solugdo do problema de valor inicial é

y(x) = -2t yx42

y" + 2y’ = 0 tem solugdo geral y(t) = kje % + k. Logo, k1 +ky = a,ky = —b/2eky = a+b/2e
y —a+b/2quando t — +oo.

Se 0 < b < 2 entdo as raizes da equagdo caracteristica sdo

—b/2+iv4—b2/2

e as solugdes sdo da forma

y(t) = Cle(_b/z)t coswt + Cze(_b/z)t sen wt,
onde w = V4 — b2/2. Logo, como 0 < b, entdo y — 0 quando t — +oo.
As raizes da equagio caracteristica sdo -2 e a solugao geral é y(t) = c1e?' + cpe™ 2. Entdoc; = —cp; = b/4
) b
¥t = 5 (@ ) =0

—2t

Como b # 0, entdo e* = e, ouseja, e =1et = 0.
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A equagdo caracteristica tem 1/2 como tnica raiz. Assim, a solugédo geral é da forma
y(t) = cret’? + cpte!/2.

y(0) = 2 implica que c; = 2.

t
y(t) = %etm +o(1+ E)et/z

y'(0) = b implica que ¢1/2+ ¢ = b. Assim, ¢c; = b — 1 e a solugdo do problema de valor inicial é
y(t) =eV2H2+ (b —1)1).
Logo,seb > 1, y(t) — 400 quando t — +o0.
A equacdo caracteristica é
rP+2b+1=0
A =4(b*—1)

e Se |b| > 1 entdo as raizes da equagdo caracteristica sdo —b £+ vb? — 1 e as solugdes da equagdo

diferencial sdo da forma
y(t) = Cle(—b—m)t _‘_Cze(—b-i-\/bzi—l)t.

Se b > 1, entdo y(t) — 0, quando t — +o0.

e Se b = %1 entdo a raiz da equagdo caracteristica é —b e as solugdes da equagdo diferencial sdo da
forma
y(t) = cre % 4 cpte ™,

Se b =1, entdo y(t) — 0, quando t — +o0.

e Se —1 < b < 1 entdo as raizes da equacdo caracteristica sdo —b £ iv/1 — b? e as solugdes da equagédo
diferencial sdo da forma

y(t) = cre™ " cos ( 1— b2 t) + cpe P sen ( 1— b2 t) :

Se0 < b < 1, entdo y(t) — 0, quando t — +o0.
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Logo, para b > 0, entdo y(t) — 0 quando t — +oo.

A equacdo caracteristica é

P4+2r+a=0
A=4—4n0=4(1—a)

Sea > 1, entdo A < 0, as raizes da equagdo caracteristica sdo 71, = —1 £iv/a — 1 e a solucao geral
da equacgdo é
y(t) = cre " cos(vVa — 1t) 4+ cpe Fsen(va — 1t)
Sea =1,entdo A = 0er = —1 é a inica raiz da equagdo caracteristica e a solugdo geral da equagdo
é
y(t) = cre ' +oote!
Sea < 1, entdo A > 0, as raizes da equagdo caracteristica sdo 1 = —1 £ v/1 — & e a solugdo geral

da equagdo é
(t) _ Cle(flfx/lﬂx)t +C26(71+\/17“)t

Yy
73
A equacgdo caracteristica é
r> 4+ 5r+6=0.
A=25-24=1
As rafzes da equagdo caracteristica sdo ry = —3 e 1, = —2 e a solucdo geral da equacdo homogénea

2

e

y(x) = cre 3 4 pe

yp(x) = (Ao + Arx)e ™,

yp(x) = A1e™> —5(Ag + Ajx)e ™ = (A} — 549 — 5A1x)e >,

yy(x) = =5A1e7" —=5(A; —5Ag — 5A1x)es* = (—10A; 4 25A¢ + 25A1x)e "
Substituindo-se yp(x), v, (x) e y, (x) na equagao obtemos
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(—10A1 +25A0 + 25A1x) + 5(A1 —5Ap — 5A1x) + 6(A0 + Alx) =X
Comparando os termos de mesmo grau obtemos o sistema linear

6A) — 5A; = 0
6A; = 1

que tem solucdo Ag = 5/36 e A} = 1/6. Assim uma solugdo particular da equagdo ndo homogénea

e
_ 5 1 —bx
yp(x) = (36 6x> ¢

e a solucdo geral da equagdo ndo homogénea é

5 1
y(x) = <36 + 6x) e 01673 4 ope

A equagdo caracterfstica é
r* —4r +6=0.

A=16—-24= -8
As raizes da equacdo caracteristica sdo r1p =2 i V2 e a solucdo geral da equacdo homogénea é
y(x) = c1e¥* cos(V2 x) 4 c2e®* sen(v/2 x)
Yp(x) = Ao+ A1x,y,(x) = A1,y (x) = 0. Substituindo-se y, (x), v, (x) e y, (x) na equagéo obtemos
—4A1+6(Ag+ Ajx) = 3x

Comparando os termos de mesmo grau obtemos o sistema linear

6A1 3

{6A0 — 4A; = 0
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que tem solugdo Ag = 1/3 e A; = 1/2. Assim uma solugéo particular da equacdo ndo homogénea
é
(1) =3+ 57
W =37
e a solugdo geral da equagdo ndo homogénea é

1 1

y(x) = 3Tt 1% cos(V2x) + cpe* sen(V2 x)
Eq. caracteristica: 1 +4 = 0 < r = £2i.
Sol. geral da eq. homog.: y(t) = c1 cos(2t) + ¢ sen(2t)
Vamos usar o principio da Superposi¢do para equagdes ndo homogéneas: yg) (t) = t[Acos(2t) +
Bsen(2t)] é uma solugdo da equagéo y”’ + 4y = 2sen(2t) e
yg,z) (t) = Ct 4 D é uma solugdo da equagdo y” + 4y = t. Logo y,(t) = yg) (t) + y;(f) (t) é solugdo da
equagdo iy’ + 4y = 2sen(2t) + t.
Vamos encontrar uma solugdo particular de y’ + 4y = 2sen(2t):
y,g,l) (t) = t[Acos(2t) + Bsen(2t)]
y;(l) (t) = Acos(2t) + Bsen(2t) + t[{—2A sen(2t) 4 2B cos(2t)]

vy (t) = (—4At + 4B) cos(2t) + (—4Bt — 4A) sen(2t)
Substituindo-se na equacdo
(—4At +4B) cos(2t) + (—4Bt — 4A) sen(2t) + 4t[A cos(2t) + Bsen(2t)] = 2sen(2t)
[—4At + 4B + 4 At] cos(2t) + [—4Bt — 4A + 4Bt] sen(2t) = 2sen(2t)
Substituindo-se t = 0 e t = 71/4 obtemos
{ 4B
—4A

Logo A=-1/2,B=0 eyg,l)(t) = %tcos(Zt).

(1l
N o
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Vamos encontrar uma solugdo particular de y” + 4y =
v () =Ct+D,
]/;Z)(t) =D,
1(2) (1
y p (t) - 0

Substituindo-se na equagdo diferencial obtemos

4C+4Dt =t
Substituindo-se t = 0, obtemos 4C = 0. Derivando-se de substituindo-se + = 0 obtemos 4D = 1.
LogoC=0,D = 1/4ey]({,2)(t) = it.

Sol. particular y,(t) = yg,l)(t) + yg,z)(t) = —% cos(2t) + it.

Assim a solucdo geral da equagdo é
t
y(t) = c1 cos(2t) + cp sen(2t) — 3 cos(2t) + %t

Eq. caracteristica: r24+2=0%&r=+2i
Sol. geral da eq. homog.: y(t) = c1 cos(v/2t) + ¢ sen(V/2t)
Sol. particular da forma y,(t) = Ae' + B.
yy(t) = Ae!
yp(t) = Ae!
Substituindo-se na equagéo
Aet +2(Aet + B) = €' +2
3Ae' +2B =¢l +2
3A =1
2B = 2
Obtemos A = 1/3, B = 1. Assim a solucédo geral da equacao é

y(t) = c1cos(V/2t) + cr sen(V/2t) + %et +1
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5.2. (a) Solugdo geral da equagdo homogénea:
y(t) =cre 2 4 cpe
yp(t) = Ast® + Ayt + Ag
Yy +yp = 2yp = (—24A2)8 + (242 — 2A1)t + (242 + A1 — 2A0)

24, -1
2A, — 2A4 =0
240 + A1 — 2Ap = 3
_1
Ay
Ao 3

yp(t) = —9/4—1/2t—1/2¢*
Solugéo geral:
y() =cre 2t +cpet —9/4—1/2t—1/21

Solugéo do PVI
y(t) =7/12¢ 2 +5/3¢ —9/4—1/2t —1/2

(b) Solugdo geral da equagdo homogénea:
y(t) =cret+cpte!
Solucao particular da equacdo ndo homogénea:

Yp(t) = Acos2t + Bsen2t

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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Substituindo-se na equagdo

Yp +2y, +Yyp = (—~3A+4B) cos2t + (—4A — 3B) sen2t = 3sen 2t

—-3A + 4B = 0
—4A — 3B = 3
A _12
5=
25
12 9
yp(t) = ~35 cos 2t — EsenZt

Solugéo geral:

12
ty=rcre! te! — = cos2t —
y(t) =cre  +pte” 55 €08

Derivada da solucéo geral:

Y(t)=—cret+cp(1—t)e” + 2 sen2t — 8 cos2t
Substituindo-set =0,y =0,y = 0:
12

6
Clzg/ szg

Solugdo do PVI:
y(t) = % et + g fte™" — ECOSZt 25 sen 2t

Solucdo geral da equacdo homogénea:

y(t) = c1*' + coe?'t

yp(t) =1/3¢7!

Solugéo geral:

y(t) =t +coe?tt +1/3e!
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Solugdo do PVI
y(t) = —1/3*" + 't +1/3¢7!

Solucdo geral da equacdo homogénea:
y(t) = cre” /2 cos(t/2) + cze”"/? sen(t/2)

Solucao particular:
yp(f) = A2t2 + At + Ag

Substituindo-se na equagao:
2y + 2y, +yp = (A28 + (44 + At + (442 + 241 + Ag) = 2

Ay =
4A, + A4 =

4A, + 2A1 + Ay =

OO =

Ay 1
A | =| -4
Ao 4

yp(t) =1 —4t+4 = (t —2)2
Solucao geral:
y(t) = cre % cos(t/2) + coe /% sen(t/2) + (t — 2)?
Derivada da solucéo geral:
Y (t) = cre™t/2(—(1/2) cos(t/2) — (1/2) sen(t/2)) + cze™t/2(—(1/2) sen(t/2) 4 (1/2) cos(t/2)) +
2(t—2)
Substituindo-se t =0,y =0,y = 0:
c1=-4 =4

Solugéo do PVL:

y(t) = —4e™ 2 cos(t/2) + 4e /2 sen(t/2) + (t — 2)?
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A equacdo caracteristica é

P 4+2r+a=0
A=4—4a=4(1-0)
i. Sea > 1, entdo A < 0, as raizes da equagdo caracteristica sdo rjp = —1+i Vo —1 e a solucio
geral da equacdo é
y(t) = cre”fcos(vVa — 1t) + cpe Fsen(va — 1t)
ii. Sea = 1,entdo A = 0 e r = —1 é a tnica raiz da equagdo caracteristica e a solucdo geral da

equagdo €
y(t) = cre” +cote!

iii. Sew < 1, entdo A > 0, as raizes da equagao caracteristica sdo r; o = —1 + /1 — a e a solugdo
geral da equacédo é

]/(t> _ Cle(flfx/lfuc)t + C2€(71+\/171x)t

yp(t) = t[(Ao + Art)e Fsen(v/a —1t) + (By + Bit)e fcos(vu —1t)], sea > 1.
103

A equacdo caracterfstica é
P +5=0
que tem como raizes r = 4/5i. Assim a solugdo geral da equagio é

y(t) = c1 cos (\/5 t) + cp sen (\/5 t)
Para resolver o problema de valor inicial precisamos calcular a derivada da solugdo geral
y'(t) = —V5¢;1 sen (\fS t) + /55 cos (\/5 t)
Substituindo-se t = 0,y = 1 ey’ = 0 obtemos ¢c; = 1 e c; = 0 e a solugdo do problema de valor
inicial é
y(t) = cos (\/5 t)

A amplitude é igual a 1, a frequéncia é igual a v/5, a fase é igual a zero e o periodo é igual a 27t/+/5.
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+1

6.2. (a) Equagdo caracteristica: 212 4+3=0
Raizes: ¥ = £4/3/2 i

Solugdo geral: y(t) = ¢ cos <\/§ t) —+ cpsen (\/g t)

Derivada da solucao geral

y'(t) = —c1v/3/2sen (v/3/2 ) +c \/mCos (vV3/2t)

Substltulndo -set =0,y = 1 y =
1 = 1/ Cy) = 0

y(t) = cos (\/g t)

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011

Solugédo do PVIL:
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A amplitude é igual a 1, a frequéncia é igual a \/g, a fase é igual a zero e o periodo ¢é igual a

2270 //3.
(b)

+1

6.3.
2u" + 3u = 3cos(3t)

2%24+3=0 r=+iV/3/2

Solucdo da equagdo homogénea

u(t) = cq cos (\/ﬁl‘) + cpsen (x/ﬁt)

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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uy(t) = A cos(3t) + Bsen(3t)

uy(t) = —3Asen(3t) + 3B cos(3t)

uy () = —9A cos(3t) — 9B sen(3t)

Substituindo-se uy (t), uj,(t) e uy(t) na equagdo obtemos

—15A cos(3t) — 15B sen(3t) = 3 cos(3t)

—15A = 3
—15B = 0

que tem solugdo A = —1/5 e B = 0. Assim uma solugdo particular da equacdo ndo homogénea é

up(t) = —%cos(St)
e a solugdo geral da equacdo ndo homogénea é
u(t) = —1 cos(3t) + c1 cos (v/3/2t) + cpsen (v/3/2t).
u'(t) = £ sen(3t) — v/3/2cy sen (v/3/2t) 4+ v/3/2c5 cos (v/3/2t) .

ul0)=up=-2+c1 = c=u+s

uW'(0) =uy=+v3/2c; = c2=2/3uj
Assim a solugdo do problema de valor inicial é

u(t) = —3 cos(3t) + (uo + 3) cos (vV3/2t) + v2/3ujysen (V3/2t) .
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2u”+u’+%u:0 A=1—-4=-3

V3
7"1’2 — _1 :I:IT

u(t) = cre~t/* cos (% t) + cpe /4 sen (% t)

u'(t) =1 (—}Ie*t“cos (% t) - @:f”‘* sen <T3 t)) +co (—}Ie*t/‘* sen (73 t) + @cos (? t))

M(O) = Uy =1C

_ duf+ug
V3
Assim a solucdo do problema de valor inicial é

/
u(t) = uge~t/*cos (? t) —+ %%6_”4 sen (@ t)

u’(O)zuéz—%—l—\/Zcz = o

A constante da mola é
mg _ 100-10° _

L 10

A equagdo diferencial que descreve o movimento é

k= 10*

10%u"” +10*u =0

Equacdo caracteristica:
rP4+100=0 < r=+10i

Solucdo geral:
u(t) = c1 cos(10t) 4 ¢, sen(10¢)
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A frequéncia natural é
k 10%
“ =\ = Vo =

—z—n—z—nse undos
T w10 8

O periodo é

(a) A posigdo em funcdo do tempo € a solugdo do problema de valor inicial

u" +100u =0,
u(0) =0,
' (0) = —4.

u'(t) = —10cq sen(10t) + 10c, cos(10¢)

{ u(0) =0=cy,
u'(0) = —4 = 10cy.

Assim a solugdo do problema de valor inicial é
2
u(t) = ~% sen(10t)

A amplitude é igual a 2/5.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011



25

\// \/
-2/5 \/

A posicdo em fungdo do tempo é a solugdo do problema de valor inicial

u” +100u = 0,
u(0) =1,

u'(0) = 10.

u'(t) = —10cq sen(10¢) + 10c, cos(10¢t)

M(O) =1= C1,
1'(0) = 10 = 10c,.
Logocy =1ecy = 1. Assim

2
R = \/C%—f—cz: \f2, (5:a1rccos%1 :arccosg =

e a solugdo do problema de valor inicial é

u(t) = cos(10t) + sen(10t) = v/2 cos(10t — 71/4)
A amplitude é igual a /2.

147
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2812) -

(V40 T40+21710

-2M12)

(c) A posicdo em fungdo do tempo é a solugdo do problema de valor inicial
u"” +100u = 0,

u(0) =2,
u'(0) = 0.

u'(t) = —10cq sen(10t) + 10c, cos(10¢)

Assim a solugdo do problema de valor inicial é
u(t) = 2cos(10t)

A amplitude éigual a 2.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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A constante da mola é 5
mg 100 -10 4

k = —= — = 1

L 10 0

A equagdo diferencial que descreve o movimento é
102" + qu’ +10*u = 0

Equacdo caracteristica:
1022 + 4r +10* =0
A=9*—4-10°

e Sey > 2-10° o sistema é super-amortecido.
e Sey =2-103% 0 0 sistema tem um amortecimento critico.

e Sey < 2-10? o sistema é sub-amortecido
Neste caso a constante de amortecimento é dada por

TS5 T 10

4
107 _ 10°.
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A equagdo diferencial que descreve o movimento é
104" +10%u’' +10%u = 0
Equagéo caracteristica:
102 +10% +10* =0 <« r=-5+5V3i
Solugéo geral:
u(t) = cre > cos(5v/3t) + cpe > sen(5v/31)
A posigdo em funcgdo do tempo é a solugdo do problema de valor inicial

u” +10u’ +100u = 0,
u(0) =2,
u'(0) = 0.

w'(t) = e ®((5v3c, — 5¢1) cos(5V3t) +
+ (=5v3 — 5¢5) sen(5v/3 1))

u(0) =2 =cy,
{ u'(0) = 0 = 5v/3¢; — 5¢1.

Logocy =2ecy = 2/\@. Assim

/ 4
R: C%—"C%:%,

_ c_ V3 _
0 = arccos R = arccos > = /6

e a solugdo do problema de valor inicial é

u(t) = 2e 5 cos(5v/3t) + %E*St sen(5/3t) = %6*5’5 cos(5v/3t — 711/6)

A quase frequéncia é igual a 51/3 e o quase periodo é igual a 271 /5/3.
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4137(1/2)

0 = .

(303%) " (303" s2m(5 3 [

-4137(112)

10%u” 4 10*u = 9600 cos(6t),
u(0) =0,u’(0) =0

A solugdo geral da equagdo homogénea é
u(t) = cq cos (10t) + ¢, sen (10¢)
A solugdo particular pelo método dos coeficientes a determinar é da forma
up(t) = Agcos(6t) + Bysen(6t)
Pelo método das constantes a determinar encontramos Ag = 3/2 e By = 0.
A solugdo geral da equagéo é

3
u(t) = cq cos (10t) + cp sen (10¢t) + 5 cos(6t)

Derivando e substituindo-se t = 0, u = 0 e u’ = 0 obtemos que

1 — —3/2, 62:0
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Assim a solucdo do problema de valor inicial é
3
u(t) = 5 (cos(6t) — cos(10t)).

Como
cos(A — B) —cos(A+ B) =2senAsenB

entdo
u(t) = 3sen(2t) sen(8t)

T {7\ 70 ]
/ \ / \
\ /
/ \ ! N / \
/ \ / \
/ \ . ' \
v ‘o
v/ Vo
\ /
0 / \/ \
K \ n 7 {
\ // \ '
\ \ /
v 7
\ / \ s h \ /
\ / / ! \ /
\ /
\ ’ / \ \ 4
\ /
7 N ~ S ]

6.8.
10%u” 4 10%u = 10° cos(10t),
u(0) =0,4'(0) =0

A solucao geral da equagdo homogénea é

u(t) = ¢ cos (10t) + ¢, sen (10¢)

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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A solugdo particular pelo método dos coeficientes a determinar é da forma
up(t) = t(Agcos(10t) + By sen(10t))

Pelo método das constantes a determinar encontramos Ag = 0e By = 1/2.

A solugdo geral da equagéo é
u(t) = c1 cos (10t) + cp sen (10t) + = sen(10t)

Derivando e substituindo-se t = 0, u = 0 e u’ = 0 obtemos que
1 = 0, Cr = 0

Assim a solucdo do problema de valor inicial é
t
u(t) = = sen(10¢)
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Neste caso a constante de amortecimento é dada por

= E = —4200 = 4200
v 1

A equagdo diferencial que descreve o movimento é

10%u” + 4200u’ + 10*u = 26000 cos(6¢)

A solugdo estaciondria é a solugao particular da equagdo ndo homogénea
up(t) = Agcos(6t) + Bysen(6t)
Pelo método das constantes a determinar encontramos

Ag=16/65 By =63/65,

Ao 16
R=,/A3+B5=1, &= arccos R T Arecos = & 1,32.
16 63
up(t) = s cos(6t) + 5 sen(6t) = cos(6t —1,32)
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A solugao da equagdo homogénea correspondente é
u(t) = cre~ 2 cos Y2t + cpe~ 2 sen Y7t .
Entéo a solugdo geral desta equagao é

7t 7t
u(t) = c1e” 2 cos \fT + e 2 sen\fT +up(t)
em que u(t) é uma solugao particular. Pelo método dos coeficientes a determinar
up(t) = Acos(wt) + Bsen(wt).
uy(t) = w cos (wt) B—wsen(wt) A

Uy (t) = —w” sen (wt) B— w?® cos (wt) A
Substituindo-se 1, (t), u},(t) e u}(t) na equagao diferencial obtemos
(wB—w?A+2A) coswt

— (w?B—2B+w A) senwt = cos wt

Substituindo-se t = 0 e t = 5= obtemos o sistema

(2-w?) A+wB = 1
—wA+(2-w?’)B = 0

que tem solucdo
w2
A 2—w  B= w _
w*—3w?+4 w* —3w?+4

Logo, a solugdo geral da equacédo diferencial é

¢ ft

7t
u(t) = cre” ZCOST+C2€ Zsen—

(2-w?)

wt—3w?2+4 cos(wt) + w

—3w?+

4

sen(wt).
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A solugdo estaciondria é a solucdo particular da equacgéo diferencial que é dada por

o w
wt—3w?2+4

(2-w?)

m COS((Ut) + Sen(wt).

up(t) =

A amplitude é

1
R =R(w) = VA2 +B2 =

(w* —3w?+4)'/?
A solugdo geral da equagdo homogénea é dada por
u(t) =cycos(wpt)+cpsen(wpt),
em que wy = vk/m.
Vamos procurar uma solugdo particular da forma
up(t) = Acos(wt)+ Bsen (wt).

Derivando-se:
!

Up

(t) = Bw cos (wt) — Bw sen (wt)
uy(t) = —Bw? sen (wt) — Aw? cos (wt).
Substituindo-se na equagdo diferencial:

(k —m w2> (sen (wt) B+ cos(wt) A) = Fycos (wt)

Comparando—se 0s termos em cosseno e em seno obtemos

(k—mw?) A =K
{(k—mwz)B =0
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Assim r c
A=—0 = C __B=0.
k—mw?  m(ws—w?)
Logo a solugéo geral é
F
u(t) = cq cos (wot) + cz sen (wot) + 0 cos(wt).

m(wl — w?)
Dividindo a equagéo diferencial por m e substituindo-se k/m = w3 obtemos:

F

" + wdu = =2 cos (wot)

m

Vamos procurar uma solugdo particular da forma
up(t) = t[Acos(wot) + Bsen (wpt)].

Derivando-se:

up(t) =

(wotB+ A)cos(wot)+ (B—wptA)sen (wpt)

up(t) =

—wo (wotB+2A) (sen(wpt) — (2B —wptA))cos (wpt).
Substituindo-se na equagdo diferencial u” + wju = X cos (wp t):

2wy (cos (wot) B—sen(wyt) A) = Fycos (wot)
Comparando-se 0s termos em cosseno e em seno obtemos

2wq B =F/m
—Z(UOA =0

Assim

A—0B= 10
2mwy
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Logo a solugéo geral é

Fy
2mawy

u(t) = c1 cos (wot) + casen (wot) + t sen(wpt).

Fy cos (wt)
u(t) = —5——"— +c2sen(wot) +c1 cos(wot
() WB—wt)m (wot) +c1 cos (wot)
F t
u'(t) = —M;an(w) — wp c1 sen (wot) + wpcp cos (wot)
(w§ —w?) m
Derivando e substituindo-se t = 0, u = 0 e u’ = 0 obtemos que

(WB—w?)m
wo €2
Fy

q=—-——>——-
! m(wi — w?)’

C) = 0
Assim a solugdo do problema de valor inicial é

u(t) = —— 10

oty (csta) st

F
u(t) = cq cos (wot) + cz sen (wot) + Zm?uo tsen(wot)
u'(t) = H’%W — wpcq sen (wot)
+ Fotczoifn(wot) + wp ¢y cos (wp't)

Derivando-se e substituindo-se t = 0, u = 0 e #/ = 0 obtemos que

61:0, C2:0
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Assim a solugdo do problema de valor inicial é

F
u(t) = ngdo tsen(wot).

Seja u(t) = cqup(t) + coun(t) a solugdo da equagdo homogénea correspondente. Entdo a solugdo geral

desta equagdo é
u(t) = crur(t) + coun(t) + up(t)
em que up(t) é uma solugao particular. Pelo método dos coeficientes a determinar

up(t) = Acos(wt) + Bsen(wt).

uy(t) = w cos (wt) B—w sen (wt) A

uy (t) = —w? sen (wt) B —w? cos (wt) A
Substituindo-se u(t), u;, (t)e u;]' (t) na equagdo diferencial obtemos (w By + (w3 — w?) m A) cos wt
2—w?)mB—wAvy)senwt = Fcos wt

+ ((“Jo -
Substituindo-set = 0et = % obtemos o sistema
(W3- w?)mA+wyB = K
—wyA+ (Wi—w?)mB = 0
encontramos 5 )
F _
Ao om(w§ — w ), B_ Po'ya),
A A

2

em que A = m*(w§ — w?)? + y*w?. Logo, uma solugdo particular da equagdo diferencial é

Fom(w? — w? F
up(t) = % cos(wt) + OZW sen(wt).
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1
10Q" +60Q + ———— =12
Q600 jL0,125-10*1
Dividindo-se por 10:
6

Q/,+6Q/+8Q:§

Equagdo caracteristica: > + 6r +8 = 0

Raizes: r = -2, —4

Solugdo geral da equagao homogénea: Q(t) = cre™? + cpe™
Solugdo particular da forma Q,(t) = Ap.

Q,(t) =Q,(t) =0

4t

Substituindo-se na equagéo:

6
8Ap) = = Ay = —
=5 T TR
Solucgdo geral:
3
2 -4t | 2
Q(t) =cre” " + e + 20

Derivada da solugdo geral: Q'(t) = —2cje 2 — dcpe™#

Substituindo-set =0, Q =0, Q" = 0:

{c1+c2+230:0 N {Cl_—3/10

—2c1 — 4 =0 ¢ =3/20
Solugéo do PVL:
_ 3 2,3 4 3
Q) =—15¢ "+ ¢ *ap
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-0.5 0 05 1 15 2 25 3

Com a aproximagdo sen 6 ~ 6 a equagdo diferencial se torna

0" +30 =0,
que tem solugdo geral
6(t) = c1 cos (ﬁt) + cpsen < ft)
6o =6(0) =c1

0= 9,(0) = CZ\/?

6(t) = 6y cos < ft)

A frequéncia é \/% o periodo é 27'(\/% e a amplitude é 6.

Logo a solugdo do PVI é




Neste capitulo estudaremos as séries de Fourier.

Uma fungdo f : [a,b] — R é seccionalmente continua ou continua por partes se
f(t) é continua em [a, b] exceto possivelmente em um nimero finito de pontos, nos
quais os limites laterais existem. De forma analoga uma fungdo f : R — R é secci-
onalmente continua ou continua por partes se f(t) é continua por partes em todo
intervalo [a, b]. Consideramos duas fung¢des continuas por partes iguais se elas dife-
rem possivelmente apenas nos pontos de descontinuidade.

Para toda fungdo f : [—L,L] — R continua por partes a série de Fourier da funcéo f
é definida por

a > F1 - nrtt
Sf(t)zfo—i— ZancosnT—i- ansenT, (2.1)
n=1 n=1

162
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em que os coeficientes sdo dados por

1 /L nrt

a, = ZALf(t)cos—L dt, paran=20,1,2,... (2.2)
1 (L nrt

b, = Z/_Lf(t) sen Tdt' paran =1,2,... (2.3)

O teorema seguinte, cuja demonstragdo sera realizada somente no final desta secéo,
afirma que para toda fungédo f : [—L,L] — R continua por partes, cuja derivada f’
também é continua por partes a série de Fourier de f converge.
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Teorema 2.1 (Fourier). Seja L um niimero real maior que zero. Para toda fungdo f : [—L, L] — R continua por partes
tal que a sua derivada f' também seja continua por partes, a série de Fourier de f

a5 & nmwt & nrt
Sf(t) = ?-1- ZancosT+ Z bnsenT,
n=1 n=1
em que
1 (L nrt
0, = Z/fo(t)CosTdt paran =0,1,2,...
1 rL nrrt
b = 1 [ f)sen Tt paran=12,...

converge para f nos pontos de (—L, L) em que f é continua. Ou seja, podemos representar f por sua série de Fourier:

t
f(t) = + Z ay cos 2 L Ly Z by sen nzr , parat € (—L,L) em que f é continua.
n=1 n=1

As fungdes cos ”ft e sen ! sdo periddicas com periodo (fundamental=menor

periodo) igual a —, paran =1,2,3... Assim 2L é periodo comum a todas elas. Logo
a série de Founer de uma fungéo f : [-L,L] — R é periddica de periodo T = 2L. O

termo constante 1L
ag
—_ == t)dt
2 L [Lf( )

a
representa a média da func¢do f no intervalo [—L, L] e esta escrito desta forma (?0 e

ndo simplesmente a() somente para que a formula que vale para os coeficientes dos
cossenos da série de Fourier fique valendo também para o termo constante (n = 0).

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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165

Como a série de Fourier é peridédica de periodo 2L ela pode ser entendida como a
série de Fourier da extensao periddica de f, f : R — R, que é definida por

f(t)=f(t), sete[-L,L] eétalque f(t+2L)= f(t).

Ou seja, a série de Fourier de f é a mesma série de Fourier de f que é a fungdo que
é periédica de periodo 2L e que coincide com f no intervalo [—L, L]. Assim temos a
versdo do Teorema de Fourier para fung¢oes periddicas.

Teorema 2.2 (Fourier para Funcoes Periodicas). Para toda fungdo f : R — R periédica de periodo 2L, continua
por partes tal que a sua derivada f' também seja continua por partes, a série de Fourier de f

em que

a d nwt & nrtt
Se(t) = ?O—l— Z;lancosT+ Z:lbnsenT,
n= n=

1 (L nrt
a, = E/_Lf(t)cosTdif paran =0,1,2,...

1 L nrtt
b= g [ fOsen "ty paran=12,...

converge para f nos pontos em que f é continua. Ou seja, podemos representar f por sua série de Fourier:

ft) =

4o

ad nrtt s nrt
a; COS — b,sen —, vparat € Rem gue f é continua.
Y apcos T4 Y bysen ", e §

n=1 n=1

2

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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I N=0 A N=1
15—+ 1.5+
//—\
0.5+ / 0.5+
t t
| | | [ | | [
T T | 1 1 —
-Tt -T2 2 Tt -Tt -T2 2 T
L I N=2 Ay N=3
15—+ 15+
0.5+ . 0.5+ % .
f f 1 T F—F 1 o
-Tt -T2 2 T T 2 2 T
e N=4 Ay N=10
15—+ 15+
1= 1
0.5+ . 0.5+ .
L | — [— | | | [
I ~N— I Ll I 1 I Ll
-Tt -T2 2 T -Tt -T2 2 T

Figura 2.1 — Somas parciais da série de Fourier da func¢do do Exemplo 2.1, para N = 0,1, 2,3,4, 10

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar)
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Seja L um ntimero real maior que zero. Considere a funcéo
f:[-L,L] - R dada por

para c e d fixos satisfazendo —1 < ¢ <d < 1.

Fty =9 = { 1, secl <t<dL,

0, caso contrario,

t
Vamos calcular a série de Fourier de £ ; () Fazendo a mudanga de variaveis s = %
obtemos
1 rdL 1 raL
a9 = - tydt = — dt =d —
0 ), fWat=1 |
1 ydL nrt k. prt 1 ned
an = 7 . f(t)co —dt L/ —dt Esens - paran=1,2,...
1 rdL t dL t 1 nrd
b, = Z/CL f(t)se Edt L/ senﬂdt —Ecossnm, paran =1,2,...
Logo
t
Se(t) = > —l—Eancos T +nzlb sen %
_d—c l i sennnd—sennnc nr(t l i cosnmc —cosnmd nt
- 2 tx = n i — L~
Vamos calcular a série de Fourier da fungdo 1y : [—L,L] — R dada

por up(t) = 1. Usando o exemplo anterior vemos que a série de Fourier da fun¢do

Up = f£01),1 S
Sup(t) =1 = up(t).

que é a prépria funcdo.
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Vamos calcular a série de Fourier da funcdo f : [—, 1] — R dada por
0, se—n<t<-—-m/4
fhy=<¢ 1, se—m/4<t<m/2
0, semr/2<t<m

Usando a notagdo do Exemplo 2.1, podemos escrever

f6) =% (1), comL=n

11
472
Portanto usando os coeficientes que obtivemos para fc((;) no Exemplo 2.1, com

1
= —— ed = temos que

Se(t) =

OO\U)

l il(senl‘i‘seni) cosnt+ — 2 (COS i CcO 7[) nnt
MR 2 1 2 O Ty)senit

Pelo Teorema 2.1 (de Fourier) temos que f pode ser representada por sua série de
Fourier

> 1 nri nrt
Z — (sen — 4+ sen —) cosnt +
n 4

n=1

1 &1 nri
— Z — (cos— —cos—) sennt,
TN 4

~
—
-
S—
Il
wn
‘\'\‘
OO\UJ
:HH

T T
t —— et —.
parat # 1 et # 5

Vamos calcular a série de Fourier da funcdo g : R — R dada por

0, se—m<t<—m/4
gt)=1< 1, se—m/4<t<m/2 etalque g(t+2m)=g(t)
0, sem/2<t<m




169

Esta funcdo é a extensdo periddica da funcdo f = f (01) 1 com periodo igual a 27r.
12

Logo a sua série de Fourier é a mesma da fungdo do Exemplo anterior

3 1&1 nr nri nri nri
S *g ;;E<sen—+sen7)cosnt+ Z (cosT—cosT>sennt.

Pelo Teorema 2.1 (de Fourier) temos que g pode ser representada por sua série de
Fourier

parat;é—g+2n7ret7ég—l—2n7t,n€Z.
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y
15+
I\v N Pyl v/\ 2N Pl
054
52 on 32 o 2 2 n 3m2 2n 512 t

Figura 2.2 — Soma parcial da série de Fourier da fung¢do do Exemplo 2.4, com N = 10
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Seja L um ntmero real maior que zero. Seja m um inteiro positivo. Seja

m:[—L,L] - R definida por

t
mr parat € [—L,L]
L
. 7Tt
Fazendo a mudanca de varidveis s = T

1 /L t 1 7
ag = —/ co —mn dt = / cosmsds = 0,
LJ-L T J—m

Uy () = cos

Vamos calcular os coeficientes a,,, paran = 0,1,2. .. Fazendo a mudanca de varidveis

7Tt
s = f,paran > 0en # mtemos que,

mrtt nrt 1 [
= / Cc0S —— cos ——dt = / COS mS cos ns ds
L L T J—m

Usando o fato de que cos s cos ns = %[cos(m + n)s + cos(m — n)s], temos entao que

1 T
a, = — / [cos(m + n)s + cos(m — n)s|ds
21 Jn
i T 0
= Semin) sen(m + n)s‘_?T + Tl =) sen(m — n)s’_7T =
eparan =m,
b1 (7 1 /r
. _ L / 2 mn — ;/ C052 msds = E/ [1 —|—COSZT}’ZS}dS =1.
—n -7

2

Aqui usamos o fato de que cos? ms = 1[1 + cos 2ms].
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Vamos calcular os coeficientes by, paran =1,2...

L N
O L,LCOSLse T

1 7T
= —/ cos ms sennsds
TJ—m

Usando o fato de cos mssenns = [sen(m + n)s + sen(m — n)s], temos que

1 T
b, = — / [sen(m + n)s + sen(m — n)s]ds = 0
27T —7T

Nestas integrais usamos relagdes que podem ser obtidas somando-se ou subtraindo-
se duas das relag¢oes abaixo.

cos(m—+n)s = COSMSCOSNS — Sen ms sen ns
cos(m —mn)s = coSMmsCcosns + senmssenns
sen(m+n)s = senmscosns + cosms senns
sen(m —mn)s = SeNnmscosns — Cosmssenns.

Assim a série de Fourier de 1, : [-L, L] — R é dada por

t
Sy, (t) = cos % = up(t), param=1,2...

Seja L um ntimero real maior que zero. Seja m um inteiro positivo. Seja

Um : [—L,L] = R definida por

t
Um(t) = sen %, parat € [-L,L]
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Vamos calcular os coeficientes a,,, paran = 0,1,2. .. Fazendo a mudanca de varidveis
7Tt

f/

1 (L t 17
ag = T / sen LG dt = / senmsds = 0.
J-L

TJ—m

e Tt
Fazendo a mudanca de varidveis s = T temos que paran =1,2,3...

. 1 L mrtt nr(tdt
= = sen —— Cos ——
" L/ L L

= — / senms cos nsds
T

Usando o fato de que senms cosns = % [sen(m + n)s + sen(m — n)s] obtemos que

1 7T
a, = — / [sen(m + n)s + sen(m — n)s]ds = 0
21 ) n

Vamos calcular os coeficientes by, paran = 1,2 ... Para n # m temos que

mrtt nrtt 1 (7
b, = / sen— sen —dt = / sen ms sen nsds
L L TJ)—m

Usando o fato de que senms senns = [— cos(m + n)s + cos(m — n)s] temos que

T
b, = 1 / [— cos(m + n)s + cos(m — n)s]ds = 0
27'[ —7T

Eparan =m,

1 L t 1 /7 1 7
by = —/ sen? g — = / sen? msds = —/ [1 — cos2mslds =1
L L 7T J—711 27T —7T
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2

Aqui usamos o fato de que sen? ms = 3[1 — cos 2ms].

Assim a série de Fourier de vy, : [-L, L] — R é dada por

t
Sy, (1) = cos % = vy(t), param=1,2...

Com os coeficientes das fun¢des destes exemplos podemos determinar os coeficien-
tes das séries de Fourier de varias fun¢des que sdo combinagdes lineares delas. Isto
por que os coeficientes das séries dependem linearmente das funcdes, ou seja,
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Proposicao 2.3. Sejam f,g: [—L,L] — R. Se

an(f,L)z%[LLf(t) dt bu(f,L) = L/ F() se n—dt

g, L L/ cos dt bu( L/ sen—dt

entdo para quaisquer niimeros « e f3,

an(of +pg L) = aan(f, L) +pan(g, L) e bu(af+pg L) = abu(f,L) + Bbu(g, L).

Demonstragao.
an(af +pg,L) =
LT wp0) + o) cos "=k [* fitycos Mar gL [* g(tycos "M ar =
twn(f,L) + Ban(g,L).
bu(af +pg L) =
L L L
%/_L(zxf(f) + Bg(t)) sen ndet = a% /_L f(t)sen ndet + /3% /_Lg(t) sen nTntdt =
aby(f, L) + Bbu(g, L).
|

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Seja L um niimero real maior que zero. Seja n um inteiro positivo. Seja
f:[-L,L] - R definida por

157t 317t
f(t):3—2COST7T+4senT7T, parat € [—L,L]

Usando a Proposicdo 2.3 temos que os coeficientes da série de Fourier de f sdo dados
por

31t
,L) +4a,(sen ——, L) = 3a,(ug, L) —2a, (115, L) +4a,(v31, L)

157t
an(f,L) = 3a,(1,L) —2a,(cos o1 T

157t 17t
bu(f, L) = 3bu(1, L) — 2by(cos 01, L) + by (sen 21, L) = 3b, (, L) — 2by (15, L) + by (031, L)

Como ja calculamos estes coeficientes nos exemplos anteriores e obtivemos que

1, sen=0,

an(up, L) = { 0. caso contrario, bu(up,L) =0, paran=1,2,...

bu(u1s,L) =0, paran =1,2,...

1, sen =15,
an(uis, L) = {

0, caso contrario,

1, sen =31,
an(v31) =0, paran =1,2,..., bu(vs, L) = { 0. caso contrario,

entdo temos que a série de Fourier da funcio deste exemplo é ela prépria:

157t 4 4sen 31t :f(t).

S¢(t) =3 —2cos
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Considere a fungdo f : [-L, L] — R dada por

Wyt secL <t <dL, . . _
f(t) = fed (t) = { 0, caso contrrio, para c e d fixos satisfazendo —1 < ¢ < d < 1.

nrt
Vamos calcular a série de Fourier de f, C(;). Fazendo a mudanga de varidveis s = I
e integrando-se por partes obtemos
1 rdL 1 dL L
a = = tdt:f/ tdt = = (d* — ¢
o = ¢ [ fnde= [Trdt =@ -
1 pdl nt 1 il nrt L
a, = = t Cos—dt:f/ tcos—dt:—/ scossds
" L/cL fUt) cos T L Jer L n27? Jue
L nrd
= —— (s sens+ coss
71271'2 ( ) nrc
1 gL nrt 1 pdL nt L nmd
b, = —/ t sen—dt:—/ tsen—dtzi/ s sensds
! LJcL f( ) L L/ L 1272 June
nrd
= —— (—scoss+sens
n2m? ( ) nrc
Logo
a9 @ & nmt | & nrt
Sf(t) = 7+ ZancosTJr Z bnsenT
n=1 n=1
nmd nmd
_ L(d® — &) . L i (s sens + coss) e COS@ . L (—scoss + sens) e sean
4 2 = n? L = n L~
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Lembramos que uma fungéo h : [-L,L] — R é par, se
h(—t) = h(t), paratodot e [—L,L|

e é impar, se
h(—t) = —h(t), paratodot € [—L,L].

Lembramos também que se 1 : [—L, L] — R é uma fung¢do impar, entdo

/L h(t)dt =0,

-L
equeseh: [—L,L] — R éuma fungdo par, entdo
L L
/ h(t)dt:2/ h(t)dt
—L 0
Ja vimos que se uma fungédo f : [—L,L] — R é continua por partes com derivada f’

também continua por partes, entdo pelo Teorema 2.1 ela pode ser representada por
sua série de Fourier

7rt

7Tt
Sf() —O+Zancos—+ ansen T

2 L

t t
Se a fungdo f é par, entdo f () sen AL impare f(t) cos % é par (verifique!). Logo

os coeficientes da série de Fourier de f sdo dados por:

nrt

1 (L L nrt
a, = ZLLf(t) s—dt L/Of(t)cosTdt, paran =0,1,2,...

1 L
b, = Z./_Lf(zf)senTalt—O, paran =1,2,...




179

Ou seja, se uma fungdo f : [—L,L] — R é par a sua série de Fourier tem somente os
termos em cossenos,

a d nrtt
Se(t) = ?O +) iy COS ——.
n=1

Para as fungdes f que sdo definidas apenas em [0, L] podemos prolonga-las de forma
que elas se tornem par no intervalo [—L, L]:

= —t), se—L<t<O0
f(t):{%t),) se0§t<§

é a extensdo par de f. E assim temos o seguinte resultado.
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Figura 2.3 — Prolongamento par de uma funcdo definida inicialmente somente no intervalo [0, L]
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Corolario 2.4. Seja L um niimero real maior que zero. Para toda fungio f : [0, L] — R continua por partes tal que a sua
derivada f' também seja continua por partes. A série de Fourier de cossenos de f

ag s nrrt
Ser(t) = + E iy COS ——,
n=1
em que
2 rL nrt
an = f/o f(t)cos ——dt, paran=0,1,2,...

converge para f nos pontos do intervalo (0,L) em que f é continua. Ou seja, podemos representar f por sua série de
cossenos de Fourier:

a & nrtt ) ’
f(t) = 5 + Z nCOS ——,  para t € (0,L) em que f é continua.
n=1
~ . N nrwt
Analogamente, se a fun¢do f : [-L,L] — R é impar, entdo f(t)sen I ¢épare

nrmit - . . . L. . ~
f(t) cos — ¢ impar (verifique!) e assim os coeficientes da série de Fourier de f sao

dados por:
1 (L nrt
a, = f[Lf(t)COSTdt_O' paran =0,1,2,...
1 (L nrt 2 L nrt
b, = Z/_Lf(t)seant—Z/O f(t)seant, paran=1,2,...

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Ou seja, se uma fungédo f : [—L, L] — R é impar a sua série de Fourier tem somente
0s termos em senos,

e nrt
Se(t) = n;lbn sen ——.

Para as fungdes f que sdo definidas apenas em [0, L] podemos prolonga-las de forma
que elas se tornem impar no intervalo [—L, L]:

= —f(—t), se—-L<t<O0
f(t):{f({)(, ) se0§t<i

é a extensdo impar de f. E assim temos o seguinte resultado.
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Figura 2.4 - Prolongamento impar de uma funcdo definida inicialmente somente no intervalo [0, L]

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Corolario 2.5. Seja L um niimero real maior que zero. Para toda fungio f : [0, L] — R continua por partes tal que a sua
derivada f' também seja continua por partes. A série de Fourier de senos de f

Ss¢(t) = ) bysen nTnt,
n=1

em que

2 L nrt
b, = Z/o f(t)seant, paran=1,2,...

converge para f nos pontos do intervalo (0,L) em que f é continua. Ou seja, podemos representar f por sua série de
senos de Fourier:

= nrt
flt) = 2 by sen v pam t € (0,L) em que f é continua.
n=1

Exemplo 2.9. Considere a fungéo f : [0,L] — R, dada por f(t) =1, para0 < t < 1.
A série de cossenos é obtida estendo-se f ao intervalo [—L, L] de forma que ela seja
par e a série de senos ¢ obtida estendo-se f ao intervalo [—L, L] de forma que ela seja
impar. Os coeficientes podem ser obtidos da tabela na pédgina 202.

a0 =2a(f{), L) =2, an=2au(f}},L) =0,

by = an(félol),L) _ _2(cosn7r -1) _ 2(1— (—1)”).

nrt nrt
SCf(t) = 1,
2. & 1—(-1)" ntd &1 (2n+1)mt
Ssp) = S L SN Lyt [
n= n=

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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Ly W Ly
N=1 N=3 N=5
1 1
t t
I > -
L L L
Ly Ly Ly
N=7 N=9 N=11
/\ /\ /A AN A
1
t t
T > .
L L L

Figura2.5 — A funcdo f : [0,L] — R dada por f(t) = 1 parat € [0,L] e as somas parciais da série de Fourier de

senos de f, para N =1,

,5

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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Assim os termos de indice par da série de senos sdo nulos. Pelo Corolério 2.5 temos
que

71

(2n+1)7tt
n—|—1 L

nrt 4 &
sen—; Z

f(t) = Ss¢(t) , parat € (0,L).

:l\N

S

Considere a fungdo f : [0,L] — R, dada por f(t) = t, para0 < t < L.
A série de cossenos é obtida estendo-se f ao intervalo [—L, L] de forma que ela seja
par e a série de senos é obtida estendo-se f ao intervalo [—L, L] de forma que ela seja
impar. Os coeficientes podem ser obtidos da tabela na pagina 202.

a = 2a(fy),L) =L,
N (1) 2L 2L
an = 2ay(fy,L)= . (cosnm—1) = W((—l)” —1),
_ M ;- 2L _ (=nriaL
b = 2bu(fyy,L) = Py (—cosnm) = —
L 22L& (-1)"—1  mmt L 4L &1 (2n + 1) 7t
Ser(t) = 5+?,§1TC057_E ?g(znﬂ) L
2L & (—1)rtt nrt
ssr() = 2 3 5 sen M

Assim os termos de indice par da série de cossenos (excecdo de ag) sdo nulos. Pelo
Corolario 2.4 e pelo Coroldrio 2.5 temos que f pode ser representada por sua série
de cossenos e por sua série de senos de Fourier

L 2L & (-1)"—1  mmt L AL &1 (2n + 1)t
W>—§+EZ“THWT“E‘ﬁE@m®f“ L

2L i ”*1 Lt
e L’
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parat e (0,L).

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Ly

by

L/2

L/2+

L/2+

vV~

|
1
L

vV~

vV~

| |
I I
L L
Figura2.6 — A funcdo f : [0,L] — R dada por f(t) = t parat € [0, L] e somas parciais da sua série de Fourier de
cossenos para N = 0,1,3

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar)
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y by by
L= N=1 L= N=2 L N=3
L/2—+ L/2—+— L/i2—+—
t t t
™ ™ ™
L L L
y by by
L+ N=4 L= N=5 L N=6
L/2+ L/2—+ L/2—+
t t t
| | |
L L L

Figura2.7 — A funcdo f : [0,L] — R dada por f(t) =t para t € [0, L] e as somas parciais da sua série de Fourier
de senos de f, para N =1,2,3,4,5,6

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Séries de Fourier

L/2+

AN

L

t

L/2+

parciais da série de Fourier de cossenos para N =0,2,6

Figura2.8 — A funcdo f : [0,L] — R, dada por f(t) = tset € [0,L/2] e f(t) = L—tset € [L/2,L] e somas

L/2+

— =

L2+

by

— -

parciais da série de Fourier de senos para N = 1,3,5

Figura2.9 — A funcdo f : [0,L] — R, dada por f(t) = tset € [0,L/2] e f(t) = L —tset € [L/2,L] e somas

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar)
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Considere a fungéo f : [0, L] — R definida por

]t se0<t<L/2
f(t){ L—t selL/2<t<L

A série de cossenos é obtida estendo-se f ao intervalo [—L, L] de forma que ela seja
par e a série de senos ¢é obtida estendo-se f ao intervalo [—L, L] de forma que ela seja
impar.

Usando a tabela na pagina 202 os coeficientes a, e b, podem ser calculados como

2 rL 1 0 L
- Z/o f)dx =2 (a0 £ L)+ Lao(£{0%,, L) — ao(fifh 1 1)) =
2 (L nmx
ay = Z/O f(x) COs de
1 0 1
= 2 (an(fy)0r L) + Lan(fih0 1) = au(fijh 1, L)
nm/2 2], nm nm
= W(ssens+coss) . +—sens m/z—m(ssens—l—coss) w2
4L nr 2L
= 1’12 2C0$7_W_n2 ZCOSVZT[
2cos ™ —1— (—1)"
Yk 5 — D —123..
n2m

Entretanto alguns termos sdo nulos. Podemos separar os termos em de indice par e
de indice impar

agky1 =0
2coskrm —2 (—1)k -1
A2k (2k)272 K22

os termos de indice par podem ainda ser separados:

a0 =0
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-2 2L

L) = Mo T T e

2 rL
by = T /0 f(x) sen(?)dx
1 0 1
= 2 (bulfiy)n) + Lbu(fih0) = bu(Fi)h1))
2L nm/2 2L nrm 2L nm
= W(—scoss—ksens) o o s W2 (—scoss+ sens) /2
_ AL (—EcosE +senﬂ) + gcos@
- on2m? 2 2 2 nm 2
4L sen "%
= W,nzl,Z,S...
Entretanto alguns coeficientes sdo nulos:
by =0
4L(—1)k

b = Gy Tz

Como a fungdo f é continua com sua derivada f’ também continua, pelo Corolério
2.4, ela pode ser representada por sua série de Fourier de cossenos e pelo Coroldrio
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2.5 por sua série de Fourier de senos :

f(#)

L 2L & 2cos®E—1—(-1)" nrt
ite L 7 cos -
L L & (-1)"—1 2nrtt
i D )

L 2L & 1 2(2n+ 1)t

- cos

1 n2,;)(2n+1)2 L

4L & senE nrt

— sen ——

m2 2

gi (=1)" (2n+1)mt

m? = (2n+1)? L

Vérios coeficientes sdo nulos e ndo é por acaso. Sempre que um coeficiente é cal-
culado por uma integral de 0 a L de uma fungdo h(t) que é simétrica em relagdo
ao ponto (t,y) = (5,0), ou seja, tal que h(t) = —h(L —t), parat € [0,L/2], 0 seu
valor é igual a zero (verifique!). No exemplo anterior isto ocorreu com os coeficien-
tes de indice impar da série de cossenos e com os de indice par da série de senos
(verifique!). Isto é andlogo ao que ocorre com fungdes impares sendo integradas em
intervalos simétricos.
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2.1.2  Demonstragao do Teorema sobre a Convergéncia da Série de Fourier

Demonstracao do Teorema 2.1 na pagina 164. Vamos mostrar que a soma par-
cial da série tende a f(x), se x € (—L,L) é um ponto de continuidade de f.

Substituindo-se os coeficientes a, e b, na soma parcial da série,

N
a nmx nmx
Sn(x) = EO +3 (ancosT +bnsenT) ,

n=1
obtemos
S Lt d
= — t)dt
we) =57 [
1Y t
+Z1§1(cos@/ f(t) cos—dt+ en—/ f(t senﬂdt>
1 L nrt nmx  nmt
f/_ ( + COS—COST+senTse T))f(t)dt—
—1/L 1+%COSM f(tdt (2.4)
Ll\2" & L ‘
Mas
sen(N-l—l)s—senls— % sen(n-l—l)s—sen(n—l)s _ZSGDE%COSHS
2 2°T L 2 27) T
Logo
1 Y N+ 3
——l—Zcosns:w.
2= 2sen 3

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar)
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t—
Substituindo-se s por M obtemos
(t—x
e e .
,—i— Zcos I = 2sen”(t_x) ) (2.5)
2L

Substituindo-se (2.5) em (2.4) obtemos

n(N+ 1) n(t—x)
s =1 [, L (o

7t —x)
2L

Substituindo-se f pela sua extensio periédica de periodo 2L, f, usando o fato de que
neste caso as integrais anteriores podem ser calculadas de —L + x até L 4 x e fazendo
a mudanca de variaveis s = t — x obtemos

(N l71?(1E—x)
D=1 [ T -

L+x it —x)
2L
1 /L sen(N+3) 725
-L 2sen —
2L
Tomando-se f(x) = 1 em (2.6) obtemos
L sen( N—|— 7'[S
L =1 .7)
L
2 sen —

2L
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Assim de (2.6) e (2.7) temos que

sen N+ U
ZSenZ
_ %/i f(x+sz —f(x) senzn sen(N + 2) ds. (2.8)

2L

Como f é continua por partes com derivada f’ também continua por partes, entdo
parax € (—L, L) tal que f(x) é continua temos que a fungado

| _fats) )3

8(s s

7Ts

sen o

é continua por partes. Pois, pelo Teorema do valor médio, se f' é continua em x,
entdo g é continua em s = 0. Se f ndo é continua em x, entdo os limites laterais de
f'(&) quando ¢ tende a zero existem. Assim segue do lema que apresentaremos a
seguir que

lim (Sn(x) — f(x)) = lim Z/ )sen(N + = )%ds:O.

N—o0 N—oo

Lema 2.6 (Riemann-Lebesgue). Seja g : R — R uma fungio continua por partes, entio

b
lim [ g(s)senAsds =0

A—r00 a

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar)
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Demonstracdo. Seja
b
I(A) :/ g(s)senAsds (2.9)
a

Vamos supor inicialmente que g seja continua. Fazendo-se a mudanca de varidveis

7T
s = t + — obtemos
A
p_n
I(A) = —/ Syt + Ty senatat (2.10)
a-%

Seja M = r[nax i g(s). Somando-se (2.9) e (2.10) e calculando-se o médulo obtemos
sela—rr,
que

b b—% T
|2I(A)| = ‘/ g(s)sen/\sds—/ g(s+x)sen/\sds =
“*%

a
g/ g+ 2 |ds+/ s+ = |ds+/ Igls+ )l ds
a-% A

A
p—z
< 2M—”+/ Y lg(s) — gls + D)l ds < 2,
A P A

para A > 2MZ ta] que |g(s) — g(s + — )| <y, para todo s € [a,b]. O caso geral

segue da aplicacdo do argumento ac1ma para cada parte de g que é continua. |

2.1.3 Limites e Derivagao de Séries de Funcoes

Julho 2011
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Séries de Fourier

Teorema 2.7. Sejam uy,us ..

Se

entdo

. [a,b] — R diferencidveis. Seja u : [a,b] — R definida por

u(x) = ioun(x).

ddu; (x)| <an, paratodox € [a,b], n=1,2,...
Z a; < oo,
n=0
du &, duy
%( ) ]; I (x), paratodox € [a,b].

N
Sn(x) = ; uy(x),

SN(X + h) — SN(X)

qN(x’h) = h 7

a(x, ) = u(x—l—h})l—u(x).

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar)
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N
Existe Ny € N tal que M, N > Ny implica )_ a, < g Entdo

n=M
N du N du N €
S = S0l = | L G| < ¥ |G| < Y m<s e
n=M n=M n=M

para todo x € [a,b]. Deixando N fixo e passando ao limite quando M tende a infinito
obtemos

|Sh(x) = g(x)] < g (2.12)

Sejam M, N > Nj. Pelo Teorema do Valor Médio aplicado a Sy(x) — Spr(x) e por
(2.11) obtemos que existe ¢ entre x e x + h tal que
€

lan (x, 1) = qua(x,h)| = Sy (&) = Sm()] < 3
Deixando N fixo e passando ao limite quando M tende a infinito obtemos

lgn(x,h) —q(x,h)| < =, paratodo htal que x +h € [a,b]. (2.13)

W m

Como ;llin% gn(x, 1) = Siy(x), existe § > 0 tal que 0 < i < & implica que
—

lan () = Si(x)] < @14)
De (2.13), (2.14) e (2.12) segue-se que
19(x, 1) — g (x)]
< Iq(x, k) = g ()| + g () = Sy ()] + Sy (x) = g(x)]
<SH5+3
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Séries de Fourier

Teorema 2.8. Sejam uq,uy...: [a,b] — R. Sejau : [a,b] — R definida por

Se

entio

|t (x)] < an,

lim
X— X0

u(x) = i Up(x).
n=0

para todo x € [a,b], n=1,2,...

(o]
Y ay <o,
n=0

u(x) = ¥ Jim ()
n=1

para xg € [a, b] tal que existam lim u,(x), paran =1,2...
X—X

Demonstracao. Seja e > 0. Sejam

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar)
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Existe L = Z Ly, pois |[Ly| < aye Z ay < oo.
n=1
Logo existe NQ € N tal que para N > Ny temos que

s N €
IL—SN|=IL—) Li < 3 (2.15)
n=1

N
Também existe N; € N tal que M, N > Nj implica Z ap < g Entao

n=M
N N N c
1Snv(x) =Sm(x)[ = | Y un(x)| < Y Jun(x)| < ) a 3 (2.16)
n=M n=M n=M

para todo x € [a,b]. Deixando N fixo e passando ao limite quando M tende a infinito
obtemos c
[Sn(x) —u(x)]| < 3 Ppara todo x € [a, b]. (2.17)
Seja N > max{Ny, N1}. Como xlgrg Sn(x) = Sy, entdo existe § > 0 tal que para
0
|x —xo| <6,
~ €
Sn = Sn()] < 5 218)

De (2.15), (2.18) e (2.16) segue-se que

L= u(x)] < |L=Sn|+5n = Sn(®)| +ISn(x) —u(x)| < 5 +5+3
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Coeficientes das Séries de Fourier de Fun¢des Elementares

fil-LL =R -1<c<d<1

an(f L) = L/f os " gt

1 L nrt
L)= ZLLf(t)sen—dt

O = 4
0) 1, set € [cL,dL] a(feq, L) = d—c (0) nrd
f( (t):{ - nrd ba(f./,L) = —-=coss
cd 0, caso contrario an( fc(,?i>’ L) = -Lsens - cd e
ao(fc(ii)/L) 5(d* -2 b (fU [y =
1) t, set € [cL,dL] @7y = n(feq L) =
foi )= - an(fc,dr )= nmd
¢ , caso contrario nmd L (—scoss +sens)
—£> (s sens + coss) . e nmce
a(f3.L) = 5@ - b (72 1) —
@, [ £, setelcL,dL] @ [ (fcd’ )=
fed (B) = 0, caso contrario anfeq L) = (2 (2 - s?) ) nd
7 nmd ssens + (2 —s%) coss
P ((s2 —2) sens + 25 coss) ”3”3 ne

n373

nrce
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251
Mostre que uma funcdo f : [-L, L] — R é par, entdo os coeficientes da sua série de Fourier sdo dados por
1 L nret 2 (L nret
a, = Z/_Lf(t)cosTdt = Z/o f(t) cos Tdt' paran =0,1,2,...
1 L t
by, = Z[Lf(t)sen%dt =0 paran=1,2,...

Mostre que uma fungdo f : [—L, L] — R é impar, entdo os coeficientes da sua série de Fourier sdo dados
por

1 (L nrt
i = [ fcosTd=0 paran=012..
1 L nrt 2 L nrt
b = [, fOsen = [0 sen T paran =12,

Mostre que se uma fungdo h : [0, L] — R é simétrica em relagdo ao ponto (t,y) = (=,0), ou seja, se

E/
L
h(L—t) = —h(t), parate |0, E]'
entao

L
/O h(t)dt = 0.

L
Mostre que se f : [0, L] — R é simétrica em relacdo a reta t = 5 ou seja, tal que

f(t)=f(L—t), parate]0, %],

entdo os coeficientes de indice par da série de senos de Fourier sdo nulos, ou seja, by, = 0, para
k=1,2,3...(Sugestdo: use o item anterior.)
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L
Mostre que se f : [0, L] — R é simétrica em relacdo ao ponto (t,y) = (=,0), ou seja, tal que

:
f) = ~f(L-1), parate 0,7,

entdo os coeficientes de indice par da série de cossenos de Fourier sdo nulos, ay, = 0, para k =
0,1,2.... (Sugestdo: use o item (a).)

Determine a série de Fourier da funcao fC(Zd) : [-L,L] — R dada por

2 <
f(2>(t) = { t, secL <t<dlL, para c e d fixos satisfazendo —1 < ¢ <d < 1.

cd N/ 71 0, caso contrario,
Determine as séries de Fourier das fungdes f : [—L,L] — R:
] =1, se-L<t<Q, _
o ={ 3" Rotiit Fy=L/2- 8

Determine a série de Fourier da funcdo f : R — R dada por

f(t)=L/2—|t—L/2|, se—L/2<t<3L/2ef(t+2L)= f(t).

Determine séries de Fourier de senos e de cossenos da fungéo f : [0, L] — R dada por

f(t)=t(L—t), parate]0,L].
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L/2+

L2~

L/2+

Figura 2.10 — Somas parciais da série de Fourier de cossenos da funcdo f(t) = (L —t), para t € [0, L], para
N =0,2,4.

L2—+ L2—+

y

- —

Figura 2.11 — Somas parciais da série de Fourier de senos da fung¢do f () = t(L —t), parat € [0,L], para N = 1,3
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Séries de Fourier

1.8. Determine as séries de Fourier de senos e de cossenos das fungdes f : [0,L] — R:

© £ ={

[0, se0<t<L/2
(a>f(t)_{1, seL/2<t<L,

|1, seL/4<t<3L/4,
(b) f(t) = { 0, caso contrario,

se0<t<L/2,

seL/2<t<]L,
se0<t<L/4
seL/4<t<3L/4
se3L/4<t<L

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar)
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Ay Ay Ay
N=0 N=1 N=3
1—+— 1—+— e 1—+— A
L L L
L L L
Ay Ay Ay
N=5 N=7 N=9
1+ — AN = 1+ AN 1+ A = —
L L L
I I I
L L L

Figura2.12 — A funcédo f : [0, L] — R definida por f(t) =1,set € [L/2,L] e f(t) = 0, caso contrario e as somas
parciais da sua série de Fourier de cossenos, para N =0,1,3,5,7,9.

Julho 2011
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\ K

— =

N=1
\
L

t

A K=

— =

parciais da sua série de Fourier de senos, para N =1,2,3,5,6,7.

Figura 2.13 — A funcdo f : [0, L] — R definida por f(t) =1,set € [L/2,L] e f(t) = 0, caso contrario e as somas

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar)

Ve~
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Séries de Fourier

Ly

Ve~

— =

A K=

— =
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Ly Ay by
N=0 N=2 N=6
1+ 1+ 1+
L L I
I I I
L L L
Ly Ay by
N =10 N=14 N =18
1+ 1+ A 1+ A
N At N
~ I A
L L L

Figura 2.14 — A funcdo f : [0,L] — R definida por f(t) = 1,set € [L/4,3L/4] e f(t) = 0, caso contrdrio e as
somas parciais da sua série de Fourier de cossenos, para N = 0,2,6,10, 14, 18.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Séries de Fourier

Y IV Iy
N=1 N=3 N=5
1+ 1+ 1+
t & P
= = \/I’
L L L
IV IV 1YY
N=7 N=9 N=11
1+ 1+ 1+
Lt t 1
= = \/I’
L L L

Figura 2.15 — A funcdo f : [0,L] — R definida por f(t) = 1,set € [L/4,3L/4] e f(t) = 0, caso contrdrio e as
somas parciais da sua série de Fourier de senos, para N =1,3,5,7,9,11.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar)
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L/2+

L/2+ L/2+

L/2+

L/2+

L/2+

Figura 2.16 — A funcdo f : [0,L] — R definida por f(t) =t —L/2,set € [L/2,L] e f(t) = 0, caso contrdrio e as
somas parciais da sua série de Fourier de cossenos, para N = 1,2,3,4,5,6.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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L/2+

L/2+

L/2+

- -
— -
— -

L/2+

L/2+

L/2+

—
—
—

Figura 2.17 — A funcéo f : [0, L] — R definida por f(t) =t —L/2,set € [L/2,L] e f(t) = 0, caso contrario e as
somas parciais da sua série de Fourier de senos, para N = 1,2,3,4,5, 6.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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L/2+

L2+

L/2+

S o S

L

Figura2.18 — A fungdo f : [0,L] — R, f(t) =t,set € [0,L/4], f(t) = L/4,set € [L/4,3L/4] e f(t) =L —t,se
t € [3L/4, L] e somas parciais da sua série de Fourier de cossenos para N = 0, 2, 4.

L/2+

L/2~

L/2+

Nt \\1 \1

L L L

Figura2.19 — A funcédo f : [0,L] — R, f(t) =t,set € [0,L/4], f(t) = L/4,set € [L/4,3L/4]e f(t) =L —t, se
t € [3L/4, L] e somas parciais da sua série de Fourier de senos para N = 1,3, 5.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Considere a seguinte funcéo :
f(H)y=1—1t|, se —1<t<1 etalque f(t+2)=f(t).
Calcule a série de Fourier S da fungdo f;
Determine os valores S¢(0) e S¢(100.5). Justifique.
Considere a fungdo f : [0, L] — R dada por f(t) = 1.

Encontre uma representagdo de f em série de Fourier que contenha somente termos em cossenos.
Encontre uma representagdo de f em série de Fourier que contenha somente termos em senos.

Encontre uma representagdo de f em série de Fourier que contenha termos em cossenos e senos.
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2.2 Séries de Fourier de Senos e de Cossenos de indices impares

Analogo ao caso de integragdo de fungdes impares no intervalo [—L,L|, se
h : [0,2L] — R é simétrica em relagdo ao ponto (t,y) = (L,0), ou seja, se é tal
que

h(2L —t) = —h(t), paratodot € [0,L],

entdo (verifique!)

2L
/0 h(t)dt = 0. (2.19)

Também andalogo ao caso de integragdo de fungdes pares no intervalo [—L, L], se
h:[0,2L] — R é simétrica em relacdo a reta t = L, ou seja, se é tal que

h(2L —t) = h(t), paratodot € [0,L],

2L L
/O h(t)dt:Z/O h(b)dt. (2.20)

Ja vimos que se uma fungéo f : [0,2L] — R é continua por partes com derivada f’
também continua por partes, entdo pelo Corolario 2.5 ela pode ser representada por
sua série de Fourier de senos

entdo (verifique!)

nmf
Z b, sen —
com os coeficientes dados por

1 2L nrt
b, = E/0 f(t)senjdt paran =1,2,...

Se a fungdo f é simétrica em relagdo a reta t = L, isto €, se

f(2L—t) = f(t), paratodot € [0,L],

Julho 2011
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t
como sen Z—Z é simétrica em relagdo ao ponto (t,y) = (L,0) (veja a Figura 2.20),

2kt
entdo o produto f(f) sen i

2L
2k + 1)t
en @+ 1mt é simétrica em relagdo a reta t = L (veja a Figura 2.20), entdo o pro-

(2k +1)mt

é simétrico em relagdo ao ponto (¢, ) = (L,0) e como

duto f(f)sen

separando os coeficientes em de indice par e de indice impar e usando as rela¢des
(2.19) e (2.20) obtemos que:

é simétrico em relacdo a reta t = L (verifique!). Assim,

by =

byt1 = ZL/f k+1) = dt parak=0,1,2,...

E assim - ( )
2k + 1)t
t) = b - t 2L
) k;) ki1 Sen 5[ bpara € (0,2L)
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y y
n=1 n=2
1
1
1 t t
|
| I
2L L 2L
1
1
!
y \ y
n=3 n=4
1
1
1 t t
]
| I
2 /3 2L L/ 3L L
1
1

. t
Figura 2.20 — sen %, paran =1,2,3,4
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Ou seja, se uma funcgdo f : [0,2L] — R é simétrica em relacdo a reta t = L, a sua série
de Fourier de senos tem somente os termos de indice impar.

Para as fungdes f que sdo definidas apenas em [0, L] podemos prolongé-las ao inter-
valo [0,2L] de forma que elas sejam simétricas em rela¢do a reta t = L, ou seja,

~ t), se0<t<L
f(t):{ ;EZ)L—t), oLt

é simétrica em relacdo a reta f = L. Assim temos o seguinte resultado.
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Figura 2.21 — Prolongamento com simetria em relagdo a reta f = L de uma func¢éo definida inicialmente somente
no intervalo [0, L]

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Corolario 2.9. Seja L um niimero real maior que zero. Para toda fungio f : [0, L] — R continua por partes tal que a sua
derivada f' também seja continua por partes. A série de Fourier de senos de indice impar de f

(2k + 1)t
Ssif(t) Z byk41 sen TR

em que

2k+1)

b1 = ZL/ f(t) —————dt parak=0,1,2,...

converge para f nos pontos do intervalo (0,L) em que f é continua. Ou seja, podemos representar f por sua série de
senos de Fourier de indice impar:

f(t) = Z byr41 sen W, parat € (0,L) em que f é continua.
Além disso se f : R — R definida por
F(t) = f(t), se0<t<L,
T f(2L—t), seL<t<2L,
f(t) = —f(—t), se 2L <t <0, Ff(t+4L) = f(t).

ou seja, f é a extensdo de f que é periddica de periodo 4L, impar e simétrica em relagio a reta t = L, entdo

= 2k + 1)t .
t) = Z bog41 sen %, parat € Rem que f é continua.

k=0

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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Ja vimos que se uma fungéo f : [0,2L] — R é continua por partes com derivada f’
também continua por partes, entdo pelo Corolario 2.4 ela pode ser representada por
sua série de Fourier de cossenos

t
Z b,, cos — nr
com os coeficientes dados por
1 2L t
a, = Z/O f(t)cos%dt paran =0,1,2,...

Se a funcdo f é simétrica em relagdo ao ponto (L,0), isto &,

f(2L—t) = —f(t), paratodot € [0,L],

2kt
como cos —— é simétrica em relagdo a reta t = L (veja a Figura 2.22), entdo

2kt

o produto f(t)cos 2: é simétrico em relagdo ao ponto (t,y) = (L,0) e como

os (2k+1)mt
2L

entdo o produto f(t)co

é simétrica em relagdo ao ponto (t,y) = (L,0) (veja a Figura 2.22),
2k + 1)t
S @ é simétrica em relacdo a reta t = L (verifique!).

Separando os coeficientes em de indice par e de indice impar e usando as relagdes
(2.19) e (2.20) obtemos que:

M =

apk+1 = 2L/f 2k+1) ~————dt parak=0,12,...

E assim
ad 2k + 1)t
f(t) = ];)ay(ﬂ cos (—;—%, para t € (0,2L)
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n=1 ! n=2
1
1
t 1 t
| |
T . T
L 2L L/ L2 2L
1
1
y y
n=3 n=4
1
1
t 1 t
| |
T ) T
2L L 5L 2L L/ 14 5 L4 2L

1
1
!

) t
Figura 2.22 — cos %, paran =1,2,3,4
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Ou seja, se uma fungéo f : [0,2L] — R é simétrica em relagdo ao ponto (L,0), a sua
série de Fourier de cossenos tem somente os termos de indice impar.

Para as fungdes f que sdo definidas apenas em [0, L] podemos prolongé-las ao inter-
valo [0,2L] de forma que elas sejam simétricas em relagdo ao ponto (L,0), ou seja,

~ t), se0<t<L
f(t)Z{ {(f)(zL—t), seL<t<2L

é simétrica em relagdo ao ponto (L,0). E assim temos o seguinte resultado.
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Figura 2.23 — Prolongamento com simetria em relacdo ao ponto (f,) = (L,0) de uma fung¢do definida inicial-
mente somente no intervalo [0, L]
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Corolario 2.10. Seja L um niimero real maior que zero. Para toda fungdo f : [0,L] — R continua por partes tal que a
sua derivada f' também seja continua por partes. A série de Fourier de cossenos de indice impar de f

(2k + 1)t

S —_—
cig(t kg%) Ak +1 €08

em que

(2k+1
+) —————dt parak=0,1,2,...

MDk+1 = ZL/ f

converge para f nos pontos do intervalo (0,L) em que f é continua. Ou seja, podemos representar f por sua série de
cossenos de Fourier de indice impar:

ad 2k + 1)t
f(t) = 2 A2k+1 COS %, para t € (0,L) em que f é continua.

k=0
Além disso, se f : R — R definida por
f(t)— f(t), se0<t<IL,
| —f(2L—t), seL<t<2L,

f(t) = f(—t), se 2L <t <0, f(t+4L) = f(t),

ou seja, f é a extensdo de f que é periédica de periodo 4L, par e simétrica em relagdo ao ponto (t,y) = (L,0), entdo

2k + 1)t =
f(t) =Y apiq cos %, para t € R em que f é continua.

k=0
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Determine as representa¢des da funcéo f : [0, L] — R em termos das
séries de Fourier de senos e de cossenos de indices impares:

f(t)— 0, se0<t<L/2,
Tl t—L/2, seL/2<t<]L,
[0,2L]:
1 L 0
Grr = e (f),2L) - §“2k+1(f£ )2L)
472 472
= 4 2L (ssens + coss) =L 4 L s e
= kT 1222 sens -+ cos @r 3 2kt )7 sen LN
B 8L os (k+ ) os (2k+1)m n 2L sen (2k+1)m
o (2k+1)2m2 2 4 (2k+1)m 2
(2k+1) (2k+1)7
7%% 4(COS 7 TS ) +senw cos (2k+1)mt
= (2k+1)%7 (2k+1) 2L
1 L 0
byt = baa(fi),2L) - §b2k+1(f£ ).2L)
472 472
= 4 L(—s cos s + sens) =L -4 _71coss e
N (2k +1)272 @nr 2k 1) (elSabig
B 8L sen (2k+1)m ~sen (2k+1) 2L os (2k+1)m
(2k +1)%7? 2 4 (2k+1)m 2
2k+1 2%k+1
- o7 i 4 (Sen( s )T _ con 4 )n) cos 2D - (2k+1)
5 (2k+1)27 (2k+1) 2L
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\ \ [
L/2——y N=0 Ll2——y N=1 L/2——y N=2
t t t
™ ™ g
L L L
-Li2—+ -L12—+ -L2—+
\ \ /
L2 N=3 L2 N=4 L2 N=5
t t t
™ ™ >
L L L
-LI2—+ -LI2—+ -L2—+

Figura 2.24 — A funcdo f : [0,L] — R definida por f(t) =t —L/2,set € [L/2,L] e f(t) = 0, caso contrdrio e as
somas parciais da sua série de Fourier de cossenos de indices impares, para N =0,1,2,3,4,5.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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A A A
L/2——y N=0 Ll2——y N=1 L/2——y N=2
t t t
™ ™ ™
L L L
-L/2—+ -L/2—+— -L/2—+
A A A
L2 N=3 L2 N=4 L2 N=5
t t t
| | ™
L L L
-L/2—+ -L/2—+— -L/2—+

Figura 2.25 — A funcdo f : [0,L] — R definida por f(t) =t —L/2,set € [L/2,L] e f(t) = 0, caso contrdrio e as
somas parciais da sua série de Fourier de senos de indices impares, para N =0,1,2,3,4,5.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar)

Julho 2011
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263

Mostre que se uma fungdo & : [0,2L] — R é simétrica em relacdo ao ponto (t,y) = (L,0), ou seja, se
h(2L —t) = —h(t), parate [0,L],
entdo
2L
[ n(yde=o.
0
Mostre que se uma fungdo / : [0,2L] — R é simétrica em relagdo a reta t = L, ou seja, se

h(2L —t) = h(t), parat e [0,L],

2L L
/O h(t)dtzZ/O h(t) dt

Mostre que se f : [0,2L] — R é simétrica em relagdo a reta t = L, ou seja, tal que

f(t) = f(2L—t), parat e [0,L],

entdo os coeficientes de indice par da série de senos de Fourier sdo nulos, ou seja, by, = 0, para
k=1,2,3...eo0s coeficientes de indice impar sdo dados por

entao

b1 = 2L/f 2k+1) ~——~2—dt parak=0,1,2,...

(Sugestdo: use os itens (a) e (b).)

Mostre que se f : [0,2L] — R é simétrica em relagdo ao ponto (¢, ) = (L,0), ou seja, tal que

f(t)=—f(L—t), parate[0,L],
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entdo os coeficientes de indice par da série de cossenos de Fourier sdo nulos, ay, = 0, para k =
0,1,2.... e os coeficientes de indice impar sdo dados por

gy = ZL/ f(t) 2k+1)mdt parak=0,1,2,...

(Sugestdo: use os itens (a) e (b).)
Determine as séries de Fourier de senos e de cossenos de indices impares da fungéo f : [0, L] — R:

£lt) = L/2—t, se0<t<L/2,
— 10, seL/2 <t < L.

Determine a série de Fourier da fungdo f : R — R dada por
f(t)=L—|t—L|, se—L<t<3Lef(t+4L)= f(t).
Determine a série de Fourier de senos da fungdo f : [0,L] — R, dada por

t, se0<t<L/4
f(t) = L/4, selL/4<t<3L/4
L—t se3L/4<t<L.




2.2 Séries de Fourier de Senos e de Cossenos de indices impares 231
A A A
L/2—y N=0 Ll2—y N=1 L/2—y N=2
t | t | t
™ ~_ _—1* ™
L L L
-L2—+ L2+ -L/2—+
A A A
L2 N=3 L2 N=4 L2 N=5
| ! | t B t
| |
L L L
-Lr2—+ -L2—+ L2+

Figura 2.26 — A funcdo f : [0, L] — R definida por f(t) = L/2 —t,set € [0,L/2] e f(t) = 0, caso contrério e as
somas parciais da sua série de Fourier de cossenos de indices impares, para N =0,1,2,3,4,5.

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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A A A
L/2—y N=0 Ll2—y N=1 L/2—y N=2
L L P L
I I I
L L L
-L/2—+ -L/2—+— -L/2—+
A A A
L2 N=3 L2 N=4 L2 N=5
| t —] i | E
1 I |
L L L
-L/12—+ L2+ -L/12—+

Figura 2.27 — A funcéo f : [0, L] — R definida por f(t) = L/2 —t,set € [0,L/2] e f(t) = 0, caso contrério e as
somas parciais da sua série de Fourier de senos de indices impares, para N =0,1,2,3,4,5.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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L N=0 L N=1
| | i | | i
| | - | | -
L 2L 3L L 2L 3L
Y =2 Y =3
L N= L N=
t t
| | f | | o
| | - | | -
L 2L 3L L 2L 3L

Figura2.28 — A fung¢do f : R — R definida por f(t) = L — |t — L|,se —t € [-L,3L] etal que f(t) = f(t+4L) e
as somas parciais da sua série de Fourier, para N = 0,1, 2, 3.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Séries de Fourier

2.3 Oscilagoes Forgadas com Forca Externa Periddica

Vamos supor que uma forga externa periddica F,x¢(t), com periodo T, é aplicada a
massa. Entdo a equagao para o movimento da massa é

mu'" + yu' + ku = Foy(t).

Supondo que a forca externa seja seccionalmente continua com a sua derivada
também seccionalmente continua, entdo como ela é periédica de periodo T, ela pode
ser representada por sua série de Fourier.

a o 2nmt & 2nrt
For(t) = 2 + Y aycos + Y busen
2 = - T
n=1 n=1
em que os coeficientes sdo dados por
ay = 2/gf(if)cosznmdt aran =0,1,2
n - T 7% T ’ p — U L4...

zndet. paran=1,2,...

2 %
by = T/gf(t)sen

2.3.1  Oscilagoes Forcadas sem Amortecimento

Neste caso a equacdo diferencial para o movimento da massa é
mu'" + ku = Foy(t) (2.21)

A solugdo geral é a soma da solugdo geral da equagdo homogénea correspondente
com uma solugdo particular da equacdo ndo homogénea. A equacdo homogénea
correspondente é

mu" +ku =0,

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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que é a equagdo do problema de oscilagdo livre ndo amortecida. A equagdo carac-
teristica é

mrr4+k=0 & r=+=+ Ei
m

Assim a solugdo geral da equagdo homogénea é

u(t) = cq cos (\/Et) —+ cpsen <\/zt>

Seja wy = \/% . Entdo a equagdo acima pode ser escrita em termos de wy como
u(t) = cq cos (wot) + cz sen (wot) . (2.22)
Assim a solugdo geral da equagdo ndo homogénea é da forma
u(t) = cq cos (wot) + cz sen (wot) + up(t).
Pelo método das coeficientes a determinar, devemos procurar uma solugdo particu-
lar da forma

ad 2nrt

211;lt
+ E Bi’l sen
n=1 '

up(t) = Ao+ Y, Ancos
n=1

em que A, e B, sdo coeficientes a serem determinados substituindo-se u,(t) na
2

equagdo diferencial (2.21). Temos que supor que wy #* nTn, paran = 1,2,3...

(por que?)
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Fex®

F =-kx

Fex

< ¥

Figura 2.29 — Sistema massa-mola forcado sem amortecimento

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011



2.3 Oscilagdes Forcadas com Forga Externa Periddica 237

Ay

0.5

-y

-0.5—+

Figura 2.30 — Parte ndo homoggénea, f(t) da equagdo do problema de valor inicial do Exemplo 2.13

-0.5+

Figura 2.31 — Solugdo do problema de valor inicial do Exemplo 2.13 para wy = 77/2.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Vamos considerar o problema de valor inicial

{ u’ 4+ wiu = f(t),
u(0) =0,u'(0) =0

1, 0<t«1
f(t):{ 1 2§1§t<2 etalque f(t+2) = f(t)

A solugdo geral da equacao diferencial é
u(t) = cq cos wot + cy sen wot + up(t),

em que uy(t) é uma solucdo particular. Como f é impar, seccionalmente continua
com derivada seccionalmente continua, ela pode ser representada por sua série de
Fourier de senos:
e}
f(t) =Y bysennnt.
n=1

com
nrt 2

1 2
bn:Z/ f(t)sennmtdt = —— coss
0 nm 0 nm

Vamos procurar uma solugdo particular da forma

ngk

up(t) = ) (Aycosnmt+ B, sennrt)

n=1

com coeficientes A;, B, a determinar. Vamos supor que a derivada da série seja igual
a série das derivadas:

[ee]
uy(t) = Y (—nmwAy, sennmt 4 nmB, cos nrmt),
n=1
[ee]
wy(t) = — Y (n*r* Ay cos nmtt + n* 7t By sennrit).

n=1
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Substituindo-se u,(t) e uy (t) na equagdo diferencial obtemos

— 2 n?m?( Ay cos nrtt + By, sen nt)

o0 o0
+ w% Z (A, cosnrt 4+ By sennrt) = Z b, sennrtt,
n=1 n=1
que podemos reescrever como
(o] [ee)
Y [Bu(w§ — n*m?) — by sennmt + Y _ (wf — n*m*) Ay cosnrtt = 0.
n=1 n=1
De onde obtemos
A, =0, B,= bn =1,2
n—VY, n—w(z)inzn_z, paran =1, ...

Assim uma solugdo particular da equagdo diferencial é

- b 2 & 1-(=1)"
- Z zinzzsennﬂ:t - — Z 2(72)2591'1”711
o= wy — N 7 = n(wf — n?m?)
A solugdo geral da equacgao diferencial é entdo
2.8 1 (-1)"
u(t) = 1 cos wot + cp sen wot + — Z (=1) sen nitt

7 = n(wi — n?n?)
Substituindo-se t = 0 e u = 0, obtemos ¢; = 0. Substituindo-se t = 0 em

1-(~1)"

cos nrtt
—n2m2

u'(t) = woco cos wot + 2 Z
n= 1600
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obtemos (1)
2 & (-1)"-1
0=—
27 W n; w3 — n?m?
Logo a solugdo do PVI é
7 X 1" —1 2 & 1—(=1)"
u(t) = ( ) 2)22> sen wot + — 2(72)2sennmf
wo =1 Wy — Nt =y n(wy — n?m)
4 = 1
= — sen wot
<w05(2n+1)2n2w%> 0

I
= (2n+ 1) (wE — (2n+1)2n2)

sen(2n + 1)t

Para encontrar u,(t) fizemos a suposicdo de que as derivadas da série eram a série
das derivadas. Seja

n=1
Entao
o0
uy(t) = Y uy(t),
n=1
[ee)
wy(t) =Y uy(t)
n=1
pois,
4 1
!/ t < =
0 < 2
4 n
" t < = .
OIS 7T w3 — n?m?
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Neste caso a equagdo diferencial para o movimento da massa é
mu" + yu' + ku = Fy(t) (2.23)

A solugdo geral é a soma da solugdo geral da equagdo homogénea correspondente
com uma solugdo particular da equacdo ndo homogénea. A equacdo homogénea
correspondente é

mu” 4+ qyu' +ku =0,
que é a equagdo do problema de oscilagdo livre amortecida. A equagdo caracteristica
émrr+yr+k=0eA =~2—4km
Aqui temos trés casos a considerar:
Se A = 7% — 4km > 0 ou v > 2v/km, neste caso

u(t) = cre’t + cpe’,

em que

=y EVA vy y2—dkm <0
N N 2m

1,2 o

Este caso é chamado superamortecimento.

Se A = 9% — 4km = 0 ou ¢ = 2v/km, neste caso
ot vt
u(t) = cre”2m + cote” 2m

Este caso é chamado amortecimento critico.

Se A = 9% —4km < 0ou 0 < ¢ < 2v/km, neste caso

t

n (1 cos pt + cp sen ut) (2.24)

=

)

u(t) =e"
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em que

V/4km — 2 7
H= g =V gy <@

Lo o 2r p
Aqui, p é chamado quase frequénciae T = — é chamado quase periodo. Este
caso é chamado subamortecimento.
Observe que nos trés casos a solucdo tende a zero quando ¢ tende a +co.

Seja u(t) = cquy(t) + cpup(t) a solugdo geral da equagdo homogénea correspondente.
Entdo a solugdo geral da equagdo ndo homogénea (2.23) é

u(t) = C1Lt1(t)+C2u2(t)+Mp(f)

em que u,(t) é uma solugdo particular. Pelo método dos coeficientes a determinar

[e9)

2nrtt
+ Z B, sen nr
n=1

T 4

2nrrt
T

up(t) = Ag+ ) Aycos
n=1

em que A, e B, sdo coeficientes a serem determinados substituindo-se u,(t) na
equacdo diferencial (2.23).

A solugdo geral da equagdo homogeénea correspondente, ciuj(t) + coup(t), é a
solucdo do problema de oscilacdo livre amortecida e ja mostramos que tende a zero
quando ¢ tende a 400, por isso é chamada solugdo transiente, enquanto a solucdo
particular, u,(t), permanece e por isso é chamada solugio estacionaria.
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F.=-yv Foxi®

o
x

Figura 2.32 — Sistema massa-mola forcado com amortecimento

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Figura 2.33 — Solugéo estaciondria do problema de valor inicial do Exemplo 2.14.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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Vamos considerar o problema de valor inicial

u" +3u' 4+ 2u = f(t),
{ u(0) =0,u'(0) =0

1, se0<t<1
f(t):{ 71 sel<t<?2 etalque f(t+2) = f(t)

A solucdo geral da equacao diferencial é
u(t) = cret + e + up(t),

em que up(t) é uma solugio particular. Como f é impar, seccionalmente continua
com derivada seccionalmente continua, ela pode ser representada por sua série de
Fourier de senos:

f(t) =Y busennnt
n=1
com

= Za- (-

1 2
bn:Z/ f(t)sennmtdt = —— coss
0 nri 0 nrm

Vamos procurar uma solugdo particular da forma
(o8]
up(t) = Y_ (Aycosnmt + B, sennt)
n=1

com coeficientes A, B, a determinar. Vamos supor que a derivada da série seja igual
a série das derivadas:

[ee]
uy(t) = Y (—nmwAy, sennyt 4+ nmB, cos nrmt),
n=1
[ee]
wy(t) = — Y (n*m* Ay cos nmtt + n* 7t By sen nrt)

n=1
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Substituindo-se u, (t), u},(t) e u} () na equagéao diferencial obtemos

- Z n??( A, cos nrtt + By sennitt)

[e0]
+3 2 (—nmA, sennmt + nnBy, cosnrt)

[e9)

+2 Z (A, cosnrt + By sennrt) = Z b, sennrtt,

n=1 n=1
que podemos reescrever como
Z —n?71%)B, — 3nmA, — by sennmt + Y ol2 — n?7t%) Ay, + 3n7By,] cos nrtt = 0.
=1 n=1
De onde obtemos o sistema
(2—n?m?)Ap+3nnB, = 0
—3nmA, + (2—n’n?)B, = by
que tem solucdo
3nh 2 —n*n?)b
A, = s g (2 —n?n?) " paran=1,2,...
A, A,

em que A, = 9n?72 + (2 — n?7%)2. Assim uma solucao particular da equagao dife-
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rencial é
up(t) = ni cosnnt—i—’;lzifz)b"sennnt
= i -1 cosnr[t—l—% i 2 nzﬂzrz(Aln— (_1)n) sennrtt
= —12 i ! cos(2n+1)m 4 i 2= o inl—i_Alz),irlz sen(2n + 1)t

n=0 S2n+1

que é a solugdo estaciondria. Para encontrar u,(t) fizemos a suposi¢do de que as

derivadas da série eram a série das derivadas. Seja

”p(t) = Z un(t)
n=1
Entdo .
uy(b) = ) up(t),
n=1
uy(t) = Y uy(t)
n=1
pois,
2.2
Wl (1)) < 120 4 2 2=
Ay
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Exercicios (respostas na pagina 268)
3.1. Considere a seguinte funcéo :

f(t):{ -1, se0<t<1

1 sel<t<2 etalque f(t+2) = f(¢)

(a) Encontre uma solugdo particular e a solugdo geral da equacgdo diferencial 2y” +y = f(¢).

(b) Encontre a soluc¢do do problema de valor inicial

{ 2y" +y = f(t),
y(0)=0, y'(0)=0

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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-y

Figura 2.34 — Termo ndo homogéneo da equagado do problema de valor inicial do Exercicio 3.2.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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3.2. Considere 0 .
t, se <t <
f(t):{ 21, sel<t<2 cfalaue ft+2)=f(1)

(a) Resolva o problema de valor inicial

Wt @ = £(1)
u(0) =0,u4'(0) =0,
parawg # (2k+ 1), parak =0,1,2,...

(b) Encontre a solugdo estaciondria do problema de valor inicial

{ u +3u’ +2u = f(t),
u(0) =0,u4'(0) = 0.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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203

Separando a integral em duas partes, usando a mudanca de varidveis t = —s na primeira parte e usando
o fato de que o cosseno e a fungdo f sdo pares:

o= 1 [ fyeos "M a
0 L
= %/ f(t) co n—mdt+L/()f(t)cosndet
= L/f cos —i—%/Lf(t)cosndet

nrs nrt nrt

=*fﬁf@o—f%+L/f os "t =2 [ (1) cos " a

Separando a integral em duas partes, usando a mudanca de varidveis t = —s na primeira parte e usando
o fato de que o seno é impar e a funcéo f é par:

1 (L nrt
b, = Z/_Lf(t)sen—dt

nrt

= %/0 f(t) sen —dt—f—L/Lf(t)senn—mdt
= L/f sen — L/f senn—mdt

- Z/Lf<s)seans+f/() f(t)seantzo

Separando a integral em duas partes, usando a mudanca de varidveis t = —s na primeira parte e usando




252

o fato de que o cosseno é par e a fungao f é impar:

1 (L nrt
= ZLLf(t) os " dt

nrt

= %/0 f(t)co —dt—i—L/OLf(t)cosndet
L nrw
= L/ f(—s) cos — +%/0 f(t)cosTtdt

nrms 1 /L nrt
= L/ f(s) cos —d +Z.0 f(t)cos—dt—O

Separando a integral em duas partes, usando a mudanca de varidveis t = —s na primeira parte e usando
o fato de que o seno e a fungdo f sdo impares:

1 (L nrt
b, = Z[Lf(t)sen—dt
1 /0 nrt
f/ f(t) sen—dt—i—L/f sen—dt

= L/f sen — L/f senn—mdt

nrtt nrt
—Z/Lf(s)seans—i—z/o f(t)sen —dt L/f sen—dt

Dividindo a integral em duas partes, fazendo a mudanga de varidveis t = L — s na segunda parte e
usando o fato de que

h(L—t) = —h(t), parate [0,L/2]
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obtemos

/OLh(t)dt — /OL/2h(t)dt+/:2h(t)dt

L/2 0
- / h(tydt+ [ h(L—s)(—ds)
0 L/2
L/2 0
- / h(tydi+ [ h(s)ds =0
0 L/2

Para h(t) = f(t)sen 27 temos que

—f(t)sen (2117“) = —h(t)

(L —t)

Assim segue da aplicagdo do item (a) que by = 0.

Para h(t) = f(t) cos 2/ temos que

2kmt(L —t) 2kt 2kt

h(L—t) = f(L—t)cos = —f(t) cos (an—L) —f(t) cos (—L)
—f(t) cos <2kLm> = —h(t)

Assim segue da aplicagdo do item (a) que ay; = 0.
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Fazendo a mudanca de varidveis s = 7 e integrando-se por partes duas vezes obtemos

1 pdL 1 pdL 12
= - tdt:—/ 2t == (d®> -3
“o L /cL 6 LJeL 3 ( )
1 pdL nrt 1 pdL nrt 2 nmd
Ay = Z/C f(t) COs Tdt: Z oL t2COSTdt 1’[37'[3 /’/”TC SzCOSSdS
L2 ’ nrd nrd
= 33 (s sens —2/ ssens)
n7r nrc nrc
LZ nmd
= —— ((52 —2) sens+25coss)
n 7t nrce
dL nt 1 L nt Lz o
b, = / n e dt = £ sen ——dt = / % sensd
n L f L sen 7’1371.'3 nrmc S Seneds
nnd
— n3n3 ( szcoss +2/ SCOSS)
L2 nrmd
- = 2 %) coss)
33 ( ssens + (2 —s) coss .
nrt
S = 3+ 21””C05T+ Z""SG“T
nrd
2
12, 5 4 2 ((s*> —2) sens +2scoss) o -
- < —c)+;n; e oS-
nrmd
12 (2ssens + (2 — s?) coss) ot

o0
= nrce
+ 3 Z 3 sen
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A funcdo é impar. A sua série de Fourier de periodo 2L é dada por

> t
Se(t) = Y busen %
n=1

com .
' nrtt 2 nr 2
bo=2 [ f(tysen "t =~ =
n Js f(t)sen T - coss

0 nrw

Assim os termos de indice par (com exce¢do do primeiro) sdo iguais a zero e neste caso a série de
Fourier de f é dada por
4.2 1 (2k+1)mt

sf(t):EkE)Zkﬂsen L

A funcdo é par. Logo a sua série de Fourier de periodo 2L é dada por

a > nrt
Sf(t):EO+ ZlanCOST
n=

L
2 (Zao( 9L - ao(fg}l),L)>
L
2

L
4y = z(zan(fgf’l),L)—an( g}g,L))
nrt
0o nznz(

-y ey =

nrm
ssens + coss)
0

L
= ——sens
nm

-0 ((~1)" - 1).

n2 2
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Assim os termos de indice par (com exce¢do do primeiro) sdo iguais a zero e neste caso a série de
Fourier de f é dada por

L 4E 1 (2k + )7t
Sf(t)_1+?,§)(2k+1)2cos L

A funcdo f é impar e periddica de periodo 2L. Logo a sua série de Fourier é da forma

d t
Se(t) = 2 by sen %
n=1
2 b nmx
bn = Z /0 f(x) sen de
1 0 1
= 2 (£ ) + Lu (A% ) — a0 )
2L nw/2 2], nm 2 nrm
= o2 (—scoss +sens) o T gncoss s (—scoss +sens) 2
AL (s T gen M) 1 2L o
N R B NV Tt
4L sen %
= 77127_[2 ’ n:1,2,3...
Entretanto alguns coeficientes sdo nulos:
by =0
4L(—1)k

boks1 = 2kt 122
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Assim a sua série de Fourier é dada por

4L & sen nrt
Se(t) = — Z:l . sen ——
n=
4L i (—1)" (2n+1)mt
o2 = (2n+1)? L
A fungdo f : [0,L] — R, dada por f(t) = t(L —t) = —t> + Lt
2 L 2 L, -212 .,
ay = f/o f(t)dt_Z/o (~#+Lhdt = —=+1L
a, = —ay( éi),L)+Lan( éi),L)
21 2.2 212
= TP ((n T —2) sennn—f—Znncosnrf) +n2—n2 (ntsennm + cosnm —1)
2L? 22
= 3 a(-cosnm—1)= W((—l)”H -1

Entretanto os coeficientes de indice impar sdo nulos. Podemos separar os termos em de indice par e de
indice impar

a1 =0
e —412 -2
T 2K2n? T ken?

by = —bu(fo7, L)+ Lbu(f), 1)
212 o 2172
= 3.3 (2n7tsenn7r+ (2 —n°m ) COS N7t — 2) + ) (—nmcosnm+ sennr)
412 412

— +1
W(—cosnn%—l) = n37r3((_1)n +1)
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Entretanto os coeficientes de indice par sdo nulos. :
by =0

812
b1 = s

2 21% 212& (-1)"'—1  nmrt
Sce(t) = ———+—= Zicos—
f 2 6 2 = n?
L2 22 12& 1 2n7t

- 2T Rl

412 & (=) 41 amt
Ssp(t) = = 21 3 sen —
n=
812 & 1 (2n+1)mt
= — sen
s ng%] (2n+1)3 L
0 nrt 2 nr
apg = 26!0(f1/2 17 L) =1a, = 2ﬂn(f1(/)2’1/L) = %sens B 5511;12 ’

nn 2((—1)"—cos 1)

1 2&sen™®  pmt 1 2.& (—1)" (2n+ 1)t
R e I =P U o b
2 & cos Bt — (=1)" nrt
Ss¢(t) = En;l . sen ——
3nm
0 0 e 2(sen 3T _gen 17L)
ag = 2“0(f1(/2;,3/4fL) =1, a, = 2ay f1(/21,3/4'L) = %sens Co=m e e

2 T 2(cos 347 —cos 1)

0
bn:2bn(fl(/21’3/4,L):—ﬁcoss = o
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1 2 & senT _gen!X nrtt
Scf(t)zi—ﬁ—;z 4 . 4 cos ——
n=1
2 & cos T — cos T nrtt
Ss.(t) = = 4 4 i
£(t) nn;l ” sen —

(ao(f1/21r ) — Lﬂo(ff(/])zv ) :%’

2L((—1)"—cos &
(‘Zn(f1/21/ ) — 2f1/21' )):TZ

L —1)"4+2sen %%
bnzz(bn(fl/z’l, )—%bn(fl/ll, )) (n(=1)"+2sen %)

L 2L & (—1)" —cos it nrt
Sce(t s+ — -
Cf( ) ) + 2 n;l n2 L
L & nm(—1)"+2sen t nrt
Ssp(t) = ——5 —
s¢(t) =) n;l 2 L

ap =2 (“O(fé,ll)/4fL) + %ao(fl((/]zls/zl’l’) + LQO(]%(%J’L) N
=2 (s (£330 D) + b L) + Lon( b 1) = (3 1)) =
by =2 (bn (fé,l1)/4' L)+ %bﬂ (f1(%,3/4' L)+ Loy (f3(921,l’ L)- b”(fé}zlfl’ L)>

cos I + cos 3T —1 — (—1)"

aO(fgSZL,l/ L)) = %

2L(cos " +cos 34T —1—(—1)")

2L(sen "t 4-sen <4

3L 2L
SCf(f)Zf‘i‘? Z n2

sen 2 ”” + sen 31" nrtt

sz = 7t2 Z senT.

7
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VY N=o
1
\/ \/l
I I -
-1 1

A funcdo é par, continua por partes, de periodo igual a 2. Logo a sua série de Fourier é dada por

S¢(t) = %0 + Y amcosmmt

m=1

a = z(ﬂo(féﬂ)fm_”O(féfll)’l)>

1 = 2(an(fy] 1)~ an(fy) 1))

2 nrt nrt
= psens| —m(ssensqtcoss)o
2 n 2 n
= 0= ((F1) 1) = s (1) - 1),

Assim os termos de indice par (com excecdo do primeiro) sdo iguais a zero e neste caso a série de
Fourier de f é dada por

S¢(t)

N \

iz Z cos(2k + 1)t
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Como a fungdo f é continua por partes com derivada f’ também continua por partes, entdo a série
de Fourier de f, S¢(t), converge para f(t) nos pontos onde f é continua, que é o caso de t = 0. Logo

5¢(0) = f(0) = 1.
Como a série de fourier é periédica de periodo fundamental igual a 2, entdo
S¢(t+100) = S¢(t+50-2) = Sg(t).

Assim,

1 1 1
S¢(100.5) = S¢(100 + E) = Sf(i) =5
Além disso, para t = 1/2 a fung¢do f também é continua, logo

5(1005) = S7(3) = f(3) = 5.

Estendo-se f ao intervalo [—L, L] de forma que ela seja par obtemos uma série de Fourier em que os
coeficientes dos termos de senos sdo nulos. Os coeficientes podem ser obtidos da tabela na pagina
202.

a0 =2a0(f0), L) =2, ay =2a,(f\],L) =0,
f(t) = 1, para0<t<L

Estendo-se f ao intervalo [—L, L] de forma que ela seja impar obtemos uma série de Fourier em que
os coeficientes dos termos de cossenos sdo nulos. Os coeficientes podem ser obtidos da tabela na
péagina 202.

_ _(_1\n
by = 2bn( ég),L):_Z(cosnn D _20-(=1) )

nrt nrt
2. & 1—-(-1)" nt 4 & (2n+1)7rt
f(t) = ;Z#sen— %; n—l—l T , para0 <t <L

Assim os termos de indice par da série de senos sdo nulos.




262

Estendo-se f ao intervalo [—L, L] de forma que ela ndo seja nem par nem impar obtemos uma série
de Fourier em que os coeficientes os termos de cossenos e de senos sdo ndo nulos. Por exemplo, se
a fungao f é estendida ao intervalo [—L, L] da forma da a seguir

] 0, se-L<t<0
f(t)_{l, se0<t<L

entdo os coeficientes que podem ser obtidos da tabela na pédgina 202 sdo dados por.
0 0
ag = ao(fé,l),L) =1, a,= an(fé,l),L) =0,

~cosnr—1 _1—(=1)"

bn = ba(fy), L) =

nrw nr
1 1&1-(-1)" nmt 1 1& 1 (2n+1)mt

) = 4= =4 , —L<t<L

f(t) Z—i-nn;l sen — 2+7Tn§62n+1sen 7 para
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2. Séries de Fourier de Senos e de Cossenos de Indices Impares (pagina 229)

2.1. (a) Dividindo a integral em duas partes, fazendo a mudanga de varidveis t = 2L — s na segunda parte
e usando o fato de que
h(2L —t) = —h(t), parate€ [0,L]

/OZLh(t)dt - /OLh(t)dtJr/LZLh(t)dt
L 0
= /Oh(t)dt+/L h(2L —s) (—ds)
L 0
_ /()h(t)dt+/Lh(s)ds:0

(b) Dividindo a integral em duas partes, fazendo a mudanga de varidveis ¢ = 2L — s na segunda parte
e usando o fato de que

obtemos

h(2L —t) = h(t), parat e [0, L]

/OZLh(t)dt - /OLh(t)dt—i—/LZLh(t)dt
= /OLh(t)dt+/Loh(2L—s)(—ds)
= Lh(t)dt— Oh(s)ds:Z Lh(t)dt
Jy erde= | J

(c) Para h(t) = f(t)sen % temos que
h(2L—t) = f(2L— t)sen% = f(t) sen <2k7't— 2]2<Zt> = f(t) sen (—ZIZCT)

= —f(t)sen (2];;1?) = —h(t)

obtemos

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Assim segue da aplicagdo do item (a) que by = 0.
Para h(t) = f(t) sen M temos que

naL—) = faL—psen EEDTED = ) sen ((2h-+ ) - HHT)

= f(t)sen (7‘[ - (2k—;L1)7rt> = f(t) sen (W) = h(t)

Assim segue da aplicagdo do item (b) que

by = L/f ) ————dt parak=0,1,2,..
Para h(t) = f(t) cos 27 temos que
B 2km(2L —t) 2kt 2krtt
h(2L—t) = f(2L—1) 08— = f(t) cos <2k7t 5L ) f(t) cos < 5L )

= —f(t)cos <212(Zt> = —h(t)

Assim segue da aplicagdo do item (a) que ay; = 0.
Para h(t) = f(t) cos M temos que

haL-1) = L 1cos EEVEEEED — g cos (k4 1y - DT

—f(t) cos <7r - (Zk—ng)ﬂt) = f(t) cos (W) = h(t)

Assim segue da aplicagdo do item (b) que

doki1 = L/f 2k+1) —————dt parak=0,1,2,...
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Lembrando que a integracdo deve ser feita no intervalo [0, 2L]:

L
okl = 4<2“2k+1(f0(£ ZL)—ﬁ2k+1(fé%) 2L)>
— E 4 ¥sens (Zkf‘l) _4 ZL(ssenS—l-COSS)’(ZkJZl)n
2 (2k+1)m 0 (2k + 1)272 0

B 8L | g DT
T (k+1)72n2 8Ty

8L & 1—cos (2]{“) (2k + 1)t
Scif(t) = =3 Z 2k+1) cos “——

L
b1 = 4 <2b2k+1 (féol)/zL) — bokiq (féll)sz)>
i1 /1

(k1) (2k+1)7
L -1 3 2L 3
_ L, 1 L, |
7 4 (2k+1)ncoss‘o (2k+1)2712( $COss + sens) .
B 2L (2k+1)m

. 2L & (2k+1)m —4sen (Zkzl)” (2k 4+ 1) 7tt
Ssiplt) = 22 k;] (2k 1) T

A fungéo é impar e simétrica em relacdo a reta t = L. Logo a sua série de Fourier é uma série de senos de
indices fmpares.
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bay1

2n+1) @n+1)mt .,

ZL/f

<b2n+1 (fo,l/zr L))

8L (2n+1)m/2
(—scoss + sens) ‘0

(2n +1)%m2
8L (@n+ 1) o8 2n+1)m sen (2n+1)m
(2n +1)%m2 2 2 2
Bsen 2yt _ BLL' o154
(2n+1)272  (2n+1)2g2" © 7T
54 i (21’1—|—1)7‘[t
= 2n+1 2L

A fungdo é simétrica em relagdo a reta t = L/2. Logo a sua série de senos de Fourier tem somente os

termos de indice impar.

bay1

S LCE

2n+1) @nt)mt

1
4 <b2n+1 (fo,1/4' L)+ 1b2n+1(f1(/21,1/2f L)>

(2n +1)%m2 (

41, (2n+1)m/4 L (2n+1)7/2

—5C0s S + sens) . mcoss

(2n+1)mt/4

4L sen (@2n+1)m

4 n=0,1,23...

(2n+1)2m12 ’
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4L &2 sen% (2n+1)mt

Ssp(t) = ?r;) an 1) sen T

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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248

Como f : R — R é continua por partes com a derivada f’ também continua por partes, impar e
periédica de periodo igual a 2 podemos escrevé-la em termos de sua série de Fourier como

f(t)=Y_busennnt, parat¢Z.

n=1
com . ) o ) )
by = 2/0 f(t)sennmtdt = g oSSl = E((—l) -1)
A solugdo da equagdo homogénea correspondente é

V2

2
y(t) = cq cos %t + cp sen 71‘

Podemos procurar uma solugdo particular da forma

(o]
y(t) = Y (A, cosnmt + B, sennt)

n=1

com coeficientes A,;, B;, a determinar.

y'(t) =Y (—nmA, sennnt + nnB, cos nimt)

y'(t) == Y (n*n* Ay cosnrt + n*i* B, sennt)

Substituindo-se y(t) e y”(t) na equagdo diferencial obtemos

-2 Z n?m* (A, cos nrtt + By senntt) + Z (A, cosnrt + By sennrt) = Z b, sennrt
n=1

n=1 n=1
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Y [(Bu(1 —2n°7%) — by]sennmt+ Y Aycosnmt) =0
n=1 —

n=1

Substituindo-se t = 0 e t = 1 obtemos

b
A, =0, Bn:m, paran:1,2,...
Assim uma solugdo particular da equagdo diferencial é
= by 2 & (- -
t) = t=— t
yp(t) n;ll—an 5 senn nngln(l—an ey sen 17t

A solugdo geral é entdo

2 V2, 22 (—1)t -
y(t) = c; cos 5 tHeasen ——t+ — nX::1 (1= 227 sen ntt
y(0) = 0 implica que ¢c; = 0. Logo,
VI VR (-1 -1
'(t) = cp—-cos ——t+2 t
y(t) =c2 5 COs + 7;1—2712712@5”7[
Substituindo-se t = 0 e y’ = 0 obtemos
© (—1)r -1
=-2V2
e \[n;l 1—2n2m2
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A solugdo geral da equacédo diferencial é
u(t) = c1 cos wot + ca senwot + up(t),

em que u,(t) é uma solugao particular. Como f é par, seccionalmente continua com derivada secci-
onalmente continua, ela pode ser representada por sua série de Fourier de cossenos:

ap >
t) = — it
f(t) > +n§:1ancosn

com

ap = 2010(f(§,11)11):1r

Vamos procurar uma solugdo particular da forma
[e.9)
up(t) = Ag+ Y (Ancosnmt + By sennt)
n=1
com coeficientes Ay, B, a determinar. Vamos supor que a derivada da série seja igual a série das

derivadas:

uy(t) = Y (—nmwAy sennt + nyB, cos nrt).

[ee]
wy(t) = — Y (n*7* Ay cos nmtt + n®7i* By sen nrit)
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Substituindo-se u,(t) e uy(t) na equagdo diferencial obtemos

[ee]
— Y n?7*(Apn cosnrtt + By sen nrtt)
n=1

(A (A t+B H)y=2 4 t
+ wi( O+n¥1 ncosnrtt + By senntt) > ; ay, COS NTT
(e}
ZB” 2 — n?n?) sennmt + wiAg — ?0 2 2 —n*r?) —ay]cosnmt =0
n=1
De onde obtemos
El() an
Ay= —, Ay=———, B,=0, aran=12,...
0 2w} T W2 — 22 " p

(e )
ap n
up(t) = ——1—2 ———— cosnrt
p 2 2 _ 2.2
2wy D Wy — nETT

1 2 & (-D)"-1
22 7 MR =)
A solugdo geral é entdo

u(t) = cq coswot + cp senwot + — 5

Substituindo-se t = 0 e u = 0, obtemos
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Substituindo-set =0e u’ = 0 em

2.2 1—-(-1)"
u'(t) = —wocy senwot + wocp cos wot + = Y (=1

———————sennmnt
7 = n(wi — n?n?)

obtemos c; = 0. Logo a solugdo do PVI é

u(t) = 2 i 1- ()" L cos wot + + 2y —1)" -1 cos nrt
B = w3 n27r2 2w 22 T 2 = n2 3 — n2m2)
1 1
= 5 Z P cos wot
<7T —(2n+1)%n 2w0>

Z 1
7r2 (2n 4+ 1)2((2n 4+ 1)27% — W3)

cos(2n + 1)t

-0.5—+
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A solugdo geral da equacédo diferencial é
u(t) = cre™t e + up(t),

em que u,(t) é uma solugao particular. Como f é par, seccionalmente continua com derivada secci-
onalmente continua, ela pode ser representada por sua série de Fourier de cossenos:

ap ad
ft) = > + Y aycosnmt

n=1
com
a = 2m(fy),1)=1,
2 n
o = 2a,(f),1) = s(cosnm—1) = ——((~1)" - 1),
2 & (—1)"—
fi&) = -+= cos nrt
2 712”;) 2

Vamos procurar uma solugdo particular da forma

up(t) = Ao+ Y (Ancosnmt + By sennrt)

n=1

com coeficientes Ay, B, a determinar. Vamos supor que a derivada da série seja igual a série das
derivadas:

o0
wy(t) = Y (—nmA, sennnt + nnB, cosnmt),

[ee]
uj(t) = — Y (n*m* A, cosnrtt + n* . B, sennt)
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Substituindo-se u,(t), u},(t) e u}(t) na equagéao diferencial obtemos

- Z n? % (A, cos nrtt + By sennit)

+3 Y (—nmA, sennmt + nmB, cos nit)

a0

o
+2(Ao+ Y (Ancosnmt + B, sennmt)) = >

o
+ Z a, cosnrt
n=1 n=1

que podemos reescrever cComo

Y [(2 = n*7*)B, — 3nmwAy] sennt

+2A0——+Z —n*71?) A, + 3n7By, — ay) cos nrtt = 0.
n=1

a
De onde obtemos Ay = ZO e o sistema de equagdes

(2 —n?m?)A, +3nB, = ay,
—3nmwA, +(2—-n?>7*)B, = 0
que tem solucdo
2 22
Ap = %/ B, = 371A7Wn, paran =1,2,...
n n
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em que A, = In?m? + (2 — n?7%)2. Assim uma solugéo particular da equagao diferencial é

® (2 —n2m? © 3
up(t) = % + n;l % cosnrt + ;1;1 m-:l" sen ntt
1 2 & 2-n?7)((-1)"—-1) 6 & (—1)"—1
= Z—i_?’; 2A, cosn7rt+;r;n7Ansennnt
1 4 & (2n+1)2r%-2 12 & 1
= -+ %5 ——cos(2n+ 1)t — — — —sen(2n + 1)t
4 = (2n+1)280, 4 ( ) i’ ng{) (2n +1)A2p41 ( )
que é a solugdo estaciondria.
AU
0.5+
— | | | | | | | -
1 2 3 4 5 6 7 8 t
-0.5—+

Julho 2011 Reginaldo J. Santos



Neste capitulo estudaremos a equagdo do calor unidimensional usando o método de
separacdo de variaveis e as séries de Fourier.

Pode-se mostrar que a temperatura em uma barra homogénea, isolada dos lados, em
funcdo da posigdo e do tempo, u(x, t), satisfaz a equagdo diferencial parcial

w20
ot  ox2

chamada equacdo do calor em uma barra. Aqui « > 0 é uma constante que depende
do material que compde a barra é chamada de difusividade térmica.

276
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Vamos determinar a temperatura em fun¢do da posi¢do e do tempo, u(x, t) em uma
barra isolada dos lados, de comprimento L, sendo conhecidos a distribui¢do de tem-
peratura inicial, f(x), e as temperaturas nas extremidades, T; e T, que sdo mantidas
constantes com o tempo, ou seja, vamos resolver o problema de valor inicial e de
fronteira (PVIF)

ou o2 o%u

ot o2

u(x,0) = f(x), 0<x <L

u(0,t) =Ty, u(L,t) =T,
Vamos inicialmente resolver o problema com T; = T, = 0, que chamamos de
condi¢des de fronteira homogéneas.

ou ,0%uU

_— =N —

ot dx?

u(x,0) = f(x), 0 <x <L

u(0,t) =0, u(L,t) =0
Vamos usar um método chamado separacdo de varidveis. Vamos procurar uma
solucdo na forma de um produto de uma fungdo de x por uma fungéo de t, ou seja,

u(x,t) = X(x)T(f).

Calculando-se as derivadas parciais temos que

2
%i‘ ~ X()T() e 37”2‘ — X/()T ().
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Substituindo-se na equagdo diferencial obtemos
X(x)T'(t) = a®X" (x)T(t).
Dividindo-se por a?X(x)T(t) obtemos

X'(x) 1Tt

X(x) ~ a2 T(b)

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de
t. Isto s6 é possivel se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

X'(x) _ 1 T() _

X(x) a2 T(t)

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias com condi¢des de fronteira:

X"(x) = AX(x) =0, X(0)=0, X(L)=0 (3.1)
T'(t) — a®AT(t) =0 (3.2)

As condigdes X(0) = X(L) = 0 decorrem do fato de que a temperatura nas extremi-
dades da barra é mantida igual a zero, ou seja,

0=u(0,t) = X(O)T(t) e 0=u(Lt)=X(L)T(t.

A equagdo X" (x) — AX(x) = 0 (a sua equagdo caracteristica é r> — A = 0) pode ter
como solucoes,

SeA>0: X(x)= creVAT 4 cpeVAX,
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SeA >0:
Substituindo-se x = 0 e X = 0 na solugdo geral de X"/ — AX =0,

X(x) = 16V 4 cpe VAR,
obtemos que 0 = ¢1 + ¢, ou seja, c; = —cy. Logo
X(x) = c1(eVA* — g VAx),

Agora substituindo-se x = L e X = 0 obtemos que ¢; (eVAL —e=VALY — o,
Logo, se ¢1 # 0, entdo

e =e

o que s0 é possivel se A = 0, que nédo é o caso.

SeA=0:
Substituindo-se x = 0 e X = 0 na solugdo geral de X" — AX =0,

X(x) = c1 + c2x,

obtemos que c¢; = 0. Logo
X(x) = cpx.

Agora substituindo-se x = L e X = 0 obtemos coL = 0. Logo, também ¢, = 0.

SeA <O0:
Substituindo-se x = 0 e X = 0 na solugdo geral de X" — AX =0,

X(x) = ¢y sen(vV—Ax) + ¢z cos(v/—Ax),

obtemos que c; = 0. Logo

X(x) = ¢y sen(v/—Ax). (3.3)
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Agora substituindo-se x = L e X = 0 em X(x) = ¢; sen(v/—Ax), obtemos
cpsen(v—AL) = 0.
Logo se c; # 0, entdo v/ —AL = nm, paran =1,2,3,...

Portanto as condigdes de fronteira X(0) = 0 e X(L) = 0 implicam que (3.1) tem
solugdo ndo identicamente nula somente se A < 0 e mais que isso A tem que ter
valores dados por

n2m?

Lz’
Substituindo-se estes valores de A em (3.3) concluimos que o problema de valores de
fronteira (3.1) tem solu¢des fundamentais

A=— n=123...

Xy(x) = senn—zfx, paran =1,2,3,....

Substituindo-se A = — ”ZLQZ na equagdo diferencial (3.2) obtemos
2,22
acneTT
T'(t) + 2 T(t) =0,

que tem solucdo fundamental

222

Tu(t) =e 2 ', paran=1,23,...

Logo o problema

n_ P

ot ox2

u(0,t) =0, u(L,t) =0.
tem solugoes solu¢des fundamentais

nx _o2n?n?

Mn(xft):Xn(x)Tn(f):senTe 7' paran=1,23,...




281

W _ 2%
ot ox?
u(0,t) =0, u(L,t) =0.

Combinagdes lineares das solu¢des fundamentais sdo também solugdo (verifique!),
N N 2,22
NITX _atninsy
t) = Cnlin(x,t) = cpsen —e 12,
) El nthn (X, 1) n;l n I

Mas uma solugdo deste tipo ndo necessariamente satisfaz a condigdo inicial

u(x,0) = f(x),

para uma fung¢do f(x) mais geral.
Vamos supor que a solu¢do do problema de valor inicial e de fronteira possa ser
escrita como uma série da forma

2,22

© © N7TxX _ acn<m
t) = Z Cnthn (x, 1) = Z cnsen——e 12 ! (3.4)
n=1 n=1
Para satisfazer a condicdo inicial u(x,0) = f(x), temos que impor a condicdo
f(x) =u(x,0) = E Cn sen?
n=1
Esta é a série de Fourier de senos de f(x). Assim, pelo 25 184,

se a fungdo f : [0,L] — R é continua por partes tal que a sua derivada f’ também
seja continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo dados por

L/f en—dx n=1,23... (3.5)

Vamos verificar que realmente (3.4) com os coeficientes dados por (3.5) é a solucao
do problema de valor inicial. Claramente (3.4) satisfaz as condi¢des de fronteira e a
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condicdo inicial é satisfeita para os valores de x € (0, L) tais que f(x) é continua. Va-
mos ver que (3.4) satisfaz a equacdo do calor. Cada termo da série satisfaz a equacao
do calor. Basta provarmos que podemos passar as derivadas para dentro do sinal de
somatorio. Isto decorre da aplicagdo do Teorema 2.7 na pagina 198 usando o fato de

que
ou R S e S
= (x, t)' <M 2 <e 2 1>

ot

d _a2r2 A\
Cn ab;n (x/ t)‘ S M% (E 12 t1>

2

9 Uy nznz _A,znzt n
Cn ax2 (x,t)’ < MT e 12 1

paraM:%foL\f(x)]dx, 0<x<L 0<t<t<t,n=1273,...eque

© 120272 [ i22 0\
e L2 < oo,

2
n=1 L
=) 2.2 n
nrt b sl

L () <o
n=1

o Tl271'2 —“2”21? n

E T e 2 1 < ©0.
n=1

Observamos que a temperatura em cada ponto da barra tende a zero quando ¢ tende

a +o0, ou seja,

fim o) = 3

Cn (lim un(x,t)> =0, paraxe€[0,L],

t—o0

[1e
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que decorre da aplicagdo do Teorema 2.8 na pagina 200, usando o fato de que

_vzznzt n
lenttn (2, £)] < M (e 5 1)

para0 <t <t<t, 0<x<L, n=123...e

[ nzﬂzt n
y (e # ) < oo.

n=1

Vamos considerar uma barra de 40 cm de comprimento, isolada nos
lados, com coeficiente « = 1, com as extremidades mantidas a temperatura de 0° C
e tal que a temperatura inicial é dada por

f(x)— x, se0<x<20
] 40—x, se20<x <40

Temos que resolver o problema de valor inicial e de fronteira

o _ o
ot 0x2
u(x,0) = f(x), 0 <x <40

u(0,¢) =0, u(40,t) =0
A solugido é entdo

o
NITX _ nn?
u(x, t) = Z Cy sen ﬁe T600
n=1

em que ¢, sdo os coeficientes da série de senos de f(x), ou seja, usando a tabela na
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y _ y _ y _
20—+ t=0 20—+ t=10 20—+ t=20
10—+ 10—+ 10—+
X X X
f — f ™ f >
20 40 20 40 20 40
y _ y _ y —
20 t=40 20— t=80 20 t=160
10—+ 10—+ 10—+
| = | e N
20 40 20 40 20 40
y _ y _ y _
20 t=320 204 t =640 20-L t=1280
10—+ 10—+ 10—+
e X I | X ! ] X
I Al T — T 1
20 40 20 40 20 40

Figura 3.1 — Solucéo, u(x, t), do PVIF do Exemplo 3.1 tomando apenas 3 termos ndo nulos da série.
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pégina 202, multiplicando por 2 os valores obtemos:

40

o= = 20/ f(x sen—dx

= 2 40) + 400, (£, 40) — by (£} |, 40

Vl(foll/zr ) =+ Vl(f1/2,1r ) n(fl/z,y )
80 nr/2 80 nmn 80

= 22 (—scoss + sens) o 088 e (—scoss +sens)

_ 10 (fgcosE +sen@> + 80 osE

o2\ 2 2 2 n 2

160 sen ¢

- W,n=1,2,3...

Entretanto coeficientes de indice par sdo nulos:
ok =0
160(—1)*

k1 = k1122

Portanto a solucdo do problema é

160 & sen ZF X _nn?
) = ~ 1600
u(x,t) 7 y; 3 e
IR S VY VRS )
o = (2n+1)? 40

3.1.2 Condicoes de Fronteira Ndo Homogéneas

nrt

nmr/2

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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ou ,0%uU

o o2

u(x,0) = f(x), 0<x <L

u(O, t) =T, U(L, i’) =1
Observe que uma func¢do somente de x (derivada parcial em relagdo a t nula), tal que
a segunda derivada (em relagdo a x) é igual a zero satisfaz a equagdo do calor. Assim,

v(x, t) =Ty + <T22T1> x

satisfaz a equagdo do calor e as condig¢oes de fronteira u(0,t) = Ty e u(L,t) = Tp. O
que sugere como solugdo do problema inicial a fungéo

u(x, t) =o(x, t) +up(x,t),

em que up(x, t) é a solugdo do problema com com condigdes homogéneas, ou seja,

222,
12

T, —T d
u(x,t) =Ty + (ZLl> X+ n;lcn sen L7ere
Para satisfazer a condigdo inicial u(x,0) = f(x), precisamos que

T, —T; > nmx
f(x):T1+( L >X+ZCnsenL

n=1
ou ainda,
flx) =T — (T22T1> x = i c,wen?.
n=1
Esta é a série de Fourier de senos de f(x) — Ty — (%) x. Assim, pelo 25

184, se a funcdo f : [0, L] — R é continua por partes tal que a sua derivada




287

f' também seja continua por partes, entdo os coeficientes da série de Fourier de senos
L-Ty .
de f(x) — Ty — (T) x sdo dados por

2 rL T — T nrix
Cn:Z/o [f(x)—T1—< ZL 1>x}sende,n—1,2,3---

Observe que

. B h,—-T
tlggu(x, =T+ (L) x, parax € [0,L]

ou seja, quando f tende a mais infinito, a solugdo u(x, t) tende a solucado

T, —T
e (2.

chamada solucdo estaciondria ou solugdo de equilibrio. Observe que a solugdo
estaciondria é solugdo do problema

ou ,0%uU
a o2
u(x,0) = f(x), 0 <x <L
u(0,t) =Ty, u(L,t) =T,

=0

Vamos considerar uma barra de 40 cm de comprimento, isolada nos
lados, com coeficiente &« = 1, com as extremidades mantidas a temperaturas de 10°
C e 30° C e tal que a temperatura inicial é dada por

Flx) = 104+2x, se0<x<20
o 70—x, se20<x<40
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Temos que resolver o problema de valor inicial e de fronteira

o _ o
ot 0x2
u(x,0) = f(x), 0 <x <40

u(0,t) =10, u(40,t) = 30
A solugédo é entdao

TX n2n? ¢

n
=1 ———e¢~ 1600
u(x,t) =10+ = +chsen 406

2
em que ¢, sdo os coeficientes da série de senos de

X 3x, se0<x<20
“w_fwyﬁo_z_{6o—§,yﬂogxgm

ou seja,

40 3 1 0 3 1
& = 2 / )sen = dx = 2 (an( finy2r40) + 60bu (£} 1,40) — Sbu(f] /)2,1,40)>

nt/2 120
= SCOSS sens
n2 2( + ) 0

nrt

s nmw 120
n/2 n2m?

(—scoss+sens)

nw/2

240 nr 120

= 53 (— 5 cos(nm/2) +sen(n7r/2)> + Ecos(nn/z)
240 sen %t

= ———,n=123...

n2 2




289

Portanto a solucdo é dada por

0 © l n27rz
u(x,t) = 10+ ; = Z 2 Je_ Teoo !
40 & (Zn +1)mx _@nr122%
= 10+ = —|——22 2 +1 0 e 1600

Observe que
lim u(x,t) =10 + %’ parax € [0, L]

t—oc0

ou seja, quando f tende a mais infinito a solugdo tende a solugdo estacionaria

v(x,t) =10+ g
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50+

40+

t=160

40

50

t=20

50—

40+

t=320

40

50+ t=80

20 40

50 t = 640

40+

20 40

Figura 3.2 — Solucéo, u(x, ), do PVIF do Exemplo 3.2 tomando apenas 3 termos ndo nulos da série.
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316

Encontre a temperatura u(x,t) em uma barra de metal com 40 cm de comprimento, isolada dos
lados e que estd inicialmente a uma temperatura uniforme de 20° C, supondo que &« = 1 e que suas
extremidades sdo mantidas a temperatura de 0° C.

Determine o tempo necessario para que o centro da barra esfrie a temperatura de 10° C.

Encontre a temperatura u(x, t) em uma barra de metal com 40 cm de comprimento, isolada dos lados e
que estd inicialmente a uma temperatura uniforme de 20° C, supondo que & = 1 e que suas extremidades
sdo mantidas a temperatura de 0° C e 60° C respectivamente. Qual a temperatura estaciondaria?

Resolva o problema de valor inicial e de fronteira usando o método de separacdo de variaveis

ou d%u Jdu
ar —ax2 TPax

u(x,0) = f(x), 0<x <L
u(0,t) =0, u(L,t)=0
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Vamos determinar a temperatura em fun¢do da posi¢do e do tempo, u(x, t) em uma
barra isolada dos lados, de comprimento L, sendo conhecidos a distribuigdo de tem-
peratura inicial, f(x), e sabendo que as extremidades sdo mantidas também isoladas,
ou seja, vamos resolver o problema de valor inicial e de fronteira (PVIF)

W _ 2%

of 02

u(x,0) = f(x), 0<x <L
ou ou

Vamos procurar uma solugdo na forma de um produto de uma fungédo de x por uma
fung¢do de ¢, ou seja,

u(x, t) = X(x)T(t).
Calculando-se as derivadas parciais temos que

Ju y *u I
Tl X(x)T'(t) e 32 = X" (x)T(t).

Substituindo-se na equagdo diferencial obtemos
X(x)T'(t) = a?X" (x)T(t).
Dividindo-se por a?X (x)T(t) obtemos
X"(x) 1 T(¢)

X(x) a2 T()
O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de
t. Isto s6 é possivel se eles forem iguais a uma constante
X'x) _ 1T _
X(x) a2 T(t)
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Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias com condi¢des de fronteira:

X"(x) = AX(x) =0, X'(0)=0, X'(L)=0 (3.6)
T'(t) — a®AT(t) =0 (3.7)

As condigdes X'(0) = X'(L) = 0 decorrem do fato de que a barra esté isolada nas
extremidades, ou seja,

oz%mﬂ:xwﬂﬂeoz%@ﬁ:xwﬂw

A equagdo X" (x) — AX(x) = 0 pode ter como solugdes,
SeA>0: X(x) = c1eVAT o cpemVAX,

SeA=0: X(x) =c1 +cpx.

Se A < 0: X(x) = c1sen(yv/—Ax) + ¢ cos(y/—Ax).

As condigdes de fronteira X' (0) = 0 e X’(L) = 0 implicam que
SeA>0:

Substituindo-se x = 0 e X’ = 0 em X'(x) = VA(c1e¥** — coe~VA¥), obtemos
que 0 = ¢; — ¢, ou seja, c = ¢1. Logo

X(x) = c1(eVA¥ 4 o VAx),

Agora substituindo-se x = L e X’ = 0 obtemos v/Acy (eVAL — = VALY, Logo, se
¢1 # 0, entdo

eﬂL VAL

= —37
0 que ndo é possivel se A > 0.

SeA=0:
Substituindo-se x = 0 e X’ = 0 em X’(x) = ¢y, obtemos que ¢, = 0. Logo

X(x) = (1.
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SeA <O0:
Substituindo-se x =0e X/ =0 em

X'(x) = V/—A(c1 cos(vV —Ax) — casen(v —Ax)),
obtemos que c; = 0. Logo
X(x) = cpcos(vV —Ax). (3.8)
Agora substituindo-se x = Le X’ = 0 em
X'(x) = V—Acy sen(v —Ax),
obtemos
cpsen(v —AL) = 0.
Logo, se c; # 0, entdo /—AL = nrm, paran =1,2,3,.... Logo
2.2

n=rr

A=

n=123...

Portanto o problema de valores de fronteira (3.6) tem solugdo ndo nula somente se

n2m?

Lz’

Substituindo-se estes valores de A em (3.8) vemos que o problema de valores de
fronteira (3.6) tem solug¢ées fundamentais

A=0 ou A=-— n=123...

Xo=1 e Xn(x)zcosn—zx, paran =1,2,3,....

Substituindo-se A = — ”ZLQTZ na equacao diferencial (3.7) obtemos

a2n? 2

T'(t) + 2

T(t) =0
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que tem como solugdo fundamental

_ a2n? 2

Tu(t) =cpe 12 t, paran=0,1,23,....

Logo o problema

ou 50U

—_— =N —

ot 0x2

Jdu Jdu

a(o,t) =0, g(L,t) =0.

tem solugdes fundamentais

0¢2P127T2
un(x,t) = X (x) Ty (t) = cos nTﬂx[ 12 paran=0,1,2,3,....

Combinagdes lineares das solugdes fundamentais sdo também solugdo (verifique!),

_ a2n2n? t
12

N N
u(x, t) = Y cuttn(x,t) = Y _ cycos ?e
n=0 n=0

Mas uma solugdo deste tipo ndo necessariamente satisfaz a condigdo inicial u(x,0) =
f(x), para uma fungdo f(x) mais geral. Vamos supor que a solugdo do problema de
valor inicial e de fronteira seja uma série da forma

_ 2n?72 ¢
12

u(x, t) = Y cuttn(x,t) = Y _ cycos %e (3.9)
n=0 n=0

Para satisfazer a condigdo inicial u(x,0) = f(x), temos que ter

(e )

f(x) =u(x,0) =Y cycos n—zx
n=0
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Esta é a série de Fourier de cossenos de f(x). Assim, pelo 24
181, sea fungao f : [0, L] — R é continua por partes tal que a sua derivada f’ também
seja continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo dados por

L/f x)dx, cn = 7 /f coshdx, n=1,23...  (310)

Vamos verificar que realmente (3.9) com os coeficientes dados por (3.10) é a solucao
do problema de valor inicial. Claramente (3.9) satisfaz as condi¢des de fronteira e a
condicdo inicial é satisfeita para os valores de x € (0, L) tais que f(x) é continua. Va-
mos ver que (3.9) satisfaz a equagdo do calor. Cada termo da série satisfaz a equacao
do calor. Basta provarmos que podemos passar as derivadas para dentro do sinal de
somatorio. Isto decorre da aplicacdo do Teorema 2.7 na pagina 198 usando o fato de
que

ou a2n2m? _Paln?
CnT:(x, t)‘ S MTE 12 t1
ou _ a?nn2
Cn ax” (x,t)’ < M—=— o h
o2u, 22 2nin?
Cn 52 (x,t)| <M e IZ

paraM:%fOL\f(xﬂdx, 0<t <t<t, 0<x<x<x<L n=123,...eque

0 “2,12”26 “2’[22"2 "

12 =
n=1
[e) 2
nrt a n? 71 f
Z L < %,
n=1
© 4272 _ o2,
e 2 1 <oo.
L2

n=1
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Decorre da aplicagdo do Teorema 2.8 na pagina 200, usando o fato de que

2,22
lcnttn(x,1)| < Me "2 h

para0 <t; <t <t), 0<x<x<xp <L, n=123...e

©  2u2x?,
1

Y e 7 <o,

n=1
que
[e9)
lim u(x,t) = ¢ ¢y | im u,(x,t) | = ¢, arax € |0,L
fimu(et) =co+ L e (Jimun(e)) = parax e 0.1
ou seja, quando f tende a mais infinito, a solugdo u(x,t) tende a solugdo constante

e igual ao valor médio da temperatura inicial, chamada solu¢do estaciondria ou
solucdo de equilibrio.

Vamos considerar uma barra de 40 cm de comprimento, isolada nos
lados, com coeficiente # = 1 e as extremidades também isoladas, ou seja,
ou ou

g(olt) = 5(40,15) =0

e tal que a temperatura inicial é dada por

Flx) = x, se0<x<20
T ] 40—x, se20<x<40

Temos que resolver o problema de valor inicial e de fronteira

u  du

oz ot
u(x,0) = f(x), 0 <x <40
ou ou
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20+

t=40

20+

t=10

20+

t=280

20

t=20

20+

t=160

10

20 40

Figura 3.3 — Solucéo, u(x, t), do PVIF do Exemplo 3.3 tomando apenas 3 termos ndo nulos da série.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar)
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A solugéo é entdo

ad nnx
x,t) = c —_—
) n;() n COS = o=e

2.2
_ntnty

1600

em que ¢, sdo os coeficientes da série de cossenos de f(x), ou seja,

1 40 i 1
g = E/ f(x)dx =10,
40
o = 20/ fx cosﬁdx
1 1
= 2 (bulfyy)0,40) +40b,(£{)) 1,40) — bu(f{}} 1,40 )
nm/2 80 nrm

= W(ssens—l—coss) . —i—Esens m/z—m(

160 nrm 80

T 22y T T 22

2c0s L —1— (—1)"
el S S L
n2m
Entretanto alguns termos sdo nulos:
cok+1 =0
2coskm —2 (—1)k -1
oo =80 k2 =40 22
e
Cr.o] = 0
c _ 40 -2 ~ 80
2(2141) — (21—1—1)27'[2 (21_|_1)27-[2

ssens + coss)

nrt

nm/2
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Portanto a solucdo é dada por

2cos It —1— (—=1)" n2n2
u(x,t) = 10+ — Z (=1 cos n;‘(c)xe_mt
© 1 n27'[2
= 10+ Z cos n27'(c)x€7 w0 !
(2n +1)mx _eni122?,
_ Z e 400
2n +1)2 20

Observe que a solugdo tende a v(x, t) = 10, quando ¢ tende a mais infinito, que é a
solucéo estaciondria.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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321

Considere uma barra com 40 cm de comprimento , « = 1, isolada dos lados e que esté inicialmente a
temperatura dada por u(x,0) = 3x/2,0 < x < 40 e que as extremidades estdo isoladas.

Determine u(x, t).

Qual a temperatura estaciondaria?

Resolva o problema de valor inicial e de fronteira usando o método de separagdo de varidveis

ou  d%u

g - ﬁ +u
u(x,0)=f(x), 0<x <1
du Jdu

- — — = >
(0,0 =0, =-u(1,1)=0,t>0
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3.3 Condicoes de Fronteira Mistas e Equag¢ao nao Homogénea

3.3.1  Condicoes de Fronteira Mistas

Vamos resolver o seguinte problema de valor inicial e de fronteira que corresponde
ao problema do calor em uma barra de comprimento L que do lado esquerdo esta
mantida a temperatura zero e do lado direito é mantida isolada.

o

of  ox2

u(x,0)=f(x), 0<x<L
Jdu

u(0,t) =0, a(L,t) =0

Vamos procurar uma solugdo na forma de um produto de uma fungédo de x por uma
fung¢do de ¢, ou seja,
u(x, t) = X(x)T(t).

Derivando e substituindo na equagao diferencial obtemos
a*X"(x)T(t) = X(x)T'(t)

que pode ser reescrita como
X"(x) 1T

X(x) a2 T(h)

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de
t. Isto s6 é possivel se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

X"(x) 1T

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordinarias com condi¢des de fronteira

X"(x) —AX(x) =0, X(0)=0, X'(L)=0 (3.11)

T'(t) — a®AT(t) =0 (3.12)
As condigdes de fronteira X(0) = X'(L) = 0 decorrem do fato de que
0=u(0,t) = X(0)T(t) e 0= g—Z(L, t) = X'(L)T(t).

A equagdo X" (x) — AX(x) = 0 pode ter como solugdes,
SeA>0: X(x)= c1eVAX 4 cpe=VAX,

SeA=0: X(x) =c1 +cox.

Se A <0: X(x) =cysen(v/—Ax) + cp cos(v/ —Ax).

As condigdes de fronteira X(0) = 0 e X’(L) = 0 implicam que

SeA>0:
Substituindo-se x = 0 e X = 0 em X(x) = c1eVA¥ 4 cpe=VAX obtemos que
0 = ¢y + ¢, ouseja, c = —c1. Logo

X(x) = cl(eﬁx —e‘ﬁx).

Agora substituindo-se x = L e X' = 0 em X’(x) = v/Acy (eV}¥ + e~ VA¥), obte-
mos que se ¢ # 0, entdo

VAL _ ~VAL
0 que ndo é possivel se A > 0 (s6 é possivel se A = 0).
SeA=0:
Substituindo-se x = 0 e X = 0 em X(x) = ¢ + ¢, obtemos que ¢; = 0. Logo

X(x) = cpx.

Substituindo-se x = L e X’ = 0 em X'(x) = ¢, obtemos que também c, = 0.
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SeA<0:
Substituindo-se x = 0 e X = 0 em X(x) = c;sen(v/—Ax) + ¢z cos(v/ —Ax),
obtemos que c; = 0. Logo

X(x) = cqsen(v/—Ax).

Agora substituindo-se x = Le X’ = 0em X'(x) = v/ —Acp cos(v/—Ax), obtemos

que se ¢ # 0, entdo
cos(v—AL) =0

o que implica que

vV —AL = (271—}—%)71/ paran =0,2,3,...
Logo
(2n +1)272

A=—
412

,n1=0,1,23,...

Portanto o problema de valores de fronteira (3.11) tem solugdes fundamentais

2n+1
Xoua1(x) = sen %, paran =0,1,2,3,...
2.2
Substituindo-se A = — % na equagdo diferencial (3.12) obtemos
2 2.2
a*(2n+1)°m
')+ ——— L " T(t) =
que tem como solugdo fundamental
_ a2(2n+1)2712

Tonia(t)=¢ 42 ' paran=0,1,23,...
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Logo o problema formado pela equagdo diferencial parcial e as condi¢oes de fron-
teira tem solugdes fundamentais
(2n 4+ 1)mx _ e’
u2n+1(x, i’) = X2n+1(x)T2n+1 (t) = sen T)E 412
Além disso, combinagdes lineares dessas solucdes sdo também solugao

N N 2 2.2
21’l+1 X _ % (2n+1)~ ¢
u(x,t) = 2 Cony1tiont1(X,t) = Z Con418€n %6 412

n=0 n=0

Vamos supor que a solugdo do PVIF seja a série

© © 21+ 1)rx _eent?n?
u(x,t) = 2 Cons1tiant1(X,t) = Z Con41 €N %6 412
n=0 n=0

Entdo, para satisfazer a condicdo inicial u(x,0) = f(x), temos que impor a condi¢do

oo 2n+1)mx
f(x) =u(x,0) = 2 Cont1 sen%
n=0

Esta é a série de Fourier de senos de indice impar de f(x).

Assim, pelo 29 220, se a fungdo f : [0,L] — R é continua por
partes tal que a sua derivada f’ também seja continua por partes, entdo os coeficien-
tes da série sao dados por

2n+1
Contl = ZL/ f ) dx'

paran =0,1,2,3...
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Vamos considerar uma barra de 40 cm de comprimento, isolada nos
lados, com coeficiente # = 1, a extremidade da esquerda mantida a temperatura
zero e extremidade da direita isolada, ou seja,

(0, ) = %(40») —0

e tal que a temperatura inicial é dada por

f(x)— 0, se0<x<20
T ] x—20, se20<x<40

Temos que resolver o problema de valor inicial e de fronteira

Fu_on
0x2 ot
u(x,0) = f(x), 0 <x <40
Ju
0,t) =0, —(40,t) =0
u(0,6) =0, 2440,
A solugédo é entao
Ked (2n+1)mx _@ns12a2,
,f_‘ = B 6400
u(x,t) n;)cznﬂ sen %0 e

em que ¢, sdo os coeficientes da série de senos de indice impar de f(x), ou seja,

1 0
Cokp1 = 4 (bzkﬂ(f}iérgo) - 20b2k+1(f§ér80)>
oL (2k+21)7r L . (2k451)71
= 4. 7(2k+ N (—scoss +sens) @i T 4. 7(2}(_‘_ i cos s Eony
_ 8L (k+1)m ~sen (k+ 1)\ 2L o8 (2k+1)m
(2k + 1)272 4 2k + 1) 2
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Portanto a solucdo é dada por

(2k+1)7t (2k+1)7
4 (sen 2 SenTg ) cos (Zkzl)” (2k 4+ 1)7‘[te_ 12l

,§0 2k +1)27 T Tk+1) | 80

u(x,t) = 8—7_([)

Julho 2011 Reginaldo J. Santos



308 Equacéo do Calor Unidimensional

201 t=0 201 t=20 201 t=80
10+ 10+ 10+
X X X
| | | | |
I I I I I I
20 40 20 40 20 40
y _ y _ y _
201 t=320 0L t=1280 201 t=5120
10—+ 10—+ 10+
X X X
| | ] Il |
I = I | T |
20 40 20 40 20 40

Figura 3.4 — Solucao, u(x,t), do PVIF do Exemplo 3.4 tomando apenas 6 termos ndo nulos da série.
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3.3.2 Equacao do Calor ndo Homogénea

Considere o seguinte PVIF

ou 282u
5 ¢ @4‘8(9()

u(x,0)=f(x), 0<x<L

u(0,t) =Ty, u(L,t) =To
Vamos mostrar que a solugdo deste problema é dada por

u(x, t) =v(x) +up(x,t),

em que v(x) é a solugdo do problema de fronteira

220" = —g(x)
{ ZJ(O) = Tl, U(L) = T2

e up(x,t) é a solugdo do PVIF homogéneo com condigdes de fronteiras homogéneas
ou  ,0%u
_— =N —
ot dx?
u(x,0) = f(x) —o(x), 0<x <L
u(0,t) =0, u(L,t) =0

Calculando as derivadas temos que
du _ du
ot ot

u  %u 1
=52 ~ 28

ox2  9x2 a2

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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Substituindo-se na equagdo diferencial

ou o%u
o Vo =8

obtemos

u(x,0) = v(x) +up(x,0) = v(x) + f(x) —v(x) = f(x),
u(0,t) = v(0) + up(0,t) = v(0) = Ty,
u(L,t) =v(L) +up(L,t) =v(L) = Tp.

Como mostramos quando estudamos o problema homogéneo com condi¢des de

fronteira homogéneas
lim ugp(x,t) = 0.
; 0 ( )

Logo

lim u(x,t) = v(x) + tlim up(x,t) =v(x), parax € [0,L]
— 00

t—o0

ou seja, quando f tende a mais infinito, a solugdo u(x,t) tende a v(x), chamada

solucdo estaciondria ou solugio de equilibrio.

Vamos considerar uma barra de 40 cm de comprimento, com coefici-
ente # = 1, com as extremidades mantidas a temperaturas de 10° C e 30° C e tal que

a temperatura inicial é dada por

X
=10 s
f(x) + sen 50"
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Vamos resolver o problema de valor inicial e de fronteira

ot 9x2 ' 640 80

u(x,0) = f(x )—10+105en78t 0<x<40

u(0,t) =10, u(40,t) =30
A solugédo é entdao
u(x,t) =o(x) +up(x,t),

em que v(x) é a solugdo do problema de fronteira

v(0) =10, v(40) =30
e up(x,t) é a solugdo do PVIF homogéneo com condigdes de fronteiras homogéneas

o _ P
ot 0x2
u(x,0) = f(x) —v(x), 0 <x <40

u(0,t) =0, u(40,t) =0

Logo

v(x )—105en%+4+10

nritx 112712t
u(x,t) = IOSen% +7 X 110+ Z Cnsen = T

em que ¢, sdo os coeficientes da série de senos de

fx) = o(x) = =3
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ou seja,

1 1
= 2(—411,1( é,l)>>

20 n

= —nz—nz(—scoss—ksens)
2 20(—1)"

= —Ocos(nrc) = M, n=1,273...
nm nm

Aqui usamos a tabela na pédgina 202, multiplicando por 2 os valores. Portanto a
solucdo é dada por

sen ——e 1600
n 40

u(x,t) = 10sen =+ +10+

20 i (=" X _n2n2,
80 4 7T !

=1

Observe que

. T X
tlgzlo u(x,t) =o(x) =10 sen oo+ + 10, para x € [0,40]

ou seja, quando ¢ tende a mais infinito a solugédo tende a solugédo estaciondria

X X
=10sen — + = + 10.
v(x) = 10sen 30 t1 0
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50 t=0 50 t=20 50 t=80
40—+ 40—+ 40—+

X X X
| | | | | |
I I I I I I
20 40 20 40 20 40
50 t=160 S0 t=320 S0 t=640
40+ 40+ 40+
30+
20+
10+
X X X
| | | | | |
I I I I I I
20 40 20 40 20 40

Figura 3.5 — Solucao, u(x, t), do PVIF do Exemplo 3.5 tomando apenas 3 termos ndo nulos da série.

Julho 2011
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Resolva o seguinte problema de valor inicial e de fronteira que corresponde ao problema do calor em
uma barra de comprimento L que do lado esquerdo é mantida isolada e estd mantida a temperatura fixa
igual a zero do lado direito.

ot ox2

u(x,0) = f(x), 0<x <L
ou

a(o,t) =0, u(L,t)=0.

Resolva o seguinte problema de valor inicial e de fronteira que corresponde ao problema do calor em
uma barra de comprimento L que do lado esquerdo estd mantida a temperatura fixa T; e do lado direito
é mantida isolada.

o _ o

of  ox2

u(x,0) = f(x), 0<x <L
Ju

u(ol t) - Tl/ a(L/ t) - 0

Resolva o PVIF e determine a solugdo estaciondria.

w3
ot 9xz 40
u(x,0) =20, 0 < x <40

u(0,t) =0, u(40,t) = 60
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60

50

40+

30

20—

10+

t=40

Figura 3.6 — Solucao, u

20 40

60

50—

40+

30—+

20—+

10+

t=10

60

50—+

40+

30—+

20—+

10—+

20 40

t=280

20 40

60

50—

40—+

30—+

20—+

10+

t=20

60—+

50—+

40+

30—+

20—+

10—+

20 40

t=160

20 40

(x,t), do PVIF do Exercicio 3.3 tomando apenas 10 termos ndo nulos da série.
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3.4 Respostas dos Exercicios

1. Extremidades a Temperaturas Fixas(pdgina 291)

1.1.  (a) Temos que resolver o problema

o
ot 0x2
u(x,0) = f(x) =20, 0 < x <40

u(0,£) =0, u(40,t) =0

A solugédo é entdo

s nx _
u(x/ t) = n;lcn sen ﬁe nl600 t

em que ¢, sdo os coeficientes da série de senos de f(x), ou seja,

1 40 nmwx
Cn = %A f(x) Sen(ﬂ)dx
_ 2(20bn(f(§ﬁ),40))
2 nr
= —20—coss
nrm
40
= E(l—cos(nrc))
40 oy _
= nn(l (-1, n=1,23...

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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Portanto a solucado é dada por

40 S 1-(-1)" nx _n?a2
) = — T600
u(x,t) - n;l ” sen —5-¢
80 ad 1 (2n+1)7t 7(2;1+1)27r2t
= =) sen xe 1600
T =VIES! 40
2
& 2 \" ~Tomo ! 80 1
|u(x,t)|§802<61600t) _80 ¢ — = —— , para 0 < x < 40,
T, 3 nl—eflgwt nelgwt—l

é equivalente a

Ou seja, se

1600 80 1600 80
> T+ = — 4 ~
t - In <|u(x,t)| 1) - In (10 1 200 segundos,

entdo a temperatura no centro da barra serd menor ou igual a 10° C.

Temos que resolver o problema

o _ o
ot 0x2
u(x,0) = f(x) =20, 0 < x < 40

u(0,£) =0, u(40,t) = 60

A solugédo é entdo
n27'[2

3 [ee)
u(x, t) = Tx + Z;lcn sen %fﬁf
n:
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em que ¢, sdo os coeficientes da série de senos de

3x 3x
= A o Wi
§(¥) = fl) -5 =20->
ou seja,
1 (40 nmx
= %/0 g(x) sen(ﬁ)dx
0 3 1
- 2 (20bn (f3140) = Sbu f0(,1>,40))
) coss 120 (—scoss + sens) "
B 0o n2m?
120
= ——(cos(nm)—1)— pop) (—nrmcos(nm))
_1\n
_ 00+2(=1)Y 55
nrm
Portanto a solucéo é dada por
[ee) 71
u(x,t) = i 4; Z sen nigxegfégg t
Quando ¢ tende a mais infinito a solugdo tende a solugdo estacionéria v(x, t) = 3%

Vamos procurar uma solu¢do na forma de um produto de uma fun¢do de x por uma fungéo de ¢, ou seja,
u(x,t) = X(x)T(t).
Derivando e substituindo na equacao diferencial obtemos

X(x)T'(f) = X" (x)T(t) +2X' (x)T(t)
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que pode ser reescrita como

X"(x)+2X"(x)  T'(t)
X(x) OT(t)
O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de t. Isto s6 é possivel
se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

X"(x)+2X'(x) _ T'(t) Y
X(x) T(t)

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias com condicdes de fronteira X(0) = X(L) = 0 que
decorrem do fato de que 0 = u(0,t) = X(0)T(t) e 0 = u(L,t) = X(L)T(¢):

X" (x) 42X’ (x) — AX(x) =0, X(0)=0, X(L) =0 (3.13)
T'(t) — AT(t) =0 (3.14)

A equagdo X" (x) +2X'(x) — AX(x) = 0 pode ter como solugdes,
SeA > —1: X(x) =ce"1HVITAY L op(-1-VIHA) x,

SeA=—1: X(x) =cre " +cpxe ™.

SeA < —1: X(x) =cie *sen(v/—1—Ax)+ e *cos(v—1—Ax)).

As condigoes de fronteira X(0) = 0 e X(L) = 0 implicam que (3.13) tem solugdo ndo identicamente nula
somente seA < —1, mais que isso A tem que ter valores dados por

n2 2

A=l

n=123,...
ou seja, o problema de valores de fronteira (3.13) tem solucao

X(x) = c1e” " sen ?, paran =1,2,3,....
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Substituindo-se A = —1 — ”ZLQTZ na equacdo diferencial (3.14) obtemos
n?m?
T(t)+ (1+ T)T(t) =0

que tem solucdo
Vl27'[2
T(t) = cpe e 127 Y paran=1,23,....

Logo o problema formado pela equacéo diferencial parcial e as condi¢des de fronteira tem solugoes fun-

damentais -
ner
Yo't

un(x,t) = X(x)T(t) = e *'sen nTe

Além disso, combinagges lineares dessas solugdes sdo também solugdo

N N 2 2
u(x,t) = 2 Cnttn (x, 1) = 2 che ¥ tsen L oL
n=1 n=1 L
Vamos considerar as séries
d 0 Tx _n2n2
u(x,t) = Z un(x,t) = Z cne *tsen %e 2 b
n=1 n=1

Mas para satisfazer a condigdo inicial u(x,0) = f(x), temos que impor a condigdo
= nmx
= , 0 = * _
f(x) =u(x,0)=e n;cnsen T

Esta é a série de Fourier de senos de f(x)e*. Assim, se a fungdo f : [0,L] — R é continua por partes tal
que a sua derivada f’ também seja continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo dados por

2 (L . Nmx
cy = Z/o f(x)e seanx, n=123...
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301
Temos que resolver o problema
o _ P
ot 9x2
u(x,0) = f(x) =3, 0<x <40
ou ou
0,t) =0, 40,t) =0
27 (08) =0, 5-(40,1)
A solugédo é entdo
u(x,t) =Y cycos %ejlzégg f

n=0
em que ¢, sdo os coeficientes da série de cossenos de f(x), ou seja,

1 40
cp = E/ f(x)dx = 30,
40
= 20/ f(x cos—dx
3 120
= 2 <2an(f0’1 )) =72 (ssens + coss)
(—1)7 -1
- 12071277_[2,”:1,2,3
Portanto a solugao é dada por
120 (-1)" -1 NIx _ a2,
u(x,t) = 30+ﬂ—n;1 " cos 0 e~ 1600
B @ > 1 (2n +1)mx

= 0= 2(2n+1) RTi

nrt

0

- (2n+1)2712

1600
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lim u(x, t) = 30.

t—o0

Vamos procurar uma soluc¢do na forma de um produto de uma funcio de x por uma fungéo de ¢, ou seja,
u(x,t) = X(x)T(f).
Calculando-se as derivadas parciais temos que

2
%‘ XWOT(#) e 2= X'(x)T().
Substituindo-se na equagdo diferencial obtemos
X(x)T'(t) = X" (x)T(t) + X(x)T(t).
Dividindo-se por X (x)T(t) obtemos
X'(x) _T'(t)
X(x) — T(t)
O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de t. Isto s6 é possivel
se eles forem iguais a uma constante

+ 1.

X"(x)  T'(t)
X(x) _ T()

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordinédrias com condi¢des de fronteira:

X"(x) — AX(x) =0, X'(0) =0, X'(1) =0, (3.15)
T'(t)+ (1 - A)T(t) =0 (3.16)
A equacdo X" (x) — AX(x) = 0 pode ter como solugdes,

SeA>0: X(x) = c1eVA* 4 cpe VAR,
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SeA=0: X(x) =c1 +cox.
SeA <0: X(x) =crsen(v/—Ax)+cacos(v/—Ax).

As condigdes de fronteira X' (0) = 0 e X'(1) = 0 implicam que (3.15) tem solugdo ndo identicamente nula
somente se A < 0. Mais que isso A tem que ter valores dados por

A=—-n*n?, n=0,1,23,...
ou seja, o problema de valores de fronteira (3.15) tem solu¢des fundamentais

Xu(x) = cosnmx, paran =0,1,2,3,....

2.2

Substituindo-se A = —n“7r” na equagcédo diferencial (3.16) obtemos
T'(t) + (1 4+ n?7*)T(t) =0
que tem como solugdo fundamental

T.(t) = e_(”2”2+1)t, paran =0,1,2,3,....

2
Logo o problema formado pela equagdo diferencial parcial %{ = 37;[ + u e as condicdes de fronteira
ou ou . .
E(O' t) = g(l, t) = 0 tem solug¢des fundamentais

un(x,t) = X, (x) T, (t) = cos(nmx e~ (2Tt paran = 0,1,2,3,....
p

Vamos supor que a solugdo do problema de valor inicial e de fronteira seja uma série da forma

(0]

u(x, t) = Z cntty(x,t) = e ! 2 €y COS nrxe L (3.17)
n=0 n=0
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Para satisfazer a condicdo inicial u(x,0) = f(x), temos que ter

oo}

f(x) = u(x,0) = ) _ cycosnmx.
n=0
Esta é a série de Fourier de cossenos de f(x). Assim, pelo Corolario 2.4 na pdgina 181, se a fungado

f :10,1] — R é continua por partes tal que a sua derivada f’ também seja continua por partes, entdo os
coeficientes da série sdo dados por

1 1
co = / f(x)dx, ¢, = 2/ f(x)cosnmxdx, n=1,2,3... (3.18)
0 0

3. Condig¢oes de Fronteira Mistas e Equac¢ao nao Homogénea (pagina 314)
3.1. Vamos procurar uma solugdo na forma de um produto de uma fungdo de x por uma fungdo de ¢, ou seja,
u(x, t) = X(x)T(t).
Derivando e substituindo na equacao diferencial obtemos
w? X" (x)T(t) = X(x)T'(t)

que pode ser reescrita como
X"(x)  1T()

X(x) a2 T()

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de t. Isto s6 é possivel
se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

X"(x) 1T()

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordinarias com condi¢des de fronteira

X"(x) = AX(x) =0, X'(0)=0, X(L)=0 (3.19)
T'(t) — a®AT(t) =0 (3.20)

As condigoes de fronteira X' (0) = X(L) = 0 decorrem do fato de que

0= %(o, ) =X'(O)T(t) e 0=u(Lt)=X(L)T(t).

SeA >0:

Substituindo-se x = 0 e X’ = 0 em X'(x) = VA(c1eV ¥ — cpe=VA¥), obtemos que 0 = ¢ — ¢, ou
seja, ¢ = c1. Logo

X(x) = ¢1(e¥VAF + e VAT),
Agora substituindo-se x = Le X = 0 em X(x) = cl(eﬁx + e_ﬁx), obtemos que se ¢; # 0, entdo

VAL VAL

e = —e

0 que ndo é possivel.

SeA=0:
Substituindo-se x = 0 e X’ = 0 em X(x) = ¢p, obtemos que ¢, = 0. Logo

X(x) = 1.

Substituindo-se x = L e X = 0 em X(x) = ¢1, obtemos que também ¢; = 0.

SeA <O0:
Substituindo-se x = 0 e X’ = 0 em X'(x) = v —A(c3 cos(v/—Ax) — casen(v/—Ax)), obtemos que
c1 = 0. Logo
X(x) = cpcos(V —Ax).
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Agora substituindo-se x = Le X = 0 em X(x) = ¢ cos(v/—Ax), obtemos que se ¢; # 0, entdo

cos(vV—AL) =0

o que implica que v —AL = M, paran =0,2,3,.... Portanto
2 1)2 772
A= —%, n=0,123,...

Portanto o problema de valores de fronteira (3.19) tem solu¢des fundamentais

2n+1
Xon11(x) = cos %, paran =0,1,2,3,...
2.2

Substituindo-se A = —% na equacao diferencial (3.20) obtemos

a?(2n +1)%m?

T'(t) + ———52"—T(t) =
que tem como solugdo fundamental
_ o?(2n+1)2 2

Tonsr(t) =e 42 ' paran=0,1,23,...

Logo o problema formado pela equacio diferencial parcial e as condi¢des de fronteira tem solugées fun-
damentais . -
a“(2n+1)“m
(2n+ 1)nxe_% t
2L

Além disso, combinagges lineares dessas solugdes sdo também solugdo

Uppy1 (%, t) = Xopi1(x)Tonq1(t) = cos

N N 2 2.2
2n+1)mx _« (2n+1)=m ¢
u(x,t) = Y copgations1(x, 1) = ) copq1cos (T)E 412

n=0 n=0




327

Vamos supor que a solucdo do PVIF seja a série

0 0 2n 4+ 1)mx _2en+1)?A2 ¢
u(x,t) = Y conprtians1 (1) = ) Cony1c08 %6 4
n=0 n=0

Entdo, para satisfazer a condigdo inicial u(x,0) = f(x), temos que impor a condigdo

ad 2n +1)mx
f(x) =u(x,0) = ) cony1cos %
n=0

Esta é a série de Fourier de cossenos de indice impar de f(x).

Assim, pelo 2.10 225, se a fungdo f : [0,L] — R é continua por partes tal que a sua
derivada f’ também seja continua por partes, entdo os coeficientes da série sdao dados por
(2n —l— 1)
c = % dx.
2n+1 5L / flx

paran =0,1,2,3...

Observamos que v(x, t) = T é uma solugdo da equagdo

v ,0%U
o~ o=
que satisfaz as condicdes
ou
u(0,t) =Ty, E(L,t) =0

Logo a solugdo do problema é
u(x, t) =o(x,t) +up(x,t),
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em que ug(x, t) é a solugdo de

o _ o

of  ox2

u(x,0) = f(x), 0<x <L
Jdu

u(0,t) =0, g(L,t) =0

Assim,
(2n+ l)nxe_M ¢

00
u(x,t) =Ty + 2 Cop41 S€N oL 412

n=0

é a solugdo do problema da valor inicial e de fronteiras se

(2n+1)mx

00
M(X,O) = f(x) = T1 + 2 Cop+1 S€N oL

n=0
ou seja, os coeficientes sdo dados por

2 (L 2n +1)mtx
cmr = 7 [ 170~ Ti]sem 21U g

A solugdo de

év(x) = 3xz. A solugéo de

80
u_ Pu
of  ox2?
u(x,0) :20—3x2, 0<x<40

80
u(0,t) =0, u(40,t) =0
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[eN

[e9)
N7TX _ n2n?
u(x, t) = Z CnSeN — =e 100 f
n=1

em que c, sdo os coeficientes da série de senos de

—op_ 32
g(x) =20 50~

ou seja,

1 40 nmx
= E/o g(x)sen(ﬁ)dx

3
=2 (201;,1( féﬁ>,4o) — gobn( féi),40))

40 nm 120 nm
= —Ecosso s (255ens+(2—52> coss) 0
40 120 5
= E(cos(nn) 1) e ((2 n°mt°) cos(nr) 2)
40 (27%n2(—1)" — 6(—1)" + *n® 4 6)

_ s L n=1,23...

Portanto a solucéo é dada por

3 5, 40 & 2m2n?(—1)"—6(—1)"+m?n?+6  nmx _nx?,
e~ 1600
3 3 T
Quando t tende a mais infinito a solugédo tende a solucdo estacionéaria

3
v(x) = %xz.




Pode-se mostrar que o deslocamento vertical de cada ponto de uma corda elastica
homogénea como fung¢do da posicdo e do tempo, u(x, t), satisfaz a equagdo diferen-
cial

u  ,0%u

o~ "o
chamada equagdo da corda eldstica. Aqui a > 0 é uma constante que depende do
material que compoe a corda e mostraremos que € a velocidade de propagacdo das
ondas na corda.
Vamos determinar o deslocamento vertical em func¢do da posicao e do tempo, u(x, t),
de cada ponto de uma corda de comprimento L presa nas extremidades, sendo co-

330
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nhecidos o deslocamento inicial de cada ponto da corda, f(x), e a velocidade inicial
de cada ponto da corda, g(x), ou seja, vamos resolver o problema de valor inicial e
de fronteira (PVIF)

P _ i
o2 " ox?

ou
u(x,0) = f(x), g(x,O) =g(x),0<x<L
u(0,t) =0, u(L,t) =0

A solugdo deste problema é a soma da solucdo do problema com deslocamento ini-
cial nulo (f(x) = 0),

0%u ,0%u
—_— =0 —
ot2 0x2
d
, alt‘(x,O) —g(x), 0<x<L

u(0,£) =0, u(L,t) =0

com a solugdo do problema com velocidade inicial nula (g(x) = 0),

Fu _ ot
otz " 9x2
u(x,0) = f(x), ,0<x<L

u(0,£) =0, u(L,t) =0.
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Vamos determinar o deslocamento vertical em func¢do da posicao e do tempo, u(x, t),
de cada ponto de uma corda eldstica de comprimento L presa nas extremidades,
sabendo-se que o deslocamento inicial de cada ponto da corda é dado por f(x), e
que a velocidade inicial de cada ponto da corda é nula, ou seja, vamos resolver o
problema de valor inicial e de fronteira (PVIF)

u  ,9%u

o~ " o

u
u(x,0) = f(x), E(x,O) =0,0<x<L

u(0,¢£) =0, u(L,t) =0

Vamos procurar uma solugdo na forma de um produto de uma funcédo de x por uma
funcdo de ¢, ou seja,
u(x,t) = X(x)T(t).
Calculando-se as derivadas parciais e substituindo-se na equacio diferencial obte-
mos
X(x)T"(t) = a®X" (x)T(t).
Dividindo-se por a>X (x)T(t) obtemos

X'(x) 1 T'(t)

X(x) a2 T(t)"

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de
t. Isto s6 é possivel se eles forem iguais a uma constante

X"x) 1T'(t)

X(x) @ T(t)

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias com condi¢des de fronteira:

X"(x) —AX(x) =0, X(0)=0, X(L) =0 (4.1)
T"(t) —a*AT(t) =0, T'(0)=0 (4.2)
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As condigoes X(0) = X(L) = 0 decorrem do fato de que a corda estd presa nas
extremidades, ou seja,

0=u(0,t) =X(0)T(t) e 0=u(L,t)=X(L)T(¥).
A condigdo T'(0) = 0, decorre do fato de que a velocidade inicial é nula, ou seja,

ou
= E(
A equagdo (4.1) com as condig¢des de fronteira foi resolvida no problema do calor em

uma barra com condi¢des homogéneas - equagdo (3.1) na pagina 278 - e tem solugdo
ndo identicamente nula somente se

0 x,0) = X(x)T'(0).

A= —%, n=1273...
e tem como solugdes fundamentais
X, (x) = sen Lgx
Substituindo-se A = — ”2L7ZTZ na equagdo (4.2) obtemos
T (t) + %T(t) =0.

Para resolver esta equacdo temos que encontrar as raizes da sua equagdo carac-

teristica:

o a*n?m? anr

T + LZ :0 = r:iTl.

Logo a solugdo geral da equagdo diferencial para T(t) é

nrt anrtt
+ ¢ sen

T(t) = c1 cos 2
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Com a condigéo inicial T(0) = 0 concluimos que a equagdo diferencial para T(t)
com a condigao inicial T/(0) = 0 tem solugdes fundamentais (verifique!)

anrt
Ty (t) = cos T

Logo o problema

Pu_

o2 ox? (4.3)

3 .

u(0,t) = u(L,t) = 0; a—;l(x,O) =0,0<x<L

tem solu¢des fundamentais
nrix anrtt

up(x, ) = Xp(x) Ty (t) = sen - cos

paran=1,2,3,.... (4.4)
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y n=1t=0 y n=2,t=0
X X

} |

L L L

y n=3,t=0 y n=4,t=0
X X

\ |

L /3 L L/ 12 3L L

. . . - anrtt nrix

Figura 4.1 — Modos naturais de vibragao u,(x,t) = cos 3 sen DA paran=1,2,3,4et=0.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Para cada 1, a solug¢do fundamental (4.4) do problema (4.3)

anrytt nix

| sen T

un(x,t) = [cos

é chamada modo normal (ou natural) de vibragdo, onda estaciondria ou harménico

e o seu periodo fundamental na varidvel x é iguala — e é chamado comprimento de

n
onda do modo normal. Os modos normais de vibracdo podem ser vistos como senos

. anrtt
com amplitude variando de forma cossenoidal R, (t) = cos

com frequéncias

% chamadas frequéncias naturais da corda. Portanto, neste caso, os periodos

2L
fundamentais da corda sdo T, = prt Observe, também, que cada modo normal

uy(x,t) tem n — 1 pontos fixos no intervalo 0 < x < L (quais sdo?).
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y t=0 y t=1L/32a y t=2L/32a
X X X

] ] ]

L/ 2 3L L/ 2 3L L L;\/lz SL\/_

y t=3L/32a y t=41L1/32a y t=5L/32a

N\ A /N N\
LMZ BLM L/i4 L/2 3L/4 L L/4 LMM L

y t=6L/32a y t=7L/32a y t=8L/32a
1 1 1
/4 L;\j{/4 L /4 L/ 14 L 14 L/ /4 L

TTX F—0 L
,parat=0,..., —.
L P 4a

Figura 4.2 — Modo natural de vibragdo uy(x,t) = cos sen

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Combinagdes lineares das solu¢des fundamentais sdo também solugédo (verifique!),

- % nix o5 anrytt
o L L

Mas uma solugdo deste tipo ndo necessariamente satisfaz a condigdo inicial
u(x,0) = f(x), para uma fungdo f(x) mais geral. Assim vamos supor que a solugdo
do problema de valor inicial e de fronteira é uma série da forma

ke = nmx _ anrt

u(x,t) = Z Cnlln(x,1) = 2 Cn senTcos 3 (4.5)

n=1 n=1

Para satisfazer a condigdo inicial u(x,0) = f(x), temos que ter
f(x) =u(x,0)=)Y cu sen X
— L

n=1

Esta é a série de Fourier de senos de f(x). Assim, pelo 25 184,

se a fungdo f : [0,L] — R é continua por partes tal que a sua derivada f’ também
seja continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo dados por

2 (L nmwx
C"_f/o f(x)seanx,n—l,Z,B...

Observe que a solugdo do problema de valor inicial e de fronteira

> nx anrrt
,t frd —_—
u(x,t) ,12:1 Cn Sen —— €os —

2L
para cada x, é periédica com relacdo a f com periodo fundamental T = 7 secy # 0.
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Para cada n, podemos reescrever a solugdo fundamental (4.4) do problema (4.3) na
forma (verifique!)

un(x,t) = cos [osen—— =53 T + sen T

anrtt nx 1 < nm(x — at) n71:(x+at)>
sen

Substituindo-se esta expressdo na série (4.5) obtemos que a solugdo do problema de
valor inicial e de fronteira pode ser reescrita como

(Z:cnsen I t)+chsen7r(xL+at)>

u(x,t)

n=1
_ %(f(x—at) + f(x+at)), (4.6)

em que f é a extensao de f que é impar e periédica de periodo 2L. A solugdo dada
desta forma é chamada solucdo de d’Alembert do problema de valor inicial e de
fronteira. A solucdo representa duas ondas se propagando em sentidos opostos com
velocidade igual a a que se refletem e se invertemem x =0e x = L.
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Equacao da Onda Unidimensional

t=1L/8a

JAVAN

y t=3L/8a

/\

y t=6L/8a

X

t=4L/8a

y t=2L/8a

A\

y t=5L/8a

X

a

t=7L/8a

vV

y t=8L/8a

VV

Figura 4.3 — Solucdo, u(x, t), do problema da corda presa nas extremidades com velocidade inicial nula, para f

variando entre 0O e T /2.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar)

Julho 2011
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Deixamos como exercicio para o leitor verificar que se f é continua por partes com
as suas derivadas, f’ e f, também continua por partes, entdo para (x, t) tal que f” é
continua em x — at e x + at temos que u(x, t) dado pela solugdo de d’Alembert, (4.6),
satisfaz a equagdo da onda e u(x,0) = f(x) para todo x € [0, L].

Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, presa nas
extremidades, com coeficiente a = 2 solta do repouso de forma que o deslocamento
inicial seja dado por

f(x)— X, se 0 < x <20,
T ] 40 —x, se20 < x <40.

Temos que resolver o problema de valor inicial e de fronteira

otz Tox?
ou
u(x,0) = f(x), g(x,O) =0,0<x<40

u(0,t) =0, u(40,t) =0
A solugdo em série é dada por
= nnx  nmt
,t = _ _—
u(x,t) n§:1 Cn S€N — 5= €08 —

em que ¢, sdo os coeficientes da série de senos de f(x). Usando a tabela na pagina
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202, multiplicando por 2 os valores obtemos:

80

—5C0s5 +sens)

40 nr(x
= 20/ f(x) sen(Z5=)dx
= 2( (f 1/2/40)"‘4017 (f/21/ 0) — (f1/21r ))
80 nm/2 80 nm
= m(—scoss—i—sens) — —Coss M/Z—W(
o 160 (LI o T e P 1 B0 o
= 2 5 Cos - +sen— cos —
160 sen ZF
= W,n:1,2,3..-
Entretanto coeficientes de indice par sdo nulos:
o =0
160(—1)

X1 = k122

Portanto a solugdo é dada por

160 sen &t nrix nrt
) = e
u(x,t) nZ: en — 5= cos =
_ 160 Z (Zn +1)mx o8 (2n +1)mt
PN 2n+1 40 20

A solucdo de D’ Alembert é dada por

u(x,t) = %(f(x—Zt) + f(x+2t)),

nrt

nm/2
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em que f é a extensdo de f que é impar e periédica de periodo 80, ou seja, f : R — R
é dada por

) 40+x, se —40<x< -20, ~ ~
fo) ={ x se —20<x<20,  f(x+80) = f(x).
40 —x, se 20 < x <40,

A solugdo u(x, t) é periédica de periodo T = 40 segundos.
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Equacao da Onda Unidimensional

t=0 t=5 t=10
10—+ 10+ 10—+
I X | X . , X
I I I I T 1
20 40 20 40 20 40
-10—+ -10+ -10—+
t=15 t=20 t=25
10—+ 10+ 10—+
| | X | | X | | X
I I I
20 40 20 40 20 40
-10—+ -10+ -10—+
t=30 t=35 t =40
10—+ 10+ 10—+
\ | X | X | X
T 1 I I I I
20 40 20 40 20 40
-10+ -10+ -10+
Figura 4.4 — Solucao, u(x, ), do PVIF do Exemplo 4.1.
Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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Fu_ o
otz " ox2
ou
u(x,0) =0, g(x,O) =g(x),0<x<L

u(0,£) =0, u(L,t) =0

Vamos procurar uma solugdo na forma de um produto de uma fungédo de x por uma
func¢do de ¢, ou seja,
u(x, t) = X(x)T(t)

Derivando e substituindo-se na equagdo obtemos
a* X" (x)T(t) = X(x)T"(t).
Dividindo-se por a?X(x)T(t) obtemos

X"(x) 1Tt
X(x) a2 T(f)

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de
t. Isto s6 é possivel se eles forem iguais a uma constante
X"(x) 1T'(¢t)

m@zﬁnﬂ:”

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias, uma com condigdes de fron-
teira e a outra com condicao inicial:

X"(x) —AX(x) =0, X(0)=0, X(L) =0 4.7)
T"(t) —a*AT(t) =0, T(0) =0 (4.8)
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As condigoes X(0) = X(L) = 0 decorrem do fato de que a corda estd presa nas
extremidades, ou seja,

0=u(0,t) =X(0)T(t) e 0=u(L,t)=X(L)T(¥).
A condi¢do T(0) = 0, decorre do fato de que o deslocamento inicial é nulo, ou seja,
0=u(x,0) = X(x)T(0).

A equacdo (4.7) com as condi¢des de fronteira foi resolvida no problema do calor em
uma barra com condi¢des homogéneas - equacdo (3.1) na pagina 278 - e tem solucdo
ndo identicamente nula somente se

n2 2

A=

n=123,...
e tem solug¢des fundamentais

Xy(x) = sen?, paran =0,1,2,3,....

.. 2.2 5
Substituindo-se A = — "7~ na equagdo (4.8) obtemos
2,22
" a‘n*
Para resolver esta equacgdo temos que encontrar as raizes da sua equagdo carac-
teristica: —
5 AN ans .
r = O =4 r = iil.
* 12 L

Logo a solugdo geral da equacdo diferencial para T(t) é

nrt anrtt
+ ¢ sen

T(t) = ¢ cos a
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Usando a condicdo inicial T(0) = 0 concluimos que a equagéo diferencial para T (t)
com a condigdo inicial T(0) = 0 tem solu¢des fundamentais (verifique!)

Tu(t) = sen %ﬂt, paran=1,2,3,....
Logo o problema
Pu P
otz ox? (4.9)
u(0,t) =u(L,f) =0, u(x,00=0,0<x<L

tem solugdes fundamentais

t
up(x,t) = Xp(x)Tu(t) = sennTnx sen 27T

paran=1,2,3,.... (4.10)

chamadas modos normais (ou naturais) de vibrag¢do, ondas estaciondrias ou

. . . 2L
harmoénicos e o seu periodo fundamental na varidvel x é igual a — e é chamado
n

comprimento de onda do modo normal. Os modos normais de vibra¢do podem ser
anrtt

vistos como senos com amplitude variando de forma senoidal R, (t) = sen

A . anm P .
com frequéncias I chamadas frequéncias naturais da corda. Portanto, neste

. . 2L
caso, os periodos fundamentais da corda sdo T, = —. Observe, também, que cada
na

modo normal u,(x, t) tem n — 1 pontos fixos no intervalo 0 < x < L (quais sdo?).
Assim vamos supor que a solucdo do problema de valor inicial e de fronteira seja
uma série da forma

nix anrtt
f) —_ . 4.11
Z Cotty (X, nzl cy sen T sen T ( )
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Para satisfazer a condicdo inicial — (x 0) = g(x), devemos ter

ot
ou ant nrx
g(x) = 3 —(x,0) = ,;1 —[Cnsen ——. (4.12)
Esta ¢ a série de Fourier de senos de g(x). Assim, pelo 25 184,

se a fungdo ¢ : [0,L] — R é continua por partes tal que a sua derivada g’ também
seja continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo dados por

anr 2 (L nmx
TC" = Z./o g(x) seanx, n=1,273...

Observe que a solugdo do problema de valor inicial e de fronteira

nix anrtt
u(x, t C; Sen —— sen
( El " L L

2L
para cada x, é periédica com relacdo a t com periodo fundamental T = L sea # 0.

Para cada n, podemos reescrever a solucdo fundamental (4.10) do problema (4.9) na
forma (verifique!)

uy(x,t) = sen a

L "1 T2 [?

nrt nrx 1 ( nrt(x — at) nm(x + at))
cos

Substituindo-se esta expressdo na série (4.11) obtemos que a solugédo do problema de
valor inicial e de fronteira pode ser reescrita como

i <co (xL— at) o8 nn(xL+ at)) '
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Por outro lado, supondo que a série de Fourier da integral de g é a série das integrais,
integrando-se (4.12), obtemos

xtat > nm(x — at) nm(x + at)
Ndx' =a') ¢ < _— —_— ).
/xfat g(x") 1;1 » | cos T cos T

em que ¢ é a extensdo de g que é impar e periddica de periodo 2L. Logo temos que

1 x—+at
u(x, t) = —/ g(x")dx'. (4.13)
2a Jy—at
A solucdo dada desta forma é chamada solu¢ido de d’Alembert do problema de valor

inicial e de fronteira.
Definindo h(x) = fox §(x")dx’, podemos escrever a solucdo de d’Alembert como

w(x ) = % (h(x + at) — h(x — at)) .

A funcdo h(x) é periddica de periodo 2L e par (verifique!). A solugdo representa duas
ondas se propagando em sentidos opostos com velocidade igual a a que se refletem
eseinvertememx = 0ex = L.
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Equacao da Onda Unidimensional

t=1L/8a

/\

y t=3L/8

X

V

y t=6L/8a

AN

%

t=4L/8a

y t=2L/8a
X
y t=5L/8a

/\:

t=7L/8a

/\

y t=8L/8a

\%

Figura 4.5 — Solugéo, u(x,t), do problema da corda presa nas extremidades com posig¢do inicial nula, para f

variando entre 0O e T /2.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar)

Julho 2011
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Deixamos como exercicio para o leitor verificar que se g é continua por partes com a
sua derivada, ¢/, também continua por partes, entdo para (x, t) tal que §' é continua
em x — at e x + at temos que u(x, t) dado pela solugdo de d’Alembert, (4.13), satisfaz

a equacio da onda e 2 57 (x,0) = g(x) para todo x € (0, L) onde g é continua.

Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, presa nas ex-
tremidades, com coeficiente 1 = 2, sem deslocamento inicial mas com uma veloci-
dade inicial dada por

(x) = x/10, se0<x <20
W)=Y 4-x/10, se20 < x <40

Temos que resolver o problema de valor inicial e de fronteira

o%u %u

o2 Tox?

ou
u(x,0) =0, a(x,O) =g(x), 0 <x <40
u(0,t) =0, u(40,t) =0

A solugédo é entdo

Z C sen—s Tlﬂ't
" 50

em que ¢, sdo os coeficientes da série de senos de g(x), que sao os coeficientes
obtidos para f(x) do Exemplo 4.1 na pagina 341 dividos por 10, ou seja,

nri 40
Ecn = 20/ sen—dx

16sen &t
W n= 1,2,3
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~ 320sen nn

2 —
Cp = oy ,n=1,2,3...
Portanto a solucéo é dada por
u(x,t) = 320 y= sen 5 sen@senn—mL
S N e 40 20
320 & (—1)" (2n+1)mx (2n+ 1)t
ksl ,EO Qi1 a0 T 20
A solugdo de D’Alembert é dada por
1 rx+2t 1
u(x,t) = f/ G(x)dx' = ~ (h(x +2t) — h(x +21)),
4 Jx—2t 4

em que ¢ é a extensdo de g que é impar e periédica de periodo 80, ouseja, §: R — R
é dada por

3(x) =< x/10, se —20<x <20, g(x+80) = g(x)

4+x/10, se —40<x< -20,
4—x/10, se 20 < x <40,
e

. 40 — (40+x)2/20, se —40 < x < —20,
h(x) = / §(y)dy = { x?/20, se —20 < x <20, h(x+80) = h(x).
0 40 — (40 — x)2/20, se 20 < x < 40,

A solugdo u(x,t) é periddica de periodo T = 40 segundos.
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t=0
10—+
| IX
T 1
20 40
10+
t=15
10+
| X
T 1
20 40
10+
t=30
10—+
| IX
T
20 40
10+

Figura 4.6 —

t=5
10—+
| X
1 1
20 40
10+
t=20
10—+
| IX
T 1
20 40
-10+
t=35
10—+
| IX
1
20 40
-10+

t=10
10—+
| X
1 1
20 40
10+
t=25
10—+
! X
1
20 40
10+
t=40
10—+
Il ! X
T 1
20 40
10+
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0u ,0%u

=2
u(x,0) = f(x), E; (x,0) =g(x), 0<x<L
u(0,¢£) =0, u(L,t) =0

Como observamos anteriormente a solugdo deste problema é a soma da solugdo do
problema com apenas f(x) ndo nula, que vamos denotar por u(f) (x, t), com a solugdo
do problema com apenas g(x) ndo nula, u(®) (x, t), ou seja,

u(x,t) = uD(xt)+uld(x1t)
= i ¢, sen nx cos nart + i d, sen nx sen namt
- " L L " L L

em que ¢, e 7 d,, sdo os coeficientes da série de senos de f(x) e de g(x), respectiva-
mente, ou seja,

= L/f sen 2% dxn—123

nar
d, = L/ sen—dx n=1273...

2L
Para cada x, a solugdo, u(x, t), é periédica com relagdo a t com periodo T = -

As fungdes

nart d nix nart
1 Sen —— sen
L L

un(x,t) = ¢y sen sz cos
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sdo chamadas modos normais (ou naturais) de vibra¢io, ondas estaciondrias ou
harménicos. Substituindo-se (c;,d,) = (Ry cos dy, Ry sendy,) os harmoénicos podem
ser escritos como (verifique!)

t
up(x, t) = [Rn cos (man —(5,1)} sen ?

Portanto, os modos normais de vibragdo podem ser vistos como senos com amplitu-

des R;; cos (””Lm — (Sn) e frequéncias “/* chamadas frequéncias naturais da corda.

Logo os periodos fundamentais sdo T, = n—g Cada modo normal uy,(x,t) tem n — 1
pontos fixos no intervalo 0 < x < L (quais sdo?).

Usando (4.6) na pagina 339 e (4.13) na pagina 339 podemos escrever a solugdo do
problema de valor inicial e de fronteira como

1 - - 1 x+at
u(x, t) = 5 (f(x —at) + f(x +at)) + 2—/ g(y)dy (4.14)
a Jx—at
em que f é a extensido de f que é impar e periddica de periodo 2L e § é a extensio
de g que é impar e periddica de periodo 2L. A solugdo dada desta forma é chamada
solucdo de d’Alembert do problema de valor inicial e de fronteira.

Deixamos como exercicio para o leitor verificar que se f é continua por partes com
suas derivadas, f’ e f”, também continuas por partes e ¢ é continua por partes com
a sua derivada, ¢/, também continua por partes, entdo para (x,t) tal que §’ e f” sdo
continuas em x — at e x + at temos que u(x,t) dado pela solu¢do de d’Alembert,
(4.14), satisfaz a equacdo da onda e

u(x,0) = f(x) paraxe€0,L];

a—u x,0) = ¢(x ara x € (0, L) onde ¢ é continua.
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Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, presa nas
extremidades, com coeficiente 4 = 2, com deslocamento inicial f(x) e com uma
velocidade inicial g(x) dados por

_ x, se0<x <20, fx)
f(x)_{ 10— x, se20<x<40, S =T5
Temos que resolver o problema de valor inicial e de fronteira
Pu_
o2 Tox2

u(x,0) = f(x), gt (x,0) = g(x), 0 < x < 40

u(0,£) =0, u(40,t) =0

A solugdo é a soma das solugdes dos problemas dados nos Exemplos 4.1 e 4.2, ou
seja,

> nt nrft > nrix nrt
t) = chsen 40 20 +Zdnsen 0 nﬁ

em que c, e 5d, sdo os coeficientes da série de senos de f(x) e de g(x), respectiva-
mente, ou seja,

40 o T 160 sen XX
- 20/ Flx zinznzz,n:m,:a...
nr 40 X 16sen F
Edm = 20/ sen dx: o n=1,23...
320 nn
dy= 2202 103,

n373
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Portanto a solucdo é dada por

160 & sen ZF nnx  nmt 320 & sen It nmx nrt
u(x,t) = ? . nz SenﬁCOS%_“? Zl 3 enﬁse %
n= n=
160 & (D) (2n+1)mx (2n +1)mt
R n; @n+1)2 ™" 40 T 20
320 & (—1)" (2n+1)mx (2n+1)mt
poc EO nr13 > a0 " 20

A solugdo de D’Alembert é dada por

~ ~ 1 px+2t
u(xt) = 5 (Fa—20+fx+2n)+5 [ gy

(f(x—2t) + f(x+2t)) + % (h(x +2t) — h(x +2t)),

—2t

Nl = N -

em que f é a extensio de f que é impar e periédica de periodo 80, ou seja, f : R — R
é dada por

X, se —20<x <20, f(x+80) = f(x),

) 40+x, se —40<x< 20,
40 —x, se 20 < x <40,

§ é a extensdo de g que é impar e periédica de periodo 80, ou seja, § : R — R é dada
por
44x/10, se —40<x < —-20,
g(x) =14 x/10, se —20<x<?20, 3(x+80) = g(x)
4—x/10, se 20 <x <40,

. 40 — (40+x)2/20, se —40 < x < —20,
h(x) = / §(y)dy = x2/20, se —20<x <20, h(x+80) = h(x).
0 40 — (40 — x)2/20, se 20 < x < 40,
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A solugdo u(x,t) é periédica de periodo T = 40 segundos.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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394

Seja ¢ : R — R uma funcéo seccionalmente continua e periédica de periodo T. Mostre que

[ siax= [ gt

paraa € R.

Seja ¢ : R — R uma funcéo seccionalmente continua, impar e periédica de periodo T. Seja

X
h(x) = /O 8(y)dy.
Mostre que
h(x) é periddica de periodo T.
h(x) é par.

Determine o deslocamento, u(x,t), de uma corda de 40 cm de comprimento, presa nas extremidades,
com coeficiente 2 = 2, solta do repouso de forma que o deslocamento inicial seja dado por

X, se0<x<10
f(x) =< 10, se10 < x < 30
40 —x, se30 < x <40

Determine o deslocamento, u(x,t), de uma corda de 40 cm de comprimento, presa nas extremidades,
com coeficiente 2 = 2, solta do repouso de forma que o deslocamento inicial seja dado por sen(7rx/20),
para 0 < x < 40. Qual o periodo fundamental da corda?

Determine o deslocamento, u(x,t), de uma corda de 40 cm de comprimento, presa nas extremidades,
com coeficiente 4 = 2, com deslocamento inicial nulo solta de forma que a velocidade inicial seja dada
por
X, se0<x <10
g(x) =4 10, se10 <x <30
40 —x, se30<x <40
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Determine o deslocamento, u(x,t), de uma corda de 40 cm de comprimento, presa nas extremidades,
com coeficiente 4 = 2, com deslocamento inicial nulo solta de forma que a velocidade inicial seja dada
por sen(7tx/20), para 0 < x < 40. Qual o periodo fundamental da corda?

Determine o deslocamento, u(x,t), de uma corda de 40 cm de comprimento, presa nas extremidades,
com coeficiente 2 = 2, com deslocamento inicial f(x) solta de forma que a velocidade inicial seja g(x) em
que
X, se0<x<10
flx)=g(x)=< 10, sel0 <x <30
40 —x, se30 < x <40

Resolva o problema de valor inicial e de fronteira usando o método de separacao de varidveis

?u  d%u Jou

o o Cox

u(x,0) = f(x), 0<x <L
ou

ot
u(0,t) =0, u(L,t)=0.

(x,0)=0. 0<x<L.

Encontre as equagdes diferenciais ordindrias e as condi¢des de fronteira associadas as solugdes funda-
mentais do problema:

?u  du _u+87u.
o2 9x2 5 ox’
u

= = — M >
u(0,£) =0 ax(l' £), t>0,

u(x,0) =0, 0<x<1,
aa—?(x,o) =g(x); 0<x<1l

O0<x<l1, t>0




362

Considere o problema de valor inicial e de fronteira

?u  ,0%u
"o 5
u(x,0) = f(x), a—?(x,O) =g(x),0<x<L
u(0,t) =0, u(L,t) =0.

Verifique que se f é continua por partes com suas derivadas, ' e f”, também continuas por partes e g é
continua por partes com a sua derivada, g/, também continua por partes, entdo para (x, t) tal que §' e f”
sdo continuas em x — at e x + at temos que u(x, t) dado pela solugdo de d’Alembert,

- - 1 x+at
u(x,t) = 5 (Fx—at) + fx+an) + o [ gln)dy

—at

N —

satisfaz a equagdo da onda e
u(x,0) = f(x), parax € [0,L],
aa—t;(x, 0) = g(x), para x € (0,L) onde g é continua,
u(0,t) =0, u(L,t) =0.

Aqui f e § sdo as extensdes impares de periodo 2L de f e g respectivamente.
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Vamos considerar uma corda elastica de comprimento L presa somente na extremi-
dade esquerda, enquanto que na extremidade direita é colocado um anel que corre
sem atrito em volta de uma barra vertical. Vamos determinar o deslocamento vertical
em func¢do da posi¢do e do tempo, u(x, t), de cada ponto da corda eléstica sabendo-se
que o deslocamento inicial de cada ponto da corda é dado por f(x), e que a veloci-
dade inicial de cada ponto da corda é dada por g(x), ou seja, vamos resolver o PVIF

Py _ o
a2~ "o
ou
u(x,0) = f(x), g(x,O) =g(x),0<x<L
ou
u(0,t) =0, E(L’t) =0

A solugdo deste problema é a soma da solu¢do do problema com deslocamento ini-
cial nulo (f(x) = 0),

Pu_ ad

a2 ox2
d

) a—z(x,o) =g(x),0<x<L

ou

u(0,t) =0, a(L,t) =0

com a solug¢do do problema com velocidade inicial nula (g(x) = 0),

Fu_ i

o2 ox?

u(x,0) = f(x), ,0<x<L
ou

u(0,6) =0, 5=(L,t) =0.
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Vamos determinar o deslocamento vertical em func¢do da posicao e do tempo, u(x, t),
de cada ponto de uma corda eldstica de comprimento L presa somente na extremi-
dade esquerda, sabendo-se que o deslocamento inicial de cada ponto da corda é dado
por f(x), e que a velocidade inicial de cada ponto da corda é nula, ou seja, vamos
resolver (PVIF)

P _ 2
o2 o9x2
ou
u(x,0) = f(x), g(x,O) =0,0<x<L
Ju
u(0,t) =0, a(L,t) =0

Vamos procurar uma solugdo na forma de um produto de uma fungéo de x por uma
fungdo de ¢, ou seja,
u(x,t) = X(x)T(t).

Derivando e substituindo na equacéo diferencial obtemos
X" (x)T(t) = X(x)T"(¢).
Dividindo-se por a>X (x) T(t) obtemos

X"(x) 1T'(H)

X(x) a2 T(t)"

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de
t. Isto s6 é possivel se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

X"(x) 1T

m@zﬁnﬂ:”
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Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias com condi¢des de fronteira:

X"(x) —AX(x) =0, X(0)=0, X'(L)=0 (4.15)
T"(t) — a®AT(t) =0, T'(0) =0 (4.16)

As condigdes X(0) = X'(L) = 0 decorrem do fato de que 0 = u(0,t) = X(0)T(t) e
0= %(L, t) = X'(L)T(t). A condigdo T'(0) = 0, decorre do fato de que a velocidade
inicial é nula, ou seja,

o,
ot
A equagdo X" (x) — AX(x) = 0 pode ter como solugdes,

SeA>0: X(x)= c1eVAT 4 cpemVAX,

SeA=0: X(x) =c1 +cpx.

Se A <0: X(x) =cysen(v/—Ax) + cp cos(v/—Ax).

As condicdes de fronteira X(0) = 0 e X'(L) = 0 implicam, como foi mostrado na
Subsecao 3.3.1 pagina 302 para o caso da equagdo do calor, que (4.15) tem solugdo

ndo identicamente nula somente se A < 0, mais que isso A tem que ter valores dados
por

0 x,0) = X(x)T'(0).

2 1)2 72
A:—Li%%ﬁﬂn:QLzam

ou seja, a equacado o problema de valores de fronteira (4.15) tem solu¢des fundamen-
tais
(2n +1)7x

X =
2n+1 (x) sen 2L

, paran=0,1,2,3,....

Substituindo-se A = — % na equacdo diferencial (4.16) obtemos
T (1) + MTU) -0

412
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que com a condigdo inicial T/(0) = 0 tem solug¢des fundamentais (verifique!)

Logo o problema
*u 0%
a2 " o2 (4.17)
(0,6 =0, 2L, =0; M(x0)=00<x<L
’ Tox oot ’

tem solu¢des fundamentais

2n+1)mx  a(2n+1)mt

U 1(%x, 1) = Xopy1(x) Tonr1(t) = sen oL cos oL ’ (4.18)
paran =20,1,2,3,...
Vamos supor que a solugdo do PVIF seja a série
u(x,t) =Y cousrtznir(x,t)
n=0
= 2n+1)tx  a(2n+1)mt
= n;)CQnH sen ( oL ) cos ( oL ) . (4.19)

Entdo para satisfazer a condigdo inicial u(x,0) = f(x), temos que impor a condi¢do

= 2n+1)mx
f(x) =u(x,0) = Z Con+1S€n %
n=0
Esta ndo ¢ a série de Fourier de senos de f(x) de periodo L. Entretanto, estendendo
f ao intervalo [0,2L] de forma que ela seja simétrica em relagdo a reta x = L, ou seja,

B x sex€[0,L
flx) = { f(;L(—)x) se x 66[[L,2L]]
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entdo

flx) = i C2p41 S€N w (4.20)

n=0

Assim, se a fungdo f : [0,L] — R é continua por partes tal que a sua derivada f’
também seja continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo dados por

Cone1 = 7 / f(x (2 + 1)7Tx dx, paran=0,1,23... (4.21)

Observe que a solugdo do problema de valor inicial e de fronteira

2n+1)nx  a(2n+1)mt

[e9)
) =
u(x,t) n;)cz”H sen T cos 5T

4L
para cada x, é periédica com relacgdo a f com periodo fundamental T = —sec # 0.

Para cada 1, podemos reescrever a solugdo fundamental (4.18) do problema (4.17) na
forma (verifique!)

2n+1)mx  a(2n+1)mt

Urni1(x,t) = sen 5T cos 5T
1 (2n+1)m(x —at) (2n+1)m(x + at)
= 5 <sen oL + sen oL .

Substituindo-se esta expressdo na série (4.20) obtemos que a solugdo do problema de
valor inicial e de fronteira pode ser reescrito como

u(x,t) = % <i0c2n+l sen (2n + 1)27£(x —at) + ilcznﬂ sen (2n+ 1)272(" + ﬂt))
= %(f(x—at) +f(x+at)), 4.22)
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em que f é a extensdo de f que é impar, simétrica em relacio a reta x = L e periddica
de periodo 4L. Esta é a solu¢do de d’Alembert do problema de valor inicial e de
fronteira. A solugdo representa duas ondas se propagando em sentidos opostos com
velocidade igual a a que se refletem em x = L e se refletem e se invertem em x = 0.




4.2 Corda Elastica Solta em uma Extremidade
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Figura 4.8 — Solucéo, u(x, t), do problema da corda presa na extremidade esquerda com velocidade inicial nula,

para t variando entre O e T' /4.

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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Equacédo da Onda Unidimensional
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Figura 4.9 — Solucéo, u(x, t), do problema da corda presa na extremidade esquerda com velocidade inicial nula,

para t variando entre T /4 e T /2.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar)

Julho 2011
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Deixamos como exercicio para o leitor verificar que se f é continua por partes com
as suas derivadas, f’ e f”, também continua por partes, entdo para (x, t) tal que f"
é continua em x — at e x + at temos que u(x,t) dado pela solugdo de d’Alembert,
(4.22), satisfaz a equagdo da onda e u(x,0) = f(x) para todo x € [0, L].

Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, presa so-
mente na extremidade esquerda, com coeficiente 2 = 2 solta do repouso de forma
que o deslocamento inicial seja dado por

f(x)— 0, se0<x<20
] x—20, se20<x<40

Temos que resolver o problema de valor inicial e de fronteira

Pu_
otz " ox2
ou
u(x,0) = f(x), g(x,O) =0,0<x<40
ou
u(0,t) =0, a(40,t) =0.
A solugdo é entdo

(2n+1)mt (2n+1)mx
) =
u(x,t) r;)cz,lﬂ cOs “—— 5= sen %0
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em que ¢y, +1 S30 os coeficientes da série de senos de indice impar de f(x), ou seja,

1 0
Cny1 = 4 <52k+1(f£é/80) - 20b2k+1(f£,i/80))
(2n+1)m (2n+1)m
80 7z -1 I —
- 4. % (_ 04— -
(2n+1)2n2( $coss + sens) st (2n+1>ncoss st
320 e 2n+1)m ~sen 2n+Dmy 80 os (2n+1)m
(2n +1)%m? 2 4 2n+1)m 2

Portanto a solucdo é dada por

2 4
2n+12n T TnrD |C°TTa0 TR0

(2n41) (2n+1)
4 (sen 5 —sen i n) cosw (2n+1)mt (2n+1)mx

A solucdo de D’Alembert é dada por

u(x,t) = %(f(x—Zt) + f(x+2t)),

em que f é a extensdo de f que é impar, simétrica em relacio a reta x = 40 e periédica
de periodo 160, ou seja, f : R — R é dada por

0, se 0<x<20,
= x — 20, se 20 < x <40, =
J) =1 f80-x), se s0<x<so, JH160)=F).

f(=x), se —-80<x<0,

A solugdo u(x,t) é periédica de periodo T = 80 segundos.
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Vamos considerar uma corda elastica de comprimento L presa somente na extremi-
dade esquerda, enquanto que na extremidade direita é colocado um anel que corre
sem atrito em volta de uma barra vertical. Vamos determinar o deslocamento vertical
em fungdo da posigdo e do tempo, u(x, t), de cada ponto da corda eléstica, sabendo-
se que o deslocamento inicial da corda é nulo e que a velocidade inicial de cada
ponto da corda é dada por g(x), ou seja, resolva o PVIF

Fu_ ot

oz o9x?
ou

u(x,0) =0, §(x,0) =g(x),0<x<L
ou

u(0,6) =0, 5-(L1) =0.

Vamos procurar uma solug¢do na forma de um produto de uma funcdo de x por uma
fung¢do de ¢, ou seja,
u(x,t) = X(x)T(t).

Derivando e substituindo na equagao diferencial obtemos
a®X" (x)T(t) = X(x)T"(¢)

que pode ser reescrita como

X"(x) 1Tt

X(x) a2 T(t)
O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de
t. Isto s6 é possivel se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

X"(x) 1T

m@zﬁnﬂ:”
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Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias com condi¢des de fronteira:

X"(x) —AX(x) =0, X(0)=0, X'(L)=0, (4.23)
T"(t) — a®AT(t) =0, T(0) = 0. (4.24)

As condigdes X(0) = X'(L) = 0 decorrem do fato de que 0 = u(0,t) = X(0)T(t) e
0= %(Lf t) = X'(L)T(t). A condigdo T(0) = 0, decorre do fato de que a posi¢do
inicial é nula, ou seja,

0=u(x,0) = X(x)T(0).

A equacdo X" (x) — AX(x) = 0 pode ter como solugdes,
SeA>0: X(x)= creVAE 4 cpemVAX,

SeA=0: X(x) =c1 +cox.

Se A < 0: X(x) = c1sen(yv/—Ax) + ¢ cos(y/—Ax).

As condi¢des de fronteira X(0) = 0 e X’(L) = 0 implicam, como no caso do exercicio
sobre a equagdo do calor resolvido na pagina 314, que (4.23) tem solugdo ndo identi-
camente nula somente se A < 0, mais que isso A tem que ter valores dados por

(2n +1)272

A=

,n=0,123,...

ou seja, a equacao o problema de valores de fronteira (4.23) tem solu¢des fundamen-
tais

(2n+1)mx

X =
2n+1 (x) sen 2L

, paran=0,1,23,....

Substituindo-se A = — % na equacdo diferencial (4.24) obtemos
T (1) + MTU) -0

412
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que com a condigdo inicial T(0) = 0 tem solu¢des fundamentais (verifique!)

a(2n +1)mt
Tont1(t) = Sen%

Logo o problema

Pu_ ,u
ot? ox? (4.25)
1(0,8) = 0, %(L,t) —0; u(x0)=0,0<x<L

tem solu¢des fundamentais

2n+1)mx a(2n + 1)t
a1 (3,8) = X1 (1) T (1) = sen P o 021 1) (426)

paran =0,1,2,3,...
Vamos supor que a solugdo do PVIF seja a série

M(x, t) = Z C21’l+1u21’l+1(xl t)
n=0
& (2n+1)mx a(2n+ 1)t
= . 4.27
7;) Copt1 S€N 7 sen o7 (4.27)

ou
Entdo para satisfazer a condi¢do inicial — (x,0) = g(x), temos que impor a condigédo

ot

_ du a2n+1)m (2n+1)mx
g(x) = §” x,0) Z 02n+1 S sen

Esta ndo ¢ a série de Fourier de senos de g(x) de periodo L. Entretanto, estendendo
g ao intervalo [0,2L] de forma que ela seja simétrica em relagdo a reta x = L, ou seja,
(x) = { g(x) sex € [0,L]

g ¢(2L—x) sex e [L,2L]
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entdo

_ ad al2n+ 1) 2n+ 1) mTx
3(x) = E Coni1 ( 5T ) sen ( 2L> . (4.28)
n=0

Assim, se a func¢do ¢ : [0,L] — R é continua por partes tal que a sua derivada g’
também seja continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo dados por

aln+1)m B (2n+1)mx
A / oL Y dx. (4.29)

paran=0,1,2,3...
Observe que a solugdo do problema de valor inicial e de fronteira

= (2n+1)mx a(2n + 1)t

u(x, t) = ng{)czﬁl sen ~——-—— sen o

4L
para cada x, é periédica com relagdo a f com periodo fundamental T = —sec # 0.

Para cada n, podemos reescrever a solugdo fundamental (4.26) do problema (4.25) na
forma (verifique!)

2n+1)mx  a(2n+ 1)t

Urni1(x,t) = sen 5T sen 5T
1 (2n+1)m(x —at) (2n+1)m(x + at)
= = (cos 5T — cos oL .

Por outro lado, supondo que a série de Fourier da integral de g é a série das integrais,
integrando-se (4.28), obtemos

xtat _ o0 (2n+1)7-[(x—ut) (2n+1)7r(x+at)
/x ydy=a)_ cy <cos oL cos oL .
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em que § é a extensdo de ¢ que é impar, simétrica em relagdo a reta x = L e periddica
de periodo 4L. Logo temos que

1 x+at
u(t) = oo [ g()dy. (4.30)
a Jx—at
A solucdo dada desta forma é chamada solucido de d’Alembert do problema de valor
inicial e de fronteira.
Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, com coefici-
ente 2 = 2, presa somente na extremidade esquerda, enquanto que na extremidade
direita é colocado um anel que corre sem atrito em volta de uma barra vertical, sem
deslocamento inicial mas com uma velocidade inicial dada por

(x) = 0, se0<x<20
W)=Y x/10-2, se20 < x <40

Temos que resolver o problema de valor inicial e de fronteira

Pu_ o
o2 ox?
ou
u(x,0) =0, ﬁ(x,O) =g(x), 0 <x <40
Jdu
t) = —(40,t) =
u(0,t) =0, ax( 0,t)=0
A solugdo é entdo
ad 2n + 1)t 2n+1)mx
u(x, t) = ngocznﬂ sen ( 10 ) sen ( 80)

2n+1 ~ - . g
em que ( "ZO )n62n+1 sdo os coeficientes da série de senos de indice impar de g(x),

que sdo os coeficientes obtidos para f(x) do Exemplo 4.4 na pagina 371 divididos




379

por 10, ou seja,

(2n+1)m 32 (2n+1)m 2n+1)m 8 (2n+1)m
_ _ -0,1,2,...
a0 @2n+1)222 \™ 2 T ° n=012

T+ T 2

Portanto a solugdo é dada por

uxt) = - 2n+1)2n T T2n+ )

@2n+1)m 2n+D)m
320 & [4 (Sen T T sen g ) cos (2";1)”] (2n + 1)t (2n 4+ 1)7x
sen S .
n=0

A solugdo de D’Alembert é dada por
u(x,t) = = F(y)dy,
(x,1) 1), SWy
em que § é a extensdo de g que é simétrica em relacdo a reta x = 40, impar e peridédica

de periodo 160, ou seja, § : R — R é dada por

0 se 0<x<?20,

v ) x/10-2, se 20<x<40, L
§(x) = g(80—x), se 40 < x <80, §(x +160) = g(x).
g(—=x), se —80<x<0
Seja
0, se 0<x<20,
. x?/20 — 2x + 20, se 20 < x <40,
h(x) = / F(y)dy=1{ —x2/20+6x— 140, se 40<x <60, h(x+160) = h(x),
0 40, se 60 < x <80
h(—x), se —-80<x<0
entao

(h(x +2t) — h(x +21)).

=
|
N
S
I

u(xt) = i/ §(y)dy =
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A solugdo u(x,t) é periédica de periodo T = 80 segundos.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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t=0
10+
I P X
T T
20 40
10+
t=30
10+
I L X
T T
20 40
10+
t=60
10—+
I L X
T T
20 40
10+

Figura 4.11 —

Y t=10
10+
I X
T T
20 40
-10+
Y t=40
10+
I P X
T T
20 40
-10+
Y t=70
10—+

-10+

t=20
10+
I X
T T
20 40
10+
t=50
10+
I L X
T T
40
10+
t=80
10—+
Il ! X
T T
20 40
10+
4.5
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Voltando ao caso geral em que o deslocamento vertical em funcdo da posigdo e do
tempo, u(x,t), de cada ponto da corda eldstica, sabendo-se que o deslocamento ini-
cial de cada ponto da corda é dado por f(x), e que a velocidade inicial de cada ponto
da corda é dada por g(x), ou seja, resolva o PVIF

Fu_ i

o~ a2
Ju
u(x,0) = f(x), ﬁ(x,O) =g(x),0<x<L
ou
u(0,6) =0, 5—(L,1) =0.

A solugdo deste problema é a soma da solugdo do problema com apenas f(x) ndo
nula, que vamos denotar por u(f) (x, ), com a solucao do problema com apenas g(x)
nao nula, u(8) (x,t), ou seja,

u(x,t) = ulf (x, 1) + ul® (x, ).

Logo a solugéo é dada por

1 /. . 1 xtat ;
u(ot) = 5 (Fr—at)+ fx+an) + 5 [ gy

em que f é a extensdo de f que é impar, simétrica em relagio a reta x = L e periédica

de periodo 4L e § é a extensdo de g que é impar, simétrica em relagdo a reta x =

L e periédica de periodo 4L. A solucdo dada desta forma é chamada solucido de

d’Alembert do problema de valor inicial e de fronteira.

Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, com coefici-

ente @ = 2, presa somente na extremidade esquerda, enquanto que na extremidade
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direita é colocado um anel que corre sem atrito em volta de uma barra vertical, com
deslocamento inicial dado por

f(x)* 0, se0<x<20
Tl x—20, se20<x<40

e com uma velocidade inicial dada por

(x) = 0, se0<x<20
W)=Y x/10-2, se20< x <40

Temos que resolver o problema de valor inicial e de fronteira

o%u B o%u

oz ot

u(x,0) = f(x), aalt‘(x,o) — g(x), 0 < x < 40

u(0,£) =0, %(40») =0

A solugdo é entdo

> (2n + 1)t (2n+1)mx

(2n +1)mt (2n+1)mx

u(x, t) = Y copq1 cos 0 sen %0 + Y dopiqsen 0 sen 50

n=0 n=0

em que C3,41 sdo os coeficientes da série de senos de indice impar de f(x), que sdo

os coeficientes obtidos para f(x) do Exemplo 4.4 na pagina 371 e (2n+1) Ty, 1580 08

coeficientes da série de senos de indice impar de g(x), que sdo os coef1c1entes obtidos
para g(x) do Exemplo 4.5 na pégina 378, ou seja,

320 < (Zn—i-l)n_sen (2n+1)7r> B 80 2n+1)rm

AR O PR P 4 Cn+ ) 2
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(Zn—i—l)rcd B 32 sen 2n+1)m ~sen 2n+ 1D\ 8 os 2n+1)m
0 U T ny1)2n2 2 4 2n+1)7 2
paran =0,1,2,... Portanto a solugdo é dada por
(2n+1)m (2n+1)m
u(x ) — 80 i 4 (sen 2 SenTg ) ~ cos (2”;1)71 o8 (2n + 1)t en (2n+1)mx
& (2n+1)2r (2n+1) 40 80
N 320 i 4 (sen (szzrl)n —sen (Z"Z””) cos (zngl)” (2n+ 1)t (2n+1)mx
— - sen sen
T = (2n+1)%1 (2n+1) 40 80

A solugdo de D’Alembert é dada por

x+2t

(Fl—26)+ Fxetan) + 5 [ gy,

u(x,t) =
x—2t

N[ —

em que f é a extensdo de f que é impar, simétrica em relagdo a reta x = 40 e periédica

de periodo 160, ou seja, f : R — R é dada por

0, se 0<x<20,
. x—20, se 20<x<40, - .
FO=9 fB0—%), se 40<x<go, JxT160)=F(x).

f(—=x), se —-80<x<0,

e § é a extensdo de g que é simétrica em relagdo a reta x = 40, impar e periddica de
periodo 160, ou seja, § : R — R é dada por

0, se 0<x<20,
) x/10-2, se 20<x<40, .
8 =19 ¢(80-1), se 40<x<so, EEFH160)=g).

g(—x), se —80<x<0
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Seja
0, se
X x2/20 — 2x + 20, se
h(x) :/ §(y)dy = —x2/20+ 6x — 140, se
0 40, se
h(—x), se
entao

NI = N =

(f(x—2t) + f(x+2t)) +

0<x<20,

20 < x < 40,

40 <x <60, h(x+160) = h(x),
60 < x < 80

-80<x<0

x+2t

(f(x—2t) + f(x+2t)) +i/x §(y)dy

—2t

% (h(x +2t) — h(x +2t)).

A solugdo u(x, t) é periddica de periodo T = 80 segundos.
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Determine o deslocamento, u(x, t), de uma corda de 40 cm de comprimento, presa apenas na extremi-
dade esquerda, com coeficiente 2 = 2, solta do repouso de forma que o deslocamento inicial seja dado
por sen(371x/80), para 0 < x < 40. Qual o periodo fundamental da corda neste caso?

Vamos considerar uma corda eldstica de comprimento L presa somente na extremidade direita, enquanto
que na extremidade esquerda é colocado um anel que corre sem atrito em volta de uma barra vertical.

Determine o deslocamento vertical em fun¢do da posi¢do e do tempo, u(x,t), de cada ponto da
corda eldstica, sabendo-se que o deslocamento inicial de cada ponto da corda é dado por f(x), e que
a velocidade inicial de cada ponto da corda é nula, ou seja, resolva o PVIF

0%u ,0%u
— =0 —
ot2 dx?
ou
u(x,0) = f(x), §(x,0) =0,0<x<L
ou
g(O, t) =0; u(L,t) =0.

Determine o deslocamento vertical em fun¢do da posigdo e do tempo, u(x,t), de cada ponto da
corda eldstica, sabendo-se que o deslocamento inicial da corda é nulo e que a velocidade inicial de
cada ponto da corda é dada por g(x), ou seja, resolva o PVIF

P _ i
o2 " 9x2
ou
u(x,0) =0, g(x,O) =g(x),0<x<L
Ju

S2(0,) = 0; u(L,t) =0.
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Determine o deslocamento vertical em fun¢do da posigdo e do tempo, u(x,t), de cada ponto da
corda eléstica, sabendo-se que o deslocamento inicial da corda é nulo e que a velocidade inicial de
cada ponto da corda é dada por g(x), ou seja, resolva o PVIF

Fu_ o

TP

u(x,0) = f(x), %—Ltl(x,o) _g(x), 0<x<L
u

a(0, t) =0; u(L,t) = 0.

Vamos considerar uma corda eldstica de comprimento L solta nas duas extremidades, ou seja, nas extre-
midades sdo colocados anéis que correm sem atrito em volta de barras verticais.

Determine o deslocamento vertical em fun¢do da posigdo e do tempo, u(x,t), de cada ponto da
corda eléstica, sabendo-se que o deslocamento inicial de cada ponto da corda é dado por f(x), e que
a velocidade inicial de cada ponto da corda é nula, ou seja, resolva o PVIF

Fu _ ot
oz ox?
ou
u(x,0) = f(x), g(x,O) =0,0<x<L

ou ou

Determine o deslocamento vertical em fun¢do da posigdo e do tempo, u(x,t), de cada ponto da
corda eldstica, sabendo-se que o deslocamento inicial da corda é nulo e que a velocidade inicial de
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cada ponto da corda é dada por g(x), ou seja, resolva o PVIF

8214 28214
—_— = 0-—
ot2 9x2
ou
u(x,0) =0, g(x,O) =g(x),0<x<L
Ju Ju
a(o,t) =0 g(L,t) =0.

Determine o deslocamento vertical em fung¢do da posi¢do e do tempo, u(x,t), de cada ponto da
corda eldstica, sabendo-se que o deslocamento inicial da corda é nulo e que a velocidade inicial de
cada ponto da corda é dada por g(x), ou seja, resolva o PVIF

ou , 02U
— =g —
o2 dx?
Ju

u(x,0) = f(x), o (x,0) =g(x), 0<x <L

Ju Ju
a(O,t) =0; a(L,t) =0.
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Vamos fazer a mudanga de varidveis
C=x+at, yn=x—at
na solucdo u(x,t) da equagdo da corda eldstica
ou ,0%u
= T
Ou seja, se u(x,t) = v(&(x,t),n(x,t)), entdo

do _ dvdf  odvoy _  (dv  0v
ot o¢ ot 81781‘7 o Iy

0%v ag ay 0% v 9%
=7 = + 4 =a® (=0 — 2o+ = |-
o2 ag at ot 817 ot 9g2  “9gany  on?

%ﬁj%ﬁjiﬁ_ 2w a0
ax_agax aqax_ ¢ oy

0% ag o (9% ?v 9%

— = + o o = + 2 o )

0x2 8§ ax ox 817 ox oc2 ' “ocay | a2
0% B 2070 2 0%

a2z " oxr T T oy

Logo a equagdo da corda eldstica é equivalente a equagdo

Assim
=0.

9%v

agn
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ou equivalentemente

o () =0

Mas se v(¢, 17) satisfaz esta equagdo entdo g; ndo depende de ¢, ou seja,
ov .
- ¢(1)-

E assim

o6 = [ Bndn+ (@) = 9() + (@),

Voltando as varidveis x e f, temos que a solucdo geral da equacdo da onda em uma
dimenséo é

u(x, t) = ¢(x —at) + p(x +at), (4.31)

que representa duas ondas viajando em sentidos opostos com velocidade igual a a.

Vamos determinar o deslocamento vertical em func¢do da posicao e do tempo, u(x, t),
de cada ponto de uma corda eldstica infinita, sabendo-se que o deslocamento inicial
de cada ponto da corda é dado por f(x), e que a velocidade inicial de cada ponto da
corda é dada por g(x), ou seja, vamos resolver o problema de valor inicial

o%u ,0%u
—_— =0 —
or? dx?

u(x,0) = f(x), 2 (x,0) = g(x), x € E
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Substituindo-se t = 0 na solug¢do de D’Alembert (4.31) e na sua derivada obtemos
Pp(x)+9(x) = f(x) (4.32)
—ag’(x) +ay'(x) = g(x). (4.33)

Derivando-se a equagao (4.32), multiplicando-se por a, somando-se e subtraindo-se
da equacgéo (4.33) obtemos

P = F )+ ), 434)
1
PO = F0) - gl (4.35)
Integrando-se de 0 a x as equagdes (4.34) e (4.35) obtemos
1 1 *
V) = PO +5( ) —FO) + 5 [ sy,

#x) = 9O+ 3(7x) — F0) — o [ gy

Usando-se o fato de que f(0) = ¢(0) + ¢(0) obtemos
u(x, t) = ¢(x—at)+p(x+at)

1 1 x-+at
= - (f(x—at)+ f(x+at))+ — / <(y)dy. (4.36)
2 2a Jx—at
Esta solugdo é chamada solucdo de d’Alembert do problema de valor inicial da
corda infinita.

Deixamos como exercicio para o leitor verificar que se f é continua por partes com
as suas derivadas, f’ e f”, também continua por partes, entdo para (x, t) tal que f”
é continua em x — at e x + at temos que u(x,t) dado pela solugdo de d’Alembert
ou

satisfaz a equagdo da onda, u(x,0) = f(x), Ey

(x,0) = g(x) para todo x € R.
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Resolva o problema de valor inicial

Pu  d*u 2<8u 8u>

a2 T ox

of | ox

ou

u(x,0) = f(x), 57 (x,0) =g(x), x € R

Sugestdo: faga a mudanga de varidveis = x+tf, 5 =x—*.

Determine o deslocamento vertical em fun¢do da posicdo e do tempo, u(x,t), de cada ponto de uma
corda elastica “semi-infinita”, presa na extremidade esquerda sabendo-se que o deslocamento inicial de
cada ponto da corda é dado por f(x), e que a velocidade inicial de cada ponto da corda é dada por g(x),
ou seja, resolva o PVIF

Pu_ i
o2 ox?
ou
u(x,0) = f(x), 5-(x,0) =g(x), x>0
u(0,£) = 0.
Considere a solu¢do do problema:
PP
o2 ox2
2(1—|x|), se —1<x<1
u(x,0) = f(x) = {O( 0 ,.
, caso contrario
]
iﬁuﬁ):—LxeR

Determine u(x,1).




4.3  Corda Elastica Infinita 393

(b) Calcule hm (0 t)

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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4.4 Respostas dos Exercicios

1. Corda Elastica Com Extremidades Presas (pdgina 360)

1.1.
/ua+Tg(x)dx—/ dx+/ dx+/
/ dx+/ dx+/ (y+T)dy = /T (x)dx,

pois g(x +T) = g(x).

1.2.  (a) Usando o exercicio anterior temos que

h(x+T) = /Ox”g(y)dy = /Oxg(y)dy + / Mg(y)dy =
X T/2 X
/0 g(y)dy + /_mg(y)dy = /0 g(y)dy = h(x).

Pois como g é impar, entdo f 7/28(y)dy = 0.
(b) Usando o fato de que g(—x) = —g(x), temos que

1.3. Temos que resolver o problema

u(x,0) = f(x), aat(xO)—0,0<x<4O

u(0,t) =0, u(40,t) =0

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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A solugédo é entdo

> nrw nrt
t)=) cpsen—— 0 ¥ cos =0

em que ¢, sdo os coeficientes da série de senos de f(x), ou seja,

1 40 nmx
= E/ f(x)sen(ﬁ)dx

— 2(bn(f01/4,40)+10bn(f1/43/4, 0) + 400, (37} 1,40) = bu(£3}}1,40))

80 sen " 4 sen 17
= 5 n2 4 n=1,23...
Portanto a solucdo é dada por
80 sen 7L + sen 347 nmx  nrt
(xt) = — ; 3 sen — 0= cos —
A solugéo é entdo
Z cnsen 12X 1’l7Tt
" *20
ad nix
X) = 2x = c
f(x) =sen 7; nsen ==
Logo,
o — 1, sen=2,
" 0, sen #2.
T T
) = — —t
u(x,t) sen(zox) cos(10 )

Periodo fundamental igual a - /10 = 20 segundos.
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Temos que resolver o problema

Pu _ P u
o2 Tox2
u(x,0) =0, g( 10) = g(x), 0 < x < 40

u(0,£) =0, u(40,t) =0

A solugédo é entdo
Z cusen " sen
" 20

em que 55 ¢, sdo os coeficientes da série de senos de g(x), ou seja,

. = /40 ) sen( x)d
200" T 20 40
80 sen LT 4 sen 3’}T”
== ? 7/12 n = 1, 2,3 e
1600 sen % + sen 47
e =—3 i 4 n=1,23...
T n
Portanto a solucdo é dada por
1600 sen 't + sen 3"” nmx nrt
u(x,t) = = Z 3 sen — o= sen —o-

A solugédo é entdo
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X = NTT X nrtt
g(x) = sen 5o :V;—Ocnsenﬁs 50
Logo
nrt 1, sen=2,
20T {O, sen # 2.
Assim,
u(x,t) = 10 sen(lx) sen(— t)

20 10
Periodo fundamental da corda é igual a /10 = 20 segundos.
Temos que resolver o problema
otz “ox2
ou
u(x,0) = f(x), 5(x,0) =

u(0,£) =0, u(40,t) =0

g(x), 0 <x <40

A solugdo é a soma das solugdes dos problemas com apenas uma das fungdes f(x)

o)

ad nrix anrt nrix
f) = EcnsenTc + Ednsen sen

L L

n=1

e g(x) ndo nulas.

em que ¢, e 55dy sdo os coeficientes da série de senos de f(x) e de g(x), respectivamente, ou seja,

1 40 nmx
= %/ f(x)sen(ﬁ)dx
3nmt
_ SOsen 4—ser14 n=123...

2 n?
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nm 40 X
0™ T / ) sen( 0 30 )
3nm
_ 8(; sen 1t —|-zsen T o123
T n
1600 sen 7 + sen 317
dy = — 1 n=123...
T n
Portanto a solugdo é dada por
> sen % + sen 37 nrx nrt
H = = i
u(x,t) Z sen — 5= cos 7o +
1600 Z sen 27T + sen 347 sen TTX Lo Tt
= n3 40 20

Vamos procurar uma solu¢do na forma de um produto de uma fungdo de x por uma funcéo de ¢, ou seja,
u(x,t) = X(x)T(¢).
Derivando e substituindo na equacéo diferencial obtemos
X(x)T"(t) = X" (x)T(t) +2X' (x)T(t)

que pode ser reescrita como
X"(x)+2X"(x)  T"(¢)
X(x) - T()
O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de t. Isto s6 é possivel
se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

X"(x) +2X'(x) _ T'(t)

X T
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Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias com condic¢des de fronteira X(0) = X(L) = O e

T'(0) = 0 que decorrem do fato de que 0 = u(0,t) = X(0)T(¢t), 0 = u(L,t) = X(L)T(t) e a—u(x,O) =

ot

X(x)T'(0) = 0:

X" (x) +2X'(x) — AX(x) =0, X(0) =0, X(L) =0 (4.37)

T'(t) — AT(t) = 0, T'(0) = 0 (4.38)
A equagdo X (x) +2X'(x) — AX(x) = 0 pode ter como solugdes,
Se A > —1: X(x) = ceT1HHVIFIY o p(-1-VI+A) x,
SeA=—1: X(x) =cre”* +cpxe ™.
SeA < —1: X(x) =cie *sen(v/—1—Ax)+ e *cos(v—1—Ax)).

As condigoes de fronteira X(0) = 0 e X(L) = 0 implicam que (4.37) tem solu¢do ndo identicamente nula
somente se A < —1, mais que isso A tem que ter valores dados por

n2 2

A=l

n=123,...
ou seja, o problema de valores de fronteira (4.37) tem solucdo

X(x) = Clefx sen L;L:x, paran = 1,2,3,__ .

Substituindo-se A = —1 — ”2L7272 em (4.38) obtemos

n2 2

T'(t)+ (1+ T)T(t) =0, T'(0) =0

que tem solucdo
n2m?

T(t) :czcos< 1+T t) , paran=1,2,3,....
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Logo o problema formado pela equacdo diferencial parcial e as condicdes de fronteira tem solugées fun-
damentais

272
up(x,t) = X(x)T(t) =e™* sennLﬂcos ( 1+ nL;T t)

Além disso, combinagGes lineares dessas solugdes sdo também solugédo

N 2.2
nix n2sm
t) = ,?:1 Cptly (X, 1) 2 cne ¥ sen — - cos ( 14+ —— 2 t)

Vamos considerar as séries
ad nrx n2 72
t) = Cntty (%, 1) cpe ¥ sen —— cos 1+——1t].
)= 1 et z ) " ( 2

Mas para satisfazer a condigdo inicial u(x,0) = f(x), temos que impor a condigédo
f(x) =u(x,0)=e* ) cysen nizx

n=1

Esta é a série de Fourier de senos de f(x)e*. Assim, se a fungdo f : [0,L] — R é continua por partes tal
que a sua derivada f’ também seja continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo dados por

2 L . nmx
cn—f/0 f(x)e seanx, n=1273...

Vamos procurar uma solu¢do na forma de um produto de uma fung¢do de x por uma fungéo de ¢, ou seja,
u(x,t) = X(x)T(t)
Derivando e substituindo-se na equac¢do obtemos

X(x)T"(t) = X" ()T () = X(x)T(t) + X"(x)T()
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que pode ser reescrita como
X"(x) + X'(x) _ T"(1)
X(x) T(t)
O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de t. Isto s6 é possivel
se eles forem iguais a uma constante

X'(x) + X'(x) _ T"(t)
X(x)  T()

+1

+1=A.

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias

{ X"(x) + X'(x) — AX(x) =0, X(0) =0, X'(1) =0
T"(t) + (1 — A)T(t) = 0, T(0) = 0

aa%l(xff) = % (f'(x +at) = f'(x —at)) + % (&(x +at) +g(x —at))
2, 2 . B 4
E;7(x,t) =5 (f"(x+at) + f'(x —at)) + B (¢ (x+at)—§(x—at))
g—Z(x,t) = % (f'(x+at)+ fl(x —at)) + zl (§(x +at) — g(x —at))
o%u 1,5 - 1,

Tl () = 2 (Pt a) + ' (x—at) o+ o (¢ (x+ at) — g (x — at))
u(x,0) = f(x) = f(x)parax € [0,L];
—(x,0) = g(x) parax € (0,L) onde g é continua.
u(0,1) = 5 (Fat) + f(~at)) =0,

w(L,t) = % (F(L+at) + F(L —at —2L)) =o.
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386

u(x,t) = ser13ﬂ en@
T gy N g
O periodo fundamental ¢ T = & segundos.

Vamos procurar uma soluc¢do na forma de um produto de uma fungdo de x por uma fungdo de t, ou
seja,
u(x,t) = X(x)T(t).

Derivando e substituindo na equacéo diferencial obtemos
a*X" (x)T(t) = X(x)T"(¢)

que pode ser reescrita como
X"(x) 1T'(t)

X(x) @ T()

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de t. Isto s6 é
possivel se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

X'(x) _ 1T _
X(x) ~ @71 "

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias com condi¢des de fronteira:
X"(x) —AX(x) =0, X'(0)=0, X(L)=0 (4.39)
T"(t) — a®AT(t) =0, T'(0) =0 (4.40)

A equacdo X" (x) — AX(x) = 0 pode ter como solugdes,
SeA>0: X(x) = c1eVAX 4 cpemVAX,
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SeA=0: X(x) =c1 +cox.

SeA <0: X(x) = cysen(v/—Ax) + cp cos(v/—Ax).

As condicdes de fronteira X'(0) = 0 e X(L) = 0 implicam que (4.39) tem solugdo ndo identicamente
nula somente se A < 0, mais que isso A tem que ter valores dados por

2.2
A= —%, n=0,1,23,...

ou seja, a equagdo o problema de valores de fronteira (4.39) tem solugdes fundamentais

(2n+1)mx

X =
2n+1 (x) COs ZL

, paran=0,1,2,3,....

(2n+1)272

Substituindo-se A = — iz

na equacdo diferencial (4.40) obtemos

a?(2n +1)? 2

T (¢

T(t) =0

que com a condigdo inicial T’(0) = 0 tem solucdes fundamentais

a2n+1)mt
Ton+1(t) = cos %
Logo o problema
Pu 0%
32~ Y32
gt ox o (4.41)
u

E(O’t) =0, u(L,t) =0, g(x,o) =0,0<x<L

tem solugdes fundamentais

2n+1)mx  a(2n+1)mt

Uz i1(x, 1) = Xopi1(x) Tany1(t) = cos oL COs oL ’ (4.42)
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paran=0,1,2,3,...
Vamos supor que a solucdo do PVIF seja a série
= > 2n+1)mx  a(2n+1)mt

u(x, t) = Z Con+1U2n+1 (X, t) = Z C9y41 COS oL Ccos oL . (4.43)
n=0 n=0

Entdo para satisfazer a condicdo inicial u(x,0) = f(x), temos que impor a condic¢do

= 2n +1)7x
£(x) = u(x,0) = Y cayn cos DT
n=0
Esta ndo é a série de Fourier de cossenos de f(x) de periodo L. Entretanto, estendendo f ao intervalo
[0,2L] de forma que ela seja simétrica em relagdo ao ponto (x,y) = (L,0), ou seja,
N f(x) sex € [0,L]
flx) = { —f(2L—x) sex € [L,2L]
entdo -
- 2n+1)mx
f(x) = 2 Cop41 COS % (444)
n=0

Assim, se a fungdo f : [0,L] — R é continua por partes tal que a sua derivada f’ também seja
continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo dados por

Contl = T / f(x (2 + Dﬂx dx, paran=20,1,23... (4.45)
Para cada n, podemos reescrever a solugdo fundamental (4.18) do problema (4.17) na forma (verifi-
que!)

B 2n+1)mx  a(2n+ 1)t
Uopi1(x,t) = cos 5T cos 5T

1 (2n+ 1)t (x —at) (2n + 1)7t(x + at)
= 3 (COS -+ cos ) .

2L 2L
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Substituindo-se esta expressdo na série (4.44) obtemos que a solugdo do problema de valor inicial e
de fronteira pode ser reescrito como

uxt) = % (i Con 41 COS (2n + 1)27z(x —at) + i Con+1COS (2 + 1)27£(x + “U)
n=0 n=1
= 5 (Faan + flxvan), (4.46)

em que f é a extensédo de f que é par, simétrica em relacio ao ponto (x,y) = (L,0) e periédica de
periodo 4L. Esta é a solugdo de d’Alembert do problema de valor inicial e de fronteira. A solugdo
representa duas ondas se propagando em sentidos opostos com velocidade igual a a.

Vamos procurar uma solu¢do na forma de um produto de uma fungdo de x por uma fungdo de t, ou
seja,
u(x, t) = X(x)T(t).

Derivando e substituindo na equagao diferencial obtemos
X" (x)T(t) = X(x)T"(t)

que pode ser reescrita como
X”(x) B lT//(t)
X(x)  a? T(t)
O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de t. Isto s6 é
possivel se eles forem iguais a uma constante, ou seja,
X"(x) 1T'(t)

X(x) a2 T() A

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias com condigdes de fronteira:

X"(x) = AX(x) =0, X'(0)=0, X(L)=0 (4.47)
T"(t) — a®AT(t) = 0, T(0) =0 (4.48)
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A equacdo X" (x) — AX(x) = 0 pode ter como solugdes,

SeA>0: X(x) = c1eVAT 4 cpeVAX,
SeA=0: X(x) =c1 + c2x.
Se A <0: X(x)=cysen(v—Ax) + cp cos(v/ —Ax).

As condicdes de fronteira X'(0) = 0 e X(L) = 0 implicam que (4.47) tem solugdo ndo identicamente
nula somente se A < 0, mais que isso A tem que ter valores dados por

(2n +1)% 72

A=—
412

,n1=0,123...

ou seja, a equagdo o problema de valores de fronteira (4.47) tem solugdes fundamentais

(2n +1)mx

X =
271+1 (x> Ccos 2L

, paran=20,1,23,....

(2n41)272

Substituindo-se A = — iz

na equacdo diferencial (4.48) obtemos

2n +1)272

() + 2L T =0

que com a condigdo inicial T(0) = 0 tem solu¢des fundamentais (verifique!)

a(2n + 1)t
Tonia(t) = sen %
Logo o problema
o%u ,0%u
e a —_
off = ox? (4.49)
ou

g(O,t) =0; u(L,t)=0, u(x,0)=0,0<x<L
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tem solu¢des fundamentais

(2n+1)mx a(2n + 1)t

Up41 (x, t) = Xon+1 (X)TZn—i—l (t) = COs oL sen oL , (4.50)

paran=0,1,2,3,...
Vamos supor que a solugdo do PVIF seja a série
> a (2n+1)mx a(2n+ 1)t

u(x,t) = Y copq1tiaus1(x, 1) = Y copq1c08 oL sen oL . (4.51)
n=0 n=0

ou
Entdo para satisfazer a condicdo inicial — (x,0) = g(x), temos que impor a condi¢do

ot

Ju an+1)m 2n +1)mx
g(x)fa—uxo 2C2n+1 L> cos( 2L)

Esta ndo é a série de Fourier de cossenos de g(x) de periodo L. Entretanto, estendendo g ao intervalo
[0,2L] de forma que ela seja simétrica em relagdo ao ponto (x,y) = (L,0), ou seja,

():{ gg(x) sex € [0, L]

g —g(2L—x) sex e [L,2L]
entdo
B > a2n+1)mr  (2n+1)mx
3(x) = Cont1 cos . (4.52)

Assim, se a fungdo ¢ : [0,L] — R é continua por partes tal que a sua derivada ¢’ também seja
continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo dados por

a(2n+1)m 2n+1)
TCZ"H = L/ T dx, paran=0,1,2,3,... (4.53)
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Para cada 1, podemos reescrever a solugdo fundamental (4.50) do problema (4.49) na forma

B (2n+1)mx a(2n + 1)t
Uppy1(x,t) = cos oL sen L
1 ( N (2n+ 1)t (x + at) sen (2n+1)7r(x—at)> .

2 2L B 2L

Por outro lado, supondo que a série de Fourier da integral de g é a série das integrais, integrando-se
(4.52), obtemos

xtat o @2n+1)m(x+at) (2n+1)7t(x — at)
/xiat $(y)dy = an;)cn (sen 5T sen 5L .

em que ¢ é a extensdo de g que é par, simétrica em relagdo em relagdo ao ponto (x,y) = (L,0) e
periédica de periodo 4L.Logo temos que

t) = Lo, d 4.54
u(e ) = 52 [ gy, (@54

A solucdo dada desta forma é chamada solucdo de d’Alembert do problema de valor inicial e de
fronteira.

A solugdo deste problema é a soma da solugdo do problema com apenas f(x) ndo nula, que vamos
denotar por u'f) (x,t), com a solugio do problema com apenas g(x) ndo nula, u($) (x, t), ou seja,

u(x, t) = ulh (x, ) +ul® (x,1).

Logo a solugédo é dada por

) = L (Fl—a + flean) + L |

x—at

x+at

$(y)dy

em que f é a extensdo de f que é par, simétrica em relagdo ao ponto (x,y) = (L,0) e periédica de
periodo 4L e § é a extensdo de g que é par, simétrica em relagdo ao ponto (x,y) = (L,0) e periddica
de periodo 4L. A solucdo dada desta forma é chamada solu¢do de d’Alembert do problema de
valor inicial e de fronteira.
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Vamos procurar uma solucdo na forma de um produto de uma fungédo de x por uma fungédo de t, ou
seja,
u(x,t) = X(x)T(t).

Derivando e substituindo na equagéo diferencial obtemos
> X" (x)T(t) = X(x)T"(t)

que pode ser reescrita como

X"(x) 1T'(¢t)

X(x)  a? T(t)
O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de t. Isto s6 é
possivel se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

X"(x) 1T'()

Xtx) ~ 2T

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias com condi¢des de fronteira:

X"(x) —AX(x) =0, X'(0)=0, X'(L)=0 (4.55)
T"(t) — a®AT(t) =0, T'(0) = 0 (4.56)

A equacdo X" (x) — AX(x) = 0 pode ter como solugdes,

SeA>0: X(x) = c1eVAT 4 cpemVAX,

SeA=0: X(x) =c1 +cox.

Se A < 0: X(x) = cysen(y/—Ax) + ¢z cos(v/—Ax).

As condigdes de fronteira X’(0) = 0 e X’(L) = 0 implicam que (4.55) tem solugdo ndo identicamente
nula somente se A < 0, mais que isso A tem que ter valores dados por

n2 72

A=

n=20,1273,...
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ou seja, a equagdo o problema de valores de fronteira (4.55) tem solugdes fundamentais

Xn(x)—cosnn , paran =0,1,2,3,.

Substituindo-se A = 0e A = ”2’;2 na equagdo diferencial (4.56) obtemos
a’n?m?
"=0eT"(t) + TT(t) =0

que com a condigdo inicial T’(0) = 0 tem solucdes fundamentais

To(t) =1 Ty(t) = cos aan paran =1,2,3,...
Logo o problema
Fu_ 2o
oo (4.57)

ou
a (0 t) 0, a(L,t)—O, ﬁ(x,O)—0,0<x<L

tem solu¢des fundamentais

t
ug(x,t) =1, uy(x,t) = X, (x) T, (t) = cos ? cos anLn , paran=1,23,... (4.58)
Vamos supor que a solu¢do do PVIF seja a série
= anrtt
) =Y coun(x,t) L Cn cos 2% cos I (4.59)

Entdo para satisfazer a condicdo inicial u(x,0) = f(x), temos que impor a condicdo

f(x) =u(x,0) = i Cy COS ?
n=0
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Esta é a série de Fourier de cossenos de f(x) de periodo L.

Assim, se a funcdo f : [0,L] — R é continua por partes tal que a sua derivada f’ também seja
continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo dados por

1 L

g = f/o f(x)dx, (4.60)
2 (L nmx

cn = Z/o f(x)cosde, paran =0,1,2,3... (4.61)

Para cada 1, podemos reescrever a solucdo fundamental (4.18) do problema (4.17) na forma (verifi-
que!)
nrix anrtt

uy(x,t) = oS —— cos —

1 nm(x — at) nm(x + at)
= 5 (cos 7 + cos T .

Substituindo-se esta expressdo na série (4.44) obtemos que a solugdo do problema de valor inicial e
de fronteira pode ser reescrito como

u(x,t) = <Z cncos L t)—i-chcosW)

n=1
_ % (F(x—at) + f(x+at)), (4.62)

em que f é a extensdo de f que é par e periédica de periodo 2L. Esta é a solugdo de d’Alembert
do problema de valor inicial e de fronteira. A solucdo representa duas ondas se propagando em
sentidos opostos com velocidade igual a a refletindo-se nas extremidades.

Vamos procurar uma solu¢do na forma de um produto de uma fungdo de x por uma fungdo de t, ou
seja,
u(x, t) = X(x)T(t).
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Derivando e substituindo na equagéo diferencial obtemos
X" (x)T(t) = X(x)T"(t)

que pode ser reescrita como
X"(x) 1T'(t)

X(x) @ T()

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de t. Isto s6 é
possivel se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

X" (x) _ lT”(t) .
X(x) @710

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias com condi¢des de fronteira:

X"(x) = AX(x) =0, X'(0)=0, X(L) =0, (4.63)
T"(t) — a®AT(t) =0, T(0) =0 (4.64)
A equacdo X" (x) — AX(x) = 0 pode ter como solugdes,
SeA>0: X(x) = c1eVA¥ 4 cpeVAX,
SeA=0: X(x) =c1 +cox.
Se A < 0: X(x) = cysen(v/—Ax) + ¢z cos(v/ —Ax).

As condig¢des de fronteira X’'(0) = 0e X’(L) = 0 implicam que (4.63) tem solugdo ndo identicamente

nula somente se A < 0, mais que isso A tem que ter valores dados por

n
Lz’

ou seja, a equagdo o problema de valores de fronteira (4.63) tem solugdes fundamentais

A=— n=20,1273,...

Xo=1e X,(x) = cos ?, paran =1,2,3,....
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Substituindo-se A =0e A = — ”ZLQZ na equacgdo diferencial (4.64) obtemos

a®n?m?

T"=0eT"(t)+ T2

T(t) =0

que com a condigdo inicial T(0) = 0 tem solu¢des fundamentais (verifique!)

To =te Ty(t) = sen anrt

paran =1,2,3,... Logo o problema

%u 282u

_— = g —

ot2 0x2

Jdu Ju

—(0,t) =0; —(L,t) = = L

ax(O, )=0; ax( ) =0, u(x,0)=00<x<
tem solu¢des fundamentais

o (x,£) = t €ty (x,£) = Xy ()T, (£) = cos "7 sen ””L"t,

paran =1,2,3,...
Vamos supor que a solucdo do PVIF seja a série

> > nrix anrtt
u(x, t) = cot + Y catn(x,£) = cot + Y ¢y cos —sen —

n=1 n=1

0
Entdo para satisfazer a condicao inicial 8—1: (x,0) = g(x), temos que impor a condigdo

2 anm nrx
g(x) = Eu(x,O) = —I—V;ch cos ——

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)




414

Esta é a série de Fourier de cossenos de g(x) de periodo 2L.

Assim, se a fung¢do ¢ : [0,L] — R é continua por partes tal que a sua derivada ¢’ também seja
continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo dados por

1 (L
g = - / g(x)dx, (4.69)
?cn = 1 / cos —_ dx paran=1,2,3,... (4.70)

Para cada n > 0, podemos reescrever a solucdo fundamental (4.66) do problema (4.65) na forma

nirx anrtt
un(x,t) = cos —[osen—r
_ 1 (sen nr(x +at) sen nm(x — at)) .
2 L L

Por outro lado, supondo que a série de Fourier da integral de g é a série das integrais, integrando-se
(4.68), obtemos

[e9)

x+at B
X

—at n=1
em que ¢ é a extensdo de g que é par e periddica de periodo 2L. Logo temos que
1 x+at .
u(xt) = o / §(y)dy. 4.71)
a Jx—at

A solucdo dada desta forma é chamada solucido de d’Alembert do problema de valor inicial e de
fronteira.

A solugdo deste problema é a soma da solugdo do problema com apenas f(x) ndo nula, que vamos
denotar por u(f) (x,t), com a solugdo do problema com apenas g(x) ndo nula, u(8) (x,1), ou seja,

u(x, t) = ulf) (x, t) + ul® (x,1).
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Logo a solugédo é dada por

- 1 x+at
uxt) = 5 (Fe—at) + flr+an) +5- [ gy

—at

I\)U—‘

em que f é a extensdo de f que é par, e periédica de periodo 2L e § é a extensdo de g que é par
e periédica de periodo 2L. A solugdo dada desta forma é chamada solugdo de d’Alembert do
problema de valor inicial e de fronteira.

392
Vamos fazer a mudanga de variaveis
C=x+t ny=x—t

na solugdo u(x,t) da equagado

W a2 +

%u  du 5 du  Ju
ot ox )’
Ou seja, se u(x,t) = v(¢(x,t),n(x,t)), entdo

dv _ dvdg  dvdny _ <av Bv)

ot 9Z ot ' oy ot of o

Pv_ 0 (%)%, 3 (d\dy_(Fo P Fo
otz 9Z \ot) ot oy at ot \oc2 “ocon  on?)’
do_ 3L dody _ (b0 dv
ax_agax onpox  \o¢ '

v 9 [dv a9 an _ 0%v 0%v 820
= 52+ = +2m o )
dx2  of \ox /) ox 817 ax ox 9z2 ' “acay
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Assim

0.

Fu_Pu (o ) Fo o
otz ox? ot  ox/)  "ogay o

Logo a equacdo diferencial é equivalente a equagdo

ou equivalentemente

Mas se v(¢, 17) satisfaz esta equagdo entdo
v -
an +o=¢().
Esta é uma equacdo linear de 1* ordem que tem solugdo
o(,m) = e [ NG + (e = pln) + p(@)e .
Voltando as variaveis x e ¢, temos que
u(x, ) = gp(x — )+ p(x +t)e” b, (4.72)

Substituindo-se t = 0 na solugéo (4.72) e na sua derivada obtemos

¢x) +Pp(x)e™™ = f(x) (4.73)
—¢'(0) + (@' (x) +px))e™ = g(x). (4.74)
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Derivando-se a equagéo (4.73) e somando-se a equagdo (4.74) obtemos

/ —X _ 1 ! ]‘
P(x)e™ = §f (x) + Eg(x),
YO = S (e + 8¢, @75)

Integrando-se de 0 a x a equacéo (4.75) obtemos

v = 90+ 3 (e ) - [ ey [ sway),

Substituindo-se na equagdo (4.73) obtemos

¢(x) = flx) —p(x)e™

= ey + 5 (Fe 1)+ [ ey [T ersy).

Logo a solugdo do problema de valor inicial é dada por

u(x,t) = ¢x—t)+yp(x+ t)e*(x*t)

e—(x—t)  px+t
N %<f<x_f)+f(x4rf)€2t)+ 5 /x+ey(g(y)—f(y))dy-

—t

A solugdo deste problema é a soma da solugdo do problema em que g(x) = 0 com a solugdo do problema
em que f(x) = 0. O primeiro problema tem solucdo

1, 5
u(x,t) = 5 (f(x—at) + f(x+at)),
em que f é uma extensdo de f. Substituindo-se x = 0, obtemos que

f(—at)+ f(at) =0, paratodot > 0.
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Logo f(—x) = —f(x), para todo x > 0. Assim, f deve ser uma fungao impar. O segundo problema tem
como solugdo

u(x,t) = ! /x ng"(y)dy

5 —at
em que ¢ é uma extensdo de g. Substituindo-se x = 0, obtemos que

at
/ 3(y)dy =0, paratodot > 0.

—at

Logo §(—x) = —§(x), para todo x > 0. Assim, § deve ser uma fung¢do impar. A solucdo do problema
inicial é
1, ~ 1 x—+at
u(ot) = 5 (Fx—at)+fexran)+ o [ gy,
x—at

em que f e § sdo extensdes impares de f e g, ou seja,

f(x)—{ _f(x) sex >0

f(=x) sex<0.

(
N { g(x)  sex>0
—8(

8(x) = g(—x) sex <0.
1 1 [x+2t 1
u(ot) = 5 (Fr 420+ fx=20) = 1 [~ “dy =5 (Fx+20) + flx—20) =1
-1, sex < —3
1 —|x+2|, se —3<x< -1
u(x,l)—E(f(x+2)+f(x—2))—1: -1, se —1<x<1

—|x—=2|, sel<x<3
-1, sex >3
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(b)
—— = lin;—(f(x+2t)+f(x—2t)) -1=-1

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Equacao de Laplace Bidimensional

5.1 Equacao de Laplace num Retangulo

Pode-se mostrar que o potencial elétrico, u(x,y), numa regido em que ha auséncia
de cargas elétricas satisfaz a equagdo diferencial

Pu  %u

a2 T =0

chamada equacdo de Laplace. Também as solugdes estaciondrias da equagdo do

calor em uma placa,
ou , (Pu  %u
— = - _I_ - ,
ot 9x2  9y?

420
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assim como as solugdes estaciondrias da equagdo de uma membrana eldstica

Fu_ o (Fu P
o2 axz = 9y?

satisfazem a equagédo de Laplace.

O problema de encontrar a solugdo da equacdo de Laplace numa regido sendo co-
nhecidos os seus valores na fronteira da regido é chamado problema de Dirichlet.

Vamos considerar, agora, o seguinte problema de Dirichlet em um retangulo
Py,
axz  9y?
u(x,0) = f(x), u(x,b) =g(x), 0<x<a
u(0,y) = h(y), u(a,y) =k(y), 0 <y <b

=0

A solucdo deste problema é a soma das solucdes dos problemas com apenas uma das
fungdes f(x), g(x),h(y) e k(y) ndo nulas (verifique!).

Fu
d9xz  9y?
u(x,0) =0, u(x,b) =0,0<x<a

u(0,y) =0, u(a,y) =k(y), 0<y <b

:0/
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'

u(x.b)=g(x)

u(0,y)=h(y) u@y)=k(y)

x

u(x,0)=f(x) a

Figura 5.1 — Retangulo onde é resolvido o problema de Dirichlet

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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Vamos procurar uma solugdo na forma de um produto de uma funcédo de x por uma
funcgdo de y, ou seja,

u(x,y) = X(x)Y(y)
Derivando e substituindo-se na equagdo obtemos
X"()Y(y) = =X(x)Y"(y).
Dividindo-se por X (x)Y(y) obtemos

X'(x) _ _Y'(y)

X(x) Yy

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de
y. Isto s6 é possivel se eles forem iguais a uma constante

X”(x) _Y”(t) L

X(x) Yy

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias

{X”(x) —AX(x)
Y'(y) +AY(y)

0 (5.1)
0, Y(b) =0 (5.2)

0, X(0)=
0, Y(0)

As condigdes Y(0) = Y(b) = 0 decorrem do fato de que 0 = u(x,0) = X(x)Y(0) e
0=u(x,b) = X(x)Y(b). A condigdo X(0) = 0, decorre do fato de que 0 = u(0,y) =
X(0)Y(y).

A equacdo (5.2) com as condi¢des de fronteira foi resolvida no problema do calor em
uma barra com condi¢des homogéneas - equagédo (3.1) na pagina 278 - e tem solugdo
nao identicamente nula somente se

n?m?

A= R

paran =1,2,3,...
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e neste caso a solugdo é da forma
Y(y) =crsen L, n=1,23,...

Substituindo-se A = £ZX

X" (x) — %X(x) —0,

que com a condi¢do X(0) = 0 tem solugdo (verifique!)

X(x) =cp(eT ¥ —e”0Y) =5, senh%
Logo o problema formado pela equacgdo de Laplace e as condi¢des de fronteira
u(x,0) = u(x,b) =0,para0 < x < aeu(0,y) =0, para0 < y < b, tem solugdes
fundamentais

un(x,y) = X(x)Y(y) = sen % sen hn—;[x
Vamos supor que a solugdo do problema de Dirichlet seja uma série da forma
xy) =Y cuttn(x,y) Z cp sen P7Y cenh @ (5.3)

b

n=1

Para satisfazer a condicdo inicial u(a,y) = k(y), precisamos ter

_ MY conn O Y Y Con Y
k(y) = u(a,y) = chsen 2 senh 2 n;l[cnsenh 2 }sen =

Esta é a série de Fourier de senos de k(y). Assim, pelo 25 184,
se a fungdo k : [0,b] — R é continua por partes tal que a sua derivada k' (y) também
seja continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo dados por

¢, senh @ 5 / ) sen —dy, n=1,2,3... (5.4)
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Vamos verificar que realmente (5.3) com os coeficientes dados por (5.4) é a solucao
do problema de valor inicial. Claramente (5.3) satisfaz as condi¢ées de fronteira e a
condigao inicial ¢ satisfeita para os valores de y € (0, b) tais que k(y) é continua. Va-
mos ver se (5.3) satisfaz a equagdo de Laplace. Cada termo da série satisfaz a equacao
de Laplace. Basta provarmos que podemos passar as derivadas para dentro do sinal

de somatoério. Isto decorre da aplicagdo do Teorema 2.7 na péagina 198 usando o fato
de que

o] < / ))ld < 2Me™ 5 2Me™H"
n senh nmz b y= _ efznzm 1_e 2% ’
nn(ub—xl)
L <om2tE
Cn P} (x/y)’ b 1_6_2?1’
%u, n2m? e )
c (x, )’ <2M —,
"2 P25
nn(a[;xl)
nrite
7 < ZMi 7
C”a (x y)' — b 1—6722’“
nm(a—xq)
%u,, ’ el
c xY)| < 2M—5— —,
n ayz ( y) b2 1— e_Zb

paraM—be k(y)ldy, 0 <x1 <x<xp<a,0<y; <y<y,<b n=1,23,.
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X y

Figura 5.2 — Solugao do problema de Dirichlet do Exemplo 5.1 tomando apenas 3 termos ndo nulos da série

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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Vamos considerar o problema de Dirichlet num retangulo
Pu P
axz = 9y?
u(x,0) =0, u(x,2)=0,0<x<3
u(0,y) =0, u(B,y) =k(y), 0 <y <2

=0

com

. y, se0<y<1
k(y){ 2—y, sel<y<2

A solugédo é entdo

()
u(x,y) = n;lcn sen? senhnzﬂ

em que c,, senh(227) sdo os coeficientes da série de senos de k(y), ou seja, usando a

tabela na pégina 202, multiplicando por 2 os valores obtemos:

3nrm 2 nmy
cnsenhT— = /Ok(y)sen(T)dy

= 2(balf8)0) +20u (0 0) — BalFi1 )

Cn n=1273...

n272 senh 347’
Entretanto coeficientes de indice par sdo nulos:

cop =0
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8(—1)
(2k + 1)2722 senh 21T

Cok+1 =

Portanto a solugdo é dada por

u(x,y)

nr

8 & sen’y nmy nmx
— h
= ;1;1 S eon Bux SN, senh
8 i (—=1)" (2n+1)my nh(2n+1)7rx
72 = (2n + 1)2 senh 3(2”2“)71 2 2
u
9x2 " 9y?

u(x,0) =0, u(x,b) =0,0<x<a
u(0,y) = h(y), u(a,y) =0,0<y <b

Vamos procurar uma solugdo na forma de um produto de uma funcédo de x por uma
fung¢do de y, ou seja,
u(x,y) = X(x)Y(y)

Derivando e substituindo-se na equagdo obtemos
X"(2)Y(y) = =X(x)Y"(y)-
Dividindo-se por X (x)Y(y) obtemos

X'(x) __Y'(y)

X(x) Yy
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O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de
y. Isto s6 é possivel se eles forem iguais a uma constante

X" (x) _ 7Y"(t) .
X(x) Yy)

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordinarias

{X”(x) —AX(x)
Y (y) +AY (y)

As condigdes Y(0) = Y(b) = 0 decorrem do fato de que 0 = u(x,0) = X(x)Y(0) e
0=u(x,b) = X(x)Y(b). A condigdo X(a) = 0, decorre do fato de que 0 = u(a,y) =
X(@)Y(y).

A equacdo (5.6) com as condi¢des de fronteira foi resolvida no problema do calor em
uma barra com condi¢des homogéneas - equacéo (3.1) na pagina 278 - e tem solucao
ndo identicamente nula somente se

X(a) =0 (5.5)
Y(0) =0, Y(b) =0 (5.6)

0,
0,

paran =1,2,3,...
e a solugdo é da forma

Y(y) = sen@, n=1,23,...

b
Substituindo-se A = nzgfz na primeira equagéo diferencial obtemos
2,2
ner
X"(x) — TX(.X) =0.

Esta equacdo tem solucao geral
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Mas podemos escrever a solucdo geral na forma

X(x) =c1et %" 0¥ oo B %0 = e b ) 4 gpe’s (K0,
que com a condi¢do X(a) = 0 tem solugdo (verifique!)
X(x) = e T _ =Ty — g, senh(%(x —a)).

Logo o problema formado pela equacdo de Laplace e as condi¢des de fronteira
u(x,0) = u(x,b) =0,para0 < x <aeu(ay) =0, para0 < y < b, tem solugdes
fundamentais

un(x,y) = X(x)Y(y) = sen L?;]/ senh(%(x —a))

Vamos supor que a solugdo do problema de Dirichlet seja uma série da forma
= = nrm nrw
x,y) = Z cntn (x,y) = ; cnsen — = senh(7(x —a)).

Para satisfazer a condigdo inicial u(0,y) = h(y), precisamos ter

e}

Y T Y o 17
h(y) = u(0,y) Z cnsen — senh 2 ; [cn senh 2 } sen —=.
Esta é a série de Fourier de senos de h(y). Assim, pelo 25 184,

se a fungdo h : [0,b] — R é continua por partes tal que a sua derivada I’ também seja
continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo dados por

—Cy senhn—m b / ) sen —dy, n=123...

Podemos evitar o sinal negativo se escrevemos

[e9)

u(x,y) = Z un(x,y) = nil cp sen nb senh(Tn(a —x)) (5.7)

n=1
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e neste caso
Cn senh 72 =3 / ) sen( )dy, n=1,23.. (5.8)

Vamos verificar que realmente (5.7) com os coeficientes dados por (5.8) é a solucao
do problema de valor inicial. Claramente (5.7) satisfaz as condi¢oes de fronteira e a
condicdo inicial é satisfeita para os valores de y € (0,b) tais que h(y) é continua. Va-
mos ver se (5.7) satisfaz a equagdo de Laplace. Cada termo da série satisfaz a equacao
de Laplace. Basta provarmos que podemos passar as derivadas para dentro do sinal
de somatério. Isto decorre da aplicagdo do Teorema 2.7 na pagina 198 usando o fato
de que

1 2 b 2Me™ "% 2Me b
<—— 2 [ |h(y)|dy < < ,
ol < gy fy MOy S e <
ouy, ‘ nmo e 5
(% y)| <2M— ———,
o FY) b 1%
o%u n2 2 e_n?]
; <2M ,
Cn axz (X )‘ — bz l e 27bm
2 < 2w
n a b 1_8_277177,1/
%u,, 22 e
g 2M ,
Cn ayZ ('x )‘ — bz 1 B 2ma

paraM—be h(y)|ldy, 0 <x3 <x<x<a, 0<y; <y<y,<b,n=1,23,.
e

'HT(Xl

£
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i 1’127T2 nxy

e b < oo
2
n=1 b

Vamos considerar o problema de Dirichlet num retangulo
%u  du
a2
u(x,0) =0, u(x,2) =0,0<x <3
u(0,y) = h(y), u(3,y) =0, 0 <y <2

=0

com
. y, se0<y<1
h(y)_{Z—y, sel<y<2

A solugédo é entdo

= nmy nm
u(x,y) = nX::lcn sen —= senh(7(3 —x))

em que ¢, senh(227) sdo os coeficientes da série de senos de /1(y), que sdo 0s mesmos

da funcdo k(y) do Exemplo 5.1 na pagina 427, ou seja,

3 2
Cn senh(ﬂ) = / h(y) sen(@)dy
2 0 2
8sen
TTEZ, n= 1,2,3
8sen 1t
Cn n=12,3...

= 5,
1272 senh 3”7”

Ou ainda,
Cy = 0
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Figura 5.3 — Solugao do problema de Dirichlet do Exemplo 5.2 tomando apenas 3 termos ndo nulos da série

Julho 2011 Reginaldo J. Santos



434

8(—1)
(2k + 1)2722 senh 2T

Cok+1 =

Portanto a solugéo é dada por

sen I nmy nmx
u(x,y) = Z nzsenh3”” sen — senh
> —1)* 2 1 2 1 —
_ iz (-1) o 2r DTy (20t D3 x)
3 T 2 2

T = (2n 4 1)2 senh %

P,
daxz = 9y?
u(x,0) = f(x), u(x,b) =g(x), 0<x<a
u(0,y) = h(y), u(a,y) =k(y), 0 <y <b

Como dissemos anteriormente a solucdo deste problema é a soma das solugdes dos

problemas com apenas uma das fungdes f(x), g(x), h(y) e k(y) ndo nulas, que deno-
tamos por ulf) (x,y), u® (x,y), u™ (x,y) e u®¥) (x,y), respectivamente. Ou seja,

u(x,y) = ul (x,y) +u® (x,y) +u® (x,y) + 1 (x,y).

=0

Vamos considerar o problema de Dirichlet num retangulo
%u  u
Frel
u(x,0) =0, u(x,2)=0,0<x<3
u(0,y) =h(y), u(B,y) =k(y), 0<y <2

=0
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Figura 5.4 — Solugao do problema de Dirichlet do Exemplo 5.3 tomando apenas 3 termos ndo nulos da série

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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com 0 1
_ y, se0=y<
) =k ={ ,_ Y X9EVE)

A solugédo é entdo

& nmy nrix nm(3 — x)
y) = ,;1 Cnsen —= (senh -t senh —5 )

em que c, senh 247 sdo os coeficientes da série de senos de k(y), que sdo os mesmos
da funcdo k(y) do Exemplo 5.1 na pagina 427, ou seja,

3nm

2 nmy
cnsenhT = /Ok(y)seany

= n= 1,2,3..-
senh (32 )n2 72

Ou ainda,
Cofe = 0

8(—1)
(2k + 1)2722 senh 2T

Cok+1 =

Portanto a solugdo é dada por

sen 2t nmy nmx nm(3 — x)
u(x,y) = 712 Z . " serth 3m sen — <ser1h2 + senh 2)
8 & (

— 71),1 se
T =) (21 4 1)2 senh 221HUT 2

)7(3 —

N (2n+1)my <senh (2n +21)7rx + senh (2n+1

2

x))
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Exercicios (respostas na pagina 467)

1.1. Resolva o seguinte problema
P Pu_
ox2 = ay?
u(x,0) =0, u(x,2) =0,0<x <3

u(0,y) =0, u(3,y) =k(y), 0 <y <2

0

com
v, se0 <y <1/2
k(y) =4 1/2, sel/2<y<3/2
2—y, se3/2<y<2
1.2. Resolva o seguinte problema
Pu Pu_
0x2 " 9y?

H(X,O) = Or H(X,Z) = O; 0<x<3
u(0,y) =h(y), u3,y) =0, 0<y <2

com
v, se0<y<1/2

h(y) =< 1/2, sel/2<y<3/2
2—y, se3/2<y<2

1.3. Resolva o seguinte problema
%u  du
Frol v
u(x,0) =0, u(x,b) =g(x), 0<x<a
u(0,y) =0, u(a,y) =0, 0<y <b

=0

Julho 2011

Reginaldo J. Santos



438

Resolva o seguinte problema
?u  *u
Frolgr
u(x,0) = f(x), u(x,b) =0,0<x<a
u(0,y) =0, u(a,y) =0,0<y<b

=0

Resolva o seguinte problema
%u  d*u
32 + W =0
u(x,0) = f(x), u(x,b) =g(x), 0<x<a
u(0,y) = h(y), ua,y) =k(y), 0<y <b
Vamos considerar o problema de valor de contorno em um retdngulo gerado pela equagdo de Laplace
%u  du
a2 tap
g—;(x,O) = f(x), g—;(x,b) =g(x),0<x<a

34(0,y) =h(y), %(a,y) =k(y), 0<y<b

Este problema é chamado problema de Neuman. A solucédo deste problema é a soma das solugdes dos
problemas com apenas uma das fung¢des f(x), g(x), h(y) e k(y) ndo nulas.

=0

Resolva o problema

Pu Pu_,
ox2  9y?
% (x,0) =0, $(x,b) =0,0<x<a

3(0,y) =0, (ay) =k(y), 0<y<b
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Resolva o problema

Pu P
0x2 " 9y?
%(X,O) =0, Z%(x,b) =0,0<x<a

2(0,y) = h(y), 3(a,y)=0,0<y<b

Por analogia escreva a solugdo dos problemas com somente f(x) diferente de zero, com somente
g(x) diferente de zero e determine a solugdo do problema de Neuman no caso geral

Fu P,
0x2  9y2
%(x,o) = f(x), %(x,b) =g(x),0<x<a

50y) =h(y), §ay) =ky), 0<y<b
Explique por que este problema nao tem solugdo tinica.
Explique por que o problema sé tem solugdo se

/Ob k(y)dy = /Obh(y)d]/ = /Oug(X)dx = /Ouf(x)dx —0

Encontre as equacgdes diferenciais ordindrias e as condi¢des de fronteira associadas as solugdes funda-
mentais do problema:

%u  %u u

@4‘@—”*5, 0<x<l, 0<y<1
ou

M(O,y):oza(l,y); 0<y<l,

g;’(x,l)zo; 0<x<1,

u(x,0) = f(x); 0<x<Ll
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5.2 Equacao de Laplace numa Faixa Semi-infinita

Vamos resolver o problema de Dirichlet numa faixa semi-infinita, que corresponde,
por exemplo, ao problema de encontrar a temperatura estaciondria em cada ponto
de uma faixa semi-infinita, cujas laterais sdo mantidas a temperaturas T; = T, = 0,
sendo conhecida a temperatura em uma extremidade da faixa.

?u  u

$+W:O,y>0,0<x<u,

u(x,0) = f(x), 0 < x <a, u(x,y) élimitadaparay >0, 0 < x < a,
u(0,y) =0, u(a,y) =0,y >0

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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VA

u(0y)=0 u(ay)=0

a
u(x,0)=f(x)

Figura 5.5 — Faixa semi-infinita onde é resolvido o problema de Dirichlet

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Vamos procurar uma solugdo na forma de um produto de uma funcédo de x por uma
funcgdo de y, ou seja,

u(x,y) = X(x)Y(y)
Derivando e substituindo-se na equagdo obtemos

X"(2)Y (y) = =X(x)Y"(y)-
Dividindo-se por X (x)Y(y) obtemos

X'(x) __Y'(y)

X(x) Yy

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de
y. Isto s6 é possivel se eles forem iguais a uma constante

X'(x) _ Y'(y)
X Yy

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias com condi¢des de fronteira

= A

X"(x) = AX(x) =0, X(0) =0, X(a) =0
Y"(y) + AY(y) =0, Y(y) é limitada para y > 0.

As condigdes X(0) = X(a) = 0 decorrem do fato de que 0 = u(0,y) = X(0)Y(y) e
0=u(a,y) = X(a)Y(y). A condigdo Y(y), decorre do fato de que u(x,y) é limitada
na faixa.

A primeira equagdo com as condig¢oes de fronteira tem solugdo ndo nula somente se

2.2 - . ~
A=— ”ag ,paran =1,2,3,... e neste caso as solu¢des fundamentais sdo

Xy (x) = sennaﬂ, n=123,...
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Assim a segunda equagdo diferencial com a condi¢do de Y (y) ser limitada, para y >
0, tem solugdes fundamentais

_nmy
Yuly) =e
Logo o problema formado pela equacdo diferencial parcial e as condi¢oes de fron-
teira u(0,y) =0, u(a,y) = 0, paray > 0, com a condigdo de u(x,y) ser limitada tem
solucgdes fundamentais

nix _nmy
tn (%, ) = X (%)Y (y) = sen ——e P

Vamos supor que a solugdo seja a série

nix _nmy
Cntn (X, cpsen ——e @ . (5.9
Z n-y p )

n=1

Mas para satisfazer a condigdo inicial u(x,0) = f(x), temos que ter

oo
x) =Y cysen ”aﬂ.
n=1

Assim se a fun¢do f(x) é continua por partes com sua derivada também continua
por partes, entdo os coeficientes sdo dados por

a
= E/ f(x)sen naﬂdx, n=123... (5.10)
0

Vamos verificar que realmente (5.9) com os coeficientes dados por (5.10) é a solugdo
do problema de valor inicial. Claramente (5.9) satisfaz as condi¢oes de fronteira e a
condicdo inicial é satisfeita para os valores de x € (0, L) tais que f(x) é continua. Va-
mos ver se (5.9) satisfaz a equagdo de Laplace. Cada termo da série satisfaz a equagao
de Laplace. Basta provarmos que podemos passar as derivadas para dentro do sinal
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de somatoério. Isto decorre da aplicagdo do Teorema 2.7 na pédgina 198 usando o fato
de que

Jou nmw _nmy
cn—a; (x,y)‘ < M7e_ a
9%u, n2m? oy

cnﬁ(x,y) <M o e”a

ouy, niw _nmy
- < -_ a
Cn 3y (x,y)‘ <M p e

2.2

Ty
e o

o%u

n
C”ayzn(x'y)‘ <M

2
paraM:%fO”|f(x)|dx, 0<x<a4,0<y1<y<y,n=123...e

X nr _nmp
DT
a

n=1

© n2x

a2

_nmyg
a < 00,

2
e

Observamos que a temperatura estaciondria em cada ponto da placa tende a zero
quando y tende a 400, ou seja,

ylgrolo u(x,y) = Z Cn <tli_>r£1Q un(x,y)) =0, paraxe€|[0,4],

n=1

que decorre da aplicagdo do Teorema 2.8 na pagina 200, usando o fato de que

enttn(ry)| < M (e7F01)"
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para0 <x <4, 0<y; <y<y, n=123,...e

) . n
) (e_Fyl) < 0.

n=1

Vamos considerar o problema de encontrar a temperatura estaciondria
em cada ponto de uma faixa semi-infinita, cujas laterais sdao mantidas a temperaturas
T1 = T, = 0, sendo conhecida a temperatura em uma extremidade da faixa. Ou seja,
vamos resolver o problema de Dirichlet na faixa semi-infinita

P,
9x2  9y?
u(x,0)=f(x), 0<x<2

u(0,y) =0, u(2,y) =0, y > 0.

=0

com
se0<x<1

X,
f(x)—{ 2—x, sel<x<2

A solugdo é entdo
> nx _nmy
u(x,y) = Z CnSen ——¢” 2
n=1
em que ¢, sdo os coeficientes da série de senos de f(x), que sdo os mesmos da fungdo
k(y) do Exemplo 5.1 na pdgina 427, ou seja,

2 nmx
Cn /Of(x)seanx
8sen T
= g2 ,hn=1,2,3...
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Equacéo de Laplace Bidimensional

Ou ainda,
Cop = 0

8(—1)"

Co%k41 = 32k )7
(2k + 1)2722 senh 22T

Portanto a solucao é dada por

sen 't nmx _mmy
> sen —e 2
n 2

agk

u(x,y) =
1

=
3 |l

oo o0

N

2 = (2n41)2 sen 2

n

(=1)" (2n+ 1)7'cxe_ @4y

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar)
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Figura 5.6 — Solucdo do problema de Dirichlet do Exemplo 5.4 tomando apenas 3 termos ndo nulos da série

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Resolva o problema de encontrar a temperatura estaciondria em cada ponto de uma faixa semi-infinita,
que é isolada nas laterais, sendo conhecida a temperatura em uma extremidade da faixa. Ou seja, resolva
o problema de valores de fronteira

Pu  %u
$+ﬁ—0,y>0,0<x<a,
u(x,0) = f(x), 0 <x<a, |u(x,y)| <M, paray >0, 0 < x <a,

Ju ou
g(O,y) =0, g(a,y) =0,y>0.

Se a temperatura em uma extremidade da faixa é constante, f(x) = Ty, para 0 < x < a, qual é a
temperatura estaciondria em qualquer ponto da faixa, u(x,y)?

Resolva o problema de encontrar a temperatura estaciondria em cada ponto de uma faixa semi-infinita,
cuja lateral direita é mantida a temperatura zero e lateral esquerda é isolada, sendo conhecida a tempe-
ratura em uma extremidade da faixa. Ou seja, resolva o problema de valores de fronteira

Pu  %u
$+@—O,y>0,0<x<a,
u(x,0) = f(x), 0 <x<a, |u(x,y)| <M, paray >0, 0 < x < a,
Ju
g(o,y) =0, u(a,y) =0,y >0.
Se

[ a/2—x, se0<x<a/2,
f(x)_{O, sea/2 < x <a.

determine a temperatura estaciondria em qualquer ponto da faixa u(x, y).
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5.3 Equacao de Laplace em Regioes Circulares

Escrevendo a equacdo de Laplace em coordenadas polares (r,6), vamos resolver o
problema de Dirichlet no circulo, que corresponde, por exemplo, ao problema de
encontrar a temperatura estaciondria de uma placa circular se sdo conhecidos os va-
lores da temperatura na borda da placa.

Fu 1o 1P
or2  ror 12002
u(a,0)=f(0),0<0<2m

=0,0<r<a

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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u(a8)=f(6)

X
s

Figura 5.7 — Circulo onde é resolvido o problema de Dirichlet

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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Vamos procurar uma solugdo na forma de um produto de uma funcédo de r por uma
fungdo de 6, ou seja,
u(r,0) = R(r)©(0).

Derivando e substituindo na equacao diferencial obtemos

R'(r)0(6) + R (1)O(6) + 5R(O"(6) =0,
Itiplicand -
multiplicando-se por R(0(0)

©'(6) _ LR'() _R()

0(6) R(r)  R(r)

O primeiro membro depende apenas de 6, enquanto o segundo depende apenas de
r. Isto s6 é possivel se eles forem iguais a uma constante, ou seja,
©'(6) __LR'() _ R()

o(6) R(n "R ™

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias com condi¢des:

@"(6) — A®(6)
r?R"(t) 4+ rR'(r) + AR(r)

@(0) = ©(0 +27), (5.11)

0,
0, R(r) limitada para0 < r < a. (5.12)

A equacdo O"(0) — AO(0) = 0 pode ter como solugdes,
Se A >0: O(0) = creV} + cpe VAP,

SeA=0: O(F) =1+ c26.

Se A < 0: ©(f) = cysen(y/—A8) + ¢z cos(v/—AB).
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A condi¢do O(0) = O(0 + 27), para todo 6 € R, implica que o periodo fundamental
de ©(0) é da forma 27", paran = 1,2,... ou zero. Assim, (5.11) tem solucdo nio

identicamente nula somente se /—A = n, paran = 0,1,2,... ou seja,
A=-n?,n=0,1,23,...

ou seja, o problema de valor de fronteira (5.11) tem solugdes fundamentais

@,SD(G) = cosnf, paran=20,1,2,3,...
@,(12)(6) = sennf, paran =1,2,3,...
Substituindo-se A = —n? na equagio diferencial (5.12) obtemos

r2R"(t) +rR'(r) — n*R(r) = 0,
que tem como solugdo
R(r) =c1+cxlnr, paran=0; R(r) =cir " +cor", paran =1,2,3,....
Como R(r) tem que ser limitada para 0 < r < 4, entdo as solugdes fundamentais sdo
Ro(r) =1, Ry(r)=r", paran=1,2,3,....

Logo o problema formado pela equacdo diferencial parcial na regido r < a tem
solugdes fundamentais
up(r,0) =1

u,(ll)(r,e) = Rn(r)®£l1)(9) = 1" cosnb, u£,2) (r,0) = Rn(r)®,(12)(9) = r" sen né.

Vamos supor que a solugdo do problema de Dirichlet seja a série

(el (r,0) + dpul? (r,0))

S
+
agk

u(r,0) =

3
I
—

[7e

" (cn cos nb + d,, sennb). (5.13)

3
Il
—_
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Para satisfazer a condicdo u(a,6) = f(0), temos que impor a condi¢do
f(6) =u(a,0) =co+ ) a"(cacosnd +dysennb).
n=1

Esta é a série de Fourier de f(6) com periodo 27t. Assim, se a fungéo f : [0,271] — R é
continua por partes tal que a sua derivada f’ também seja continua por partes, entdo
os coeficientes da série sao dados por

1 27 i
= 3z | f@,

1 27
a'c, = p- £(6) cosnb do, (5.14)
0
1 2
a'd, = < () sennf de.

paran=1,2,3...

Vamos verificar que realmente (5.13) com os coeficientes dados por (5.14) é a solucao
do problema de valor inicial. Claramente (5.13) satisfaz as condi¢des de fronteira e
a condicdo inicial é satisfeita para os valores de 6 € (0,27) tais que f(6) é continua.
Vamos ver se (5.13) satisfaz a equagdo de Laplace. Cada termo da série satisfaz a
equacdo de Laplace. Basta provarmos que podemos passar as derivadas para den-
tro do sinal de somatério. Isto decorre da aplicagdo do Teorema 2.7 na péagina 198
usando o fato de que

—(r,0)| <2Mn (%)n

—2(r,0)| < 2Mn? (%)n

cn—(1,0)| <2Mn (%)n
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%u,,

2
502

(r,G)’ < 2Mn? (;)n

paraM:%fozﬂf(G)\dG, 0<r<r<rn<a0<0<21,1n=1,273...¢

n;zzv{n (%2)” <o,

) ) Fa\ "
n;zMn (;) < oo,

Vamos considerar o problema de encontrar a temperatura estacionéria
em cada ponto de um disco de raio 2 cm, se a temperatura na borda da placa é dada
por f(8) =0, para0 < 6 < e f(6) = 2m — 0, para m < 6 < 271. Ou seja, vamos
resolver o problema de Dirichlet no circulo

P 1ou 10
a2 ror  r?a6?
u(a,0) = f(6), 0<60 <2m.

=0,0<r<a

com

0, se0<0<rm
f(g)_{ 2m—0, semr<0<2m

A solugio é entdo

u(r,0) =co+ Z " (cncosnf + dysennb), para0 <r <a, 0 <6 < 2.

n=1
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em que a"c, e a"d, sdo os coeficientes da série de Fourier de f(0), ou seja,

1 2 T
" 1 27
alen = — f(0)cosnbdd = = / 6 cosnb do
0
2 nm

= Z(an(fé,ll),n» = T(ssens—i—coss) .

n2rm

Ou ainda,

HZkCZk =0

1, 4
2k+1 (2k+1)27'[

a'd, = 1 2nf(@)senn(?alG—O
n - T 0 -

Portanto a solucéo é dada por

T 2 & r(( 1)
l/l(r,g) = E‘F;’;TCOSTlG
T 4 & r(2n+1)
= — - — _ 2 1)6.
5 7Tn;0112”+1 2 1) cos(2n +1)
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Figura 5.8 — Solucdo do problema de Dirichlet do Exemplo 5.5 tomando apenas 3 termos ndo nulos da série

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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Exercicios (respostas na pagina 482)

3.1. Resolva o problema de Dirichlet no semicirculo
Pu tou 10
or2  ror  r?o6?
u(a,0)=f(0),0<0<m
u(r,0) =u(r,m)=0,0<r<a

=0,0<r<a

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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Y A

u(a,8)=(6)

x

\j

-a u(r,m=0 u(r,0=0 a

Figura 5.9 — Semicirculo onde é resolvido o problema de Dirichlet

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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Resolva o problema de valores de fronteira no semicirculo

P 1ou 15
or2  ror  r?9062
0

alr‘(a,e):g(e),0<9<n

u(r,0) =u(r,m)=0,0<r<a

=0,0<r<a

Resolva o problema de Dirichlet no setor circular
Pu tou 1
a2 ror  r?06?
u(a,0) =f(0), 0<0<a
u(r,0) =u(r,a)=0,0<r<a

=0,0<r<a




460 Equacdo de Laplace Bidimensional

Y A

u(r,a)=0
u(a,0)=f(8)

x

u(r,0)=0
-a

Figura 5.10 — Setor circular onde é resolvido o problema de Dirichlet

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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Resolva o problema de Dirichlet na coroa circular

Fu o 19
a2 ror 1?2062
u(a,0) =0, u(b,0) =¢(0), 0< 6 <27

=0,a<r<b

Fu o 10
a2 ror  r?d6?
u(a,0) = f(0), u(b,0) =0, 0< 6 <21

=0,a<r<b

a1 1%
a2 ror  r?o6?
u(a,0) = f(0), u(b,0) =g(0), 0< 6 <21

=0,a<r<b
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Figura 5.11 — Coroa circular onde é resolvido o problema de Dirichlet

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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3.5. Resolva o problema de Dirichlet na regido exterior ao circulo, ou seja,
Pu tou 1
a2 ror  r2d6?
u(a,0) = f(0), 0 <6 <2m,

=0,r>a,

lu(r,0)] <M, parar >a, 0 <60 < 27

1 27
li =— 6) do.
Mostre que lim u(r,0) p /0 f(0)

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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u(a,6)=(6)

X
»

Figura 5.12 — Regido exterior ao circulo onde é resolvido o problema de Dirichlet

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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Resolva o problema de valores de fronteira
Fu lou 17
a2 ror  r?d6?
u(r,0) =u(r,m)=0,1<r<a,

=0,1<r<a 0<b<m,

g(a,()) =g(0), 0<f<m.

Considere o problema de encontrar a temperatura estaciondria em um cilindro cujas superficies superior
e inferior sdo mantidas a temperatura zero e com valores na superficie lateral dependendo apenas da
altura z. Escrevendo a equagdo de Laplace em coordenadas cilindricas (7,6, z) e supondo que a solugdo
ndo dependa de 6, ou seja, que u = u(r,z), o problema de Dirichlet para um cilindro de raio a e altura b
pode ser escrito como
?u 1ou  d%*u
a2 ror  9z?
u(a,z) = f(z), 0<z<b,
u(r,0) =0, u(r,b) =0, para0 < r < a.

=0,r<a,

Escreva a solugdo na forma u(r,z) = R(r)Z(z) e mostre que R(r) e Z(z) satisfazem as equagdes
diferenciais ordindrias
{ Z"(z) + AZ(z)

= 0,
rR"(r) + R'(r) — ArR(r) = 0.
Encontre as condi¢des de fronteira correspondentes, os valores de A e as solugdes de

Z"(z)+ AZ(z) =0

sujeita as condi¢des de fronteira.

Considere o problema de encontrar a temperatura estaciondria em uma bola de raio 2 com valores na sua
superficie dependendo apenas do dngulo 0. Escrevendo a equagdo de Laplace em coordenadas esféricas
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(r,0,¢) e supondo que a solugdo ndo dependa do angulo azimutal ¢, ou seja, que u = u(r, ), o problema
de Dirichlet pode ser escrito como

Fu 2o 1 (F a0
a2 Tror T2\ T a) TS
u(a,0) =f(0), 0<0<m,

u(r,0) limitada para0 <r <a, 0 <6 <.

Escreva a solucdo na forma u(r,0) = R(r)©(6) e mostre que R(r) e ©(0) satisfazem as equagdes diferen-
ciais ordindrias

@ (0) + cot0 O (6) + AO(6) = 0,

r?R"(r) +2rR'(r) — AR(r) = 0.
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5.4 Respostas dos Exercicios

1. Equacao de Laplace no Retingulo (pagina 437)
1.1. A solugéo é entdo
u(x,y Z cn sen % senh @

n=1

em que c, senh(247) sdo os coeficientes da série de senos de k(y), ou seja,

3 2
Cn senh(%) = / k(y) sen( y)dx
0
4 sen T + sen 317
= = n2 A n=123...
4 sen’f 4 sen T _ 193
h="F—7 s n=1,2,3...
7= n?senh(Z%)
Portanto a solugdo é dada por
© senZ +sen3T gy nTx
u(x,y) = 7_[2 Z nzsenh (3m) sen — senh 5

1.2. A solugédo é entdo

u(x,y) =3 cu sen% senh(%@ —x))

n=1

em que c, senh(247) sdo os coeficientes da série de senos de /(y), ou seja,

2
cnsenh(gzn) = /Oh(y)sennzﬂdx

nri 3nmt
4 sen " +sen= - _
= — ,n=1,2,3...
T2 n2

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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4 sen + sen 317
= s 577 o n=123...
¢ ncsenh =5%
Portanto a solugdo é dada por
00 717'[ 3nm
sen 7~ + sen nit nix
u(xy) = = 2 T 4 sen ™Y senh
T n? senh ) 2 2

Vamos procurar uma solugdo na forma de um produto de uma fun¢éo de x por uma fungdo de y, ou seja,
u(x,y) = X(x)Y(y)
Derivando e substituindo-se na equagdo obtemos
X"(2)Y () + X(x)Y"(y) =0

que pode ser reescrita como
X'(x) __Y'(y)

X(x) Yy
O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de y. Isto s6 é possivel
se eles forem iguais a uma constante

X'x) _ Y') _
X(x) Yy)
Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias

X"(x) — AX(x) = 0, X(0) =0, X(a) =0
{WWH%WW—QNW—Q

- ~ . . ~ 2
A primeira equagdo com as condi¢des de fronteira tem solucdo somente se A = 7~ , paran =1,2,3,...

e neste caso a solucdo é da forma

X(x) = clsennTnx, n=1,23,...
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Assim a segunda equagdo diferencial com a condi¢do Y (0) = 0 tem solucao
Y(y) = cp(ea¥ —e @¥) = &y senh Lzy

Logo o problema formado pela equagédo diferencial parcial e as condi¢des de fronteira tem solucdes da
forma S -
un(x,y) = X(x)Y(y) = cnsen — senh Ty

Além disso, pode-se provar que também séries

u(x,y) = 2 up(x,y) = 2 Cn sennaﬂ senhnaﬂ
n=1 n=1

sdo solucoes.

Mas para satisfazer a condigdo inicial u(x, b) = g(x), temos que ter

g(x) = n;l cp sen ”aﬂ senh ? = n;l {cn senh(% b)} sen(% x).
Assim pelo 25 184 se as fungdes g(x), ¢’ (x) sdo continuas por partes, entdo os coefi-
cientes sdo dados por
c senh(E b) = g/a (x) sen(n—nx)dx n=123
n a - a Jo g a 7 — Ly

Vamos procurar uma solugdo na forma de um produto de uma fun¢éo de x por uma fungdo de y, ou seja,

u(x,y) = X(x)Y(y)
Derivando e substituindo-se na equagdo obtemos

X"(x)Y(y) + X(x)Y"(y) = 0
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que pode ser reescrita como
X'(x) _ Y'(y)

X(x) — Y(y)
O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de y. Isto s6 é possivel
se eles forem iguais a uma constante

X'(x) _ Y'(y)
X Y

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias

= A.

X"(x) — AX(x) = 0, X(0) = 0;X(a) = 0
{ Y'(y) +AY(y) =0, Y(b) =0

- ~ - . ~ 2,2
A primeira equagdo com as condiges de fronteira tem solugdo somente se A = 7

e neste caso a solugédo é da forma

,paran =1,2,3,...

X(x) = clsen?, n=123...
Assim a segunda equagdo diferencial com a condi¢do Y (b) = 0 tem solugdo
LA S S N nn(y —b)
Y(y) =cp(ea V™7 —e7a V¥ ):CzsenhT

Logo o problema formado pela equagdo diferencial parcial e as condi¢des de fronteira tem solugoes da
forma

un(x,y) = X(x)Y(y) = cnsen n;rx senh n7ily —b)

Além disso, pode-se provar que também séries

= N nrmx nn(y —b)
u(x,y) =Y un(x,y) = Elcn sen — senh .

n=1
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sdo solugdes.

Mas para satisfazer a condigdo inicial u(x,0) = f(x), temos que ter

f(x) ngcn senTSe nh( —b i [cn senh( —b)} sen(% x).

Assim pelo 2.5 184 se as fungdes f(x), f'(x) sdo fungdes continuas por partes, entdo
os coeficientes sdo dados por

—Cy senh / f(x)sen ?dx, n=123...

Podemos evitar o sinal de menos se escrevemos

u(x,y) = Z un(x,y) Z Cn sen 7% senh
n=1

nr(b—y)
a

e neste caso

cnsenh / f(x ) ,n=1,2,73...

u  *u
a2 e
u(x,0) = f(x), u(x,b) =g(x), 0<x<a
u(0,y) = h(y), u(a,y) =k(y), 0<y <b

=0

u(x,y) = u (x,y) +u® (x,y) +u® (x,y) +u® (x,y),

em que

= Z c,gf) sen X senh nr(b —y)
= a a
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u'® (x,y) :Z sen—xseh Zy

Z cn ) sen n senh nn(ab— *)
X Ty nrx
u()( nz;lcn senTs nhT
com coeficientes dados por
(f)senh p /f sen—dx n=1273...

a
c,gg)senhnunbzg/ g(x )sen—dx n=123...

Cgi) se nmz =3 / ) sen —dy, n=123...

c,(qk)s nmzib/ sen—dy,n—123...
Vamos procurar uma solugdo na forma de um produto de uma funcdo de x por uma fungdo de y,

ou seja,
u(x,y) = X(x)Y(y)

Derivando e substituindo-se na equagdo obtemos
X"(2)Y (y) + X(x)Y"(y) =0

que pode ser reescrita como
X'(x) _ Y'(y)

X(x)  Y()
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O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de y. Isto s6 é
possivel se eles forem iguais a uma constante

X”(x) _Y”(t) L

X(x) Yy

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias

X"(x) — AX(x) =0, X'(0) =0
{ Y (y) + AY(y) = 0, Y'(0) = 0, Y'(b) = 0

~ « o~ . ~ 2.2
A segunda equacdo com as condig¢des de fronteira tem solugdo somente se A = 0 ou A = %, para
n=1,2,3,... eneste caso a solu¢do é da forma

Y(y)=c1, Y(y) = cicos ﬁ, n=1273,...

A primeira equacdo diferencial com a condi¢do X’(0) = 0 tem solugdo

X(x) =cp(e®¥4e"7%) = C,cosh —ml:x

Logo o problema formado pela equagdo diferencial parcial e as condi¢des de fronteira tem solugdes
da forma

un(x,y) = X(x)Y(y) = cn cos % cosh L;Tx
Além disso, pode-se provar que também séries
u(x,y) =co+ Z Cy COS L;ry cosh %

n=1

sao solugdes.
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Mas para satisfazer a condigao inicial $%(a,) = k(y), temos que ter

8 ad T nra

k(y) = Z cncosTys hT

[e9)

_ nr nrna nmty
= ;{cnbsenh 2 }cos =

Esta é a série de Fourier de cossenos de k(i) com termo constante nulo. Assim pelo 2.4
181 se as fungdes k(y), k'(y) sdo continuas por partes com média de k(y) igual a zero, entdo
os coeficientes sdo dados por

nb nh@—b/ ) cos( )dy,n—123

e para ter solugdo o primeiro coeficiente da série de cossenos de k(y) tem que ser igual a zero,

b
| Ky =0

Vamos procurar uma solugdo na forma de um produto de uma funcdo de x por uma fungdo de y,
ou seja,

u(x,y) = X(x)Y(y)

Derivando e substituindo-se na equagdo obtemos
X"(x)Y(y) + X(x)Y"(y) = 0

que pode ser reescrita como
X'(x) _ Y'(y)

X(x)  Y(@)
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O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de y. Isto s6 é
possivel se eles forem iguais a uma constante

X" (x) B Y (t)

X(x) Yy

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias

=A

X"(x) —AX(x) =0, X'(a) =0
{ Y"(y) +AY(y) =0, Y/(0) =0, Y/(b) =0

~ .« o~ . ~ 2.2
A segunda equagdo com as condigdes de fronteira tem solugdo somente se A = 0 ou A = 7, para
n=1,2,3,... eneste caso a solugdo é da forma

Y(y) =c1, Y(y) =cqcos ?, n=123...

A primeira equagdo diferencial com a condi¢do X’(a) = 0 tem solugdo

X(x) = cp(e® ¥ 4 e~ ) = &, cosh 7;1”();_ %)

Logo o problema formado pela equagdo diferencial parcial e as condi¢des de fronteira tem solugdes
da forma
nmy h nm(x —a)

uy(x,y) = X(x)Y(y) = cucos 5 2

Além disso, pode-se provar que também séries

T osh n(x —a)

> n
u(x,y) =co+ Y cncos b 2

n=1

sao solugdes.
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Mas para satisfazer a condigao inicial $%(a,) = h(y), temos que ter
h(y) = 8 i M cos Y senn 78
Vo= neST b

9 nry
= E[CHTSenhT} cos — <.

Esta é a série de Fourier de cossenos de /() com termo constante nulo. Assim pelo 24
181 se as fungdes h(y), i’ (y) sdo continuas por partes com média de h(y) igual a zero, entdo
os coeficientes sdo dados por

fo nbnsenhn—m— b/ cos—dy, n=1,2,3...

e para ter solugdo o primeiro coeficiente da série de cossenos de h(y) tem que ser igual a zero,

b
/0 h(y)dy =0

u(x,y) =co+ ulf) (x,y) + u®) (x,y)+ u(h)(x,y) + u (x,v),

em que

X,y) =Y cpcos n;rx cosh nn(ya— b)

ul® (x,y) chcos cosh 7Y

nr(x —a)
b

u(h (x,y) Z Cn cos Y cosh
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u® (x,y) = Zc,mos@co h@
n=1
com coeficientes dados por
ngf)”a nhn—nbf /f cos—dx n=123..
a
c,(f’)m hn—nb g/ <(x) cos(@)dx, n=1,23...
a a a
() 17T onh 772 / Yy, n =
Cn =3 cos dy, n=1273.

c,gk) nbrr h@ b/ ) cos( )dy, n=1273.

Por que uma constante somada a uma solugdo também é solugdo do problema.

Pois para que tenha solucdo f(x),g(x),h(y) e k(y) tem que possuir uma série de cossenos com o
termo constante igual a zero.

Vamos procurar uma solucdo na forma de um produto de uma funcio de x por uma fungdo de y, ou seja,

u(x,y) = X(x)Y(y)

Derivando e substituindo-se na equac¢do obtemos

X"(x)Y (y) + X(x)Y"(y) = X(x)Y(y) — X' (x)Y(y)

que pode ser reescrita como
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O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de y. Isto s6 é possivel
se eles forem iguais a uma constante

X'(x)+X'(x) . Y'(y)
X() Y(y)

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias

= A

{ X" (x) 4+ X'(x) — AX(x) =0, X(0) = X'(1) =0
Y'(y)+(A-1)Y(y) =0, Y'(1) =0
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Vamos procurar uma solucdo na forma de um produto de uma funcio de x por uma fungdo de y, ou seja,
u(x,y) = X(x)Y(y)
Derivando e substituindo-se na equagdo obtemos
X"(2)Y(y) + X(x)Y"(y) = 0.

Dividindo-se por X (x)Y(y) obtemos

X'(x) _ Y'(y)

X(x) Y(y)
O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de y. Isto s6 é possivel
se eles forem iguais a uma constante

X'(x) _ Y'(y)
X Y

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordinarias com condi¢des de fronteira

X"(x) = AX(x) =0, X'(0) =0;X'(a) =0
Y"(y) + AY(y) =0, Y(y) é limitada para y > 0.
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. . . . . o2
A primeira equagdo com as condi¢Oes de fronteira tem solugdo ndo nula somente se A = —*3

n=20,1,2,3,...eneste caso as solu¢des fundamentais sdo

, para

X, (x) = cos ”aﬂ, n=20,1,23,...

Assim a segunda equacdo diferencial com a condigdo de Y(y) ser limitada para y > 0, tem solugdes
fundamentais wy
Yo(y)=e @« ,n=0,123,...
Logo o problema formado pela equacdo diferencial parcial e as condi¢des de fronteira g—Z(O,y) =
ou

0,5

(a,y) =0, com a condigdo de u(x,y) ser limitada, para y > 0, tem solugdes fundamentais

1n (%, ) = Xu(x)Ya(y) = cos %w"aﬂ, n=01,23...

Vamos supor que a solugdo seja a série
= = nx _nmy
u(x,y) =co+ Y cattn(x,y) =co+ ) cncos ——e " a .
n=1 n=1
Mas para satisfazer a condigdo inicial u(x,0) = f(x), temos que ter
= nmx
f(x) =co+ Y cncos -

n=1

Assim se a funcdo f(x) é continua por partes com sua derivada também continua por partes, entdo os
coeficientes sdo dados por

1 @ 2 (4
c0:;/0 f(x)dx, Cn:E/o f(x)cosnaﬂdx,nzl,l&--

Se f(x) = Ty, entdo u(x,y) = Tp é a temperatura estaciondria em qualquer ponto da faixa.
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Vamos procurar uma solucdo na forma de um produto de uma funcéo de x por uma fungdo de y, ou seja,
u(x,y) = X(x)Y(y)
Derivando e substituindo-se na equagdo obtemos
X"(2)Y (y) + X(x)Y"(y) = 0.

Dividindo-se por X (x)Y(y) obtemos
X'(x) __Y'(y)

X(x) Yy

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de y. Isto s6 é possivel
se eles forem iguais a uma constante

X'(x) __Y'(y)

X(x) — Y(y)

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordinarias com condi¢des de fronteira

= A

X"(x) = AX(x) =0, X'(0) =0;X(a) =0
Y"(y) + AY(y) =0, Y(y) é limitada para y > 0.

(2n41)272

A primeira equagéo com as condi¢des de fronteira tem solugdo ndo nula somente se A = — =

n=20,1,2,3,... eneste caso as solu¢cdes fundamentais sdo

, para

(2n +1)7x

Xopi1(x) = cos ,n=20,1,23,...

Assim a segunda equagdo diferencial com a condic¢do de Y(y) ser limitada para y > 0, tem solugdes

fundamentais
_ (@n41)my

Yo,i1(y) =e % ,n=0,1,273,...
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Logo o problema formado pela equacdo diferencial parcial e as condi¢des de fronteira u(0,y) =

0, g—z (a,y) =0, com a condigdo de u(x,y) ser limitada, para y > 0, tem solugdes fundamentais

2n+1)mx _ @nihmy
u2n+1(x, y) = X2n+1(x)Y2n+1 (y) = COS %6 2 ,n=0,12,3,...

Vamos supor que a solugéo seja a série

2n+1)mx _Cenidmy
A e

u(x,y) = Z Con1tons1(X,y) = Z Cop+1 COS 5

n=0 n=0
Mas para satisfazer a condi¢do inicial u(x,0) = f(x), temos que ter

(2n +1)mx

flx) = 2 C2p+1 COS o

n=0

Assim se a funcdo f(x) é continua por partes com sua derivada também continua por partes, entdo os
coeficientes sdo dados por

4 [ 2 1
CZ”H:Z/O f(x)cos%dx,nzo,l,z,&..

Lembrando que a integragdo deve ser feita no intervalo [0, 2a]:

a 0 1
Cn1 = 4 <2ﬂ2n+1(féu13) - a2n+1(f(§,£)>
(2n+1)7 @n+1)m
a 1 1 2a 1
= —_ -4 P — ‘ _4 - —_—
5 (2n+1)ﬂsenso (2n+1)2n2(ssens+coss) .

B 8a 1 — cos 2n+1)m
 (2n+1)2n2 4
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(2n+1)m

81 & 1 —cos-—5— (2n+1)mx _@eihmy
= — 2a
u(x,y) = n;) TS TR
457

Vamos procurar uma solu¢do na forma de um produto de uma fungdo de r por uma fungdo de 6, ou seja,
u(r,0) = R(r)©(0).
Derivando e substituindo na equagéo diferencial obtemos

R'(16(0) + 1R ()0(8) + 5R()E"(6) =0,

que pode ser reescrita como
@"(6) _  R'(r) R(r)

=—r —r .

e(f) R(r) " R(r)
O primeiro membro depende apenas de 8, enquanto o segundo depende apenas de r. Isto s6 é possivel
se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

©'(0) _ RN R()

©(6) R(r)  R(r)

Obtemos entdo duas equacdes diferenciais ordindrias com a condigdo de fronteira ®(0) = ®(2m) :

{ @"(9) — AO(6)

0, ©(0)=0(x)=0, (5.15)
r?R"(t) +rR'(r) + AR(r) =0,

R(r) limitada para 0 < r < a. (5.16)
A equagdo O" () — AO(0) = 0 pode ter como solugdes,

SeA>0: ©) = c1eVA8 4 cpe VAL,
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SeA=0:0(0) = c; + 6.
SeA <0: ©(0) = cysen(v/—AB) + ¢ cos(v/—AB).

As condigdes de fronteira ©(0) = O(rr) = 0 implica que (5.15) tem solugdo ndo identicamente nula
somente se A < 0, mais que isso A tem que ter valores dados por

A=-n*,n=123...
ou seja, o problema de valor de fronteira tem solu¢des fundamentais
®,(0) = sennf, paran=1,2,3,...

2

Substituindo-se A = —n* na equagdo diferencial (5.12) obtemos

r2R"(t) + rR'(r) — n*R(r) = 0,

que tem como solugdo
R(r) =cr " +cor", paran =1,2,3,....

Como R(r) tem que ser limitada para 0 < r < a, entdo as soluc¢des fundamentais sdo
Ry(r)=71", paran =1,2,3,....

Logo o problema formado pela equacéo diferencial parcial e as condicdes de fronteira tem solugées fun-
damentais da forma
uy(r,0) = Ry (r)®y(0) = r" sen né.

Vamos supor que a solu¢do do problema de Dirichlet seja a série

u(r,0) = Z Cpliy(7,0) = Z r"c, sennb. (5.17)
n=1

n=1
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Entdo para satisfazer a condicdo u(a,6) = f(60), temos que impor a condi¢do

f(0) =u(a,8) = i a"c, sennf.

n=1

Esta é a série de Fourier de f(0) de senos com periodo 27r. Assim, se a fungdo
f [0, 1] — R é continua por partes tal que a sua derivada f’ também seja continua por partes, entdo os
coeficientes da série sdo dados por

7T
a”cn:%/ f(0)sennfdb, paran=1,2,3...
0

u(r,0) = R(r)©(0).
Derivando e substituindo na equacéo diferencial obtemos

R'(©(6) + 1R (NO(©) + HR(O"(6) =0,

que pode ser reescrita como
@"(6) _  R"(r)  R(r)

= r .
o) ~ R 'R
O primeiro membro depende apenas de 8, enquanto o segundo depende apenas de r. Isto s6 é possivel
se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

©'(6) _ RN R()

®®) ~ R RO

Obtemos entdo duas equacdes diferenciais ordindrias com a condigdo de fronteira ©®(0) = ©(27) :

@"(6) — A@(8) =0, ©(0) = O(r) = 0, (5.18)
r?R"(t) +rR'(r) + AR(r) =0, R(r) limitada para 0 < r < a. (5.19)

= A.

A equagdo @" () — AO(0) = 0 pode ter como solugdes,
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SeA>0: O() = c1eVA0 4 cpe VAL,
SeA=0: @(9) =1+ 6.
SeA <0: ©(0) = c1sen(v/—AB) + cz cos(v/—AH).

As condicdes de fronteira ©(0) = O(7r) = 0 implica que (5.18) tem solugdo nado identicamente nula
somente se A < 0, mais que isso A tem que ter valores dados por

A=-n*, n=123...
ou seja, o problema de valor de fronteira tem solu¢des fundamentais
®,(0) = sennf, paran=1,2,3,...

2

Substituindo-se A = —n* na equagdo diferencial (5.16) obtemos

r2R"(t) +rR'(r) — n®R(r) = 0,

que tem como solugéo
R(r) =cyr " 4 cpr", paran =1,2,3,....

Como R(r) tem que ser limitada para 0 < r < a, entdo as solugdes fundamentais sdo
Ru(r) =r", paran=1,2,3,....

Logo o problema formado pela equacéo diferencial parcial e as condicdes de fronteira tem solugées fun-
damentais da forma
un(r,0) = Ry (r)®,(0) = r" sennb.

Vamos supor que a solugdo do problema de Dirichlet seja a série

u(r,0) = Z Cpliy(7,0) = Z r"c, sennb. (5.20)
n=1

n=1
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d
Entdo para satisfazer a condigdo a—:f (a,0) = g(0), temos que impor a condigdo

g(0) = girl(a,e) = Z na ¢, sennb.
n=1

Esta é a série de Fourier de senos de g(6) com periodo 27r. Assim, se a fungdo
¢ : [0, 1] — R é continua por partes tal que a sua derivada g’ também seja continua por partes, entdo os
coeficientes da série sdo dados por

7T
na" e, = %/ ¢(0)sennbdf, paran=1,2,3...
0

Vamos procurar uma solu¢do na forma de um produto de uma fung¢do de r por uma fungdo de 6, ou seja,
u(r,0) = R(r)©(6).
Derivando e substituindo na equacéo diferencial obtemos

R'(16(0) + 1R (1O(8) + 7R()E"(6) =0,

multiplicando-se por W:

©"(0) _ _LR'(r) R(r)

@) R 'R0
O primeiro membro depende apenas de 8, enquanto o segundo depende apenas de r. Isto s6 é possivel
se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

@”(6) R'(r)  R(r)
®0)  R() R

— 2
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Obtemos entdo duas equacdes diferenciais ordindrias com a condigdo de fronteira ®(0) = @(2m) :

0, ©(0)=0(x) =0,
0, R(r)limitada para0 < r < a.

{ 0" (0) — 10(6)
r?R"(t) +rR'(r) + AR(r)

A equagdo O" () — AO®(0) = 0 pode ter como solugdes,

Se A >0: O(0) = creVAf + cpe VAP,
SeA=0: ©(0) =c1 +cab.
SeA <0: ©(F) = c1sen(v/—A0) + cp cos(v/—AB).

(5.21)
(5.22)

As condigoes de fronteira ©(0) = ©(a) = 0 implica que (5.21) tem solucdo nio identicamente nula

somente se A < 0, mais que isso A tem que ter valores dados por

2.2
A= n=123,...
14

ou seja, o problema de valor de fronteira tem solu¢des fundamentais

0
®(#) = sen %, paran=1,2,3,...
n?m?
Substituindo-se A = ——z ma equagcdo diferencial (5.22) obtemos
2.2
ner
r?R"(t) +rR'(r) — " R(r) =0,
que tem como solugdo
R(r) =c1+calnr, paran =0; R(r)= clrf% + czr%, paran =1,2,3,....
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Como R(r) tem que ser limitada para 0 < r < 4, entdo as solugdes fundamentais sao
Ry(r) =r'«, paran=1,2,3,....

Logo o problema formado pela equacéo diferencial parcial e as condi¢oes de fronteira tem solugdes fun-
damentais da forma

Vamos supor que a solugdo do problema de Dirichlet seja a série
& O um 6
u(r,0) = Z Catin(1,0) = Z 7 & ¢y Sen ﬂ. (5.23)
n=1 n=1 a
Entédo para satisfazer a condicdo u(a,0) = f(), temos que impor a condi¢do

f(0) =u(a,0) =Y a®cysen HTNQ.

n=1

Esta é a série de Fourier de f(0) de senos com periodo 2«. Assim, se a fungdo
f :[0,a] — R é continua por partes tal que a sua derivada f’' também seja continua por partes, entdo os
coeficientes da série sdo dados por

nr

o
aTani/O f(9)senn“l9d9, paran=1,2,3...

Vamos procurar uma solucdo na forma de um produto de uma fungdo de r por uma fungéo de 6, ou
seja,
u(r,8) = R(r)0O(8).

Derivando e substituindo na equagéo diferencial obtemos

R'(16(0) + 1R (10(8) + 5 R()6"(6) =0,
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multiplicando-se por

R(NO(0)°
@"(0)  LR'(r) R(r)

®0) | R0 R0

O primeiro membro depende apenas de 6, enquanto o segundo depende apenas de r. Isto sé é
possivel se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

©'(0) _ LR R()_,
o) ~ "R R T

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias com condigdes:

{ Q"(0) —10(0) =0, O(F) =0O(0+2m), (5.24)

r?R"(t) +rR'(r) + AR(r) =0, R(a) =0. (5.25)

A equacdo ©”(0) — AO(0) = 0 pode ter como solugdes,

Se A >0: ©(6) = creVAf 4 cpe VAL

SeA=0: O(0) =cy + 6.

Se A <0: O() = cysen(v/—AB) + co cos(v/—A8).

A condicdo ©(0) = ©(0 + 27t), para todo 0 € R, implica que (5.24) tem solugdo ndo identicamente
nula somente se A < 0, mais que isso A tem que ter valores dados por

A=-n%1n=0,1,23,...

ou seja, o problema de valor de fronteira (5.24) tem solugdes fundamentais

@21)(9) = cosnf, paran =0,1,2,3,...
@,(12) () = sennf, paran =1,2,3,...
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Substituindo-se A = —n?

na equacao diferencial (5.25) obtemos
r?R"(t) 4+ rR'(r) — n?R(r) =0,
que tem como solucao geral

R(r) =c1+caInr, paran=0; R(r) =cir "+ cor", paran =1,2,3,....

Como R(a) = 0, as solugdes fundamentais sdo
Ro(r) =In 2, Ry(r) =+"— a?y paran =1,2,3,....

Logo o problema formado pela equacdo diferencial parcial e a condigdo de que u(a,0) = 0 tem
solugdes fundamentais

to(r,6) = Ro(r)@o(0) = In -,
”511)(’96) = Rn<r)®£z1)(9) = (r" — a®'r ") cosné,
”1(12)(’”/9) = Rn(f’)@;(f)(G) = (1" — a®r ") senné.

Vamos supor que a solugdo do problema de Dirichlet seja a série

u(r,0) = co lng + Z (cnug,l)(r,e) + dnu,gz)(r,f))) (5.26)
n=1

= ¢oln 2 + Y (" - a*'r~")(cy cos nf + d, sennb). (5.27)
n=1

Entdo para satisfazer a condicdo u(b,6) = g(0), temos que impor a condi¢do

8(8) = u(b,0) = co lng + Y (b - a®'b=")(c, cos nf + d,, sen nf).

n=1
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Esta é a série de Fourier de ¢(6) com periodo 27t. Assim, se a fungéo g : [0,271] — R é continua por
partes tal que a sua derivada g’ também seja continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo
dados por

b 1 27
(nl)ey = o /O 2(6) d6,
n__ 2ny—n _ l m
" —ab "), = - £(0) cosnb do, (5.28)
0
1 r2r
(b" —a®"b™")d, = E/ <(0) sennb do.
0

paran =1,2,3...

Vamos procurar uma solu¢do na forma de um produto de uma fungdo de r por uma fungéo de 6, ou
seja,
u(r,0) = R(r)©(0).

Derivando e substituindo na equacéo diferencial obtemos

R"(r)®(0) + %R’(r)@(@) + %R(;’)@"(G} =0,
iplicand r
multiplicando-se por R(OE)

0'(0) _ LR _ R()

@) R 'R0

O primeiro membro depende apenas de 6, enquanto o segundo depende apenas de r. Isto s6 é
possivel se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

0'(6)  LR'(r) R(r)
ow) ~ " R» 'R "
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Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias com condigdes:

@"(8) — A@(6) =
r?R"(t) +rR'(r) + AR(r) =

, ©(0) =00 +27), (5.29)
, R(b) =0. (5.30)

A equacdo ©” () — AO(0) = 0 pode ter como solugdes,

Se A >0: O(0) = 1V 4 cpeVAE

SeA=0: O(6) =c1 + 0.

Se A <0: O(f) = cysen(yv/—A8) + cp cos(v/—A8).

A condicdo ©(0) = ©(0 + 2m), para todo 6 € R, implica que (5.29) tem solugdo ndo identicamente
nula somente se A < 0, mais que isso A tem que ter valores dados por

A=-n%1n1=0,1,23,...

ou seja, o problema de valor de fronteira (5.29) tem solugdes fundamentais

@511) () = cosnf, paran=0,1,2,3,...
@,(12) () = senn6, paran =1,2,3,...
Substituindo-se A = —n? na equacéo diferencial (5.30) obtemos

r?R"(t) +rR'(r) — n®R(r) = 0,
que tem como solucao geral
R(r) =c1+caInr, paran=0; R(r) =cir " +cor", paran =1,2,3,....

Como R(b) = 0, as solugdes fundamentais sdo

Ro(r) =In %, Ruy(r) =7+"— b2y, paran=1,2,3,....
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Logo o problema formado pela equacdo diferencial parcial e a condigdo de que u(b,0) = 0 tem
solugdes fundamentais

uo(r,6) = Ro(r) @9 (6) = In

ul! (r,8) = Ry(nOL (6) = (" — b¥'r ") cos b,
uf)(r,e) = Rn(r)®,(12)(9) = (" — b*"r ") sen né.

Vamos supor que a solucdo do problema de Dirichlet seja a série

u(r,0) = ¢ lng +) (cnu,(zl)(r,G) + dnu,gz)(r,())) (5.31)
n=1

= ¢ln g + ) (" - b¥'r~") (¢ cos nf + d,, sen nf). (5.32)
n=1

Entdo para satisfazer a condicdo u(a,0) = f(6), temos que impor a condigédo

a

f(0) =u(a,0) =coln A

+ Y (a" — b*"a ") (cp cos nf + dy sen n).
n=1

Esta ¢é a série de Fourier de f(0) com periodo 27t. Assim, se a fungdo f : [0,271] — R é continua por
partes tal que a sua derivada f’ também seja continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo
dados por

(in)ey = % /Oznf(e)de,

27
(@" —b*"a "), = % £(6) cosnbde, (5.33)
0
(a" —bv*"a ")d, = 1 2ﬂf(@) sennf do
n = 7 Jo .

paran=1,2,3...
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A solugdo deste problema é a soma da solugdo do problema com apenas f(6) ndo nula, que vamos
denotar por u'f)(r,8), com a solugdo do problema com apenas g(6) ndo nula, u(8)(r,8), ou seja,

u(r,0) = ulf(r,0) +ul®(r,0).

Logo a solugédo é dada por

u(r,0) = c0 ln + Z — b (c,(qf) cos n9+d,(1f) sennf)
ln + Z (C,(f) cos nf + df) sennf)
em que
a0 1 /‘2”
(In b)CO = 27 )y f(6)do,
27T
(a" — bz"a_”)c,(qf) = % A f(6) cosnbde,
27
(a" — bZ”a_”)d,(qf) = % A f(6) sennf de.
by _ 1 [
(In2)eff) = E/o 2(6) de,
(" — aznb*”)c(g) _ L (0) cosnb do
n - T 0 g 7
(" — aznb*”)d(g) _ L (0) sennb do
A :

paran=1,2,3...
Vamos procurar uma solugdo na forma de um produto de uma fungéo de r por uma fungéo de 6, ou seja,

u(r,0) = R(r)©(0).
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Derivando e substituindo na equacéo diferencial obtemos

R'(1O(0) + %R’(r)@(()) n rlzR(r)@”(e) _o,

72

R(NO(6)

multiplicando-se por

0'(0) __LR'() _ R()

©©) ~ | RN RO

O primeiro membro depende apenas de 8, enquanto o segundo depende apenas de r. Isto s6 é possivel
se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

0'(0) __LR'() _ R()

©(0) R(r)  R(r)

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordinarias com condigdes:

0, ©(0)=0(0+2m), (5.34)
0, R(r) limitada parar > a. (5.35)

@"(6) — A®(6)
r2R"(t) +rR'(r) + AR(r)

A equagdo @"(6) — /\@(9) = 0 pode ter como solugdes,

Se A >0: O(0) = creVA 4 e VAP,

SeA=0: O(0) = c; + 2.

SeA <0: ©(F) = c1sen(v/—AB) + ¢z cos(v/—AH).

A condigdo ©(0) = ©(0 + 2m), para todo 6 € R, implica que (5.34) tem solugdo ndo identicamente nula
somente se A < 0, mais que isso A tem que ter valores dados por

A=-n%1n=0,1,273,...
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ou seja, o problema de valor de fronteira (5.34) tem solugdes fundamentais

@,(11) () = cosnb, paran=20,1,2,3,...
@9(9) = sennf, paran =1,2,3,...
Substituindo-se A = —n? na equagao diferencial (5.35) obtemos

r?R"(t) +rR'(r) — n®R(r) = 0,
que tem como solugao
R(r) =c1+calnr, paran =0; R(r) =cir " +cpr", paran =1,2,3,....
Como R(r) é limitada para r > g, as solu¢des fundamentais sdo
Ro(r) =1, Ru(r)=r"", paran=1,23,....
Logo o problema formado pela equagédo diferencial parcial na regido r > a tem solu¢des fundamentais
up(r,0) =1
M (r,0) = Ry ()@ (0) = r " cosnb, u? (r,0) = Ru(r)OF) (6) = r " sennf.
Vamos supor que a solugdo do problema de Dirichlet seja a série

u(r,0) = co+ Y (ol (r,0) + duuil? (r,6))

n=1

co+ Y r"(cpcosnb +d, sennb). (5.36)
n=1
Para satisfazer a condicao u(a,6) = f(6), temos que impor a condigdo

f(6) =u(a,0) =co+ Z a~"(cy cosnb + dy, sennb).

n=1
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Esta é a série de Fourier de f(6) com periodo 27t. Assim, se a fun¢do f : [0,271] — R é continua por
partes tal que a sua derivada f’ também seja continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo dados

por

1 27 p
0 = 5= [ fE)a

1 271
a e, = o f(6) cosnbdo,
_ 1 r2m
a "d, = =)o f(6)sennf do.
paran =1,2,3...
11_>nro1o u(r,0) =co+ i Cn (rli—)% un(r,e)) + i dn (rli_)r?o un(r,9)> =co= % Oznf(G) de,
r n=1 n=1

que decorre da aplicagdo do Teorema 2.8 na pagina 200, usando o fato de que

n n
el (r,0)] < M (fl) 1dau'? (r,0)] < M (“)

"

27

paraM:% 0 1f(0)]d8,a<r <r<r, 0<6<2mr,n=1273...e

u(r,z) = R(r)0©(0).

Derivando-se e substituindo-se na equagdo diferencial obtemos

R'(16(0) + 1R (10(8) + 5R()6"(6) =0,

(5.37)

parax € [0,4],
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multiplicando-se por —————:
p p R(r)®(9) /! ! !
o"(0) 2R"(r)  R'(r)

o) ~ " R() 'RM)’
O primeiro membro depende apenas de 8, enquanto o segundo depende apenas de r. Isto s6 é possivel
se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

e”(6) 2R'(r) _ R'(r)

e©) | R R

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordinarias com condi¢des de fronteira:

@"(8) — AO(6) =0, ©(0) = O(7) =0, (5.38)
ZR"(t) 4+ rR(r) + AR(r) =0, R(1)=0. (5.39)
A equagdo O" () — AO(0) = 0 pode ter como solugdes,
SeA>0: @(9)2616 6 4 cpe= VAP,
SeA=0: ©(0) =c1 +cab.
SeA <0: ©(0) = c1sen(v/—AB) + cz cos(v/—AH).

A condicdo ©(0) = O(mr) = 0, implica que (5.42) tem solugdo ndo identicamente nula somente se A < 0,
mais que isso A tem que ter valores dados por

A=-n*n=123...
e além disso, o problema de valor de fronteira (5.42) tem solugoes fundamentais
®,(0) = sennf, paran=1,2,3,...

2

Substituindo-se A = —n* na equagdo diferencial (5.43) obtemos

r?R"(t) +rR'(r) — n*R(r) = 0,
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que tem como solugéo
R(r) =c1r " 4 cpr", paran =1,2,3,....

Como R(1) = 0, as solugdes fundamentais sdo
Ry(r)=1r"—r"", paran=1,2,3,....

Logo o problema formado pela equagéo diferencial parcial naregido 1 < r < ae0 < 6 < 7 tem solugdes
fundamentais
uy(r,0) = Ry (r)®,(0) = (" —r~") senné.

Vamos supor que a solugdo do problema de Dirichlet seja a série

u(r,0) = Y cautn(r,6) cn(r" —r~") sen né. (5.40)

n=1

Para satisfazer a condi¢do — (11 0) = g(0), temos que impor a condigdo

or
g(0) = ETZ(u’G) =) ney(a" 1+ a7 1) senné.
n=1

Esta é a série de Fourier de senos de g(6) com periodo 27t. Assim, se a fungdo g : [0, 7] — R é continua
por partes tal que a sua derivada g’ também seja continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo
dados por

nep (a1 a7 —/ 6) sennf do, (5.41)

paran =1,2,3...

u(r,z) = R(r)Z(z).
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Derivando-se e substituindo-se na equagdo diferencial obtemos
1
R(r)Z(z) + _R'(r)Z(z) + R(r)2"(2) = 0,

dividindo-se por R(r)Z(z):

Z"(z) _ R'(r) 1R'(r)

Z(z)  R(r) rR(r)’
O primeiro membro depende apenas de z, enquanto o segundo depende apenas de r. Isto s6 é possivel
se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

Z"(z) _ R'(r) 1R'(r)

Zz) - R0 rRp ™

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordinarias com a condicdes de fronteira:

Z"(z)+AZ(z) =0, Z(0)=Z(b) =0, (5.42)
{rR"(r) +R'(r) — ArR(r) =0, R(r) limitada para0 < r < a. (5.43)
2.2
A equagdo (5.42) com as condicdes de fronteira tem solucdo ndo nula somente se A = € tem solugdes
fundamentais
Zn(z) = sen %, paran =1,2,3...

u(r,0) = R(r)©(0).

Derivando e substituindo na equacéo diferencial obtemos

R"(r)©(0) + %R’(r)@(@) + %(R(r)@”(@) + cotOR(r)@'(9)) =0,
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1’2
R(r)©(0)

multiplicando-se por

©"(0) 4+ cot 0’ (6) 2 R (r)
©(0) - R() R(r)

O primeiro membro depende apenas de 8, enquanto o segundo depende apenas de r. Isto s6 é possivel
se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

©"(0) +cotf©'(0) 2 R"(r) 2rR’(r)
e(f) - R R(r)

= A

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias:
{ ©"(8) + cotf ©'(0) + AO(0) =0,

r?R"(r) +2rR'(r) — AR(r) E




A transformada de Fourier de uma fun¢do f : R — R (ou C) é definida por

F(H)w) = flw) e N f(x)dx

-7

para todo w € R tal que a integral acima converge. Representaremos a fungdo ori-
ginal por uma letra mintscula e a sua varidvel por x. Enquanto a transformada de
Fourier sera representada pela letra correspondente com um chapéu e a sua varidvel
por w. Por exemplo, as transformadas de Fourier das fungoes f(x), g(x) e h(x) serdo
representadas por f(w), §(w) e i(w), respectivamente.

502
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Figura 6.1 —

Se f: R = R, entdo

F(f)(w) = flw) = \/127” (/O;cos(wx)f(x)dx—i/oo

e f(w) é real se, e somente se, f é par. Neste caso também f é par.
Vérios autores definem a transformada de Fourier de maneiras diferentes, mas que
sdo casos particulares da férmula

flw) =\ Goyies [ s,

para diferentes valores das constantes a e b. Estamos usando aqui (a,b) = (0,—1).

sen(wx)f(x)dx) ,
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Algumas defini¢des também bastante usadas sdo com (a,b) = (0, —2m) e (a,b) =
(1,-1).

Seja a uma constante maior ou igual a zero. Definimos a fun¢do degrau (unitario)
ou funcdo de Heaviside por

_ /0, parax<a
ua(x){ 1, parax>a

Observe que u,(x) = ug(x —a) e u,(—x) = u_g(x). Em muitos sistemas computaci-
onais a fungdo u((x) é uma fungdo pré-definida no sistema.

Seja I um subconjunto dos ntimeros reais. A fungdo x, : R — R chamada de fungao
caracteristica de I é definida por

(x) . 1, sex €1,
X\ = 0, caso contrario.

Seja 2 um numero real positivo. Seja x[p,4 : R — R dada por

F(X[0,0)(w)

F(X[00)(0)

(x) = 1, se0<x<a,
Xoal\*) =\ 0, caso contrario.

1 e —iwx 1 & i
— e T f(x)dx = —/ e "N f(x)dx
V21T /700 V27 Jo
1 efiwx a 1 1— efiaw
- = - ,sew #0,
V2m —iw o /27 iw 7

Vlzin/_if(x)dx:\/lzin/oadx:\/%.

Seja @ um ndmero real positivo. Seja f : R — R dada por

0, sex <0

f) = = { S 2YS0
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F(f)(w) — %/w —Z(UXf( \/_/ —lwxe—axdx
_ 1 eemre 1
 Vor—(atiw)lo  \oma+iw’

Teorema 6.1 (Dilatacao). Seja a uma constante nio nula. Se a transformada de Fourier da fungio f : R — R é f(w),

entdo a transformada de Fourier da fungio

8(x) = f(ax)
¢ 1
p W
S(w) = mf(;), paraw € R.
Em particular F(f(—x)) = f(—w).
Demonstracao. Sea > 0, entdo
80 = o= [ e i
1 iw oo g 1 pw
= a dx' = = f(—).
[T e e = L)

Se a < 0, entdo

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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Figura 6.2 — Teorema da Dilatagdo

Exemplo 6.3. Seja a um ndmero real positivo. Seja f : R — R dada por
_oax, () € sex <O
fo) =m0 ={ 5 EX5)
Como f(x) = g(—x), em que g(x) = e~ ug(x), entdo pelo Exemplo 6.2 temos que

F(f)(w) = Flg)(-w) = =

Exemplo 6.4. Seja @ um numero real positivo. Seja f : R — R dada por

B _J1, se —a<x<0
F(x) = X(-a0)(x) = { 0, caso contrario

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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Como X[_40 () = X[0,q)(—x), entdo pelo Exemplo 6.1 temos que

iaw
e p—

- , sew #0,
Fw) = Fx[_ap) (@) = F(Xjo)(~w) = "

mﬁ‘H
S

sew = 0.

9
:l\

Observe que além de se verificar que wli_)rg f(w) = f(wop), para wy # 0, também
0
temos que

lim f(w) = f(0).

Logo, f(w) é continua. Pode-se mostrar que isto vale em geral, como enunciamos a
seguir, sem apresentar uma demonstragao.

Teorema 6.2 (Continuidade). Se f : R — Rétal que [ |f(x)|dx < oo, entdo f(w) é continua.

Teorema 6.3 (Linearidade). Sea transformada de Fourier de f(x) é f(w), e a transformada de Fourier de g(x) é $(w),
entdo para quaisquer constantes « e

Flaf + pg)(w) = aF(f)(w) + BF(g)(w) = af (w) + p¢(w), paraw € R.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Demonstracao.
Flaf+p9)w) = = [ e up(o) + gl
— \/T_ﬂ/_ooe—zwxf dx+\/T_n,/ —zwx
= aF()(w) +BF(R)(w)
|
£(x) E—
g(x) —
E R 1E R —

—— W
—— i)
T (@) + BEw)

Figura 6.3 — Transformada de Fourier de uma combinagéo linear

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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Seja 2 um ntimero real positivo. Seja x|, : R — R dada por

(x) = 1, se —a<x<a
X[—a,a] 1 0, casocontrario

Como X[_g,q (¥) = X[=4,0](X) + X[0,4(X), entdo pelos Exemplos 6.1 e 6.4 temos que

1 eiaw -1 1— efiacu 1 eiaw o efiaa)
_ Esen(aw), sew £ 0

F(X[—u,a} )(0) =

Aqui usamos que

e = cosaw +isenaw,

e = cosaw —isenaw.
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H

y X

Figura 6.4 — Funcao do Exemplo 6.5 coma = 1

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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Figura 6.5 — Transformada de Fourier da fungdo do Exemplo 6.5 coma =1

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Exemplo 6.6. Seja @ um nuimero real positivo. Seja f : R — R dada por

fla) = e,

Como f(x) = e™up(—x) + e " up(x), entdo pelos Exemplos 6.2 e 6.3 temos que

1 1 1 1 2a
FH)lw) = \/E(u—iw+u+iw) ~ Vw4t

Figura 6.6 — Funcao do Exemplo 6.6 com a = 1

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011



6.1 Definicdo e Propriedades 513

Figura 6.7 — Transformada de Fourier da fungdo do Exemplo 6.6 coma =1

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Teorema 6.4 (Derivadas da Transformada de Fourier). Seja f(w) a transformada de Fourier de f(x).
a. Se [Z |f(x)|dx < ooe [¥_|xf(x)|dx < oo, entio

Flxf ) w) =i (@)

b. Setambém [ |x2f(x)|dx < oo, entdo

2
FO () ) =~ 2L ().

Demonstracao. Pode ser demonstrado que sob as hipoteses acima a derivada pode ser calculada sob o sinal
de integracdo.

df 1 © d fiwx
dw( w) = \/——/ -— E f(x))dx
= \/E e Iy f(x)dx
= —iF(xf(x ))( )-
b.

de‘ 1 i dz —iwx
ﬂ(‘ﬂ) = 700@(3 f(x))dx

= —\/% j:oe*"“”‘xzf(x)dx
= —F@f()(w).

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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[
5
N

Figura 6.8 — Derivadas da Transformada de Fourier

Exemplo 6.7. Seja a um nimero real positivo. Seja f : R — R dada por

f(x):{ x| se —a<x<a

0  caso contrario

Observamos que
f(x) = |x|X[—a,a](x> = _xX[—u,O](x) + xX[O,u](x)'

Mas como x(_,0](X) = X[o,q (—%), entdo

f(x) = —=xx(0,a)(—x) + xX[0,4 (x)-

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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Para g(x) = xx[o,4 () aplicamos o Teorema sobre Derivadas da Transformada de Fourier:

A i d (1—e™
F(xxp0,q (¥)(w) = ldw?ﬁ[o,a](“’):\/ﬁdw( i )

w
B i —awe*i”“’—i(l—e*"”“’) 1 iawe 10w 4 o—iaw _q ara w £ 0
V2n (iw)? V2 w? o P '
Para g(—x) = —xX[o,q (—x) aplicamos o Teorema da Dilatagao:

1 —fawe ™% 40w _1

V2T w? ’

F(=xx00) (—3)) (@) = F(xx[0,0) (x)) (~w) = para w # 0.

entdo temos que

flw) = §(-w)+§(w)
= F(=xx[00 (=3)) (@) + F(xx10,0) (¥)) (w)
1

B iawe*i““’jue*iﬂw_l+_iaweiaw+eiaW_1
 Von w? w2
_ 2 awsen(aw) +2cos(aw)—1, paraw # 0

V2 w

a 2

a
|x|dx = a

1 1
— dx = — .
V2t J—a V27T J—a V21T
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0.5+

x

= T-----

-1 -0.5 0.5

Figura 6.9 — Funcao do Exemplo 6.7 coma = 1

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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0.5+

-4t -31 -2 T 3T

Figura 6.10 — Transformada de Fourier da fun¢do do Exemplo 6.7 coma =1

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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Teorema 6.5 (Transformada de Fourier das Derivadas). Seja f : R — R continua com transformada de Fourier
fw).
a. Se f'(x) é seccionalmente continua e 1_1)1}; |f(x)| =0, entdo
X (o¢]
F(f)w) = iwf(w).
b. Se f'(x) é continua, f"(x) é seccionalmente continua e 1_1&1 |f(x)| = 0, entdo
X oo

~

F(f")(w) = ~*f(w).

Demonstracao.  a. Vamos provar para o caso em que f’(x) é continua.

Fifhw) = o= [ et s

= &e"“”‘f(x)r_ooo — (—iw)\/% /j; ef"“’xf(x)dx
= iwf(w)/

: : —iwx _
pois xl_lgqooe f(x)=0.
b. Vamos provar para o caso em que f”(x) é continua. Usando o item anterior:

F(f)w) = iwF(f)(w) = (iw)?f(w) = w?f(w).
|

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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4

—_— iwf w)

w*f(w)

w)

|

—~

|

Figura 6.11 — Transformada de Fourier das Derivadas

Corolario 6.6 (Transformada de Fourier da Integral). Seja f : R — R continua com transformada de Fourier f(w).
Se g(x) = [y f(t)dtétal que Lllll lg(x)| = 0, entio
X (]

_fw)

7
1w

F(g)(w)

para w # 0.

Demonstracao. Pelo Teorema 6.5 temos que
flw) = F(g")(w) = iwg(w).

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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De onde segue o resultado.

Seja f(x) = e~*. Derivando obtemos

f'(x) = —2axf(x).

Aplicando-se a transformada de Fourier a ambos os membros obtemos
iwf(w) = —2aif' (w).
w (A)Z
Multiplicando-se a equagdo pelo fator integrante u(t) = el 590 — ¢ obtemos
d [ 2,
— (ewm =
i (¥ fw) =0

Integrando-se em relagdo a w obtemos

e flw)=c
Logo,

A (L72

flw) =ce 4.

Usando o fato de que f(0) = ¢ obtemos que

Mas,

0

fo)y = / e dx = </ / e oty )dxdy>l/2
=

27T —ur irdo 1/2 1 27T o ood@ 1/2
rar = - e
/ / ) V2av2r (/0 >

Q\HE\ ﬁ\
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Logo

Em particular

Teorema 6.7 (Translacao). Seja a uma constante. Se a transformada de Fourier da fungio f : R — R é f(w), entdo
a. F(f(x —a))(w) = e ™ f(w), paraw € R.e
b. F(e™f(x))(w) = f(w—a).

Demonstracédo. a.

Flf(x—a)(w) = «— | e —ain
e
F(e™f(x)(w) = \/L_/w ¢TGN ()1

= \/_/ lw uxf( )dx:f(w—a).

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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fl) =™~

flx—a) —=

— f(w)

—— e—iuwf‘(w)

Figura 6.12 - Teorema da Translacdo (a)

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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fl) =™~

eiuxf(x> —_—

Figura 6.13 — Teorema da Translagdo (b)

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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Seja f : R — R dada por
cosax se —b<x<b
) = {

0 caso contrario
Como
€% = cosaw + isenaw,
e Y —  cosaw — isenaw,
entdo

eiax + e—iux

) = (cosm)r () = (S5 ) xp s (o)

Pela linearidade da transformada de Fourier e pelo Teorema da Dilatagdo (Teorema
6.1 na pagina 505), temos que

FX—op)w) = F (X[O,b](_x) +X[o,b](x)) (w)
1 (eib“’ -1 n 1- eib“’> 2 sen(bw)

= o paraw # 0,

V271 iw iw V271
2b

F(x—op)(0) = Jon

entdo, pelo Teorema da Translagdo (Teorema 6.7 (b) na pagina 522) e pela linearidade
da transformada de Fourier, temos que

s 1

flw) = 5 (Fanm) @ —a) + Fl )@ +a))

1 (senb(w—a)  senb(w+a)
= 27T( P + ota , paraw # *a

N N o 1 sen 2ab
flea) = fl = tim fle) = = (042022,

w—a




526 Transformada de Fourier

0.5+

y

Figura 6.14 — Funcao do Exemplo 6.7 coma = meb =1
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T 21731 41

Figura 6.15 — Transformada de Fourier da fungdo do Exemplo 6.9 coma = mwreb =1

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Exercicios (respostas na pagina 564)

1.1. Determine a transformada de Fourier das seguintes funcdes f : R — R

: — yplx _ xe™™, sex >0
(a) f(x) =xe up(x) = { 0, caso contrario, PH3%> 0.

1_ 7 - < < 7
(0) F(x) = (1= [x]/a)x g () = { o e

, —b<x<b
(0 f(x) = Sen(ﬂx)?{[fb,b](x) = { Sen(()le) ieaso cont:ério.

) —(a+ib)x 0
f _ ,—(a+ib)x _Je , sex > R,
© f (x) =e o(x) 0, caso contrario, paraa>0eb e

. (a+ib)x
o _ Jlatib)x,, () ) € ’ sex <0
(g) f(x)=e up(—x) { 0, caso contrario, P34 >0ebeR.

1.2. Seja f(x) = e** = cos(x2) + isen(x2).

(a) Mostre que f(x) satisfaz a equacdo diferencial f’(x) —i2xf(x) = 0.
(b) Aplique a transformada de Fourier na equacao diferencial do item anterior obtendo

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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Usando o fato de que

! ® 1 * ix? _1
f(O):E/imf(x)dx:E/iooe dxfijLE

mostre que

Usando o item anterior encontre F (cos(ax?)) (w) e F (sen(ax?)) (w), paraa > 0.
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6.2 Inversao

Teorema 6.8. Se f : R — R é seccionalmente continua e tal que [°_|f(x)|dx < oo, entdo

lim f(w) =0.

w—r=Foo

Demonstracao. Pelo Lema de Riemann-Lesbegue, temos que

Mo M M
. iwx L . _
im . f(x)dx = lim /_Mf(x) coswxdx +i lim /_Mf(x) sen wxdx = 0.

Para todo € > 0, existe M > 0 tal que f|x‘>M |f(x)|dx < €. Logo

w—rFoo w—+oo

V2r lim |f(w)] = lim ‘ /_°° eI f(x)dx

IN

w—+oo

li M —iwx d
im ‘/Me f(x)dx

+ /\be F(x)]dx < .

Lema 6.9. Se g : R — R é seccionalmente continua tal que [~ |g(x)|dx < oo, g(0) = 0 e g’(0) existe, entdo

/O:o ¢(w)dw = 0.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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Demonstracao. Seja

h(x):{ = sex #0,

Entdo g(x) = xh(x) e [~ |h(x)|dx < 0. Logo

pelo Teorema 6.8. |

Teorema 6.10. Se f : R — R é seccionalmente continua tal que [°._|f(x)|dx < oo, entio

f) = = [ efw)de,

para todo x € R em que f é continua.

Demonstracao. Vamos demonstrar para o caso em que f'(x) existe. Seja g : R — R definida por

%2

g(x) = flx+x') = f(x)e™ 7.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Como g(0) = 0, pelo Lema 6.9 temos que
0 = /oo S(w)dw = /oo eix“’f(w)dw—f(x)/ e Tdw
= /Oo e f(w)dw — f(x)V2r.

|
Corolario 6.11. Se f : R — R é continua tal que [*_|f(x)|dx < oo, entilo
F(Hw) = f(~w).
Demonstracao. Pelo Teorema 6.10 temos que
1 C iwwp, / 7
—w) = —— e wdw' = F w
flow) = = [ e () () (@)
|

Exemplo 6.10. Seja a um ntimero real positivo. Seja f : R — R dada por

Como F (e~ (w) = ——aa2, entdo

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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Logo

Corolario 6.12 (Injetividade). Dadas duas fungdes f(x) e g(x) seccionalmente continuas tais que [ |f(x)|dx < oo
e 7 lg(x)]dx < oo, se
F(f)(w) = F(g)(w), paratodo w € R,

entdo f(x) = g(x), exceto possivelmente nos pontos de descontinuidade.

Demonstracao. Pela linearidade da transformada de Fourier, basta provarmos que se F(f)(w) = 0, entdo
f(x) = 0nos pontos em que f é continua. Mas isto é decorréncia imediata do Teorema 6.10. |

Exemplo 6.11. Vamos determinar a fungéo f : R — R cuja transformada de Fourier

¢ flw) =

_ R.
a+ib+iw,paraa>0eb€

f(w) ! !

T atibtio a+ib+w)

F(x) = e 05 Te g (x) = ame g x).

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Exercicios (respostas na pagina 567)

2.1. Determine as fungdes f : R — C cujas transformadas de Fourier sdo dadas

2 1
@) = Ty T W)
2 1
2 iw
(© flw) = Tra?
2 1
i - =
@ f(@) w?+w+1
(e) flw) = T i Paraa > OebeR.
2 1
D) = T
2.2. Calcule a transformada de Fourier das fungdes f : R — R:
x
(@) f(x) = T2
x

b = 5.
0 ) = T
2.3. No Exemplo 6.5 na pagina 508 foi calculada a transformada de Fourier de

(x) = (x) = 1, se —a<x<a
W) = X[aa)\*) =\ 0, caso contrario.

2
Sabendo-se que §(w) = p sen(aw) , para w # 0, determine a transformada de Fourier de
sen ax
OEE=S

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar)
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No Exercicio 1.1 na pagina 528 foi calculada a transformada de Fourier de

1—|x|/a, se —a<x<a,
8(x) = (1= [x|/a)x| gz (x) = { ‘0,‘ caso contrario.

Sabendo-se que ¢(w) = %%, para w # 0, calcule a transformada de Fourier de

1 — cosax
x2 ’

f(x)
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6.3 Convolugao

A convolugdo de duas fungdes f : R -+ Re g : R — R seccionalmente continuas,
limitadas e tais que [ |f(x)|dx < ooe [* |g(x)|dx < oo, é definida por

(fx8)(x) = /_ O;f (y)g(x —y)dy, paraxecR.

1,se0<x<1
Exemplo 6.12. Seja f : R — R definid = =< =T ="
P %2 f efinida por f(x) o] (x) {O, caso contrario.

oo 1
FN@ = [ xon@aon—ydy = [ xo(x—v)dy
0, sex <0,

_ ! _ 1 _ X, se0<x<1,
= /O X[-1,0] (y - x)dy = /O X[—1+x,x] (y)dy = 2—x, sel<x<2

0, sex > 2.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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0.5+ !

Figura 6.16 — Funcao ) do Exemplo 6.12

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Figura 6.17 — Funcao x g ;) = xjo,1) do Exemplo 6.12

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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Teorema 6.13 (ConVOlUQéO) Sejam f : R — Reg : R — R seccionalmente continuas, limitadas e tais que
[ 1f(x)|dx < ooe [T |g(x)|dx < oo. Entdo

F(f+8)(w) = V27 f(w).§(w)

Demonstracao. Pelas defini¢des temos que

Fifeg)e) = o [ e | [ fgle =y ax

Sob as hipéteses consideradas pode-se mostrar que podemos trocar a ordem de integracdo para obtermos

Fifxg)e) = = [ ) | [ e erg =] ay.
Fazendo-se a mudanca de varidveis x — y = z obtemos
Ffeg)w) = o= [ s | [T e gz dy

= \/% /_ o; e Y f(y) [ /_ O; ei“’zg(ZMZ] dy
= V27 f(w).g(w).

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Exemplo 6.13. Seja f : R — R dada por

0, sex <0,
. X, se0<x<1,
fla) = 2—x, sel<x<2,
0, sex > 2.

Como, pelo Exemplo 6.12, f = x[g1] * X[0,1), entdo

1 1— e—iaw 2 1 (1 _ e—iuw)Z
flw) = Vaon (X[o,l] (W))Z = V2 <\/T_nT> = _\/E 2 .
Teorema 6.14. A convolugiio satisfaz as seguintes propriedades:
() fxg=gxf
0 fx(g1+8)=frg1+f*g
(©) (f*g)xh=fx(gxh)
(d) fx0=0xf=0
Demonstracao.
(a)
(Fr)) = [ fugc—ydy= [ fx=y)g0)(-ay) =

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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(Fr@+e)® = [ f0)x—y) +galx—y)dy =

- /j;f(x—y)gl(x—y)dy+/j;f(x—y)g2(x_y)dy _

= (frg)(x) + (f xg2) (x).
((f*g)xh)(x) = (f &) (x = y)h(y)dy =
{ fy)gx—y—y dy} h(y)dy =
/ fYN8(x =y =y )h(y)dydy’ =
fly [ gx—y—y)h(y)dy]dy’=
Y@ xh)(x—y)dy = (f = (g 1)) (x).

r
L.
- /.
L.
L.

(f*0)(x) = [7, fly—x)-0dy = 0= (0% f)(x).
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Exercicios (respostas na pagina 570)

3.1. Calcule a convolugéo f * g para f,g : R — R dadas por

e " sex >0
— X — ’
(@) f(x) = e uo(x) = { 0, caso contrdrio,

—2x

oy I sex >0
§(x) = e uo(x) = { 0, caso contrério,

1, se —1<x<1
b) f(x) = xpay(x) = { 0, caso contrério, ’

e sex >0
— X — 4
§(x) = e uo(x) = { 0, caso contrario,

3.2. Determine, usando convolugdo, as fung¢des f : R — C cujas transformadas de Fourier sdo dadas

. 1
(@) flw)= 2+ iw)(3+iw)
b) flw) = ﬁ

(©) flw)= M'

3.3. Resolva a equagao

/°° : f(y) 1

P WL

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar)

Julho 2011



6.4  Aplicacdes as Equacdes Diferenciais Parciais 543

6.4 Aplicacoes as Equacoes Diferenciais Parciais

6.4.1 Equacao do Calor em uma Barra Infinita

Vamos determinar a temperatura em fun¢do da posigdo e do tempo, u(x, f) em uma
barra infinita, sendo conhecida a distribui¢do de temperatura inicial, f(x), ou seja,
vamos resolver o problema de valor inicial

W _ 2%
af " a2
u(x,0) = f(x), x e R.

Vamos supor que existam a transformada de Fourier da solugdo u(x, t) em relagdo
.. . u ou  d*u 3 .

a varidvel x e de suas derivadas 3% 9% € 9 Além disso vamos supor que
x x

ou
limy 400 |u(x,t)| = 0, limy 400 | = 0e [T |f(x)|dx < co. Entdo aplicando-
se a transformada de Fourier em relagdo a varidvel x na equacao diferencial obtemos
onl
g(w,t) = —a’w?i(w,t).

Multiplicando-se a equacdo pelo fator integrante u(t) = el wwtdt — 22 ohtemos
9
ot

Integrando-se em relagdo a t obtemos

(e"‘z“’ztﬁ(w, t)) =0.

e"‘z“’ztﬁ(a), t) = c(w).

Logo,
A —a2w?t
(w,t) = c(w)e .

Julho 2011
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Vamos supor que exista f(w). Neste caso, usando o fato de que #(w,0) = f(w) =
c(w) obtemos que

1(w, t) = flw)e P
Seja k(w, t) = e~**«*t Entdo

2
e 402t

k(x,t) =

ay/2t

e pelo Teorema da Convolugédo (Teorema 6.13 na pagina 539) temos que

1 1
u(x, t) = E(f*k)(x,t) = N

Pode-se provar que se f é seccionalmente continua e limitada, entdo a expressdo
dada por (6.1) define uma funcéo que satisfaz a equagdo do calor e

Tim u(x,£) = f(x),

/_if(y)e*%dy- (6.1)

nos pontos em que f é continua.

Vamos resolver, usando a transformada de Fourier, o problema de
valor inicial

ou  d%u

ot 9x?

[S]

X

u(x,0)=e" 7, xeR.

Aplicando-se a transformada de Fourier em relagdo a varidvel x na equacéo diferen-

cial obtemos P
alt‘(w,t) = —wPi(w, ).
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Multiplicando-se a equagdo pelo fator integrante y(t)

d e 2t n
= (¢*a(w,t)) =0.
Integrando-se em relagdo a t obtemos
Wt

e Hi(w, t) = c(w).

Logo,
(w,1) = cw)e .
Usando o fato de que 7i(w,0) = f(w) = c(w) obtemos que

(w, 1) = flw)e ™.
Se f(x) = e’%. Entdo f(w) = V2e " e

i(w, 1) = flw)e™ ™t = V2P0,

Logo a solugdo do problema de valor inicial é

u(x,t) =

2
et obtemos
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t=0 t=5 t=10

t=20 t=100 t=1000

Figura 6.18 — Solucdo da equacdo do calor, u(x, ), do Exemplo 6.14
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Vamos resolver a equagdo diferencial da onda em uma dimensao usando a transfor-
mada de Fourier
Pu  ,0%u
=
Vamos supor que existam a transformada de Fourier da solugdo u(x, t) em relagdo

variavel x e d derivad a—ua—uaz—u azl
a varidvel x e de suas derivadas at'8x'ax268t2'
al
dx

em relagdo a varidvel x na equagdo diferencial obtemos

x € R.

Além disso vamos supor que

limy_s 100 [u(x,t)| = 0, limy_y 400 = 0. Aplicando-se a transformada de Fourier

9%
_ 2
ﬁ (CU , t) = —a
Para resolver esta equagdo diferencial temos que encontrar as raizes da sua equacgao
caracteristica:

wi(w, t).

P +a?w® =0 & r=+awli
Logo a solugdo geral da equacao diferencial é
c1(w)e 9t 4 co (w)et @t se w >0,
d(w,t) = ¢ c1(0) +c2(0)t, ' sew =0,
c1(w)et 1t 4 cp(w)e ™, se w < 0.
Definindo

» c1(w), sew>0, - o(w), sew >0,
c1(w), sew <0,
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temos que ' '

0w, t) = P(w)e ™ 4+ (w)e ™!, (6.2)
e pelo Teorema da Translagdo (Teorema 6.7 na pagina 522) temos que

u(x,t) = ¢(x—at)+P(x+at).

Esta é a solucdo geral da equagdo da onda em uma dimensdo que obtivemos na
péagina 390.

Vamos resolver o problema de valor inicial

Fu_
o2 7 9x?’
ou

u(x,0) = f(x), E(x,O) =g(x), x e R

x € R.

Além do que ja supomos anteriormente vamos supor também que f,g : R — R
sejam seccionalmente continuas, limitadas e tais que

[ r@liv<e e [ Iglir< .

Aplicando-se a transformada de Fourier nas condig¢des iniciais em relagdo a varidvel

X obtemos a0
. 2 u A
H(w,0) = f(w), = (w,0) =g(w).

Substituindo-se t = 0 em (6.2) obtemos

~

flw) = it(w,0) = p(w) + P(w).
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Derivando-se (6.2) em relagdo a t e substituindo-se t = 0 obtemos
$(w) = inw(—P(w) + P(w)).

Logo

Substituindo-se em (6.2) obtemos

0(w,t) = 1 (f(w) _ g(“’)> e*iawt_'_% (f(w) n g(‘”)) o Hiawt

2 iaw iaw
_ 1 £ —iawt £ —iawt i g(w) +iawt g(w) —iawt
) (f(w)e +f(w)e ) + 22\ iw © iw ©

Aplicando-se a transformada de Fourier inversa obtemos

w(x t) = %(f(x—at)+fx+at /””t

Esta é a solu¢do de d’Alembert do problema de valor inicial da corda infinita obtida
na pédgina 391.
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Vamos considerar o problema de Dirichlet no semi-plano
o%u an o’u
0x2 ' oy?
u(x,0) = f(x), x e R.

=0,xeR, y>0

Vamos supor que existam a transformada de Fourier da solugdo u(x,y) em relagdo a
ou du d%u 8 u

variavel x e de suas derivadas — 3y’ ox’ a2 8y e [T |f(x)]dx < co. Além disso
vamos supor que limy_,+e |u(x,y)| =0, limy_ 4 Z—Z = 0. Entdo aplicando-se a

transformada de Fourier em relagdo a varidvel x na equacéo diferencial obtemos

0%
2 A
—wil(w,y) + @(w,y) =0

Para resolver esta equacao diferencial temos que encontrar as raizes da sua equacao

caracteristica:

P-wr=0 & r=+|wl|

Logo a solugdo geral da equacdo diferencial é

cp(w)e™ Y + cp(w)et™, sew >0,
(w,y) =< c1(0) + c2(0)y, sew =0,
c1(w)et@ + ¢y (w)e @Y, sew < 0.

Como, pelo Teorema 6.8 na pagina 530, LHE i(w,y) =0, entdo cp(w) = 0. Assim,
w (o)

Aw,y) = ¢y (w)e™ W,
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Vamos supor que exista f(w). Neste caso, usando o fato de que

(w,0) = f(w) = c1(w)
obtemos que
i(w,y) = flw)e V.
Seja k(w,y) = e~1“l¥. Entao

2y 1
V2 X2+ 2

e pelo Teorema da Convolugédo (Teorema 6.13 na pagina 539) temos que

k(x,y) =

1
u(x,y) = E

Pode-se provar que se f é continua e limitada, entdo a expressao dada por (6.3) define
uma funcdo que satisfaz a equagdo de Laplace e

ylgr& u(x,y) = f(x).

(Friy) =L [~ Gobi _J; §§)+ 2t 6.3)
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573

Resolva o problema de valor inicial

Ju Ju
{ e +2£ = g(x)

u(x,0) = f(x), x e R.
Qual a solugdo do PVI, se f(x) = cos(x) e g(x) = 0? Justifique.

Resolva o problema de valor inicial

of a7
u(x,0) = f(x), x e R.

Aqui vy é uma constante positiva.

Resolva o problema do calor em uma barra infinita com convecgéo (existe troca de calor da barra com o
ambiente)

ot dx2  ox
u(x,0) = f(x), x e R.
Aqui k é uma constante.

Determine a temperatura como funcdo da posicdo e do tempo de uma barra infinita com uma fonte
externa de calor, ou seja, resolva o problema de valor inicial

ou _ ,0%u
o~ o T80

u(x,0) = f(x), x e R.
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Encontre a solugdo geral da equacao diferencial a seguir usando a transformada de Fourier

92 92 0
a—;; :uza—ﬁ—ma—z—azu, x € R.

Aqui « é uma constante positiva.

Encontre a solugdo geral da equagao diferencial a seguir usando a transformada de Fourier

a2 T ox

u  u 5 al Ju
ot  dx )’
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Transformada de Fourier

6.5 Tabela de Transformadas de Fourier

Transformadas de Fourier Elementares

fx) = FH(P)

1, 0<x<a
X(o,q) (¥) = {

0, caso contrario 27T iw
ot (x) = {gf_m’ SOl [ B ESPEY:
o paraa >0 V2T e
e, paraa > 0 \/%e—%f
f(ax), paraa # 0 )
¥ (x) 9 )
£(x) iwf ()
J5 fwdy iCl
f(x—a) e f(c0)
e (x) f(w—a)
fx) f(-w)
(F*9)(x) = [ fW)glx—y)y | V2 Flew).§(cw)

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar)
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6.6 Relagao com a Série de Fourier e a Transformada de Fourier Dis-

creta

Usando férmula de Euler podemos escrever a série de Fourier de uma funcao
f : [-L,L] — R seccionalmente continua com derivada também seccionalmente

continua como

flx) =

em que

[ee] [ee]
nrix nrix
+ a, cos — + b, sen ——

1 ad inmtx inmx 1 ad inmx inmx
Y ay (eT +e L )—i——. Y b (eT —e*T>
n= 2i n=1

]_ s inmx 1 ad . _inmx
+5 g(an—zbn)e Lt g(an—l—zbn)e L
n=1 n=1
]. s . inmx 1 = . inmx
=Y (an—iby)e T + = Y (a_p+ib_y)e L
2 n=1 2 =1

_ inmx

1 (L
- A7 L —
En 2L /_Lf(x)e dx, paran=0,£1,+£2,...

pois

an

by

L
%/Lf(x)cos$dx paran =0,1,2,...

L
%/ f(x)Senn—Zxdx, paran =1,2,...
L

Julho 2011
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Seja f : R — R uma funcéo tal que f(x) = 0, para |x| > L. Entdo

A (NTT 1 L inmx 2L
— ) = — x)e” L dx = c aran = 0,+1,+2,...
F(F) == [ @ o= P
em que ¢, sdo os coeficientes da série de Fourier complexa da fungdo f :[-L L] —-R

dada por f(x) = f(x), parax € [—L,L].
Seja f : R — R dada por

Flx) = x| se —L<x<L
- 0  caso contrario

entdo como mostramos no Exemplo 6.7 na pagina 515:

2 Lwsen(Lw)+cos(Lw)—1 sew #£0

f V271 w? ’

— sew = 0.

Seja f : [~L,L] — R dada por f(x) = f(x), para x € [-L,L].

L((=1)"-1)
o o A(E)_ . sen #0
"L L/ L
5 sen =0.

a, + ib,

ag ~ .. ..
Como ¢, = ,paran =1,2,...ecy = o entdo os coeficientes da série de

Fourier real de f sdo

2L((-1)" —1)

apg=L, b,=0, a,= o
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x

= 04-----

-1 -0.5 0.5

Figura 6.19 — Funcao do Exemplo 6.15 com L = 1

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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0.5

21 31

-0.5—+

Figura 6.20 — Transformada de Fourier e os coeficientes da série de Fourier multiplicados por 2L/+/27t da funcao
do Exemplo 6.15com L =1

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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A transformada de Fourier discreta (DFT) de um vetor Y € C” é definida por

X = EyY,
em que
[ 1 1 1 . 1 1
1 e 27y e~ i270R o p—i2 NGt
Fy = 1l1 e i R e o (6.4)
1 efiz;r% —2pa (N 1) o e*’?”w

Seja f : R — R uma funcdo tal que f(x) = 0, para |x| > L. Entdo

sonmy 1 L — B N
f(T) _Tn/—Lf(x)e Ldx, paran=0,%1,...,—

Podemos, agora, aproximar a integral por uma soma de Riemann dividindo o inter-
valo [0,2L] em N subintervalos de comprimento 2L/ N, ou seja,

f(@) L1 N/ijl ; (2kL> oiznke 2L
L V2 Ry AN N
= 72L N/szl (ZkL> e*iZHkW” —
NV2m S \ N

(B ) )
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paran:O,...,%—l.

a — N/2-1 ; n
PNy LM () ey 2
L \/27'ck:_ N N

N/2
_ 2L N/iil f (ZkL> e*iZHkﬁn _
NV2m S \ N

NfLﬁ (N/ilf <2kL)€_,-27TN k§/2f (2kNL_2L) -m’;g)/

paran = %,...,N— 1.
Assim, definindo

X = [f(O)f(ZI\?) f<L—2Z\?> f(—L)f<—L+21\?) ...f(—zl\?ﬂt,

entao

ren= G [l (7)1 (G-07) 1(-57) -1 (-D)]

Calcular a transformada de Fourier discreta multiplicando-se pela matriz F, tem um
custo computacional de N? produtos. Este produto pode ser calculado ao custo de

Nlog N produtos usando um algoritmo chamado Transformada de Fourier Rapida
(FFT).

Seja f : R — R dada por

f(x):{ |x| se —1<x<1

0  caso contrario
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entdo como mostramos no Exemplo 6.7 na pagina 515:

2 wsen(w)+cos(w)—1
flw) = {T‘“— ey

\/TTI' sew = 0.

X = [f0) f(5) £(3) @ o0 £ () ()T
= (0} b 31§34
Y=FFT(X) = [05 -021 00 -0.037 0.0 -0.037 00 -021]
@ £(0) f () f2m) f(3m) f(~4m) f(=37) f(-2m) f(_n)r.
Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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0.5+

x

= 04-----

-1 -0.5 0.5

Figura 6.21 — Funcdo do Exemplo 6.16

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao (Versao Preliminar) Julho 2011
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0.5

21 31

-0.5—+

Figura 6.22 — Transformada de Fourier e a Transformada de Fourier Discreta multiplicada por 2/+/27 da funcéo
do Exemplo 6.16

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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6.7 Respostas dos Exercicios

1. Definicdo e Propriedades (pdgina 528)

1.1. (a) Seja g(x) = e " up(x). Entao ¢(w) = \/%a 4_11'(4]‘
dg 1 ]
Flxg)(w) =i g5 (@) = = rtos

(b)
1
PO = Ko~ 20 (0) = X ()~ (30 (0) 210 (2))

1
= X[-aa)(*) — - (—xX[o,a](—x) + XX[0,q] (x))

dx 0 d (1—e i

Flnpa)w) = i w) = 0 (105
B i _awe—luw_i(l_e—iaw) _ 1 iawe—iaw+e—iaw_1
V2 (iw)? 2 w2 :

1 —ijawe¥ 4eftw 1

Flt0 (~3)) (@) = -
2 1 (2sen(aw) 1 [iawe %9 4eT0W -1 —igwe'®Y +el@ —1
flo) = o= (-1 . - )
_ 1 [2sen(aw) 12awsen(aw)+2cos(aw)—2
 V2n w a w?

_ [21—cos(aw)
oV oaw?

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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eiuxie—iux

() = senfar)xg sy (1) = (57— ) (ton(=) + x0u ()
1 [etw—1 1—¢bw 2 bw
Fl o) (@) = ( . )— senlbeo)

flw) = —i (sen(lj}(fa—a)_senb(w—i-a))

w+a

7
g0 w?
F _x2 _ g _ . € 4
(xe ™) (w) zdw(w) iw W
_w?
Seja = ¢~ % Entdo ¢ -
ja g(x) §lw) =—%
2s _w? _W?
Fl2e ™Y w) = ~ 8 ()= £ 1 28t
(7)) = () = S~
Seja g(x) = e~ ™up(x). Entdo §(w) = L 1, . Entdo,
V2mra—+iw
—(a+ib)x _ s _ 1 1
Fe up(x))(w) = g(w +b) =

V2ma+ib+iw’
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Seja g(x) = e~ ™up(x). Entdo ¢(w) = \/127”1 Tio Seja h(x) = e ug(—x). Entdo, h(w) = ¢(—w) =
1 1
o2ma—iw’
‘ A 1 1
(a+ib)x o _ o . S
F( (=) ) = e —b) =

fl(x) —i2xf(x) = i2xe™ — i2x(ei*’) = 0

Aplicando-se a transformada de Fourier na equacao diferencial do item anterior obtemos
iwf(w) —i2if' (w) =0

ou

w2

Multiplicando-se a equagdo diferencial do item anterior pelo fator integrante y(t) = el 0 — =%

obtemos
d _W? s _
% (e 4 f(a))) =0.

Integrando-se em relagdo a w obtemos

Logo,




o < ) a(®) - [en(%) s b ()] -
[eos () - heen (47)] - G [Beos () + sen ()] +
\% {TZCOS (wTZ) —%sen (%2)} = % [Cos (%—%) +icos (%z—i-%)},

~

f(w) = F (cos(x?)) (w) +iF (sen(x?)) (w).
Como cos(x?) e sen(x?) sdo fungdes pares as suas transformadas de Fourier sio reais e sao assim
iguais a parte real e a parte imaginéria de f(w), respectivamente:

F (cos(x?)) (w) = 5 cos (sz - %)
F (sen(x?)) (w) = % cos (sz + %)

Trocando-se x por y/ax e usando o Teorema da Dilatagdo obtemos que

534

Vamos decompor em fra¢ées parciais:

o) — 1 _ A, B
@) = i) Griw) 24w  3tia

Multiplicando-se por (2 + iw) (3 + iw) obtemos

1=AB+iw)+ B2 +iw).
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Substituindo-se iw = —2 e iw = —3 encontramos que A = 1e B = —1. Logo
A 1 1
flw) = 24+iw  3+iw
Portanto
flx)=Vv2n (efzx - 673") up(x).
A 1 . dg B i
Seja ¢(w) = 1+_R0.Enuu)daxaﬂ (1+ia02.Logo
Flx) = F‘l(i%)(x) — xg(x) = V27xe Fug(x)
1 V2
1 & = - a = — 7|X‘
Seja ¢(w) 1+wTEMmg() 5e
_ . 2 xe ¥
fla) = 7 eog(e)) () = () = =550
pois %(x) = %, para x # 0.
Completando-se o quadrado:
A 1 1
fw)

Logo
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A 1 1
f(w):a—l—ib—iw T a—i(w—b)

h(x) = e V2me™ug(—x) = v2mel @ )¥ g (—x).

O denominador pode ser visto como um polinémio do 20. grau em iw, que pode ser fatorado como:

fl@) = = !
_4—w2+2iw_(iw+1—x/§i)(iw+1+\/§i)'

Decompondo em frag¢ées parciais

flw) = A - B
iw+1++V3i iw+1-—+3i

Multiplicando-se por (iw + 1+ +/3i)(iw +1 — /3i):
1=A(iw+1—V3i)+B(iw+1+V3i).
Substituindo-se iw = —1 — V/3ieiw = —1 + /37 obtemos que A =

_ i :
eB= NeR Assim,

\[

Flw) = : :
23\ i(w+v3) 11 i(w—v3)+1
f(x) _ l\/i ( (1+v3i)x _ (17\/§i)x) uo(x)

A V21T

Seja g(x) = H% Entdo ¢(w) = Teiw' Como d5|lw| |w]

o =W

. —|w]
flw) = 158 @) = V2T

, para w # 0, entdo
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2 2 1
(b) Seja g(x) = 152 Entéo ¢(w) = geqm,g/(x) = —ﬁrf(x) = —Egl(x) e
f((AJ) _l 2w ‘w‘

23. flw) = @W (x).
24, flw) = a\/?l X/ 8K (6) = \/?a DX a5

3. Convolugao (pagina 542)
3.1. (a)

(Fe9)@) = [ fwgx—ydy = [~ ere 2 Vug(x - y)ay

~J0,5ex<0
e [y evdy, sex >0

e 2 (e¥ — 1)up(x).

e}

o9 = [ fst—yy= [ Byl —y)ay

—0o0
0, sex < —1
= _xfleydy,se—1<x<1
_xfleydy,sex>1
sex < —1,
_"(e el), se —1<x<1

e *(e— e‘l), sex > 1.

Equacdes Diferenciais Parciais: Uma Introducéo (Verséo Preliminar) Julho 2011
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Seja §(w) =

Assim,

f(x)

£lx) = =g+ ),
T
em que g(x) = v2me > ug(x) e h(x) = v2me 3*uy(x). Logo
_ \/%/O;g(y) x —y)dy = W/ CYug (x — y)dy

Seja §(w) =

1
1+iw

— \/27ce—3xu0(x)/ eVdy = v2me™3* (e — 1)up(x)
= Var (e — e ) ().

. Entdo g(x) = v2me *up(x). Assim

1
f) = Z=(er8)0=—= [ sw)str-yy
= \/27%/0 e Ve Wy (x — y)dy
= V2mxe Fup(x).

O denominador pode ser visto como um polinémio do 20. grau em iw:

f@) = g = :

4 — w? 4+ 2iw (iw—ﬁi—}—l) (iw—i—\/gi—i—l)'




572

Sejam
S(w) = _ h(w) = _
& i(w—v3)+1 i(w++3)+1
Entéo ) )
g(x) = Ve -V3xy (%), h(x) = vV2me (HV30xy(x).
Assim

1 1 ©
fl) = (el = o= [ gt y)dy
— f/ ~(=VBi)y o= (V) (—y) gy (x — ) dy

= \/me(l*\f’)/ V30 (x — y)dy
0

_ 1\/ ( (1+V3i)x _ (17\/§i)x) uo(x)_

A equagdo pode ser escrita como

1
k ==,
(F R =
em que k(x) = leﬁ Aplicando-se a transformada de Fourier na equagdo obtemos
VI (w) - R(w) = Lgne%\wh
Resolvendo esta equagdo obtemos
. —3[w]
()= = 2 ol
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Logo
_ 2 1
S 3mx2+4+ 1

f(x)
552

Aplicando-se a transformada de Fourier em relagdo a varidvel x na equagdo diferencial obtemos

onl

o (w, t) + 2w (w, t) = ¢(w).

— ef 2iwdt _ p2iwt

Multiplicando-se a equacdo pelo fator integrante p(t) obtemos

9 / .
(eZthﬁ(w, t)) — g(w)eZZwt‘
ot
Integrando-se em relagdo a t obtemos
eZiwtﬁ<w, t) _ g(w) p2iwt + c(w).

Logo,

Vamos supor que exista f(w). Neste caso, usando o fato de que

#(,0) = f(w) = 89 4 ¢(w)

2iw
obtemos que

0w, t) = flw)e 2wt 4 % (1 - e*Zi“’t> .
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_ ,—2iwt

A 1
Seja k(w, t) = T Entao

V2mr

k(x,t) = 5 X2 (x)

e pelo Teorema da Convolugédo temos que
u(x,t) = f(x—=2t)+ (kxg)(x,t)
1 2t

= flx=20)+ 5/0 g(x —y)dy
Se f(x) = cosx e g(x) = 0, entdo u(x,t) = cos(x — 2t) é a solugdo do PVI apesar de ndo existir a
transformada de Fourier de f(x) = cos x, pois

ou ou
— 42— =2 —2t) 42 —2t)=0.
o 5 cos(x — 2t) cos(x )=0

Ou seja, u(x, t) = cos(x — 2t) satisfaz a equacdo diferencial.
Aplicando-se a transformada de Fourier em relagdo a varidvel x na equagdo diferencial obtemos

aa%(w,t) = —*w?i(w, t) — yi(w,1).

Multiplicando-se a equacdo pelo fator integrante u(t) = el @@ttt — (027t obtemos

0

Y (e(”‘z“’2+7)tﬁ(w, t)) =0.

Integrando-se em relagdo a t obtemos
eI (w0, 1) = o(w).

Logo,

1(w, ) = c(w)e” @@+,
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Vamos supor que exista f(w). Neste caso, usando o fato de que #(w,0) = f(w) = c(w) obtemos que

(w,1) = flw)e”
Seja k(w, t) = e~ (PNt = p=71te=0*<’t Entao
e~ a2

k(x,t) = a\/ﬁe 402t

e pelo Teorema da Convolugédo temos que

u(x, t) = (f*k)(x t) ZZ\/VL/ fly)e 4w2r dy.

Aplicando-se a transformada de Fourier em rela¢do a varidvel x na equacdo diferencial obtemos

%(w, t) = —a?w*i(w,t) + iwki(w, t).

Multiplicando-se a equacdo pelo fator integrante y(t) = el (W@ —iwhydt _ p(a?w?~iwk)t obtemos

d

2 (et -iahia(e, ) ~ o

Integrando-se em relagdo a t obtemos
e("‘z“’z_i“’k)tﬁ(w,t) = c(w).

Logo,
ﬁ(a), t) _ C(w)ef(alaﬂfikw)t‘

Vamos supor que exista f(w). Neste caso, usando o fato de que #(w,0) = f(w) = c(w) obtemos que

1w, t) = flw)e Wikt
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2w? —ikw)t _ eika}te—tx2w2t Entio

Seja k(w, t) = e~
1
k(x,t) =
(1) w2t

(x+kt)2
402t

e

(x—y+kt)?
402t

e pelo Teorema da Convolucédo temos que

(x,1) = ﬁ(f*k)(xt 2W/

— 02w, t) + ¢(w).

Aplicando-se a transformada de Fourier em relacdo a varidvel x na equacdo diferencial obtemos

onl

- 1) =
E)t ((‘}’ )
Multiplicando-se a equacdo pelo fator integrante u(t) = el ¥'w @’ obtemos
0 02wt — 5 02wt
Py (e i(w, t)) =g(w)e .
Integrando-se em relagdo a ¢ obtemos
2t _ 8(w) w202
e (w, t) = me"‘ 4 o(w).

(w,t) = ‘igg; +c(w)e ¥,

Logo,

Vamos supor que exista f(w). Neste caso, usando o fato de que
§w) +c(w)

w,0) = flw) = £
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obtemos que

= flw
i(w, t) = e
’ 2w2 azwz :

Sejam fi(w) = —%Zg ek(w,t) = e~¥@’t Entao

2

k(x,t) =

e 12t

a2t
e h(x) é a solugdo de

w?h’ (x) = —g(x).
Pelo Teorema da Convolugdo temos que

1
u(x,t) = h(x)+ \/TTT((H h) + k) (x, 1)

_a=p?
= h(x)+ +h(y))e w4 dy.

1
20/t J—

Aplicando-se a transformada de Fourier em rela¢do a varidvel x na equacdo diferencial obtemos

E)ZA( t) = —a’w*i(w, t) —Za%(w t) — a?i(w,t)
T “ ’ ot e

Para resolver esta equacdo diferencial temos que encontrar as raizes da sua equagdo caracteristica:
P 42ar+a*w?+a2 =0 & r=—a+awi.
Logo
ﬁ(w,t) = gﬁ(w)g( a—iaw) l;[’( )e( atiaw)t
e (w)e 1 4 (w)e ),
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e pelo Teorema da Translagdo temos que
= e “(p(x —at) +p(x+at)).

u(x,t) =

Aplicando-se a transformada de Fourier em rela¢do a varidvel x na equacéo diferencial obtemos

0%l : on
— (w,t) = —wl(w,t) +2 | —(w,t) +iwi(w,t) | .
(@) (@) +2 55 (@, 1) + iwit(w, 1)
Para resolver esta equacdo diferencial temos que encontrar as raizes da sua equagdo caracteristica
r=24iwour=—iw.

?—2r4w?-2=0 & r=1+(1+4+wi) &

Logo

Aw,t) = Glw)e @ + P(w)eHiwt
lw)e " + P h(w)et .

e pelo Teorema da Translagdo temos que

u(x, ) = plx—t)+p(x+)e.
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Amortecimento critico, 241
Amortecimento critico, 84
Amplitude, 78

Batimento, 93

Condicoes de fronteira homogéneas, 277
Constante

da mola, 75

de amortecimento, 75
Curva integral, 8

Derivadas da Transformada de Fourier, 514
difusividade térmica, 276

Equacéo
caracteristica, 46
da corda eléstica, 330

580

de n-ésima ordem, 7

de 12 ordem, 7

de 22 ordem, 7

de Euler, 39, 56

de Laplace, 420

diferencial, 1

do calor, 276

do calor ndo homogénea, 309

homogénea com coeficientes constantes, 46

homogénea de 2* ordem, 26

linear, 8

linear ndo homogénea com coeficientes cons-
tantes, 62

ndo homogénea, 58

nio linear, 8

ordindria, 7

parcial, 7
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Equagdes
lineares de 12 ordem, 14

Foérmula de Euler, 38
Fase, 78
Fator integrante
da equacao linear, 16
Frequéncia de ressondancia, 91
Frequéncia natural, 78
Frequéncias naturais, 336, 347, 355
Funcéao
continua por partes, 162
de Heaviside, 504
degrau (unitério), 504
seccionalmente continua, 162
Fungao impar, 181
Funcdo Caracteristica, 504
Funcgéo par, 179
Fungoes
linearmente dependentes (L.D.), 31
linearmente independentes (LI), 31

Harmonico, 336, 347, 355

Método dos coeficientes a determinar, 62

Modo normal (ou natural) de vibragédo, 336, 347,
355

Movimento harmoénico simples, 78

Onda estacionaria, 336, 347, 355
Oscilagoes, 75

Oscilagoes forcadas, 90, 234
Oscilagoes livres, 77

Periodo, 78
Principio da Superposicao
para equagdes ndo homogéneas, 60
Principio da superposigdo, 26
Problema de Dirichlet, 421
Problema de Neuman, 438
Problema de valor inicial, 11
Problema de Valor Inicial e de Fronteira, 277, 292,
331, 332
PVI, 11
PVIF, 277,292, 331, 332

Quase frequéncia, 86, 242
Ressonancia, 91

Série de Fourier de cossenos, 181
Série de Fourier de Cossenos de Indices Tmpares,
225
Série de Fourier de senos, 184
Série de Fourier de Senos de fndices Impares, 220
Séries de Fourier, 162
Separagdo de varidveis, 277
Solucédo
d’Alembert, 339, 349, 355, 368, 378, 382, 391,
405, 408, 411, 414, 415, 549
de equagédo de 1% ordem, 11
de equacdo diferencial ordindria de ordem n, 8
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de Equilibrio, 287
de equilibrio, 297, 310
estaciondria, 96, 242, 287,297, 310
geral, 30
geral de equagdo diferencial ordindria de or-
dem#n, 9
particular de equacédo de 1?* ordem, 11
particular de equagédo diferencial ordinaria de
ordem n, 8
transiente, 96, 242
Solugoes
fundamentais, 30, 280, 295, 334, 366, 376, 403,
407,410, 413, 424
Subamortecimento, 86, 242
Superamortecimento, 83, 241

Teorema

Abel, 41

de existéncia e unicidade

para equagdes de 2? ordem, 25

Transformada de Fourier, 502
Transformada de Fourier da Dilatacdo, 505
Transformada de Fourier da Integral, 520
Transformada de Fourier da Translagdo, 522
Transformada de Fourier das Derivadas, 519
Transformadas de Fourier Elementares, 554

Velocidade de propagagdo das ondas, 330

Wronskiano, 30
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