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Estimador e Estimativa

* O = parametro a ser estimado
T =um estimador de 6
* t=uma dada estimativa
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Proprledades dos estimadores

Justeza (ndo tendenciosidade)
u(T)=0

Consisténcia
lim P(T —6|>5)=0

N—o0

ou

lim o(T)=0

Eficiéncia

y[(T1 — 6?)2]< y[(T2 - 9)2]:> T, € mais eficiente queT,
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Estimador para a variancia
populacional c?
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Estimador 6 para a variancia populacional ¢

Qi Z(XI‘\I_)—()Z _ Z(Xi _,lll\|+,u—)_()2

30— s+ e F = 3%, + 205, )+ (¥
>0~ + 2205 — =)+ 3 -
3706~ 2l J (=) 3=
(6 — ) = 2p=xfNu= N+ (= 371

Z(Xi —,u)2 —2N(,u—)_()2 + N(,u—)_()2 =No* — N(,u—)_()2
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Estimador 6 para a variancia populacional ¢

S -xf  No?-N(u-xf

0 = O .
El0]= E_NGZ‘N(ﬂ—i)Z_ _ E[NGZ—N(u—iﬂ
i N | N
E[6]- E[Naz]—NE[(y—})ZL No* N % No? o
N N N
£fo]- ot LD
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Estimador de maxima verossimilhanca

Qual o valor do parametro a ser estimado que
maximiza a probabilidade do estimador assumir o
valor observado na amostra?

L(6)=max P(X,, X,, X, ...X. | &)

Estimadores:

» Consistentes

» Assintoticamente eficientes
 Distribuicao assintoticamente Normal

PRO 2723 — Estatistica
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Exemplo o

Uma caixa com 10 bolas, das quais S sao
pretas e 10 — S sao brancas. Uma amostra
de 4 bolas com extraidas com reposicao fol
colhida e observou-se que trés bolas eram
brancas e apenas uma era. O numero bolas
pretas na amostra tem uma distribuicao
Binomial. A funcao de verossimilhanca fica:

A B 3 B 3
L(5)= S (10 Sj 4 S (10 Sj
1 )10 10 10\ 10
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Nestas condicoes o
maximo valor da funcao
de verossimilhanca
ocorre quando S = 3.

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes

PRO

L(S)

0,00%

29,16%

40,96%

41,16%

34,56%

25,00%

15,36%

7,56%

2,56%

Qoo |N|O|O|dhR|WIN|IPIOW

0,36%

[N
o

0,00%
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Exercicio e

« Uma unica observacao é efetuada de uma
variavel aleatoria discreta X com funcao de
probabilidade f(x|0), onde 6 €{1,2,3}. Encontre o
Estimador de Maxima verossimilhanca de 0.

X f(x|6=1) f(x|6=2) | f(x|6=3) X | Estimativa (valor de 0)
O -ap | % 0 0 1
O | % 0 1 1
Do f=w T [
G M6 Ya————-1-+C) 3 3
D —A—are—t—o0— |-G | [4 4
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Estimador de maxima verossimilhanca

« Amostra com N elementos: X, X, X5 ... X,

« Calcula-se a probabilidade de se obter a amostra
observada em fungao do valor do parametro que
se deseja estimar —f (x;, 0)

» P(amostra) = f(x1) X f(xz) X=X f (xn)

» P(amostra) = L(0) = f(x1) X f(xz) X -+ X f(xp)
* Aplica-se a fungao logaritmica a L(6) e procura-se
o valor de # que maximiza o valor da funcao

ln(L(H))
. Deriva e iguala a zero: 22L©)

oo~V
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Qual é o estimador de p? (probabilidade de sucesso)

R (Y
N
L(p) = f) X f() x % fGa) = | [ £
i=1
L(p) = pzliv=1 *i(1 TVp)Z?Ll 1=x; — pNZIiV=1 Xi(1 — p)N_Z?Ll X
lTl(L(p)) = [n (p2i=1 xi(]_ — p)N_2i=1 xi)
in(L(p)) = In (p2i=27t) + In ((1 — p)N—Z’iilxi>

N N
ln(L(p)) = <z xi> In(p) + (N — Z xi> In(1 —p)

=1 =1
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e In(L(p) = (T x)In(p) + (N — 3, x;)In(1 - p)

. dln(L(p)) 0=

dp

o Zl 1Xi  N- Zl 1xl_0 Z{V1XL:N Z{\lel
p 1-p p 1-p
« A-p)x(Zix)=px(N-ZLlix)=

* pX (N —Yilx + Z?’=1xi) =YX =

N
VoY x
N p_zl 1™

N
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Exemplo 1 o

« Amostra de 5 elementos {1; 0; 1; 1; O}

» {sucesso; fracasso; sucesso; sucesso;
fracasso}

P(X=3)
40,0%
35,0%

30,0%

A~ Z{\,:]_ xl . 25,0%
® p — — 20,0%

15,0%

Ul | W

10,0%
5,0%

0,0%
0,0% 20,0% 40,0% 60,0% 80,0% 100,0%
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Distribuicao Continua o

flx) = 6x0~

0 0,25 0,5 0,75 1

f(x)
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Distribuicao Continua o

o flx)=06x"

* Amostra de N elementos

o L(O) = fxy) X () X - X fxy) = (Hxig_l)) X (nge_l)) X
X (Hx,(f_l)) = 0N X (x; X x, X -+ X xp) 07D

. ln(L(H)) =NIn(@)+ (0 —1) X In(xy X x5 X =+ X xXp)

e In(L(0)) =NIn() + (6 —1) x In([T}L; x;)

—N
ln(HIi\Ll x;)

aln(L(H))

« — T =0=7 +ln(1’[l LX) =6 =
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Exemplo
 Amostra de 5 elementos {0,37; 0,88; 0,94, 0,67; 0,79}
A —N
) B m(HIiV=1 )
e [I3-,x; = 0,162 6
o In(ITL,x)=-182 -
o ) — 5 - 2 75 ’ 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5
,82 “ ’ ’ ’ ’
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Distribuicao de Poisson o

Amostra de N elementos, deseja-se estimar o valor de
p (A1)

. fx) =

N
urie H pri=t
= 1( I ): N I €

o In(L(w) = (TN, x)In(w) — (T (In(x)) — (Nw)

. 6ln(L(u))
ou

_0=>(2N1x)— 0-N=0

N
° A Zi:l xl
="
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Exemplo com distribuicao de Poisson

Amostra com 6 elementos {4; 3;1;2; 1,1} 2> x =2

P(Amostra)

0,010%
0,009%
0,008%
0,007%
0,006%
0,005%
0,004%
0,003%
0,002%
0,001%
0,000%
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Distribuicao Exponencial o

 Amostra com N elementos, deseja-se estimar a taxa de
ocorréncia 1 = 1/p 4,

e f(x)= ﬁe"lx = L) =L, f(x) = ’i\':l()le_’lxi) =
ANe—ﬂ Di=1 Xi

o (L)) = In(AV)+in (e * T %) = Nin(A) — AT, x,

.aln(L(A))_ l N . . .
o7 0= N-— i 1% = 0= A= Zizlxiz\%—

1_ L

¥  E[x]
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Exemplo com distribuicao Exponencial

Amostra com 5 elementos {4; 3;2;1; 3} > x = 2,6

0,00006
0,00005
0,00004
0,00003
0,00002
0,00001

0
0 0,5 1 15 2 25 3 3,5 -
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Exerciclo o

Considere a fdp abaixo. Construa um
estimador de maxima verossimilhanca para
O parametro A.

fx (7/2)
=] p

\0; caso contrario

x>0
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Exerciclo e

Considere a fdp abaixo. Construa um
estimador de maxima verossimilhanca para
O parametro A.

0+3 ¢
3 0<x<1ef>0

f) =14 3

0;: caso contrario
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Estimativa de parametros

« Estimativa por ponto
— Uma amostras
— Varias amostras — media ponderada

« Estimativa por intervalo de confianca (IC)

O IC é construido de tal forma que se o
processo de construcao for repetido um grande
numero de vezes, o percentual de IC que
contem de fato o parametro estimado e dado
por (1- o)

Confianca = (1- a)

PRO 2723 — Estatistica
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Intervalo de Confianca (IC) para:

* Média populacional —
 Variancia populacional —
* Fracao da populacao —p

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes

PRO
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Intervalo de Confianca (IC) para media

@

PRO

populacional —

Variavel x na populacéao

Variavel média amostral de
uma amostra com N
elementos

2
O

X=N| u,—
N

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes

20 30 40 50 60 70

20 30 40 50 60 70

PRO 2723 — Estatistica
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Intervalo de Confianca (IC) para média

populacional — u

Média amostral

Variavel de interesse
na populacao

20 30 40 50 60 70

PRO 2723 — Estatistica
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Intervalo de Confianca (IC) para
media populacional —

O limite inferior (L) do IC é tal que:
P(T>t]|06=L)=0o/2

O limite superior (L) do IC e tal que:
P(T<t|6=L,) =0a/2

PRO 2723 — Estatistica
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Intervalo de Confianca (IC) para
media populacional — u

P()—(>a‘:u::umin):%

P(X <a| 4= fiys) =%,

IC : :umin < H < :uméx

PRO 2723 — Estatistica
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Distribuicdo da media
amostral quando g=gi,

Distribuicdo da media
amostral quando z=g4,

20 30 40 50 60 /0

Valor da média
amostral observado

PRO 2723 — Estatistica
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Distribuicdo da media
amostral quando g=gi,

Distribuicdo da média
amostral quando z=g4,

20 30 40 50 60 /0

Valor da média
amostral observado
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Intervalo de Confianca d
para Média Populacional

Variancia Conhecida

=Xt

, T
72N

PRO 2723 — Estatistica
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Exemplo

PRO

Suponha gue uma amostra com 16 elementos teve
uma média de 13,6. Construa um IC para a media
populacional com nivel de confianca de 90%. Suponha
gue o desvio padrao populacional (o) € de 2,1.

c=21 U=X=x1z 2

’ %
N =16 Zmu
X =13,6 =13,6 £1,65x —
1— o = 90% ﬂ V16
I 213640,9
2y, =105 9 7< <145

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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Intervalo de Confianca para Média
Populacional

Variancia Desconhecida

PRO 2723 — Estatistica
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Distribuicao t de Student o

4

7 ——t com GL=3 t com GL=5 t com GL=10 ——t com GL=20

PRO 2723 — Estatistica
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Distribuicao de t de Student

v . Graus de Liberdade
y=N-1

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes

@

PRO

Student € um pseudonimo
de William Sealy Gosset,
gue nao podia publicar
artigos usando seu proprio
nome.

PRO 2723 — Estatistica
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Suponha gue uma amostra com 16 elementos teve
uma média de 13,6 e desvio padrao 2,1. Construa um

|IC para a média populacional com nivel de confianca
de 90%.

PRO 2723 — Estatistica
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PRO

Funcao t de Student

o (bi-caudal)

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes

y 50,0% [ 25.0%[ 20,0%] 10,0%] 5.0%[ 2,5%] 2,0%] 1.0%] 05%] 03%[ 01
Graus de o (mono-caudal)
liberdade | 250%| 12,5%| 10,0%| 5,0%| 25%| 1,3%| 1,0%| 05%| 0,3%| 01%| 0,05
1 100 241 308 631 1271 2545] 3182| 63.66/127.32| 254.65| 636.6
2 0.816] 1.604] 1.886| 2.920] 4303 6.205] 6965 9.92] 14.09] 19.96] 316
3 0.765] 1423 1638| 2.353] 3.182] 4.177] 4541 584 7.45] 9.46] 129
4 0741 1344] 1533 2132| 2776 3495 3.747| 45604 5598] 6758 8.61
5 0.727] 1301 1.476] 2.015] 2571 3.163] 3.365] 4.032] 4.773| 5604 6.86
6 0.718] 1.273] 1.440] 1,943] 2447 2969 3.143] 3707 4.317] 4981 595
7 0.711] 1254] 1415| 1,895] 2365 2.841] 2998 3499 4.029] 4595 540
8 0.706] 1240 1397 1.860| 2306 2.752| 2.896| 3355 3.833] 4334 504
9 0.703] 1230 1383 1.833] 2262| 2685 2.821] 3250 3.690] 4.146] 4,78
10 0.700] 1221 1372| 1.812] 2228 2634| 2.764| 3169 3.581| 4005 4,758
11 0.697] 1214] 1363 1,796] 2201| 2593 2718 3,106 3.497| 3895 443
12 0.695] 1209 1356| 1,782| 2179 2560] 2,681 3055 3.428| 3807 431
13 0.694] 1204] 1350 1.771] 2160 2533 2650 3012] 3.372] 3735 4,22
14 0,692 1200 1345 1,761 2145 2510 2624 2977 3.326| 3675 4,14
15 0.691] 1197 1341 1,753 2131 2490 2602 2947 3.286] 3624 407
16 0.690] 1.194] 1337| 1.746] 2120 2473 2583 2921 3.252] 3581 4.01
17 0.689] 1.191] 1.333| 1.740] 2110 2458 2567 2898 3.222] 3543 3.96
18 0.688] 1.189] 1.330| 1.734] 2101 2445 2552 23878 3.197| 3510 3.92
19 0688l 11871 1.328] 1729] 2093l 2433] 2539 2861 3.174] 3481 388

PRO 2723 — Estatistica
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Dados da amostra o

N =16

X =13,6

s=21

1-a=90%

a =10%

N=16—>v =15 }:>t e

1-a=90% — a =10% v T 155%
21

J16

=13,6 £1,753 x =13,6+0,92

S
=X+t
g "% N

11=13,6+0,92
12,68 < 11 <14,52

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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Dimensionamento do tamanho da
amostra

Qual deve ser o tamanho da amostra de
forma que a semi amplitude do intervalo
de confianca nao seja superiora 0,6 e 0
nivel de confianca seja de 99,0%?

Dado que o desvio padrao (e a variancia)
populacional é conhecida.(c = 2,1)

PRO 2723 — Estatistica
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Dimensionamento do tamanho da "™

amostra- o2 conhecido

a , 2 )
a0
Z, 2 _<e= >N > 72
% N e
N /

2
N (2,58><2,1j _ 8154

N =82

PRO 2723 — Estatistica
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D”lméns amento do tamanho da »ro
amostra

Qual deve ser o tamanho da amostra de
forma que a semi amplitude do intervalo
de confianca nao seja superiora 0,6 e 0
nivel de confianca seja de 99,0%?

Neste caso o desvio padrao (e a
variancia) populacional NAO € conhecido.
Assim, uma amostra piloto (N=16) sera
utilizada para se obter uma estimativa
(s=2,1) do desvio padrao da populacao.

PRO 2723 — Estatistica
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PRO

Funcao t de Student

o (bi-caudal)

y 50,0% ] 25.0%] 20,0%] 10,0%] 5.0%] 2.5%] 2.0%[ 1.0%] 05%] 0,3%]

Graus de o (mono-caudal)

liberdade | 250%| 12,5% 10,0%| 5.0%| 25%| 1,3%(| 1,0%[ 05%] 03%] 01%| 0
1 100 241 308] 631 1271 2545] 3132| 63,66 127,32 254,65] 6.
2 0.816] 1604] 1886 2920] 4303 6.205] 6965 9.92] 14.09] 19.96]
3 0765 1423 1638| 2.353] 3182 4177| 4541 584 745 946
4 0741 1344| 1533 2132] 2776 3495 3.747| 45604] 5598] 6758
5 0.727] 1301 1476] 2.015] 2571 3.163] 3.365] 4.032] 4.773] 5604] 1
6 0.718] 1273] 1440] 1.943] 2447 2969 3143 3707 4.317] 4981
7 0.711] 1254] 1415] 1.895] 2365 2841] 2998 3499] 4.029] 4595
8 0.706] 1240 1397| 1.860[ 2306 2752 2.896| 3355 3.833| 4334
9 0.703] 1230] 1.383] 1.833] 2262 2685 2821 3250[ 3.690] 4.146] -
10 0.700] 1221 1372| 1.812[ 2228 2634 2.764| 3,169 3.581| 4005 -
11 0697| 12714 1363| 1.796| 2201| 2.593| 2.718| 3.106] 3.497| 3.895
12 0695 1209 1356 1.782| 2179 2460 2.681| 3,065 3.428| 3807
13 0694] 1204 1380 1.771] 2160 2533| 2650 3.012] 3.372] 3735
14 0692] 1200 1.345| 1.761| 2145 2510| 2.624| 2977 3.326| 3575
15 0691] 1197 1341 1.753] 2131 2490 2.602| 2947 3.286| 3524
16 0690] 1194] 1337 1.746] 2120 2.473| 2583 2921 3.252| 3581
AT N CoOn 4 44 4 209 4 FTAN oA AN A ACD L I o nr O nd b s B Ly A
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imensiohamento do tamanho da »wo

amostra - o2 desconhecido

2
N > (2,947 x 2,1] 106,29

]
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Intervalo de Confianca para Fracao da
populacao —p

 Distribuicao Binomial
« Aproximacao pela Normal
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Aproximacao pela Normal

Condicao Necessaria
Np>5
N(1-p)>5
Distribuicao Binomial
N: Numero de provas de Bernoulli
P: probabilidade de sucesso mas provas de Bernoulli
X: ndmero de sucessos
E[X]=Np
Var[X]=NPg=Np(1-p)
Distribuicao Normal
E[X]=Np
Var[X]=Npg=Np(1-p)
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Proporcao amostral

Feita a aproximacao pela normal a
proporcao amostral sera dada por

=2
TN
X 1 1
E[p]=E| = |= = E[X]=—Np=
Pl 3| -5 EDX]= o=
Var|p|= iVar[X |= 2 Npg=Pd
N N N

Desvio Padrio[p]= .| 2

N

PRO
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Exercicio 45 e

Foi feita uma pesquisa eleitoral no bairro A com 500
eleitores sendo que 100 deles manifestaram a intencao de
votar no candidato H. No bairro B, foram entrevistados 1000
eleitores e 300 deles manifestaram interesse em votar em H.

a) Construa o intervalo de confianca para a probabilidade de
votar em H no bairro A (confianca: 95%).

b) Construa o intervalo de confianca para a probabilidade de
votar em H no bairro B (confianca: 95%).

c) Construa o intervalo de confianca para a diferenca entre
as probabilidades de votar em H no bairro Ae B
(confianca: 95%).
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Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes Parte 03 — Estimagao de pardmetros



f % Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo
&ﬁ&j Departamento de Engenharia de Producao
<

Exercicio 45

Bairro A
H=0DP
G_ ﬂ
N
pP= @ =20%
500
u=20%
o=18%
IC:

pd-p)

=Ptz
P=0Dp %\/ N
p=20%+3,5%

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes

Bairro B
IL[ -

O =

P

u
o

IC:

p:
P

PRO

P
P9

N
300

=——=30%

1000

=30%
=1,4%

_ pd-p)
_|_
p_z%\/ N

=30%+2,8%
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Exercicio 45 o

— 0
Ha = 20% IC:

— 0
UA‘;’;/A’ y =10%z 2,
1y =30%
L 11, =10% +1,96x 2,3%
B = =

— 100 0
X = . —p. 11, =10%+4,51%

Hy = pg — 1y =10%
Ox = \/(GB )2 +(0A)2 =2,3%

2,3%
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Dimensionamento do tamanho da
amostra

Estimativa de uma fracao da populacao

Qual deve ser o tamanho da amostra de
forma que a semi amplitude do intervalo
de confianca nao seja superiora 1% e o
nivel de confianca seja de 90%"?
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Méaximo valor de pq PRO

1/4
)

pq

pq 1/8
—p+ fLu
P2, N

0 0,25 0,5 0,75 1

_, [pg o
e—z% N

zo/ Z,
0%,/ <e——>N2>pg ——>N>| £

2

=82° =6.724

1,64
2x0,01
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Dimensionamento do tamanho da
amostra

Estimativa de uma fracao da populacao

Qual deve ser o tamanho da amostra de
forma que a semi amplitude do intervalo de
confianca nao seja superior a 1% e o nivel
de confianca seja de 90%"?

E sabido que esta frac&o é ndo superior a
20%!
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QZ;‘

0,16 PRO
1/4 :
pq .
1/8 4N
i Pq
P=p=*z \/:
%\ N - .
0 0,25 0,5 0,75 1

_ /m "
e_z% N

2 2

Za Za
2, [P <o N> pg 2 YN >016x| 2
%\ N e e

1,64

2
N > O,l6><( ) = 0,16 x164° = 4.303,36

N =4.304
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Intervalo de Confianca para Variancia
populacional —

 Distribuicao Qui-quadrado
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Variancia
Intervalo de Confianca
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Distribuicdo Qui-quadrado (y2)

Zr? :Z(Zi)z
n-1
> (=)
an—l_ = 2
n-1 v n-1 v
, z(xl_x) n—1 - (XI_X) n—1 ,
Z 1=1 — ¢ ! 1 — X S
i o° o’ n-1 o’
2
2 O 2
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DiStFibUi(}ﬁO QUi quadrado 2

0,6 ~ ‘

m— GL=] = GL=2 GL=3 GL=4 = GL=5
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Intervalo de Confianca o

2 2 2 _
P(an;l% S Xna S an;%) =l-a

2 2 2 2 (n —1)52 2
Zn—l;l—% S Xna S Zn—l;% - Zn—l;l—% = =

(n-1)s* _ 2 (n—1)s?
2 =Y =7
Zn—l;% Zn—l;l—%
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Exemplo

Uma amostra de onze elementos,
extraida de uma populacao com
distribuicao normal, forneceu
variancia s?=7,08. Construir um
Intervalo de 90% de confianca
para a variancia desta populacao.
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- Exemplo

n=11
v=n-1=10
s*=7,08
1-a =90%

4 5—1;1—% = 75120;95% =3,9403

X nz—l;% - 1120;5% =18,3070

(-2 _ . _(n-1)* 10x7,08_ , 10x7,08
Zosa Zorio, 183070 3,9403
) 10

3,87 <o’ <17,97
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