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A fim de complementar as discussoes feitas sobre movimento e suas leis, faremos aqui uma dis-
cussao muito breve sobre a relatividade especial, a qual corrige o modelo newtoniano para velocidades
préximas & velocidade méxima permitida na nossa natureza (a velocidade da luz). Veremos também
a fusdo das nogoes de espago e tempo por um lado e da fusdo entre as nocoes de energia e massa

por outro.
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I. ESPACO 4+ TEMPO
I.1. Transformacgoes de Galileu

Suponha dois referenciais inerciais quaisquer, digamos
O e O, cada um equipado com seu prépio relégio. Consi-
dere o referencial @ em movimento uniforme em relacio
a 0. Para simplificar um pouco, vamos supor que os €i-
x0s espaciais X, Y e Z do referencial O sejam paralelos
aos eixos espaciais X, Y e Z do referencial O em qual-
quer instante de tempo. Vamos supor também que suas
origens coincidam em ¢ = # = 0, onde ambos relégios sao
sincronizados. Vamos também considerar que o referen-
cial O se movimente ao longo do eixo X com velocidade
constante V', conforme indicado na Figura 0.

Muito bem. Imagine agora que algum experimento
mecénico seja realizado (no vdcuo) no referencial em mo-
vimento O. Este experimento pode ser (1) o lancamento
ou a queda livre de um objeto sob a acao da gravidade
ou (2) o movimento de um corpo preso a uma mola (os-
cilador harmoénico sem atrito) ou (3) o movimento de um

corpo sob a agao da gravidade, porém preso a uma extre-
midade de uma haste inextensivel e de massa nula com
a outra extremidade fixa (péndulo simples sem atrito),
para citar apenas trés possibilidades. Como os resulta-
dos desses experimentos em O serdo vistos no referencial
em repouso O7 Todos os niimeros serdo os mesmos? As
trajetérias serdo as mesmas? Eventos simultaneos em O
serao vistos também simultaneamente no outro referen-
cial O?
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Figura 1. TransformacGes de coordenadas entre referenciais
inerciais. A velocidade relativa entre eles é V. Os relégios
foram sincronizados no momento em que os dois referenciais
coincidiram.

Para respondermos estas questoes, precisaremos saber
primeiramente como relacionar coordenadas nestes dois
referenciais. Segundo Newton, esta relagao deve cum-
prir uma exigéncia fundamental: ela deve preservar a
defini¢ao de forca, ou seja, o produto massa (constante)
por aceleracdo deve ser o mesmo ou proporcionais nos
dois referenciais, pois estes dois referenciais sao inerci-
ais. Isto é conhecido como o principio da relatividade de
Galileu-Newton:

Principio 1
Todas as leis da Mecanica s3o as mesmas em todos os sis-
temas inerciais de referéncia.

Note que Galileu e Newton nao ousaram incluir as demais
leis fisicas, além daquelas da Mecanica, neste principio.
Portanto, se queremos aderir ao principio da relatividade
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de Galileu-Newton, a tnica possibilidade de efetuarmos
uma transformagao de coordenadas que preserve a de-
finigdo de forga (portanto as leis da Mecénica) é uma
relagao linear no tempo e na posicao,

T :’7(i‘+Vt_>7 (1)

quando o referencial O estiver movimentando-se no sen-
tido positivo do eixo X (veja a Figura ), ou

= ’)/(.’L‘ - Vt)7 (2)

quando o referencial O estiver movimentando-se no sen-
tido negativo do eixo X. Note que mantivemos a mesma
constante -y nestas duas relacoes. Isto é razodavel, pois es-
tamos considerando que o nosso espago vazio (o palco de
todos os movimentos) seja homogéneo e isotrépico. Ser
homogéneo significa que a constante v nao pode depen-
der da posigao. Em um espago isotréopico, a constante
~v nao pode depender nem da dire¢cao nem do sentido de
qualquer vetor. Consequentemente, se «y tiver qualquer
dependéncia com a velocidade do referencial O, podera
ser apenas uma dependéncia em seu médulo V' (rapidez).
Até aqui, nao mencionamos qualquer relacao entre ¢ e ¢,
anao ser que x = T em ¢t =t = 0. Quem sao os possiveis
valores de 7

Galileu e Newton fizeram a hipdétese de que o tempo
flui uniformemente nos dois referenciais, ou seja, t = ¢
sempre. Isto significa que o tempo é absoluto, o mesmo
em todos os referenciais inerciais, ou seja, um evento que
é simultaneo em um referencial inercial, o serd em todos
os demais. Newton acreditava também que a existéncia
de um tempo absoluto estivesse ligado com a existéncia
de um Deus supremo. Fazendo t = ¢ em () e (H) e depois
somando estes dois resultados, obteremos

r+r=q+1) = =1 3)

Também fazendo x = Z em t = t = 0, determinamos
v = 1. Também observando Figura O e usando geometria
plana euclidiana, deduzimos que v = 1 nas relagoes () e

@).

As transformagoes

y=y, z=
r=z—-Vt, y=y, Zz=

)
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t, (4)
t, ()
sdo conhecidas por transformagbes de Galileu. Note que

derivando no tempo estas equagoes, obtemos a conhecida
regra de composicao para velocidades,

t=
E:

)

Note também que as transformagoes de Galileu preser-
vam a aceleracao dos corpos. Consequentemente, o pro-
duto massa (constante) por aceleragdo é mantido invari-
ante, ou seja a segunda lei é preservada. Naturalmente,
estas transformagoes tém sido verificadas em todos os ca-
sos conhecidos, exceto quando o valor de V' é comparavel
ao valor da velocidade da luz. Surpreso? Isto é realmente
surpreendente!

I.2. Espacgo euclidiano

Imagine um espago tridimensional onde um ponto é
localizado pelas coordenadas (z,y, z) e a distancia infini-
tesimal entre dois pontos é dada por

(ds)? = (dz)* + (dy)* + (dz)?
3
= Z 9ij dxidxj, gij = dij, (7)

,j=1

onde a métrica g é a identidade. Esta distancia infini-
tesimal (@) é invariante mediante translacgoes e rotagoes
espaciais (independentes do tempo; tempo absoluto).
Um espago deste tipo é denominado de euclidiano. A
Mecénica newtoniana estd inserida num espago euclidi-
ano tridimensional equipado com relégios que uma vez
sincronizados, assim premanecerao mesmo se estiverem
em movimento.

Para mostrar que a distancia infinitesimal (@) é um
invariante perante rotagoes (faca o Exercicio 0), considere
uma rotacao em torno do eixo z,

T=xcosf —ysinf, y=zxsinf+ ycosh, (8)
onde 6 é o angulo de rotacgao (medido no sentido contrério
aos ponteiros de um reldgio; regra da mao direita). Agora
escreva a distancia d3? no referencial girado e use as
transformacoes de Galileu (B) para passar as diferenciais
para o outro referencial. Por exemplo, dZ = dxcosf —
dysinf (0 é constante) e assim por adiante. Como as
diferenciais ndo “enxergam” constantes, é imediato mos-
trar que translagoes nao afetam a distancia infinitesimal
(@), pois elas apenas somam constantes as coordenadas
cujas variagoes serao tomadas em seguida.

No entanto, curiosamente, a distancia infinitesimal (1)
nao é invariante perante as transformagoes de Galileu
(@). Para ver isto, escreva a distancia ds? no referen-
cial em movimento e use as transformagoes de Galileu
(@) para passar as diferenciais para o outro referencial.
Por exemplo, dT = dx — Vdt (a velocidade relativa V é
constante) e assim por adiante. Verifique que para ()
ser invariante as transformagoes de Galileu (H), terfamos
de aceitar V = 2v,, o que é um absurdo.

A discrepéancia entre a previsao (O), fruto das trans-
formagoes de Galileu (H), e experimentos foi consagrada
no experimento de Michelson-Morley, realizado pela pri-
meira vez um pouco antes de 1900. Vejamos primeiro
o0 que a teoria de Galileu-Newton prediz quando luz é
emitida na origem do referencial em movimento O e ob-
servada em O (nosso referencial, “fixo”). No instante
t, a luz estd na posicio Z = ct em O. Entdo, no refe-
rencial O, segundo a transformagao (@), ela estard em
x =T+ Vt=(c+ V)t. Portanto, no referencial O a luz
deve ser vista com uma velocidade ¢ + V', maior que c.
Entretanto, o experimento de Michelson-Morley diz que
a velocidade da luz ¢é a igual a ¢ em todos os referenci-
ais inerciais! Pronto, a confus@o estava feita. Albert A.
Michelson, por achar que havia alguma coisa errada em



seu experimento, continuou a repeti-lo por quase 30 anos!
Ele recebeu o prémio Nobel em 1907 (por estas medidas
e por ter inventando o interferémetro, um instrumento
6tico de alta precisao).

II. ESPACOTEMPO
II.1. Transformacoes de Lorentz

No entanto, ainda em 1905, Albert Einstein, um jo-
vem fisico, até entao completamente desconhecido, disse
de forma arrebatedora que a nossa natureza é assim: a
velocidade da luz no vacuo ¢é independente do movimento
da fonte, ou seja, ela é uma constante universal. Sem ter
conhecimento do experimento de Michelson-Morley. Sim-
ples assim. E concluiu: entao nao poderemos ter v = 1
enem £ = t! Devemos ter z = ct em O e T = ct em O.
Substituindo estes valores em (I) e (), teremos (faca o
Exercicio D)

ct=~(c+V)t, ct=~(c—V), (9)

da qual resulta (a menos de um sinal)

1 1, 4 v
Note que 7 depende somente do médulo da velocidade
relativa entre os referenciais inerciais, como previsto. A
presenca da velocidade da luz é uma surpresa enorme.
Podemos ver entao que no limite de baixa velocidade
Ve = 0ey — 1, que é o seu valor no caso
classico (B) se escolhermos « positivo em (). No en-
tanto, quando V é comparavel a ¢, temos de usar as
transformacoes (I) e () com vy dado em (). Relagdes
similares para o tempo visto nos dois referenciais podem

ser obtidas eliminando-se ou x ou Z em (0) e (B) (faga o
Exercicio B),

(10)

ct = y(ct — B ), (11)

T =z —fet),
T = ct =v(ct + B T). (12)

(T + Bet),

comy=yez=z.

Estas transformacoes foram apresentadas por Einstein
em 1905 e sao conhecidas por transformacdes de Lorentz
(por motivos diferentes dos relacionados aqui e anterio-
res a 1905). Em (D), expressamos as coordenadas do
referencial O em termos das coordenadas do referencial
O. As transformagoes inversas () sao obtidas simples-
mente invertendo o sinal de V' (e, consequentemente, de
B =V/c também).

Como as relagoes (I)—(A) misturam as posigoes espa-
ciais com o tempo (e vice-versa), o tempo nao é absoluto,
como Galileu e Newton imaginaram (e o resto do mundo).
Isto significa que um acontecimento nao precisa ser si-
multaneo em todos os referenciais inerciais. Isto trara
consequéncias ainda mais surpreendentes, como veremos
a seguir.

Naturalmente, as transformacoes () sdo idénticas as
transformagoes (0) quando V <« ¢ (ou f < 1). Este
é um exemplo onde uma teoria foi devidamente corri-
gida: para velocidades baixas (comparado & velocidade
da luz) podemos usar a mecanica newtoniana; para velo-
cidades altas devemos usar a mecanica relativistica. Na-
turalmente, nossas experiéncias sensoriais estao imersas
no mundo newtoniano.

11.1.1. Dilatagao temporal

Suponha um relégio em repouso no referencial O. Per-
manecendo sempre no mesmo lugar (Z; = Zy), marque

um determinado intervalo de tempo, T' = t5 — t1, usando
este mesmo relégio. Este intervalo de tempo medido com
o relégio em repouso serda denominado de tempo préprio.
No outro referencial O, aquele relégio usado para medir
o tempo préprio em O serd visto em movimento. Por-
tanto os dois eventos que determinaram o intervalo de
tempo 7T serdo vistos no referencial O nos instantes ¢; e
to (em posicoes diferentes), correspondendo a um inter-
valo T' = t2 — t;. Usando as transformagoes () em T,
encontraremos (faga o Exercicio B)

T=~T. (13)

Esta relacdo nos mostra que T > T, ou seja, que o in-
tervalo de tempo 7" medido (calculado) no referencial O
é maior que o intervalo de tempo T medido no referen-
cial O. Isto significa que o relégio no referencial O em
movimento é visto como mais lento: o tempo passa mais
devagar no referencial em movimento. Este efeito é co-
nhecido por dilatacao temporal.

Os observadores solidérios ao referencial O chegardo &
mesma conclusao a respeito de um relégio usado para me-
dir um tempo préprio em O. H& nenhuma contradigao
nisto. O tempo préprio serd sempre o menor intervalo
de tempo e pode somente ser medido em apenas um re-
ferencial inercial. Todos os demais referenciais inercias
distintos irao medir intervalos de tempo maiores, porém
havera nenhuma concordancia de valores entre eles.

Estas previsao, a dilatagao temporal, é confirmada em
experimentos usando particulas elementares em acelera-
dores de particulas (para saber mais sobre particulas ele-
mentares, consulte Bxenturas das Particulad, mantido
pelo Instituto de Fisica Tedrica (IFT), Unesp). Em par-
ticular, visite o site [Experimento _com Muong.

11.1.2. Contragdo espacial

Suponha uma régua em repouso no referencial O, de
comprimento L = Zo — Z;. Este é o comprimento préprio
(régua em repouso). Uma vez que a régua estd em re-
pouso, a medida das posicoes T1 e To das extremidades
podem ser efetuadas em tempos diferentes. No outro re-
ferencial O, esta régua serd vista em movimento, por isto
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a leitura de suas extremidades deverao ser efetuadas no
mesmo instante de tempo (t; = t2). Assim, o compri-
mento da régua medido em O serd L = za(t) — x1(1).
Usando as transformagdes ([I) em L, encontraremos
(faga o Exercicio O)

L= (14)

R

Esta relacio nos mostra que L < L, pois v > 1. Portanto,
a régua no referencial @ em movimento serd vista com
um comprimento menor no outro referencial 0. Este
resultado é conhecido por contragao espacial.

Os observadores solidarios ao referencial O chegardo
a mesma, conclusao a respeito de uma régua usada para
medir um comprimento préoprio em O. Novamente, ha
nenhuma contradig@o nisto. O comprimento préprio serd
sempre o maior comprimento e pode somente ser medido
em apenas um referencial inercial. Todos os demais refe-
renciais inercias distintos irao medir comprimentos me-
nores, porém haverd nenhuma concordancia de valores
entre eles.

11.2. Espago minkowskiano

Imagine um espago quadridimensional onde um ponto
(evento) é localizado pelas coordenadas

(a#) = (%, 2", 2%,2°) = (ct,,y,2) = (ct,7)  (15)
e a distancia infinitesimal entre dois pontos é dada por

(ds)? = (cdt)? — (dz)? — (dy)? — (d2)?
3
= G dxtdz” = dz,dz", (16)
> :

=0

onde 2% = ct. A métrica g, tem os seguintes elementos
nao-nulos (diagonal):

goo = —g11 = —¢g22 = —g33 = L. (17)

Um espaco deste tipo é denominado de espago de Min-
kowski.

Neste espaco, as coordenadas z* de um evento sao de-
nominadas de contra-variantes e as coordenadas

3

Ty = ZQWIV = g’ (18)
v=0

sao denominadas de co-variantes. Note a presenca
implicita de um somatério na tltima igualdade em (D)
e também em (IF). O sinal de somatdrio serd omitido
sempre que tivermos dois indices, um contra e outro
co-variante, numa mesma expressao (convengao de Eins-
tein). A métrica ([A) deve ser usada para comutarmos
entre indices contra e co-variantes (diz-se da subida e
descida de indices).

4

A métrica ([A) deve ser usada também para alterar
seus proprios indices:

guagau = guua guagau = gyuv guy = (gT)”M = 6Z7 (19)

onde 4, ¢ o delta de Kronecker,

1 sev=nyp
o = ’ 20
" {O se v # L. (20)

Em geral, objetos com dois indices, como a métrica (I3),
podem ser vistos como matrizes. O indice na esquerda
serd o indice das linhas e o indice na direita sera o indice
das colunas, independentemente se os indices sao contra
ou co-variantes.

As transformacoes de Lorentz ([)—([2) deixam
a distdncia infinitesimal (D) invariante (faga o
Exercicio @). Portanto estas transformagoes devem re-
presentar algum tipo de rotagdo. Antes porém, vamos
reescrevé-las numa notagao covariante:

CEO _ ,_ny +B’7j13 1,1 _ 6,)@0 =1

2 =2% 23 =2% (21)

Por ser uma transformacao linear entre coordenadas, me-
lhor expreséa-la na forma matricial

Y
o= Az, (AR = | DY (22)

Fisicamente, a transformagao inversa é dada pela troca
B — —p aplicada & matriz (E32). Qual serd a forma co-
variante da matriz representando esta transformacao in-
versa? Por inspegao, encontramos

¥y =By 00

v « v *B OO
M) = (909" = | 707 0 10l @3

0 0 01

Esta matriz é a inversa daquela apresentada em (E3).
Porém, para escrevermos o produto matricial entre elas
numa forma covariante, precisaremos do transposto de
(I3). Assim, a matriz da transformagao inversa é

¥ =By 00
1\ mT T  Buy _ _67 Y 00
(A V)_(AV ) _(guaA B8Y )_ 0 0 10
0 0 01
(24)

ou, removendo os indices,
A =g'ATy. (25)

Note a semelhanga (e a diferenca) desta relagdo com
uma matriz ortogonal R (representando uma rotac¢ao no
espaco euclidiano), R = RT = g'RTg (g ¢é a identi-
dade no espago euclidiano). Note também que a inversa



é calculada usando uma conjugagao (transformacao de
similaridade), um dos procedimentos mais tteis em ma-
tematica. A conjugacdo é equivalente a levarmos um ele-
trodoméstico para ser consertado numa oficina e depois o
retornarmos para casa (analogia feita pelo Prof. Anténio
Conde).

A transformagéo linear (E3) representa uma “rotagao”
no plano ¢t — x, onde

v = coshp, By = senh),
cosh? 1) — senh?¢) = 1, tanh ) = 5. (26)

Novamente, esta rotacao no espago de Minkowski, reali-
zada por fungdes trigonométricas (ou circulares), lembra
uma rotagao no espaco euclidiano, realizadas por fungoes
hiperbdlicas.

A semelhanga (ou diferenga) entre as fungdes circula-
res e hiperbdlicas impressionam. As fungdes circulares
representam um circulo unitério,

x2+y2:1’ x =cosf, y = senb, (27)

onde o angulo 6 é numericamente igual ao dobro da drea
da regido delimitada pelo vetor posicao (z,y), o eixo z
(referéncia) e o arco circular compreendido. As fungoes
hiperbdlicas representam uma hipérbole unitaria,

22 —y? =1, x =cosh¢), y = senhep,  (28)

com
Lie¥ 4o Lo _ o9
cosh¢:§(e +e7Y), Senhz/J:§(e —e™%), (29)

onde o angulo 1 é numericamente igual ao dobro da &area
da regiao delimitada pelo vetor posicao (z,y), o eixo x
(referéncia) e o arco hiperbdlico compreendido. Desta
semelhanca podemos perceber o quao diferentes sao estes
dois espagos.

Suponha a existéncia de trés referenciais inerciais, A,
B, C, alinhados como na Figura 0. O referencial A tem
uma velocidade relativa a B dada por V e o referencial B
tem uma velocidade relativa a C' dada por U. Quem é a
velocidade relativa W entre A e C' em termos das veloci-
dades U e V? Em outras palavras, a aplicagao sucessiva

de duas transformagdes de Lorentz, A Y BeB2 C,é

também uma transformacao de Lorentz, A £ 07 Esta
situacao é melhor analisada em termos dos angulos de
rotacao

w
tanh ) = %, tanh ¢ = %, tanhw = e (30)

associados a cada uma desta transformacoes. Assim, os
elementos da matriz resultante da aplicagao sucessiva das

transformacoes de Lorentz A L BeB3Csio

Oy (w) = Ua(9)2%, (), (31)

onde
coshw senhw 0 0
senhw coshw 0 0
0 0 01

Da lei de composicao w(), ¢) = 1 + ¢ em (BI),

tanh ¥ + tanh ¢
tanhw = tanh(¢y + ¢) = tanh ¢ tanh o 1 (33)

obtemos uma relacao entre as velocidades relativas cor-
respontes,

we UtV (34)

Esta é a lei de composigao de velocidades relativisticas
(todas na mesma diregdo). Quando as velocidades relati-
vas sao pequenas, recuperamos a lei de composicao new-
toniana (U + V). Note que mesmo impondo U =V = ¢,
conseguimos apenas W = c. Isto mostra que a velocidade
da luz é um invariante, uma constante universal, inde-
pendente do movimento de sua fonte. Mostra também
que nao conseguimos produzir uma velocidade superior
a da luz. A velocidade da luz é um limite superior para
velocidades (espero que nao seja definitivo).

O resultado em (B3) mostra que a aplicagdo sucessiva
de duas transformacoes de Lorentz é também uma trans-
formacao de Lorentz; ou seja, as transformagoes de Lo-
rentz formam um grupo (jé verificamos a existéncia da
identidade, w = 0, e da inversa, —w). Neste caso particu-
lar, onde alinhamos os eixos dos referenciais, este grupo
é abeliano (comutativo). Além disso, como a funcao
w(,¢) = ¥ + ¢ em (BA) é analitica, entao trata-se de
um grupo de Lie. Este grupo é nao-compacto, pois os
angulos hiperbdlicos ¥, ¢, ... nao estao limitados superi-
ormente. Compare este cendrio com aquele das rotagoes
em torno de um eixo (fixo): elas formam também um
grupo de Lie, porém compacto, pois o anglo 6 pode ser
limitado ao intervalo 0 < 6 < 27.

I1.3. Cinematica relativistica

Neste espago da relatividade especial, o espacotempo
de Minkowski, o tempo junta-se as demais coordena-
das espaciais e perde o status de absoluto. Se na
mecanica newtoniana o tempo absoluto é o parametro na-
tural da representagao paramétrica de uma trajetoria, na
mecanica relativistica esse parametro natural é o préprio
comprimento s da trajetéria. O comprimento de um tre-
cho infinitesimal é dado por (ID),

(ds)? = datdx, = (cdt)? — (dz)? — (dy)? — (dz)?

= (cdt)2(1 — g) = [jf;)r, (35)



onde v = ||7]| é o médulo (rapidez) do vetor velocidade
(de um corpo) e
1 dy sU-a@a _ dr _ dvU
== Tl T =Y (36
7(v) = a = e T Ty (36)
1— —
2

Embora esse corpo possa estar acelerado, podemos as-
sociar a ele um referencial inercial a cada instante, sendo
v a sua velocidade relativa. No espagotempo de Min-
kowski, taxas de variagao em relagao ao comprimento
infinitesimal

cdt

ds = 37
v(v) 37
definem 4-velocidade e 4-aceleragao,
dxt du* APzt
He — = — = —- 38
" ds " ds ds?’ (38)
respectivamente, cujas componentes sao (verifique)
U
o 4vead, v 9 @
(wh) =~ 073(1’ E) +~7(0, 072) (40)

=" W) +77(0, ).
c c
Esses dois 4-vetores possuem algumas propriedades inte-
ressantes e nada intuitivas. A 4-velocidade é adimensio-
nal e unitaria:
_ dzdz,
u*uy = 2

A 4-aceleracao tem dimensao de inverso de comprimento,
é ortogonal a 4-velocidade,

=1. (41)

dug, 1d, .
uo‘wa = UQE = 5%('& Ua) = O7 (42)
e de médulo dado por
4 2
a g YL o
w wa:—&[aQ—i—CQ( -a)Q} (43)

Como sera vista no referencial O a velocidade de um
determinado corpo movendo-se com velocidade v; =
dz /dt no referencial O, este movendo-se com velocidade
constante V' em relagdo a O7 Vejamos. A compo-
nente = da velocidade deste corpo em O é definida como
v, = dx/dt, ou seja, a razdo entre as diferenciais dx e dt.
Entao, usando as transformacoes ()—(I), teremos

o _dr _ditBedt x4V
Yodt dt+ 24z 1+ e

c2

(44)

Fazendo o mesmo para as demais componentes, teremos

d -
oW (15)

dt -\’
7(14— ch”)

dz Uz

a - [ o\
)

(46)

Vy =

Note que vz = ¢ implica em v, = ¢. Note também que a
regra de adigao de velocidades (Id) é a mesma encontrada
em (BA). A regra relativistica de composigao de veloci-
dades (I@)—(ED) nunca fornece uma velocidade relativa
maior que a velocidade da luz.

Uma situagao interessante, andloga ao movimento
“queda livre” no cenario newtoniano, é o movimento re-
lativistico de um corpo sujeito a uma aceleragao cons-
tante. No referencial do corpo, a sua velocidade (es-
pacial) é nula. Portanto, de () sua 4-aceleracio serd
(w") = (0,g/c?), cujo médulo é wHw, = —g*/ct. Supo-
nha também que g seja constante (o equivalente de uma
queda livre). Como o médulo de um 4-vetor é um inva-
riante, entdo o médulo da 4-aceleragdo em (E3) deve ser
igual a —g%/c*. Sendo g constante, podemos alinhar os
vetores espaciais velocidade e aceleracdo, (7-@)? = (va)?
e a = v, onde ¥ significa uma derivada temporal. Neste
caso, a expressao do lado direito em (E3) simplifica para
(verifique)

3 2 2
Wy = —<Z2v> = @, = —(i) . (A

onde impusemos também que este modulo é uma cons-
tante e invariante. Disto resulta a EDO

v
S, (18)
v 2
(-5)
cuja solugao é (verifique)
gt
v =gt ot) = 2 ()
1+ L0
2
onde impusemos v(0) = 0 como condigdo inicial. No

regime nao-relativistico, gt/c < 1, recuperamos uma ve-
locidade linear no tempo, v = gt, e, se formos sufici-
entemente pacientes, poderemos ter v > c¢. No regime
relativistico, mesmo tendo um tempo de vida tendendo
ao infinito, o0 méximo que consiguiremos é v — ¢ (veri-
fique), mostrando que mesmo num movimento acelerado
(aceleragao constante), ndo conseguimos ultrapassar a ve-
locidade da luz. A velocidade da luz aparece aqui como
uma velocidade terminal, caracteristica de objetos em
queda livre na presenca de uma atmosfera.

Para esse caso unidimensional, v = r, onde r é a
distancia radial (ao longo do eixo x, por exemplo). Assim
podemos integrar v(¢) em () para obter como a posi¢ao
varia com o tempo (verifique):

2t2

r(t):/tt v(t)dtzj( 1+902—1>. (50)

=0

Note que esta expressao tem ct como assimptota; é como
se a aceleracao desaparecesse depois de um tempo longo,
como ocorre no movimento de objetos em queda livre na
presenca de uma atmosfera. Isto é condizente com o fato



da velocidade (03) ter ¢ como assimptota. Resta calcular
o tempo préprio deste objeto sujeito a esta aceleragao
constante g. Supondo que o objeto esteja na origem de
seu proprio referencial, entao da invariancia do intervalo
(D), reescrito na forma (B3),

cdt

=)

= cdr, (51)

podemos calcular o tempo préprio T do objeto (verifique),

todt c
T(t):/O W:§sen

Esta expressao deve ser comparada com ¢, o tempo no
nosso referencial. Em particular, apés um tempo ¢ longo,
o tempo préprio tem (c¢/g)In(2gt/c) como assimptota,
mostrando que o tempo préprio 7 transcorre de forma
mais lenta que o nosso tempo t.

h‘l(%t). (52)

II.4. Dinamica relativistica

Podemos usar a 4-velocidade em (Bd) para definir o
4-momentum linear

pt = mecut, ptp, = m2e?, (53)

onde m ¢ a massa do objeto. Note que esse 4-vetor tem as
dimensoes de momentum linear. E muito interessante ob-
servar sua componente temporal, p° = mey, multiplicada
pelo velocidade da luz (que produz uma quantidade com
dimensao de energia), para velocidades nao-relativisticas
(verifique),

2

1
=me+ —mv* + - (54)

ep’ = yme 5

O primeiro termo mc? é denominado de energia de re-
pouso. O segundo termo é a energia cinética newtoniana.
Por isso, a quantidade

£ = ymc? (55)

é denominada de energia (mecinica). A energia rela-
tivistica é nao-nula mesmo na auséncia de movimento, re-
sultando na energia de repouso £ = mc?, a qual depende
diretamente da massa inercial do objeto. Isto indica que
massa e energia sao manifestagoes de uma mesma quan-
tidade. Sabemos hoje que podemos transformar uma na
outra. Um exemplo dessa transformacao é a energia libe-
rada na quebra (jungao) de dtomos grandes (pequenos),
um processo conhecido por fissdo (fusdo) nuclear.

O 4-momentum linear (E3) reescrito em termos da
energia e do momentum linear relativisticos,

E 5 . S
() = me(u) = (7)), §'=ymb, (56)
cuja intensidade

=m’c (57)

e denominada de relagao de dispersao relativistica. Por
inspecao das definigbes de energia (EJ) e momentum li-
near (E0) relativisticos, encontramos

L&

Esta relagao nao menciona a massa m diretamente e nos
diz que um objeto com rapidez ||¥]| = ¢ tem momentum
p = E/c, que é a componente temporal do 4-momentum
em (BO). Esta é a relagdo de dispersao adequada para
objetos que possuem massa nula, como o f6ton (e neutri-
nos).

E possivel construir uma versao relativistica de se-
gunda lei de Newton, onde forga se iguala & taxa de va-
riagao do momentum linear,

Ft' = —— = mcw", (59)

onde a ultima igualdade é valida somente quando a massa
m for constante. Note as dimendes de massa por tempo
desse quadrivetor forca. Para massa constante, os qua-
drivetores for¢a e momentum linear sao ortogonais,

| =

a

ay_Lld 2 _
paF ¢ = (Pap™) = 578 (me)” = 0. (60)
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Podemos usar as componentes do quadrivetor momen-
tum linear dadas em (BEO) para escrevermos as compo-
nentes do quadrivetor forca,

O principio da relatividade de Galileu-Newton agora
deve ser enunciado na seguinte forma:

Principio 2 (Relatividade de Einstein)
1. Todas as leis fisicas s3o as mesmas em todos os sis-
temas inerciais de referéncia;

2. A velocidade da luz no vacuo tem o mesmo valor em
todos os sistemas inerciais.

Este principio é conhecido como o principio da re-
latividade de Einstein. Note que ele é mais ge-
ral que o principio da relatividade de Galileu-Newton
(Principio M), pois agora todas as leis fisicas foram de-
vidamente incluidas.



II.4.1. AE = Amc?
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Figura 2. Colisdo entre um corpo A e dois fétons vista por
dois referenciais inerciais em movimento relativo com V < c.
O corpo A estd em repouso no referencial O e tem massa M
neste referencial.

Tudo que tem massa, possui esta energia AE = Amc?
armazenada. Até a descoberta desta relacao, acreditava-
se na conservagao da energia e da massa separadamente.
Hoje sabemos que massa e energia sao manifestagoes de
uma mesma quantidade fisica (ainda sem nomel!). Se-
guindo o préprio Einstein, é instrutivo realizarmos uma
derivagao elementar desta equivaléncia entre massa e
energia. Consideremos um sistema como ilustrado na
Figura B. O corpo A estd em repouso no referencial O
e tem massa M. Neste mesmo referencial, observamos
dois fétons (luz) movendo-se na mesma dire¢do mas em
sentidos opostos, os quais serao absorvidos pelo corpo A.
Supondo que cada féton tenha uma energia igual a £/2,
o corpo A tera sua energia aumentada por AE = £.

O foton é uma particula curiosa, pois ele nao tem carga
elétrica e nem massa de repouso, isto é, um féton parado
em algum referencial inercial teria massa nula. No en-
tanto ele s6 pode estar em movimento! Mas como, se ele
nao tem massa? Mesmo nao tendo massa, o féton pode
ter entdo uma quantidade de movimento nao-nula! O
momentum linear do féton é a sua energia dividida pela
velocidade da luz (no vdcuo). Devemos lembrar que o
féton carrega a menor quantidade de energia em um feixe
luminoso. Esta energia depende apenas da frequéncia v
da luz e da constante de Planck h = 6.626 x 10734 Js,
& = hv. Por isso ele é denominado de quantum de luz (ou
da radiagao eletromagnética). O féton foi descoberto por
Max Planck em 1900 (Planck recebeu o prémio Nobel em
1918 por esta descoberta). Coube a Einstein esclarecer a
natureza corpuscular (composta de muitos f6tons) da luz
em 1905 (ele recebeu o prémio Nobel em 1921, por esta
e outras contribuigdes a fisica tedrica).

=~
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Figura 3. Colisdo entre um corpo A e dois fétons vista pelo
referencial inercial em movimento O com V < c.

De volta ao nosso experimento: uma colisao entre trés
corpos, onde um dos corpos (o corpo A) absorve dois
fétons. Estes trés corpos estao isolados. Portanto, de
acordo com a segunda lei (principio 2 do Cap. 2) hé con-
servagao do momentum linear. Como o momentum linear
é um vetor, devemos olhar para as trés diregoes em cada
referencial. No referencial O onde o corpo A estd em
repouso, a componente no eixo X do momentum linear
total é nula, pois cada féton tem p, = £/2¢, mas em
sentidos opostos e o corpo A estd em repouso. Depois da
colisao, eles sao completamente absorvidos e, por sime-
tria, o corpo A continua em repouso. Portanto héd con-
servagao da componente X do momentum linear. Como
nao hd movimento nas demais dire¢oes (Y e Z), nao pre-
cisamos nos preocupar como as respectivas componentes
do momentum linear.

Passemos agora para o outro referencial inercial em
movimento, O. Este referencial est4 em movimento uni-
forme ao longo eixo Y, como indicado na Figura O. Neste
referencial em movimento, nosso experimento ¢é visto
como mostrado na Figura B. Considerando que o fator
B = V/c é pequeno, podemos aproximar o angulo « pelo
seu seno,

~ . (62)

sin(a) =

o<

Assim, antes da colisao, o momentum linear total no eixo
Y é

@ _ E . B &
P; —MV—&—Q(chm(a))—MV—l—CQV. (63)

Na verdade, tanto a massa M do corpo A quanto o mo-
mentum linear do féton £/2c¢ no referencial O deveriam
sofrer corregoes relativisticas. No entanto, estas corregoes
s@0 muito pequenas se § = V/c é pequeno, que é o caso
em questdo (veja o Exercicio B). Bem e depois da ab-
sor¢ao? Vimos no referencial em repouso O que o corpo
A permanece em repouso apods a colisdo dos dois fétons.
Portanto ele terd de continuar com a velocidade V ao
longo do eixo Y, como indicado na Figura B, mesmo
apos a colisdo (explique). Apds a colisao os dois fétons
nao existem mais, devido a absor¢ao. Entao, para nao
concluirmos que os fétons néo existiam antes da colisao
devido a conservagao do momentum linear, ou entao para



nao concluirmos que a conservacao do momentum linear
esté errada, temos de supor uma massa M’ # M para
o corpo A apds a colisdo. Assim, apds a colisdo o mo-
mentum linear total no eixo Y é PZ—Ed) = M'V. Como o
momentum linear deve ser conservado, pois nao existem
forgas externas, entao

&
MV—I—sz:M’V7 (64)
c
de onde obtemos
& AFE

Este resultado estd nos dizendo que a energia AFE, ab-
sorvida ou liberada por um corpo, é equivalente a uma
variacdo Am na sua massa de repouso m, AE = Am c?.
Veja o Exercicio M para um exemplo numérico. Esta
relagao entre massa e energia explica porque o féton tem
uma quantidade de movimento, mesmo nao tendo uma
massa de repouso (como a nossa): ele tem energia. Nao
poder (nunca) estar parado, é o prego que ele paga por
nao ter uma massa de repouso, ele precisa estar sempre
em movimento.

III. EXERCICIOS

Exercicio 1

Mostre que as transformagoes de Galileu (@) nao deixam
a distncia infinitesimal (@) invariante. Mostre que as
rotagoes (B) deixam a distancia infinitesimal (@) invari-
ante (considere também dt = 0).

Exercicio 2
Mostre que as relagdes (H) est@o corretas e determine
explicitamente o valor de ~.

Exercicio 3

Determine explicitamente as transformagoes para o
tempo, mostradas na segunda coluna das Eqs. (IO) e
(), a partir das relagoes (I) e (B).

Exercicio 4
Mostre que as transformagoes de Lorentz (I)—(I3) dei-
xam a distancia infinitesimal (D) invariante.

Exercicio 5
Determine explicitamente as relagoes () e (I3).

Exercicio 6
Determine explicitamente os resultados (E4), (E3) e (EO).

Exercicio 7
Quais sao os valores relativos das contracoes espacial
(L/L) e temporal (T/T) quando 8 = 0.3, B = 0.6,
%: 0.9 e 8=0.997

xe

rcicio 8
Mostre, usando a série de Taylor, que a corregao rela-
tivistica () pode ser escrita na forma de uma série de
poténcias quando 5 < 1,

1 3

Exercicio 9

Considere a particula denominada de muon. Ela tem a
mesma carga de um elétron, mas uma massa cerca de
200 vezes maior. Ela é instavel: apés o tempo L = 2.2 us
(medido no referencial do mion (lento) em laboratérios)
ela se transforma (decai) em outras particulas. Quando o
muon vem de raios césmicos, ele penetra nossa atmosfera
com uma velocidade V' = 0.99¢ e chega até o solo em
grandes quantidades. Explique como o muion chega até
a superficie (poucos kilometros abaixo do inicio da nossa
atmosfera).

Exercicio 10

O is6topo 21%Po do dtomo de poldnio, nimero atémico
Z = 84, massa atomica 216.001889 u.m.a., foi descoberto
por Marie Curie em 1893, como um atomo radioativo.
Pela descoberta de atomos radioativos, ela e seu marido
(Pierre) receberam o prémio Nobel em 1903. Vale menci-
onar que ela recebeu um segundo prémio Nobel em 1911
pela descoberta do polonio. O processo de desintegracao
do poldnio é

26pgy — 212Ph + “He. (67)

3

Sabendo que a massa atéomica do chumbo 2'2Pb é
211.991872 u.m.a. e a do hélio é 4.002602 u.m.a. e
que uma unidade de massa atémica (u.m.a) vale 1.66 x
10727 kg, calcule a energia liberada neste processo radio-
ativo. Esta energia é usada na forma de energia cinética
pelos produtos da reacao nuclear.



