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Capitulo 3

Energia e leis de conservacao

3.1 Trabalho

Noés temos uma experiéncia cotidiana em lidar com
forgas. Temos uma idéia clara que é mais ficil fazer
um pingiiim de geladeira, feito de gesso e mal aca-
bado, deslizar sobre uma mesa do que deslizar um
monitor de computador. Também sabemos que é
mais cansativo transportar o monitor escada acima,
onde este cansa¢o é (no minimo) proporcional &
distancia percorrida. A questdao que devemos res-
ponder é: como quantificar esta nossa nogao coti-
diana acerca do nosso esforco quando debatemos
com uma determinada for¢a? Em outras palavras,
como podemos combinar forga e deslocamento, dois
vetores, para produzirmos um niimero, um escalar,
que possa ser usado para quantificar nosso esforco?
Apelando para a simplicidade, podemos tentar um
produto escalar F-dr entre a forca F = (F,, F,, F,)
e o deslocamento infinitesimal dr = (dx,dy,dz)
para quantificar nosso esforco num pequenino tre-
cho de uma trajetria. Somando todas estas contri-
buigoes infinitesimais ao longo de uma determinada
trajetéria entre as posicoes A e B,

B
AWAB = / F- dI'7 (31)

A

obtemos o nimero AW, denominado de trabalho.
Note o surgimento do conceito de integral: o pro-
duto escalar F - dr contém o vetor forga em al-
gum ponto da trajetéria, o qual possui um valor
finito, e o vetor deslocamento, o qual é sempre tan-
gente & trajetéria e de intensidade infinitesimal-
mente pequena. Em principio este produto esca-
lar tende a zero. No entanto, para cobrirmos um
trecho finito da trajetoria, precisamos somar infi-
nitos produtos escalares como este F - dr. Isto é

a esséncia do conceito de integral. Dizemos que o
nimero Wup em (EI) representa o trabalho asso-
ciado & forca F durante o movimento iniciado em
A e terminado em B, ao longo de uma determi-
nada trajetoria descrita parametricamente pelo ve-
tor posicao r(t) = (z(t),y(t), 2(t)). Esta trajetéria
pode ter sido produzida pela forca resultante F,
através da segunda lei de Newton, ou simplesmente
ter sido escolhida (neste caso um objeto esta sendo
transportado na presenga de uma forca).

Algumas observagoes importantes sobre como
calcular o trabalho usando a integral (B): (i) os
limites de integragdo A e B representam as posigoes
inicial A = r(tg) = (zo,%0,20) em t = to e fi-
nal B = r(t1) = (z1,y1,71) em t = t1, sobre a
trajetéria r(t) = (z(t),y(t), 2(t)); (ii) a forga pode
ser uma fungao da posigao em geral, como a forga
eldstica, por exemplo; (iii) ndo podemos esquecer
que o produto escalar em (B) pode ser efetuado
de duas formas, através de coordenadas,

B
AWAB:/ F.dr

A
B B B
:/ dex—k/ Fydy—|—/ F.dz,
A A A

bem como através de normas (comprimentos),

(3.2)

B B
AWap :/ F-dr:/ cos @ F dr, (3.3)
A A
com F = ||F||, dr = ||dr|| e 6 sendo o dngulo entre o

vetor forca e o vetor deslocamento. Nao podemos
esquecer que tanto o médulo F' da forca quanto
o angulo 6 podem depender da posigdo. Cada si-
tuagao exigird a escolha de uma destas duas ma-
neiras de calcular o trabalho que tornara o calculo
o mais simples possivel.
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Podemos notar que quanto maior a intensidade
da forga, maior o trabalho. Em uma dimensao, di-
gamos ao longo do eixo X, qual é a interpretacao
geométrica do trabalho (ET)? E a mesma inter-
pretacao geométrica de uma integral, ou seja, é a
drea abaixo da curva F,(xz). Muito bem! Isto é
importante, pois ha muitas situagoes reais onde a
forca é unidimensional e conhecemos somente seu
grafico em funcao da posiggdo. Mesmo néo tendo
uma expressdo analitica para F(z), a qual é ab-
solutamente necessaria para efetuarmos a integral
(Ed), podemos calcular, aproximadamente, o va-
lor da érea abaixo da curva F,(x) usando técnicas
geométricas. No entanto, lidaremos aqui apenas
com situagoes onde temos as devidas expressoes
analiticas para as componentes do vetor forca. Ve-
jamos alguns exemplos.

Forga elastica

Considere um sistema composto por um unico
corpo de massa m, o qual estd em movimento uni-
forme com uma velocidade ¥ = vi. Suponha que
uma forca eldstica externa F = —kxi (lei de Ho-
oke) comece a agir neste corpo no instante ¢ = 0
(x = 0). Note que estamos usando um sistema de
coordenadas ortonormal no qual a massa m esté
sendo localizada por r = xi. Conseqilientemente,
o vetor deslocamento infinitesimal (a diferencial do
vetor posigdo) é dr = dxi. Nossa tarefa é calcular
o trabalho feito por esta forga eldstica (uma forga
externa) ao longo da trajetdria retilinea iniciando
em z = 0 [ponto A = (0,0,0)] e terminando em
x =1 [ponto B = (1,0,0)], sendo [ a distancia
méaxima percorrida pela massa m até parar (am-
plitude). Usando (B3), o trabalho correspondente
é AW = —FkiI?/2 (Faca o item i do Exercicio O).
Note que este trabalho é proporcional a constante
de mola k e a amplitude [, mas é independente da
massa m. Quanto maior a constante de mola (mola
mais dura), maior o trabalho. Quanto maior a am-
plitude, maior o trabalho. No entanto, o trabalho
é 0 mesmo para qualquer massa, fato este que esta
em desacordo com a nossa experiéncia didria.

Forca peso

Considere novamente um sistema formado por uma
unica massa m mantida em repouso a uma altura h
préxima a superficie da Terra. Portanto, de acordo

com a gravitagao Newtoniana, esta massa m estd
sujeita a uma forga constante, F = —mgk (o ver-
sor k aponta do centro da Terra para a superficie).
Note que estamos usando um sistema de coordena-
das ortonormal no qual a massa m esta localizada
por r = zk. Conseqiientemente, o vetor desloca-
mento infinitesimal (a diferencial do vetor posicao)
é dr = dzk. O trabalho efetuado por esta forca
externa, calculado pela definicdo (B3), para levar
a massa m de volta a superficie é AW = +mgh
(Faga o item i do Exercicio B). Desta vez, o traba-
lho depende nao somente da distancia percorrida,
mas também da massa m.

Note que, devido ao produto escalar presente na
defini¢do de trabalho (B), o qual é nulo para ve-
tores perpendiculares, mantendo a forga gravitaci-
onal na vertical, podemos imaginar uma trajetoria
horizontal na qual a forga gravitacional nao realiza
trabalho. Embora isto também esteja em desacordo
com nossa experiéncia cotidiana, temos aqui um re-
sultado importante acerca da forca gravitacional: o
trabalho realizado por ela independe da trajetoéria
escolhida. O trabalho realizado pela forca gravita-
cional depende apenas da distancia vertical corres-
pondente ao deslocamento da massa m.

Poténcia

Quais sao as dimensdes de trabalho? De acordo
com a definicdo (BE), trabalho tem as mes-
mas dimensoes de forca vezes distancia, ou seja,
[W] =ML2T~2. Estas unidades receberam o nome
de Joule (J=Nm). Note também que o Joule tem
as mesmas dimensoes do produto massa por veloci-
dade ao quadrado. Aviso importante: veremos na
préxima segao que o Joule é a unidade de “energia”
no sistema MKS. Entretanto, trabalho nao é ener-
gia, ou seja, ndo é correto afirmar que um corpo
tem trabalho. Trabalho é um processo de troca de
energia (como veremos adiante). Assim, é correto
dizer que um corpo realiza trabalho ao se movimen-
tar na presencga de uma forca.

Pense na seguinte situagao: duas méaquinas M e
My sao usadas para elevar (adiabaticamente) uma
massa m a uma altura h acima da superficie da
Terra. Como vimos anteriormente, ambas realizam
a mesma quantidade de trabalho: mgh. No en-
tanto, observa-se que a maquina M, leva menos
tempo para executar esta tarefa. Isto significa que
esta maquina Ms consegue trocar mais “energia’
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por unidade de tempo através do mecanismo “tra-
balho”. Sendo trabalho um mecanismo de troca de
energia, entao é conveniente definirmos uma taxa
de variacao temporal do trabalho realizado. Em um
certo intervalo de tempo dt, um corpo é deslocado
por dr = vdt sob a agao de uma forga F. O tra-
balho infinitesimal correspondente é dW = F - vdt.
Assim, podemos definir a taxa de variacao tempo-
ral

AW
PzizF. .
dt v

(3.4)
Esta taxa temporal da variagao de energia é deno-
minada de poténcia. A unidade de poténcia em
MKS é o Watt (W=J/s). Vocé ji reparou que
a sua conta de luz registra o seu consumo em
kWh (kilowatt-hora)? 1 kWh=3,6 x 10° J. Por-
tanto, vocé paga pela energia fornecida e nao pela
poténcia consumida.

3.1.1 Exercicios

Exercicio 1

(i) Mostre que o trabalho (BTI) realizado pela forca
elastica F = —kz i durante o deslocamento de uma
massa m, localizada por r = z i, desde 27 = 0 (velo-
cidade vi = vp i) até xo = I (amplitude; velocidade
nula vy = 0) é AW = —kl?/2. Calcule também
o trabalho realizado pela forca eldstica no sentido
inverso (volta). Agora calcule o trabalho total reali-
zado na trajetéria fechada (ida e volta). (ii) Mostre
também que o trabalho realizado na ida é igual a
variagdo de energia cinética T — T} [veja (B3) e
(BmM)]. Use o Teorema B para determinar a veloci-
dade final (em x; = 0) na volta. Esta velocidade
final é igual a inicial? Justifique.

Exercicio 2

(i) Mostre que o trabalho (B) realizado pela forga
gravitacional (na superficie da Terra) F = —mgj
durante o deslocamento de um massa m, locali-
zada por r = yj, desde y; = 0 (velocidade inicial
vi = voj) até yo = h (velocidade nula vy = 0)
é AW = —mgh. Calcule também o trabalho re-
alizado pela forca gravitacional no sentido inverso
(volta). Agora calcule o trabalho total realizado na
trajetéria fechada (ida e volta). (ii) Mostre também
que o trabalho realizado na ida é igual a variagao
de energia cinética Tp — T} [veja (BEH) e (BM)].

3.2 Energia cinética

De acordo com os dois exemplos apresentados na
secdo anterior, a integral (trabalho) definida em
(Edl) quantifica razoavelmente nosso esforgo em li-
dar com forcas, embora produza alguns fatos em
desacordo com nossa experiéncia cotidiana, como o
trabalho nulo numa trajetéria perpendicular a forca
peso. No entanto, veremos que a defini¢ao (BII)
é muito mais importante que uma simples quanti-
ficacao do nosso esforgo usual ou do custo de pro-
duzir um determinado movimento. Primeiramente,
supondo que a trajetéria é foi criada pela prépria
forga em questao, podemos usar a segunda lei de
Newton F = ma para re-escrever a integral (BE),
a qual é uma integral na posi¢ao, numa integral na
velocidade v = 1 (Faga o Exercicio B),

B vB
AW:/ F.-dr=m V.
A vA
R R
2 2

dv

(3.5)

Isto significa que podemos calcular trabalho através
do médulo do vetor velocidade (velocidade esca-
lar), calculado apenas nos extremos da trajetdria
percorrida. Este é um resultado muito importante
devido a sua praticidade de evitar a resolugao de
integrais. Tao importante que iremos denominar a
quantidade
L 5
Tzimv . v=]|v||, (3.6)
de energia cinética. Note que esta energia cinética
é uma quantidade inerente ao corpo de massa m
com um vetor velocidade v. Note também que as
dimensoes de energia cinética sao as mesmas de tra-
balho, [T] =ML?T~2. Assim, podemos enunciar o
resultado (BE3) na forma de um teorema:

Teorema 2 (Energia cinética)
Quando o trabalho realizado em um sistema produz
modificacdes na velocidade, entdo

AW = AT. (3.7)

Vejamos algumas aplicagoes deste teorema. Va-
mos considerar novamente o sistema formado por
uma massa m na presenga de uma forca eldstica
F = —kx i produzida por uma mola ideal. A massa
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m tem velocidade v4 = vpi em = = 0 (ponto A
da trajetdria). Ao atingir a posicao x = [ (ponto
B; distensao méaxima; velocidade nula), a massa m
deve retornar. Retorno significa inverter o sentido
do vetor velocidade e isto significa que a velocidade
precisa ser nula em z = [, vi = 0. O trabalho re-
alizado pela forca eldstica nesta trajetéria (ida de
x =0 paraz =1) 6 AW = —kl?/2, como calculado
anteriormente. Portanto, usando o Teorema O, a
velocidade inicial (em x = 0) deve ser vy = woA,
w2 = k/m (Faca o item ii dos Exercicios 0-3).
Este sistema massa-mola ainda pode nos ensi-
nar muito mais. O trabalho realizado pela forca
eldstica é negativo no trajeto de ida (de =z = 0
até x = [). Entdo estamos confirmando que uma
forca externa realiza trabalho sobre a massa m e
produz uma alteragao na energia cinética dela, isto
é, altera a sua velocidade. Neste exemplo que es-
tamos considerando, a energia cinética diminuiu,
passou de mvg /2 para 0, com vy = wyA. Portanto,
a massa m perdeu energia cinética. Isto justifica
interpretarmos o trabalho como sendo um processo
de transferéncia de energia. Mas a massa m perde
energia para quem? Além da massa, temos apenas
a mola ideal de constante k neste sistema. Entao
é razodvel imaginar a existéncia um mecanismo de
troca de energia entre a massa m e a mola ideal k.
Como esta energia é armazenada na mola? Embora
a mola apresente movimentos internos (compresao
e distensdo), ela nao se move como um todo. Entao
esta energia armazenada na mola nao pode ser na
forma cinética. Esta nova modalidade de energia
(energia potencial), a qual depende da disposigao
espacial da mola, serd discutida na préxima segao.
Algumas observagoes importantes. Inicialmente
dissemos que o trabalho serve razoavelmente bem
para quantificar nossos esforcos em nossas ex-
periéncias cotidianas. Na verdade, estamos vendo
através destes exemplos simples que a definigao
(BEd) nos revela algumas surpresas que estdo em
desacordo ao nosso senso comum. Por exemplo,
ao transportarmos um objeto perpendicularmente
a forga gravitacional nas proximidades da superficie
da Terra, certamente ficamos exaustos. Entao te-
mos a sensacao de termos realizado “trabalho”.
No entanto o trabalho (BT) é nulo nesta condigao.
Também sentimos que estamos realizando traba-
lho ao mantermos um objeto em equilibrio a uma
certa altura, como um halterofilista mantendo pe-
sos em equilibrio. No entanto, pelo Teorema O, nao

havendo modificagbes na energia cinética, nao ha
trabalho. Também é surpreendente que o traba-
lho realizado em um sistema possa ser calculado
usando-se somente o médulo do vetor velocidade
(velocidade escalar). Isto significa que o trabalho
é nulo em um movimento circular uniforme, pois
o médulo do vetor velocidade é constante. Evi-
dentemente, todas as forgas externas agindo numa
massa m em movimento circular sao perpendicu-
lares ao deslocamento (tangente & trajetéria circu-
lar). Desta forma, a defini¢ao (B) de trabalho em
mecanica é bem diferente da nossa nogao cotidiana
de trabalho, embora ela nos tenha servido como
inspiracao.

Algo que realmente ndo podemos fazer confusao:
trabalho nao é uma modalidade de energia. Traba-
Iho é um mecanismo de troca de energia. Nesta troca
de energia pelo mecanismo de trabalho (B), hd
variagao de energia cinética (Teorema O). Veremos
mais adiante que calor também é um mecanismo
de troca de energia envolvendo variacao da energia
interna (proporcional & temperatura, a qual est4 li-
gada & energia cinética média). Naturalmente, os
mecanismos de troca de energia (trabalho, calor,
etc.) possuem as mesmas unidades de energia e
isto nos leva a interpretar (erroneamente) estes me-
canismos como energia. Até mesmo na etimologia
(grega e latina) da palavra energia, forga em agao
ou trabalho interno, ja aparece a nocao de traba-
lho. A tnica quantidade que temos até o momento
que pode ser denominada de energia, é a energia
cinética (BM). Entao o Joule (J=N m) é uma uni-
dade de energia no sistema MKS. As dimensoes de
energia, usando (E), sdo [T] =ML?>T~2. E im-
portante mantermos em mente estas dimensoes de
energia. Curiosidade: a energia cinética da Terra é
cerca de 3 x 1033 J. A energia cinética de um atleta
corredor é aproximadamente 4 x 103 J.

3.2.1 Exercicios

Exercicio 3

Faga explicitamente todas as passagens omitidas
em (B3). Use a segunda lei de Newton e uma inte-
gragao por partes.

3.3 Energia potencial

Além da energia cinética, ha um outro tipo de
energia relacionada com a definicao (BE) de tra-
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balho. Como sempre, vamos utilizar novamente a
forga elédstica e a forga gravitacional para aprender-
mos. Nosso sistema serda formado por uma unica
massa m. Neste sistema atuard uma forca externa
(elastica ou gravitacional). Nés calculamos anteri-
ormente (refaca o Exercicio M) o trabalho realizado
pela forga elastica sobre a massa m no trajeto de
ida (de z; = 0 até zo = l). Vamos denotar este
trabalho por AWy, = —kI?/2. Note que a energia
cinética da massa m diminuiu. O trabalho reali-
zado no caminho inverso, de x9 = A para 1 = 0
é AWy = +kl?/2. Note que neste caso, a ener-
gia cinética da massa m aumentou. Portanto, o
trabalho total realizado pela forcga elastica é nulo,
AW = AWi5 + AWy, = 0. Em outras palavras, o
trabalho realizado pela forca elastica na massa m
ao longo de uma trajetdria fechada (ida e volta) é
nulo. Este mesmo resultado também é vélido para
a forga gravitacional (refaca o Exercicio D).

Se ha forgas que produzem um trabalho nulo em
trajetorias fechadas, isto significa que o trabalho re-
alizado por estas forgas dependem apenas dos pon-
tos extremos das trajetérias. Este é o resultado
mais importante a respeito de trabalho. Note que
isto estd de pleno acordo com o Teorema O da ener-
gia cinética: o trabalho depende somente da veloci-
dade escalar calculada nas posigoes inicial e final da
trajetoria. Denominaremos as forgas com esta pro-
priedade, ou seja, trabalho nulo numa trajetéria fe-
chada, de forcas conservativas. As forgas fundamen-
tais da natureza sdo conservativas. A forga eldstica
obedecendo a lei de Hooke também é conservativa,
como acabamos de ver. Naturalmente, quando h&
qualquer tipo de atrito e/ou viscosidade, teremos
forgas nao-conservativas ou dissipativas. Em geral,
forcas que dependem da velocidade néo sdo conser-
vativas.

Quando calculamos a variacao de energia cinética
no sistema massa-mola (oscilador harmoénico), vi-
mos que a energia cinética diminuiu na ida e au-
mentou na volta. Concluimos que a mola deve ter
absorvido esta energia perdida pela massa durante
a ida e liberado a mesma quantidade durante a
volta. Também concluimos que a mola nao pode
ter armazenado esta energia na forma de energia
cinética, pois houve apenas uma deformacgao da
mesma, o que modificou a intensidade da forca
elastica. No momento em que a massa m estd mo-
mentaneamente em repouso, a forga eldstica (res—
tauradora) é méxima. Assim que a mola inicia sua

volta ao seu comprimento natural, a massa m en-
tra em movimento e atinge sua velocidade maxima
quando o alongamento da mola é nulo. Nesta si-
tuacgao, a mola cede para a massa m toda a energia
que havia armazenado anteriormente. O trabalho
é uma forma de quantificar esta troca de energias
entre a massa m e a mola, numa interacao medi-
ada pela forca elastica. Podemos concluir entao que
esta nova modalidade de energia estd associada com
a forca eldstica (produzida pela mola). Uma andlise
similar, nos leva a concluir também a existéncia de
uma nova modalidade de energia associada com a
forga gravitacional. Em ambos os casos, esta nova
modalidade de energia tem a capacidade (poten-
cial) de se transformar em energia cinética via o
mecanismo trabalho. Por isso iremos denominé-la
de energia potencial e denoté-la por V.

Ainda considerando o mesmo sistema massa-
mola que temos usado até aqui, o trabalho reali-
zado pela forga eldstica na ida é negativo (AW =
—kl?/2).  Vamos interpretar este sinal negativo
como uma perda de energia cinética pela massa
m. Conseqlientemente, a mola aumentou sua ener-
gia potencial, AVis = kI?/2 = —AW,. Pelo teo-
rema da energia cinética e trabalho, temos AWy5 =
ATys. Portanto AVis = —ATis, ou, equivalente-
mente, A(T 4+ V)12 = 0. Na volta, podemos con-
cluir que A(T+V)a; = 0. Assim, temos dois resul-
tados importantes: (i) a quantidade T+ V' é cons-
tante para forcas conservativas (assunto da préxima
secdo), (ii) podemos aproveitar trabalho para cal-
cular variacoes de energia potencial,

V(r):—/ F - dr,
ro

a qual é uma funcao exclusivamente da posicao fi-
nal r = r(¢), pois a forga é conservativa, ou seja,
a integral (BEX) nao depende da trajetéria (cami-
nho). A integral (B3) depende somente do ponto
inicial vy = r(tg), o qual manteremos fixo, e do
ponto final r(¢) (arbitrario). Isto torna a energia
potencial numa fung¢do da posigdo. Contraste isto
com a defini¢do de energia cinética, a qual depende
somente da velocidade. Note também que a fungao
potencial em (BXF) estd definida a menos de uma
constante arbitraria (devido ao limite inferior ocor-
rer em uma posicao r(ty) previamente escolhida).
Deve ser mantido em mente que a funcao energia
potencial esta definida apenas para forcas conser-
vativas.

(3.8)
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Observe que a expressao no lado direito de (BE3)
é de fato uma funcao da posigao, independente da
massa m e dependente da constante de mola k. Por
isto, costuma-se dizer que a energia potencial esta
armazenada na mola (ideal, invisivel). Mas é im-
portante termos em mente que é necessario termos
a massa m para observarmos qualquer movimento
proveniente desta energia potencial, ou seja, para
haver um aproveitamento da energia potencial, é
necessdrio haver uma interacdo (forga). Vejamos
alguns exemplos.

Forga elastica

Adivinhe quem serd o primeiro sistema a ser usado?
E impressionante a quantidade de conceitos fun-
damentais que podemos aprender com o oscila-
dor harménico. Considere um oscilador harmoénico
como descrito na Figura 2.2 do Capitulo 2. A forca
eldstica (lei de Hooke) pode ser escrita na forma
F. = —kxi e o vetor posigao na forma r = xi.
Entéao, usando a definigdo (B3F), a energia poten-
cial armazenada pela forga elastica ao deformarmos
a mola por x é (verifique)

V(z)=-— /Ox(—ka: i) (dxi)
:k/o xdr = §k‘x . (3.9

Devemos notar que esta expressdo para a ener-
gia potencial elastica é uma funcao quadratica da
posicao x e que esta funcao esta definida a menos
de uma constante arbitrdria (proveniente do limite
inferior da integral que, neste caso, é zero).

Outra observacao importante sobre a energia po-
tencial eldstica dada em (B) é que sua derivada es-
pacial recupera a componente F, da forca elastica
(a menos de um sinal):

F, = d V(z)=—-k

= (z) = —kx.
Este resultado nos lembra o teorema fundamental
do calculo, pois a forga aparece no integrando da
definicdo (BH) da energia potencial e (BEH) estd
nos dizendo que “forga é drivada da energia poten-
cial”. Para recuperar o vetor forca elastica comple-
tamente, podemos inventar um operador novo (faga
o Exercicio O),

(3.10)

F.=-VV=—kzi, V= ii

A1
dz’ (3.11)

onde estamos considerando que a energia potencial
dependa apenas de uma das trés coordenadas es-
paciais. Vejamos se esta situacao pode ser repetida
para a forga peso.

Forca peso

Considere uma massa m sujeita a forga peso F, =
—mgk sendo levada do solo (z = 0) até a uma
altura z ao longo de uma trajetéria retilinea per-
pendicular ao solo (plano XY), aqui na superficie
da Terra. O vetor posigao desta massa pode ser
escrito na forma r = zk. Assim, usando a definicao
(B3), a energia potencial armazenada pela forca
peso para elevarmos esta massa do solo até a al-
tura z é (verifique)

Ve == [ (-mgk)- (@)
= mg/o dz =mgz. (3.12)

Note que usamos o solo (plano XY; z = 0) como
referéncia para medir a energia potencial. Note
também que podemos usar a mesma receita intro-
duzida em (B) para re-obter a for¢a peso (faga o
Exercicio B):

d
F,=-VV =-mgk, V=k-—

o (313)

Gradiente

Os dois exemplos acima mostram que podemos re-
cuperar uma forga conservativa a partir da energia
potencial que elas produzem. Para isto, precisamos
criar um novo operador vetorial cujas componentes,
como sugerido em (BT) e (B13), sdo formadas pe-
las derivadas da energia potencial em relagao a cada
uma das trés coordenadas espaciais,

v=il ;9 2

Oxr "0y 0z’ (3.14)

onde “entortamos” um pouquinho o simbolo de de-
rivada. Isto é para nos lembrar que cada derivada
deve ser efetuada em relagao a uma das trés coorde-
nadas espaciais, mantendo as demais fixas (fazendo
o papel de parametros). Estes novos simbolos para
as derivadas sao denominadas de derivadas parciais
(por razoes 6bvias). O simbolo V é denominado de
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nabla. O operador V definido em (B1d) é denomi-
nado de gradiente. Usando este operador gradiente,
os exemplos acima indicam que forgas conservativas
podem ser obtidas de suas energias potenciais,
F=-VV (3.15)
Este resultado é uma consequéncia direta da de-
finicho (BX) para energia potencial. Para uma
funcao de varias varidveis, como a energia poten-
cial V.=V (x,y, 2), a diferencial desta funcao pode
ser re-escrita em termos do operador gradiente,

av ov ov

onde dr = dxi+ dyj + dzk é o vetor deslocamento
infinitesimal (a diferencial do vetor posi¢ao). As-
sim, o integrando em (BX) pode ser re-escrito na
forma F - dr = —dV. Agora usando o teorema
fundamental do calculo, podemos ver claramente
que a integral em (BE3) resulta na energia potencial
V. Em outras palavras, podemos muito bem usar
(B13) como uma defini¢do de energia potencial de
uma for¢a conservativa (e somente para forgas con-
servativas).

Lembre-se que a forca contém toda a informagao
sobre o comportamento dinamico de um sistema.
Ela é uma quantidade vetorial e, portanto, contém
trés informagoes. Agora, usando (BId), pode-
mos calcular a forca derivando a energia potencial,
a qual é uma quantidade escalar (uma tnica in-
formagao). Ganhamos em dobro: primeiro econo-
mizamos dois tercos na quantidade de informagoes
a serem armazenadas para descrevermos o com-
portamento de qualquer sistema. Segundo, desco-
brimos uma ferramenta matemadtica espetacular (o
operador gradiente V), pois ela tem a incrivel capa-
cidade de transformar uma fungao escalar em uma
funcao vetorial. Gradiente e outros operadores ve-
toriais formados a partir dele, como o divergente,
formado a partir de um produto escalar, e o rota-
cional, formado a partir de um produto vetorial,
serao estudos em detalhes nos cursos de célculo de
funcoes de varias varidveis.

Péndulo

Considere agora o péndulo simples mostrado na Fi-
gura 2.4 do Capitulo 2. Este é também um sistema
com dois corpos: uma massa m e a Terra. No

entanto, a massa m estd obrigada a movimentar-
se somente ao longo de uma trajetdria circular de
raio [, o comprimento do péndulo. Portanto, este
é um exemplo contendo um vinculo, 2% + y? = {2
(usando o mesmo sistema de coordenadas indicado
na Figura 2.4 do Capitulo 2). Vamos calcular a
energia potencial deste sistema usando a definigao
(B3). A primeira providéncia é escrevermos os ve-
tores forga (resultante, F) e o deslocamento (infi-
nitesimal, dr) em algum sistema de coordenadas.
Usando o mesmo sistema de coordenadas indicado
na Figura 2.4 do Capitulo 2, a forga resultante
agindo na massa m é

F=(mg—Tcosf)i—Tsenbj, (3.17)

na qual T é o médulo da tensdo no fio. A massa m
esta localizada na posi¢ao r = xi+yj. Escrevendo
as componentes x e y em funcdo da posicao angular
0, a diferencial dr pode ser calculado facilmente
(faca o Exercicio O),

dr = —lsenfdfi+ lcosfdbj, (3.18)

onde ! é o comprimento do péndulo, {2 = 2% +
y2, mantido constante durante todo o movimento.
Entao, levando as expressoes (B12) e (B13) na de-
finigdo (BX), apds simplificar o produto escalar, te-
mos uma integral em 6 para ser efetuada (faca o
Exercicio @):

0
V:—/F-dr:mlg/ sen 6 df
0

=mlg(l — cosf) = Tw2(1 —cosfh), (3.19)

onde aproveitamos para introduzir dois parametros

novos,
I=mi? wy= \/?

Note que estamos usando 6 = 0 (péndulo na ver-
tical) como referéncia onde a energia potencial é
nula (valor minimo). O valor méximo da energia
potencial é atingido em 6 = 7.

O parametro I = mi? é denominado de momento
de inércia do péndulo. Ele mede a dificuldade de
alterarmos o movimento de rotacao da massa m
em torno do eixo (fixo) onde estd presa a outra
extremidade do péndulo. Note a semelhanga do
momento de inércia com a massa. O parametro wg
é a frequéncia natural de oscilagao para a situagao
em que a amplitude de oscilagao é pequena.

(3.20)
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Observe que o produto Iw? tem dimensoes de
energia. De fato, veremos, durante nossos estu-
dos sobre o movimento de rotagao em torno de um
eixo fixo, que a energia cinética de rotacao serd
Iw?/2. Note a semelhanga desta energia cinética
rotacional com a energia cinética (BM) (translacio-
nal). As caracteristicas gerais do potencial (ET9)
estao mostradas na Figura BE3. Ele é periddico de
periodo 27, tem um minimo em # = 0 e um MAaximo
em 6 = +7w/2. Note que este potencial depende
também da massa m, de g e do comprimento .
Isto mostra que a energia potencial pertence ao sis-
tema, ou seja, ela nao estd localizada somente em
um dos dois corpos, a massa m ou a Terra.

Vocé notou que o médulo T da forga tensdo na
haste do péndulo ndo aparece na expressao (ETY)
da energia potencial? Entao quando usarmos o ope-
rador gradiente (BEd) em (B9), como indicado em
(BI3@), ndo iremos recuperar completamente a forca
resultante (BI2). O que esta acontecendo? O ope-
rador gradiente nao sabe mecanica e nem enxerga
um sistema fisico como nés enxergamos. O opera-
dor gradiente simplesmente sabe recuperar a parte
de uma forca resultante que realiza trabalho conser-
vativo. Como indicado na Figura 2.4 (Capitulo 2),
o movimento da massa m é circular (ndo é uni-
forme). Nesta trajetéria circular, a tensao é sem-
pre perpendicular ao vetor deslocamento, o qual é
sempre tangente a trajetoria. Portanto, o trabalho
realizado pela tensao é nulo. Vale a mesma ob-
servacao para a componente da forca peso ao longo
da haste (componente radial). Entdo, somente a
componente da forga peso que é tangente a tra-
jetéria (componente tangencial) é que realiza tra-
balho. Esta componente tangencial pode ser escrita
na forma Fy = —mgsenf 0, onde 6 é um versor
na direcdo tangencial (sentido anti-horario). Va-
mos denotar por ds o deslocamento infinitesimal ao
longo trajetoria circular. Assim, este deslocamento
infinitesimal ds também é um vetor na diregao do
versor O (tangente & trajetéria), ds = 1df 0 (faga
o Exercicio B). Desta forma, estamos aprendendo
que o sistema cartesiano retangular nem sempre é o
melhor sistema de coordenadas. Para o péndulo da
Figura 2.4, coordenadas polares é a melhor escolha
(veja o Apéndice O). Este é o sistema de coorde-
nadas que melhor se adapta a simetria circular da
trajetoria da massa m do péndulo. Entendido isto,
podemos usar o gradiente em coordenadas polares,
como dado em (BE3), com r =1 e ¢ = w/2, ou seja,

com dr = 0 e d¢p = 0, para re-obtermos a compo-
nente tangencial da forga peso segundo a prescrigao
(B13). Note entao que a prescri¢ao (BIH) recupera
somente a parte da forca resultante que realmente
realiza trabalho. Nada é mais que perfeito.

Como ja observamos, o péndulo simples é um
excelente sistema para aprendermos mecanica. Vi-
mos em 2.48 (Capitulo 2)que a equagao diferencial
de um péndulo simples se reduz a equagao dife-
rencial de um oscilador harmoénico quando o des-
locamento angular é pequeno, 6 < 1 rad. Entao,
para pequenas amplitudes, o potencial (BET9) deve
ser idéntico ao potencial harmoénico (Bd). Para
0 < 1 rad, a fungdo cosseno pode ser aproximada
para cosf ~ 1 — 62 /2 (os dois primeiros termos da
série de Taylor). Assim, o potencial (BT9) torna-se
em

V = Iwi(1 — cosf)

1
~ —Jwih? = imwg (10)2. (3.21)

1
2
Note que [0 é o comprimento do arco compreen-
dido pelo deslocamento angular 6 e faz o papel
da deformagao x em (EX). Ainda mais surpreen-
dente: a tdltima expressdo em (BZ0), quando com-
parada com o potencial harménico (BH), fornece
uma “constante de mola” igual a mwg, massa ve-
zes a freqiiéncia (angular) natural ao quadrado, a
mesma defini¢do para o sistema massa-mola (w3 =

k/m).

3.3.1 Exercicios

Exercicio 4

Aplique o operador gradiente (BId) em (B), como
indicado em (BET3), e mostre que esta operacao re-
almente recupera o vetor forcga elastica F, = —kx i.

Exercicio 5

Aplique o operador gradiente (BId) em (B3),
como indicado em (BTd), e mostre que esta
operacao realmente recupera o vetor forga gravi-
tacional Fy = —mgk.

Exercicio 6

A massa m na Figura 2.4 no Capitulo 2 estd lo-
calizada na posicao r = xi+ yj. Mostre que a
diferencial deste vetor posicao é dr = dxi + dyj.
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Agora vamos efetuar uma mudanga de coordena-
das. Das coordenadas cartesianas (x e y) para co-
ordenadas polares (I e #). Como indicado na Fi-
gura 2.4, x = lcosf, y = [senf, com [ constante.
Mostre que a diferencial do vetor posicao torna-se

dr = —lsenfdfi—+lcosfdbj

= —ydli+zdbj. (3.22)
Calcule o vetor velocidade dr/dt, dividindo a dife-
rencial da posi¢ao (BZ2) pela diferencial do tempo
dt. Mostre que este vetor velocidade é perpendi-
cular ao vetor posicao r = xi+ yj. Mostre que o
modulo deste vetor velocidade é

‘ dr

v=||—

Exercicio 7

Determine explicitamente a energia potencial dada

=10
7 10l
em (BTH) para o péndulo simples.

(3.23)

Exercicio 8

Considere a trajetéria circular do péndulo mos-
trado na Figura 2.4 no Capitulo 2. Esta tra-
jetéria pode ser descrita usando o sistema po-
lar (ou esférico) de coordenadas apresentado no
Apéndice @ fazendo r =l e ¢ = 7/2. Como r e
¢ sao constantes, entao suas diferenciais sao nulas.
Assim o operador gradiente em coordenadas pola-
res (E9), adaptado a trajetéria circular de raio [
no plano XY, pode ser re-escrito como

0 d
=T (3.24)
Da geometria plana sabemos que o arco compreen-
dido pelo angulo df numa circunferéncia de raio [
é 1df. Entao, no sistema polar de coordenadas, o
vetor deslocamento infinitesimal ao longo de uma
circunferéncia de raio [ é ds = 1df 6, um vetor
na dire¢ao do versor 8 (tangente & trajetdria) de
modulo [df. Dividindo o deslocamento angular in-
finitesimal ds pela diferencial do tempo, mostre que
o vetor velocidade tangencial é

v=1080. (3.25)
Seguindo este modelo, a componente tangencial da
forga peso (a tnica parte da forga resultante que
realmente realiza trabalho, pois a outra parte esta
na diregao radial, perpendicular ao deslocamento,

pode ser escrita como Fy = —mgsen66. FEntao
use a definicao (BXE) para mostrar que a energia
potencial calculada por

0
V:*/ Fg-dS
0

é igual & energia potencial encontrada em (BT9).
Feito isto, use a prescri¢ao (BEI3), com o gradiente
na forma (BEX), para recuperar Fg = —mgsen6 6.

(3.26)

3.4 Energia mecanica

Considere um sistema contendo apenas forgas con-
servativas. Entao, usando a defini¢ao (B3) de ener-
gia potencial, podemos substituir o trabalho pela
energia potencial correspondente (AW = —AV)
no Teorema O para obtermos

AT = AW = -AV

= AT+AV=A(T+V)=0. (3.27)

Este resultado é simplesmente surpreendente pois,
em geral, tanto a energia cinética T" quanto a ener-
gia potencial V' variam ao longo de uma determi-
nada trajetéria, ou seja, sao funcoes do tempo. A
ultima expressao em (EZ1) estd nos dizendo que a
soma T + V é uma constante. Além disso, como os
extremos de qualquer trajetoria podem ser escolhi-
dos arbitrariamente, entao a soma T + V deve ser
independente do tempo, ou seja, ¢ uma quantidade
conservada. Encontrar uma quantidade conservada
é como encontrar uma agulha em um palheiro. Esta
quantidade conservada merece um nome proprio:
energia mecanica,

E=T+V. (3.28)

Portanto, a energia mecanica de um sistema con-
tendo forgas conservativas é uma quantidade con-
servada. Isto justifica o adjetivo “conservativo”
para as forcas conservativas. Um sistema con-
tendo somente forcas conservativas serd denomi-
nado também de sistema conservativo. Bem, en-
contramos entao outra lei de conservagao:

Teorema 3 (Energia mecanica)
A energia mecanica em um sistema conservativo é
uma quantidade conservada,

AE=0, E=T+V. (3.29)
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Até o momento conhecemos duas leis de con-
servagao: a lei da conservagao do momentum li-
near, apresentada no Teorema 1 do Capitulo 2 e
a lei da conservagao da energia mecanica, apresen-
tada neste Teorema 0.

Nao podemos esquecer que a definigio (B3) de
energia potencial somente estd estabelecida para
sistemas conservativos, ou seja, quando o trabalho
numa trajetéria fechado qualquer é nulo. Para sis-
temas nao-conservativos, nao é mais verdade que
o trabalho dependera apenas das posicoes inicial e
final numa trajetoria, impossibilitando assim a de-
finigdo de uma funcao (potencial) da posicao. Além
disto, nao podemos garantir que toda energia tro-
cada com um sistema nao-conservativo sera arma-
zenda somente nas formas de energia cinética e po-
tencial, pois pode haver perdas por qualquer pro-
cesso dissipativo, como atrito, por exemplo.

Forga elastica

Vamos tomar novamente um oscilador harménico
constituido por uma massa m e uma forca elastica
de constante k como exemplo. Em um determinado
instante de tempo ¢ qualquer, a energia mecanica
(B8) deste sistema, juntando os resultados da
Segdo B3, definigdo (BM) para a energia cinética,
e da Segao B3, expressao (BEX) obtida para a ener-
gia potencial, a energia mecanica deste sistema é

1 1
E=T+V = §m¢2 + 5/@2, (3.30)

na qual fizemos a escolha V(0) 0. Este sis-
tema é um excelente caso de estudo porque nés te-
mos a equagao horédria x(t) determinada como uma
fungao explicita do tempo,

x(t) = Acos(wot + @), wo= \/z (3.31)

Podemos ver claramente que a energia cinética T'
e a energia potencial V' estao variando no tempo.
No entanto, quando substituimos (BZ1) em (B=30)
(faga o Exercicio H), obtemos uma energia mecanica
constante (independente do tempo),

1

1
E=2kA% =
2 2

mws A2 (3.32)

Forga peso

Considere agora uma massa m em queda livre de
uma altura h acima da superficie da Terra. Des-
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preze qualquer tipo de dissipacao. Em um deter-
minado instante de tempo t qualquer, a energia
mecénica (BZ3) deste sistema, juntando os resul-
tados da Segao B3, definigdo (BM) para a energia
cinética, e da Segdo B3, expressdo (BIA) obtida
para a energia potencial, a energia mecanica deste
sistema é
1 .,

E=T+V= 5mi + mgz (3.33)
na qual fizemos a escolha V(0) = 0 (solo). Este
sistema também é um excelente caso de estudo, pois
também temos a equagdo horaria z(¢) determinada
como uma funcao explicita do tempo,

1
h— =gt
59

2(t) (3.34)
Novamente, podemos ver claramente que a energia
cinética T e a energia potencial V estao variando no
tempo. No entanto, quando substituimos (B=32) em
(B233) (faga o Exercicio ), obtemos uma energia
mecénica constante (independente do tempo),

E = mgh. (3.35)

Péndulo

O péndulo da Figura 2.4 no Capitulo 2 é também
um O6timo exemplo de um sistema conservativo.
O médulo do vetor velocidade da massa m pode
ser calculado seguindo o procedimento descrito no
Exercicio (O). A energia potencial deste péndulo foi
calculada anteriormente, expressdo (EId). Entao,
a energia mecanica deste péndulo pode ser escrita
na forma

1 .
E=T+V = 5192 + Iwa(1 —cosf),  (3.36)

com
9
R
Embora nao tenhamos uma funcao simples para ex-
pressar a equagao hordria () explicitamente em
fungao do tempo, como nos casos anteriores, para
verificarmos que a energia mecénica (B20) é de fato
independente do tempo, isto pode ser verificado fa-
cilmente calculando a equagao hordria 6(t) nume-
ricamente (faca o Exercicio ). Naturalmente, na
situagao de pequenas amplitudes, voltamos a ter
um controle analitico da situacao (verifique).

I=ml? wy= (3.37)
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Uso das leis de conservagao

Uma quantidade conservada é muito 1til. Vejamos
alguns exemplos. Considere dois corpos de mas-
sas iguais, m; = mg = m, movendo-se na mesma
direcao, mas em sentidos opostos, com velocida-
des vo = —vy. Apds um certo intervalo de tempo,
estes dois corpos irao colidir entre si. O que sa-
bemos? Sabemos que num certo instante ¢;, an-
tes da colisao, o momentum linear total era nulo,
p(t1) = pr(ty) +P2(t1) = mavi(tr) —meovi(ty) = 0.
Supondo que estes dois corpos estejam isolados,
entao, devido a lei de conservagao do momentum
linear (Teorema 1 do Capitulo 2), o momentum li-
near total apds a colisao deve permanecer com o
mesmo valor que tinha antes da colisdo. Assim,
num certo instante t, depois da colisao devemos
ter p(ta) = 0. Portanto hd duas possibilidades para
o movimento posterior & colisdo: (1) os dois cor-
pos permanecem unidos em repouso (choque per-
feitamente ineldstico), ou (2) os dois corpos inver-
tem completamente o sentido de suas velocidades,
as quais continuam tendo mdédulos iguais (choque
perfeitamente eldstico).

Numa situagao “simétrica” a anterior, imagine
um corpo em repouso. Para ser mais preciso, su-
ponha que este corpo seja a particula sub-atomica
kdon (sfmbolo K%), a qual é eletricamente neu-
tra (Veja Axventuras das I—"wh('nl‘\d), Expontane_
amente, o kdon transforma-se (decai) em duas ou-
tras particulas, K — 77 4+ 7~, denominadas de
pions (de cargas opostas e massa iguais). Antes
do decaimento, o momentum linear é nulo (kdon
em repouso). Apds o decaimento, 0 momentum li-
near deve ser o mesmo de antes, pois 0 pProcesso
de decaimento nao envolve forcas externas. Por-
tanto, os pions devem sair apds o decaimento com
velocidades opostas. Isto é o que observamos no
laboratorio.

Nos dois exemplos anteriores, todos os resultados
que obtivemos decorreram somente da lei de con-
servacao para o vetor momentum linear, indepen-
dentemente do que ocorre exatamente no momento
de uma colisdo ou de um decaimento (ou de uma
explosdo). Se lembramos que os processos fisicos
envolvidos no momento da colisao sao terrivelmente
complexos, a lei de conservacao do momentum li-
near é “A Ferramenta’. Na verdade sdo trés leis
de conservacao: uma para cada eixo independente.
Entretanto, nem sempre hé conservacao do momen-
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tum linear nos trés eixos simultaneamente. Pode
haver uma forca externa agindo somente em um
eixo, ou somente em dois eixos. O resultado im-
portante a ser gravado é: se uma componente da
forga resultante é nula, entdo o momentum linear
naquela diregao é conservado:

F;=0 < pi(t) =pi(t2)

ou mu;(ty) =mu(tz). (3.38)

Esta é uma forma explicita do Teorema 1 do
Capitulo 2, isto é, escrita em termos de compo-
nentes.

A

O va

t>0

Figura 3.1: O corpo A escorrega sem atrito sobre o
corpo B, o qual desliza horizontalmente sem atrito.
Ambos estao sob a agao da gravidade.

Como exemplo contendo apenas uma con-
servacao parcial do vetor momentum linear, con-
sidere o sistema mostrado na Figura BE. Os dois
corpos estao sob a acao da forga gravitacional e
nao ha atrito entre as superficies. Entao a forga
gravitacional agindo na vertical é a Unica forca ex-
terna. Portanto, segundo o teorema da conservacao
do momentum linear na sua forma explicita (B33),
havera conservagao da componente horizontal do
momentum linear,

mava +mpug =0, (3.39)

na qual v4 e vp sdo as componentes dos vetores
velocidades dos dois corpos na direcao horizontal e
imediatamente apds perderem o contato entre si. A
Eq. (B39) contém duas incégnitas, vg e vg. Como
este sistema estd sob a agao da forca peso, a qual é
conservativa, podemos usar a conservagao da ener-
gia mecanica (despreze todo tipo de atrito e visco-
sidade) para encontrar outra relagdo que nos per-
mita determinar completamente as velocidades pro-
curadas. De fato, no instante inicial, repouso, este
sistema possui apenas energia potencial, a ener-
gia potencial do corpo A. Tomando o solo como
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referéncia, esta energia potencial pode ser escrita
como magh. Depois, quando os corpos se sepa-
ram, o corpo A retorna ao solo. Neste momento
eles possuem apenas energia cinética, e pela con-
servacao da energia mecanica, devemos ter

1 2+
—MmMAaAv
9 AU»

1 2
7mB'UB.

5 (3.40)

magh =

As Egs. (E39)-(EZ0) formam um conjunto de duas
equagoes contendo duas incdgnitas, o qual pode ser
resolvido para fornecer os valores de v4 e vp no
instante da separacao. Note que usamos apenas as
leis de conservacao para determinar estas velocida-
des, ou seja, nao tivemos que determinar primeiro
as equagoes horarias de cada corpo. Note também
que o uso das leis de conservagao nos permitiu de-
terminar os valores de velocidades (sem conhecer
as equacgoes hordrias) apenas em um tnico instante
de tempo.

3.4.1 Exercicios

Exercicio 9

Use a equagdo hordria (B30) de um oscilador
harmoénico para escrever a dependéncia temporal
das energias cinética, potencial e mecanica. Mos-
tre que a energia mecanica (B20) é uma constante,
(B33). Faga um gréafico mostrando estas trés ener-
gias para os seus valores preferidos de m e k (em
MKS).

Exercicio 10

Use a equagao hordria (B33) de uma massa m em
queda livre para escrever a dependéncia temporal
das energias cinética, potencial e mecanica. Mos-
tre que a energia mecanica (B333) é uma constante,
(B23). Faca um grafico mostrando estas trés ener-
gias para os seus valores preferidos de m e h (em
MKS).

Exercicio 11

Resolva a equagao diferencial 2.46 numericamente
para encontrar a equagao hordria 6(t) da massa m
no péndulo mostrado na Figura 2.4 no Capitulo 2.
Mostre que a energia mecanica (BZ30) é uma cons-
tante. Faga um grafico mostrando as trés energias,
cinética, potencial e mecanica, para os seus valores
preferidos de m e | (unidades em MKS).
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3.5 Periodos

O oscilador harménico e o péndulo simples sao dois
exemplos bem conhecidos de sistemas que exibem
movimentos peridédicos. A periodicidade destes mo-
vimentos sao devidas a forma da energia potencial
destes sistemas. Nem todo potencial produz movi-
mentos periddicos. A forca gravitacional nas pro-
ximidades da Terra, por exemplo, nao produz um
movimento periddico. Veremos que o potencial de
Kepler é responséavel pelo movimento periédico da
Terra em torno do Sol. Alids, toda esta secdo foi
construida para nos ajudar a compreender o movi-
mento planetario produzido pelo potencial de Ke-
pler.

Naturalmente, quando temos a equagao horaria
de um movimento periédico, podemos determinar o
seu periodo por inspecao direta da forma analitica
destas equacoes horarias ou através da inspecao do
grafico delas. Entretanto, nem sempre é facil de-
terminar equagoes horarias resolvendo diretamente
as equagoes provenientes da segunda lei de Newton,
um sistema de equacoes diferenciais de segunda or-
dem no tempo, em geral acopladas. Felizmente,
pelo menos para sistemas conservativos, nao pre-
cisamos resolver as equagoes diferenciais oriundas
da segunda lei de Newton para obtermos equagoes
horérias e em seguida obtermos periodos. Para sis-
temas conservativos, podemos usar o fato de que
a energia mecanica é uma quantidade conservada
para determinarmos periodos. Para isto, é cru-
cial vermos que a expressao da energia mecanica
constante é uma equagao diferencial de primeira
ordem para a posi¢do. Ora, porque nao utiliza-
mos isto ao invés da segunda lei? Primeiro, por-
que a segunda lei se aplica sempre, enquanto que a
conservacao da energia mecanica é valida somente
em sistemas conservativos. Segundo, embora esta
equacao diferencial resultante da conservacao da
energia mecanica seja de primeira ordem, ela é
quadratica na primeira derivada da posigao, por-
tanto nao-linear. Equagoes diferenciais nao-lineares
sao mais “complicadas”.

Vejamos como este procedimento pode ser colo-
cado em pratica. Vamos considerar inicialmente
um potencial V qualquer. Em geral, este pro-
cedimento é muito utilizado quando o potencial
depende apenas de uma varidvel, digamos V
V(x). Entao, para sistemas conservativos, a ener-
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gia mecénica (BEZH) pode ser re-escrita como

(

Como FE é uma constante, entdo esta equagdo é uma
equacao diferencial para z(t),

1

dx

dt) + V().

(3.41)

dx 2

— =/ —E-V(x). 3.42
T SVEVE. (a)
Esta equacao pode ser resolvida pela técnica de se-
paracao de variaveis,

m dx
dt = | = ———. 3.43)
2 \JE—-V(x) (
Como o tempo aparece apenas no primeiro mem-
bro, podemos integrar independentemente os dois

membros desta equacao apds especificarmos quem
é V(z). Vejamos alguns exemplos.

Potencial harmoénico

V(x)
T 0 T t
Figura 3.2: Pontos de retorno x4 = ++/2F/k para

o potencial harménico V(x) = kz?/2, onde E ¢ a
energia mecanica.

Vamos usar o oscilador harmonico para apren-
dermos a usar este procedimento. O potencial
harmoénico ¢ V(z) = kx?/2 (Figura B3). Entao,
substituindo este potencial na equacgao diferencial
(B3), obtemos (faga o Exercicio )

1
g L dz

)
wo A% — x2

onde introduzimos os parametros

(UQ:HE, A2:
m

(3.44)

2F

o

2

2
mwg

(3.45)
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Integrando os dois lados de (BZ), obtemos (faga o
Exercicio [3)

z(t) = Acos(wot + ¢), (3.46)

na qual ¢ é uma constante arbitraria. Como esta
equacao hordria é solugdo da EDO (BEZA), a qual
é de primeira ordem, ¢ é a uUnica constante ar-
bitraria que precisa ser determinada a partir de
uma condigao inicial, digamos a posicao inicial.
O parametro A, identificado anteriormente com
a amplitude, estd completamente determinado em
(BZ3), supondo que a energia mecénica seja conhe-
cida. Assim, re-obtivemos a equagao hordria (BZ0)
sem a necessidade de resolvermos a segunda lei de
Newton. Isto justifica mais uma vez a importancia
dos teoremas de conservagao.

Mas e o periodo? Observe o grafico da energia
potencial mostrado na Figura BE3. Neste grafico,
também é mostrado a energia mecéanica (BZ0), a
qual é conservada na auséncia de dissipagoes. Em
especial, podemos ver que hé dois pontos, x4, onde
a energia mecanica ¢é igual a energia potencial. Nes-
tes pontos, a energia cinética é nula,

1

2
kxy

2F
= xi:iq/?. (3.47)

Os pontos x4 satisfazendo E = V (z4) sdo denomi-
nados de pontos de retorno. Nestas posigoes, o vetor
velocidade é nulo. No caso do sistema massa-mola,
0s pontos de retorno sao as amplitudes méaximas,
x4 = £A, como podemos ver em (BZ3).

Vejamos algumas observagoes importantes sobre
pontos de retorno. (1) O vetor velocidade inverte
seu sentido nos pontos de retorno. Para inverter
o sentido, é necessario primeiro se anular. Assim,
o vetor velocidade se anula nos pontos de retorno.
(2) Havendo dois pontos de retorno, como mostrado
na Figura B3, o movimento fica confinado na regiao
delimitada pelos pontos de retorno.

Para o oscilador harmoénico, devido a forma pa-
rabélica do potencial, V(x) = kx?/2, quanto maior
a energia mecanica, maior a regiao de confina-
mento. Devemos ressaltar que o valor da energia
mecanica F pode ser escolhido livremente. Desta
forma, para uma determinada energia mecanica
E, a massa m no sistema massa-mola (oscilador
harménico) fica oscilando entre z_ = —Aex; = A

)



3.5. Periodos

Capitulo 3. Energia e leis de conservagao

(pontos de retorno) com uma frequéncia angular
igual a wy. Portanto, o periodo de uma oscilagao é
exatamente o tempo da massa m sair de x_, ir até
x4 e retornar a z_. Como o potencial é simétrico,
V(—z) = V(z), entdo o tempo de sair de x_ e ir
até z é metade do periodo. A equagao diferencial
(BZ@) pode ser usada para calcularmos este perfodo
P (faga o Exercicio (I3)),

p- 2 / _de (3.48)
Cwo Jo VAT =% '
com os pontos de retorno
[2F

Esta integral pode ser resolvida efetuando a subs-
tituicdo © = Acosf (faga o Exercicio ). O re-
sultado é o que esperdvamos: P = 27 /wq, ou seja,
o sistema oscila com um periodo correspondente
a sua frequéncia angular natural wg. Aprende-
mos entao que a conservagao da energia mecanica
pode ser usada tanto para encontrarmos a posigao
em fungdo do tempo, quanto para calcularmos
periodos.

O ponto x = 0 na Figura B3 é especial. Neste
ponto, a forca eldstica, a derivada primeira do po-
tencial, com o sinal trocado, F = —kz, é nula.
Entéo, = 0 é um ponto de equilibrio (for¢a nula).
Também podemos ver que um deslocamento, tanto
para a direita quanto para a esquerda, resulta numa
forca restauradora que tenta trazer a massa de
volta para a posicao de equilibrio. Um ponto de
equilibrio com uma forga restauradora agindo nas
vizinhangas deste ponto é denominado de ponto de
equilibrio estavel. Do ponto de vista matematico,
um ponto de equilibrio estavel é sempre um ponto
de minimo da fun¢ao energia potencial.

Péndulo

Considere o péndulo da Figura 2.4 no Capitulo 2.
A energia mecanica deste sistema esta calculada em
(&=m),

E=T+YV, T:£é2, V =¢e(1—cosh), (3.50)

com

g

e=1Iw, T=mi? wy= T (3.51)
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Note que a quantidade ¢ = Iw? tem dimensoes de
energia (faca o Exercicio (I3)). Veremos mais adi-
ante, quando estivermos estudando o movimento de
rotagdo em torno de um eixo fixo, que Tw3/2 é a
energia cinética devido a rotagao de um corpo com
momento de inércia I e velocidade angular wy. Note
a semelhanga com a expressao da energia cinética
mv?/2. Por isto, iremos usar € como uma “uni-
dade” de energia. Note também que a massa m do
péndulo mostrado na Figura 2.4 (Capitulo 2) exe-
cuta um movimento de rotagao em torno do eixo
fixo que passa pela outra extremidade da haste do
péndulo.

V/e

2
E/e

—= 0

5 0 0.
Figura 3.3: Pontos de retorno §+ = 4 cos™!(—e)
para o potencial (E30) de um péndulo simples.

™

A Figura B3 mostra os pontos de retorno,

E
e=——1,

01 = +cos !(—e),
€

(3.52)
para o potencial V(f) = (1 — cosf) do péndulo
simples; confira a energia mecanica em (BE20) e
tome cuidado para nao confundir as letras gregas
€ e €. Como este potencial é peridédico, apenas um
periodo, contendo a posi¢ao de equilibrio estavel
f = 0, é mostrado na Figura BE3. Note que este po-
tencial também é uma funcao par, V(—6) = V(6).
Isto nos permite calcular o periodo como o dobro
do tempo entre gasto entre 6_ e 6. Isolando a
primeira derivada em (BZ0), assumindo uma ener-
gia mecanica constante (sistema conservativo, sem
dissipacao), temos

0+
P = L / 4 . (3.53)
V2w3 Jo_ e+ cosb

Esta integral deve ser resolvida numericamente
(faca o Exercicio @A), pois a solucdo desta integral
envolve fungoes elipticas.

Note que a integral (B23) é uma fungao da cons-
tante adimensional ¢ = FE /e — 1, a qual pode variar
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no intervalo real desde e = —1 (E = 0, equilibrio
estdvel, fundo do potencial) até ¢ = 1 (E = 2¢,
equilibrio instavel, topo do potencial; veja a dis-
cussao do préximo pardgrafo). Esta integral é nula
para € = —1 (perfodo nulo) e é infinita para e = 1
(perfodo infinito). Portanto, em principio, pode-
mos dar & massa m uma energia inicial (6§ = 0)
exatamente igual a F = 2, a energia necessaria
para que a massa m consiga chegar até a posicao
de equilibrio instével (§ = ). No entanto, a parte
divertida disto é que ela leva um tempo infinito
para chegar até 14! E muito interessante ver isto
nas simulagoes feitas em computagao algébrica.
Para uma energia mecéanica maior que a ener-
gia potencial maxima, E > 2¢, o movimento do
péndulo deixa de ser oscilatério e passa a ser uma
rotacao em torno de um eixo fixo. O periodo desta
rotagao também pode ser calculado a partir da con-
servacdo da energia mecanica (B320) como sendo o
tempo de uma volta completa (faga o Exercicio [A),

) 2
b2

40 (3.54)

_ﬂ 0o Ve+cosf’
com
E
e:;—l, E > 2e. (3.55)

Mencionamos logo acima o termo “equilibrio
instdvel”. Vejamos o significado disto. Podemos
ver que o potencial mostrado na Figura B2 possui
mais de um ponto de equilibrio (for¢a nula). Em
0 = 0, ponto de minimo do potencial, temos um
ponto de equilibrio estavel. Em 6 = 47, pontos
de méaximos, temos um tipo de equilibrio diferente
do estavel. Segundo a discussao feita no final da
Secao B3 (reveja também o Exercicio B), a compo-
nente tangencial da forga peso (a unica que realiza
trabalho) pode ser escrita na forma

04V _
1do ~

e

7 senf @ = —mgsend . (3.56)

6=
Considere agora a vizinhanca de § = w. O versor
6 aponta sempre no sentido anti-horario. Supo-
nha que a massa m esteja em repouso em 6 = 7.
Produza um deslocamento no sentido anti-horario.
Portanto este deslocamento terd o mesmo sentido
do versor €. No entanto o angulo 6 sera ligeira-
mente maior que 7. Isto resulta numa forca tangen-
cial, segundo a expressao (E20), no mesmo sentido
do deslocamento dado, afastando cada vez mais a
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massa m da posicao de equilibrio § = 7. Produza
agora um deslocamento no sentido horario. Este
deslocamento estara no sentido oposto ao versor 6.
No entanto o angulo 6 serd ligeiramente menor que
m. Isto resulta numa forca tangencial, segundo a ex-
pressdo (B30), no mesmo sentido do deslocamento,
afastando cada vez mais a massa m da posigao de
equilibrio § = w. Assim, a for¢a agindo nas vizi-
nhancas deste novo ponto de equilibrio, 8§ = 7, néo
é restauradora. Muito pelo contrario, esta forca
sempre afasta a massa m do ponto 8 = w. Es-
tas observagoes também valem para § = —7w. Um
ponto de equilibrio que nao tem uma forga restau-
radora em suas vizinhancas é denominado de ponto
de equilibrio instavel.

Um ponto de equilibrio instdavel é sempre um
ponto de maximo da fungao potencial. Ha também
um terceiro tipo de equilibrio, denominada de neu-
tro (ou indiferente). A forga é nula nas vizinhangas
de um ponto de equilibrio neutro. A diferenca com
o ponto de equilibrio estavel estd no tamanho do
deslocamento em torno do ponto de equilibrio para
mudar o estado do corpo. No equilibrio estavel, um
deslocamento infinitesimal é suficiente para recolo-
car o corpo em movimento. No equilibrio neutro,
é necessario um deslocamento finito para recolo-
car o corpo em movimento. Também vale ressaltar
que a funcao potencial deve exibir pelo menos um
ponto de equilibrio estdvel para haver um movi-
mento periddico.

Vamos aproveitar o péndulo simples também
para ilustrar o conceito de poténcia. Sem dis-
sipacao, o péndulo troca energia pelo trabalho rea-
lizado pela componente tangencial (E320) da forga
gravitacional, Fg = —mgsenf8. O vetor veloci-
dade tangencial pode ser escrito na forma v = 10 0
(Exercicio B). Entao a poténcia instantanea asso-
ciada a forga Fy, segundo a definigdo (BQ), é

Po=Fg-v= —mglé senf = —Iwgésen 6. (3.57)

Esta é a mesma expressao que é obtida quando de-
rivamos o trabalho realizado pela forca Fy desde
0 = 0 até f qualquer, pois este trabalho é menos
a energia potencial (BI9), W = —Iw3(1 — cos?®).
A poténcia (B22) mede a taxa temporal da trans-
feréncia de energia potencial para a massa m, a
qual é transformada em energia cinética na mesma
taxa (com o sinal invertido). De fato, conforme vi-
mos em (BZ3M), a energia cinética em um péndulo
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simples pode ser escrita na forma T = 19/2, cuja
taxa de variacdo ¢ T = I0F. Lembrando que a
posicao angular 6 satisfaz a EDO 6 + wisenf =0,
entao a taxa de variagao da energia cinética pode
ser reescrita na forma T = —Jw2@send, a qual é
a mesma taxa de variagao da energia potencial en-
contrada em (BZX0) com o sinal oposto. Portanto,
neste caso sem dissipagao, o sistema possui uma
energia mecéanica constante. Isto significa que este
sistema esta isolado, ou seja, nao troca energia com
o meio externo. Isto nao ocorre na presenca de uma
forca dissipativa como a forca viscosa.

Quando o sistema tem dissipagao, a situagao
energética muda um pouco. Primeiro temos que
modelar uma dissipacao para o nosso péndulo. Por
conveniéncia, vamos usar uma forga dissipativa pro-
porcional a velocidade tangencial,

Fq=—bv=—0l00 (3.58)

Note que a constante b tem dimensoes de massa por
tempo por comprimento. Com esta forca dissipa-
tiva, a equagédo diferencial 2.48 (Cap. 2) é alterada
para

0+ w2senf +wi =0, (3.59)
com
. B G
wo=7 w1= o= I'=ml*. (3.60)

Usando a defini¢ao dada em (BA), podemos calcu-
lar a poténcia associada a forga dissipativa,

Py=Fq-v=—bl%60>=—Tuwl6> (3.61)
Esta é a taxa temporal com que o péndulo perde
energia para a sua vizinhanca. Neste caso, a energia
mecanica nao é mais uma constante,

dE

— =P, .62
g~ Fd (3.62)

E muito interessante ver isto nas simulagoes feitas
em computacao algébrica.

3.5.1 Exercicios

Exercicio 12

(I) Resolva a equacao diferencial (BZ4) integrando
indefinidamente e independentemente os dois lados.
Calcule a integral na posicao efetuando a substi-
tuic¢do x = Acosf. Néao esquega de colocar uma
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constante de integracao. Re-arranje tudo para ob-

ter (BZM). (II) Efetue a integral definida (BEZH)
fazendo z = Acosf e mostre que o resultado é
P = 271'/0.)0.

Exercicio 13

Mostre que as dimensoes da quantidade ¢ = Iwd,
definida em (BX2), tem as mesmas dimensoes de
energia. Use a energia mecanica dada em (B30)
para escrever as integrais (B23) e (BX) que calcu-
lam o periodo para E < 2¢ e E > 2¢, respectiva-
mente.

Exercicio 14

Use a integral (BE23) para determinar o periodo do
péndulo usado para a construcao das duas primei-
ras equagoes horarias mostradas na Figura 2.5 do
Capitulo 2. Depois use a integral (B24) para de-
terminar o periodo do péndulo usado para a cons-
trugado da terceira equacao horaria mostrada na
mesma Figura 2.5 do Capitulo 2. Use uma massa
de 1 kg e demais valores contidos na discussao da
Figura 2.5 do Capitulo 2. Note que vocé precisa cal-
cular a energia mecanica em cada caso. Despreze
qualquer tipo de dissipagao. Uma integral numérica
no Maple deve ser feita usando o seguinte modelo:

b
/ f(z)dz = eval f(Int(f(x),x = a..b)). (3.63)

E imprescindivel o uso da primeira letra maitscula
na fungao “Int”.

3.6 Comentarios gerais

Em mecanica cldssica (Newtoniana), a energia
mecanica é um numero real, o qual pode variar
continuamente em um certo intervalo. No caso do
oscilador, F € [0,00) (veja a Figura B3). Entre-
tanto, este quadro muda drasticamente no mundo
microscépico. Por exemplo, o potencial harmonico,
V(x) = kx?/2, é uma primeira aproximagio para
modelar uma ligacdo quimica em uma molécula
diatomica: dois nticleos presos por uma mola obe-
decendo a lei de Hooke. De fato, este modelo con-
segue explicar o comportamento mecanico de uma
molécula diatomica quando seus ntcleos estao em
movimento em torno de suas posicoes de equilibrio
com amplitudes muito pequenas. Neste caso, estes
movimentos serdo oscilagoes harmonicas. Até aqui,
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nada de surpresas. A surpresa aparece quando
olhamos para as possiveis energias mecénicas de
uma molécula diatomica: seus possiveis valores for-
mam um conjunto discreto, enumeravel, ou seja,
nao sao mais continuas. Os possiveis valores da
energia mecanica no mundo microscépico nao estao
livres para serem escolhidas como no caso classico.
Esta discretizacao da energia é denominada de
quantizac3o da energia. As leis Newtonianas deixam
de ser vélidas no mundo microscépico. Elas sao
corrigidas pelas leis da Mecanica Quéantica. No en-
tanto, todas as leis de conservagao que aprendemos
no mundo cléssico continuam vélidas no mundo
quantico. Isto reforca ainda mais a importancia
das leis de conservagao.

Veja s6 onde viemos parar: comegamos pratica-
mente do nada, procurando quantificar nossa nogao
intuitiva sobre esfor¢os. Definimos o trabalho (B1),
apelando para a simplicidade. O trabalho mostrou-
se mais ou menos satisfatério quando comparamos
seus resultados com a nossa experiéncia cotidiana.
No entanto, aquela definicao de trabalho nos reve-
lou ser melhor que a encomenda, pois conseguimos
interpreta-la como um mecanismo de troca de ener-
gia, Teorema B, nos possibilitando descobrir ener-
gia cinética, (BM™). Além disto, trabalho também
nos revelou a energia potencial (BX), para siste-
mas conservativos. Em seguida, fizemos duas des-
cobertas magnificas: primeiro descobrimos que a
forga pode ser obtida da energia potencial. Por-
tanto, energia potencial passa a ter um papel fun-
damental: ela é responsavel pelo comportamento
dindmico de um sistema conservativo. Depois, des-
cobrimos a lei de conservacao da energia mecéanica,
a qual juntamente com a lei de conservagao do mo-
mentum linear nos possibilita encontrar a solucao
de muitos problemas importantes em mecanica.
Além disto, as leis de conservacao sao as unicas in-
formagoes que aprendemos no mundo cldssico (sis-
temas macroscopicos) que continuam vdalidas no
mundo quantico (sistemas microscépicos). Leis de
conservagao sao robustas.

Solte a imaginagao e formule muitas questoes.
Por exemplo, se a soma ' =T + V é uma quan-
tidade conservada em um sistema conservativo, e
somente esta soma foi encontrada até o momento
como uma quantidade conservada, o que podemos
dizer da diferenga T'— V7 E fazendo perguntas que
descobrimos o novo. A quantidade T'— V tem uma
importancia fundamental. Se é importante, merece
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um nome: fungdo Lagrangiana, L=T —V.
A fungao Lagrangiana para o sistema massa-mola
(forga eldstica) é
1.
L=T-V=-mz
2
Agora considere (por um momento) z e & como
variaveis independentes. Desta forma, a fun¢ao La-
grangiana (E0d) torna-se em uma funcdo de duas
varidveis, £ = L(z,4). Assim, podemos calcular as
seguintes derivadas (parciais):

1
- §k:x2. (3.64)

oL .
oL

Note que a derivada temporal de (BT3) é ma e que
(BTm) é exatamente a forga eldstica. Portanto, a
segunda lei de Newton pode ser re-escrita na forma

d 0L\ 0L
dt (&E) - Ox’
Esta forma de escrever a segunda lei de newton é
conhecida por equagdes de Euler-Lagrange.
Considere agora o caso da forga gravitacional no
sistema massa-Terra. A Lagrangiana deste sistema

7

e

(3.67)

1
L=T-V= iméz — mgz. (3.68)

Novamente, podemos ver que a segunda lei de New-
ton pode ser obtida a partir das equagoes de Euler-
Lagrange (BT2), pois

oL .
oL

Até aqui, as equacoes de Euler-Lagrange (BETd)
podem parecer apenas uma outra maneira de escre-
vermos a segunda lei de Newton. No entanto, esta
formulacao em termos da Lagrangiana £L =T — V
é muito mais que uma forma alternativa. Simi-
larmente, a energia mecénica no mundo quantico
também tem uma importancia que vai além de sua
definicao. Em mecanica Quantica reescrevemos a
energia mecanica com o momentum linear no lugar
da velocidade (v = p/m) que aparece na energia
cinética e trocamos o nome E por H,

1 1
H:T+V:§mv2+V:—p2+V. (3.71)

2m



3.6. Comentdrios gerais

Capitulo 3. Energia e leis de conservagao

A energia mecénica escrita nesta forma (em termos
do momentum linear) é conhecida por Hamiltoni-
ana. Neste caso classico, a funcado Hamiltoniana
também pode ser usada para reproduzir a segunda
lei de Newton. Para simplificar, vamos considerar
uma situac¢ao unidimensional, V =V (z) e p = p,1i.
Assim, podemos ver que

. OH p,
= —_— = — . 2
o Op, m’ (3.72)
oOH dVv
hy = — o = —— = F, ,
p ox dx (3.73)

recuperam a definicdo de momentum linear (p, =
mi) e a segunda lei de Newton (F, = p,) para um
sistema conservativo (F, = —dV/dz; forca é me-
nos o gradiente da energia potencial). As equagoes
(B3@)—(B3) sdo conhecidas por equagoes de Ha-
milton. A importancia das formulagoes Lagrangi-
anas e Hamiltonianas reside no fato delas serem
usadas integralmente em Mecanica Quantica, subs-
tituindo as leis de Newton.
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Apéndice A

Coordenadas polares

Sejar = xi+yj+ zk um vetor posicao qualquer
descrito em um sistema coordenadas Cartesianas
ortonormais. As componentes Cartesianas x, y e z
podem ser escritas em coordenadas esféricas r, ¢ e
97

T =rsen¢cosh,
=rsen¢senb, (A1)
Z =TCos o,

onde 0 < ¢ < mw é o angulo formado pelo vetor
posicaor e o eixo Z, 0 < 6 < 27 é o angulo formado
pela projecao do vetor posicao r no plano XY e o
eixo X. Note que uma casca esférica de raio R é
descrita em coordenadas esféricas fazendo r = R
constante e variando os angulos ¢ e 6.

Os elementos infinitesimais de &drea e volume
também sao muito utilizados. O elemento de area
sobre uma esfera de raio r pode ser calculado como
a area de um retangulo infinitesimal,

dA = rsen¢df rdd = r?sen ¢ dep do. (A.2)

O elemento de volume corresponde ao volume infi-
nitesimal de base dA e altura dr,

dV = dAdr = r*dr sen ¢ do df. (A.3)

O operador gradiente em coordenadas esféricas é

escrito na seguinte forma:

0 0 0

X, o 0
= e T 90 T reseno a0’ (A-5)

onde os versores (I, ¢,60) também formam uma
trinca de versores ortonormais obedecendo a regra
da mao direita, T = ¢ A 8 e permutagoes circula-
res. O versor T estd na diregdo e no mesmo sentido
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do vetor posicao r. Por isto, custuma-se denomi-
nar este versor de radial. O versor ¢ é tangente
ao grande circulo (de raio r = ||r||) passando pela
ponta do vetor r. O versor 6 é tangente ao circulo
de raio r sen ¢, também passando pela ponta do ve-
tor r.

Note que as transformagoes (BE) para ¢ cons-
tante e igual 7/2 s@o as coordenadas polares no
plano XY

xr =r1cosb,
(A.6)
y =rsenf.

O operador gradiente (E) neste caso é dado por

.0
V—I‘E—‘r

00

55 (A7)

A derivada parcial em rela¢do a ¢ nao aparece por-
que esta coordenada estd fixa. Assim, a sua deri-
vada parcial a vé como uma constante.



