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L.I.A. – Laboratório de Instrumentação Algébrica
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Caṕıtulo 3

Energia e leis de conservação

3.1 Trabalho

Nós temos uma experiência cotidiana em lidar com
forças. Temos uma idéia clara que é mais fácil fazer
um pingüim de geladeira, feito de gesso e mal aca-
bado, deslizar sobre uma mesa do que deslizar um
monitor de computador. Também sabemos que é
mais cansativo transportar o monitor escada acima,
onde este cansaço é (no mı́nimo) proporcional à
distância percorrida. A questão que devemos res-
ponder é: como quantificar esta nossa noção coti-
diana acerca do nosso esforço quando debatemos
com uma determinada força? Em outras palavras,
como podemos combinar força e deslocamento, dois
vetores, para produzirmos um número, um escalar,
que possa ser usado para quantificar nosso esforço?
Apelando para a simplicidade, podemos tentar um
produto escalar F·dr entre a força F = (Fx, Fy, Fz)
e o deslocamento infinitesimal dr = (dx, dy, dz)
para quantificar nosso esforço num pequenino tre-
cho de uma trajetria. Somando todas estas contri-
buições infinitesimais ao longo de uma determinada
trajetória entre as posições A e B,

∆WAB =

∫ B

A

F · dr, (3.1)

obtemos o número ∆W , denominado de trabalho.
Note o surgimento do conceito de integral: o pro-
duto escalar F · dr contém o vetor força em al-
gum ponto da trajetória, o qual possui um valor
finito, e o vetor deslocamento, o qual é sempre tan-
gente à trajetória e de intensidade infinitesimal-
mente pequena. Em prinćıpio este produto esca-
lar tende a zero. No entanto, para cobrirmos um
trecho finito da trajetória, precisamos somar infi-
nitos produtos escalares como este F · dr. Isto é

a essência do conceito de integral. Dizemos que o
número WAB em (3.1) representa o trabalho asso-
ciado à força F durante o movimento iniciado em
A e terminado em B, ao longo de uma determi-
nada trajetória descrita parametricamente pelo ve-
tor posição r(t) = (x(t), y(t), z(t)). Esta trajetória
pode ter sido produzida pela força resultante F,
através da segunda lei de Newton, ou simplesmente
ter sido escolhida (neste caso um objeto está sendo
transportado na presença de uma força).
Algumas observações importantes sobre como

calcular o trabalho usando a integral (3.1): (i) os
limites de integração A e B representam as posições
inicial A = r(t0) = (x0, y0, z0) em t = t0 e fi-
nal B = r(t1) = (x1, y1, z1) em t = t1, sobre a
trajetória r(t) = (x(t), y(t), z(t)); (ii) a força pode
ser uma função da posição em geral, como a força
elástica, por exemplo; (iii) não podemos esquecer
que o produto escalar em (3.1) pode ser efetuado
de duas formas, através de coordenadas,

∆WAB =

∫ B

A

F · dr

=

∫ B

A

Fxdx+

∫ B

A

Fydy +

∫ B

A

Fzdz, (3.2)

bem como através de normas (comprimentos),

∆WAB =

∫ B

A

F · dr =

∫ B

A

cos θ F dr, (3.3)

com F = ||F||, dr = ||dr|| e θ sendo o ângulo entre o
vetor força e o vetor deslocamento. Não podemos
esquecer que tanto o módulo F da força quanto
o ângulo θ podem depender da posição. Cada si-
tuação exigirá a escolha de uma destas duas ma-
neiras de calcular o trabalho que tornará o cálculo
o mais simples posśıvel.
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3.1. Trabalho Caṕıtulo 3. Energia e leis de conservação

Podemos notar que quanto maior a intensidade
da força, maior o trabalho. Em uma dimensão, di-
gamos ao longo do eixo X, qual é a interpretação
geométrica do trabalho (3.1)? É a mesma inter-
pretação geométrica de uma integral, ou seja, é a
área abaixo da curva Fx(x). Muito bem! Isto é
importante, pois há muitas situações reais onde a
força é unidimensional e conhecemos somente seu
gráfico em função da posição. Mesmo não tendo
uma expressão anaĺıtica para F (x), a qual é ab-
solutamente necessária para efetuarmos a integral
(3.1), podemos calcular, aproximadamente, o va-
lor da área abaixo da curva Fx(x) usando técnicas
geométricas. No entanto, lidaremos aqui apenas
com situações onde temos as devidas expressões
anaĺıticas para as componentes do vetor força. Ve-
jamos alguns exemplos.

Força elástica

Considere um sistema composto por um único
corpo de massa m, o qual está em movimento uni-
forme com uma velocidade v⃗ = v i. Suponha que
uma força elástica externa F = −kx i (lei de Ho-
oke) comece a agir neste corpo no instante t = 0
(x = 0). Note que estamos usando um sistema de
coordenadas ortonormal no qual a massa m está
sendo localizada por r = x i. Conseqüentemente,
o vetor deslocamento infinitesimal (a diferencial do
vetor posição) é dr = dx i. Nossa tarefa é calcular
o trabalho feito por esta força elástica (uma força
externa) ao longo da trajetória retiĺınea iniciando
em x = 0 [ponto A = (0, 0, 0)] e terminando em
x = l [ponto B = (l, 0, 0)], sendo l a distância
máxima percorrida pela massa m até parar (am-
plitude). Usando (3.2), o trabalho correspondente
é ∆W = −kl2/2 (Faça o item i do Exerćıcio 1).
Note que este trabalho é proporcional à constante
de mola k e à amplitude l, mas é independente da
massa m. Quanto maior a constante de mola (mola
mais dura), maior o trabalho. Quanto maior a am-
plitude, maior o trabalho. No entanto, o trabalho
é o mesmo para qualquer massa, fato este que está
em desacordo com a nossa experiência diária.

Força peso

Considere novamente um sistema formado por uma
única massa m mantida em repouso a uma altura h
próxima à superf́ıcie da Terra. Portanto, de acordo

com a gravitação Newtoniana, esta massa m está
sujeita a uma força constante, F = −mg k (o ver-
sor k aponta do centro da Terra para a superf́ıcie).
Note que estamos usando um sistema de coordena-
das ortonormal no qual a massa m está localizada
por r = z k. Conseqüentemente, o vetor desloca-
mento infinitesimal (a diferencial do vetor posição)
é dr = dz k. O trabalho efetuado por esta força
externa, calculado pela definição (3.2), para levar
a massa m de volta à superf́ıcie é ∆W = +mgh
(Faça o item i do Exerćıcio 2). Desta vez, o traba-
lho depende não somente da distância percorrida,
mas também da massa m.

Note que, devido ao produto escalar presente na
definição de trabalho (3.1), o qual é nulo para ve-
tores perpendiculares, mantendo a força gravitaci-
onal na vertical, podemos imaginar uma trajetória
horizontal na qual a força gravitacional não realiza
trabalho. Embora isto também esteja em desacordo
com nossa experiência cotidiana, temos aqui um re-
sultado importante acerca da força gravitacional: o
trabalho realizado por ela independe da trajetória
escolhida. O trabalho realizado pela força gravita-
cional depende apenas da distância vertical corres-
pondente ao deslocamento da massa m.

Potência

Quais são as dimensões de trabalho? De acordo
com a definição (3.1), trabalho tem as mes-
mas dimensões de força vezes distância, ou seja,
[W ] =ML2T−2. Estas unidades receberam o nome
de Joule (J=Nm). Note também que o Joule tem
as mesmas dimensões do produto massa por veloci-
dade ao quadrado. Aviso importante: veremos na
próxima seção que o Joule é a unidade de “energia”
no sistema MKS. Entretanto, trabalho não é ener-
gia, ou seja, não é correto afirmar que um corpo
tem trabalho. Trabalho é um processo de troca de
energia (como veremos adiante). Assim, é correto
dizer que um corpo realiza trabalho ao se movimen-
tar na presença de uma força.

Pense na seguinte situação: duas máquinas M1 e
M2 são usadas para elevar (adiabaticamente) uma
massa m a uma altura h acima da superf́ıcie da
Terra. Como vimos anteriormente, ambas realizam
a mesma quantidade de trabalho: mgh. No en-
tanto, observa-se que a máquina M2 leva menos
tempo para executar esta tarefa. Isto significa que
esta máquina M2 consegue trocar mais “energia”

2



Caṕıtulo 3. Energia e leis de conservação 3.2. Energia cinética

por unidade de tempo através do mecanismo “tra-
balho”. Sendo trabalho um mecanismo de troca de
energia, então é conveniente definirmos uma taxa
de variação temporal do trabalho realizado. Em um
certo intervalo de tempo dt, um corpo é deslocado
por dr = vdt sob a ação de uma força F. O tra-
balho infinitesimal correspondente é dW = F · vdt.
Assim, podemos definir a taxa de variação tempo-
ral

P =
dW

dt
= F · v. (3.4)

Esta taxa temporal da variação de energia é deno-
minada de potência. A unidade de potência em
MKS é o Watt (W=J/s). Você já reparou que
a sua conta de luz registra o seu consumo em
kWh (kilowatt-hora)? 1 kWh=3, 6 × 106 J. Por-
tanto, você paga pela energia fornecida e não pela
potência consumida.

3.1.1 Exerćıcios

Exerćıcio 1
(i) Mostre que o trabalho (3.1) realizado pela força
elástica F = −kx i durante o deslocamento de uma
massam, localizada por r = x i, desde x1 = 0 (velo-
cidade v1 = v0 i) até x2 = l (amplitude; velocidade
nula v2 = 0) é ∆W = −kl2/2. Calcule também
o trabalho realizado pela força elástica no sentido
inverso (volta). Agora calcule o trabalho total reali-
zado na trajetória fechada (ida e volta). (ii) Mostre
também que o trabalho realizado na ida é igual à
variação de energia cinética T2 − T1 [veja (3.5) e
(3.6)]. Use o Teorema 2 para determinar a veloci-
dade final (em x1 = 0) na volta. Esta velocidade
final é igual à inicial? Justifique.

Exerćıcio 2
(i) Mostre que o trabalho (3.1) realizado pela força
gravitacional (na superf́ıcie da Terra) F = −mg j
durante o deslocamento de um massa m, locali-
zada por r = y j, desde y1 = 0 (velocidade inicial
v1 = v0 j) até y2 = h (velocidade nula v2 = 0)
é ∆W = −mgh. Calcule também o trabalho re-
alizado pela força gravitacional no sentido inverso
(volta). Agora calcule o trabalho total realizado na
trajetória fechada (ida e volta). (ii) Mostre também
que o trabalho realizado na ida é igual à variação
de energia cinética T2 − T1 [veja (3.5) e (3.6)].

3.2 Energia cinética

De acordo com os dois exemplos apresentados na
seção anterior, a integral (trabalho) definida em
(3.1) quantifica razoavelmente nosso esforço em li-
dar com forças, embora produza alguns fatos em
desacordo com nossa experiência cotidiana, como o
trabalho nulo numa trajetória perpendicular à força
peso. No entanto, veremos que a definição (3.1)
é muito mais importante que uma simples quanti-
ficação do nosso esforço usual ou do custo de pro-
duzir um determinado movimento. Primeiramente,
supondo que a trajetória é foi criada pela própria
força em questão, podemos usar a segunda lei de
Newton F = ma para re-escrever a integral (3.1),
a qual é uma integral na posição, numa integral na
velocidade v = ṙ (Faça o Exerćıcio 3),

∆W =

∫ B

A

F · dr = m

∫ vB

vA

v · dv

=
1

2
mv2B − 1

2
mv2A. (3.5)

Isto significa que podemos calcular trabalho através
do módulo do vetor velocidade (velocidade esca-
lar), calculado apenas nos extremos da trajetória
percorrida. Este é um resultado muito importante
devido à sua praticidade de evitar a resolução de
integrais. Tão importante que iremos denominar a
quantidade

T =
1

2
mv2, v = ||v||, (3.6)

de energia cinética. Note que esta energia cinética
é uma quantidade inerente ao corpo de massa m
com um vetor velocidade v. Note também que as
dimensões de energia cinética são as mesmas de tra-
balho, [T ] =ML2T−2. Assim, podemos enunciar o
resultado (3.5) na forma de um teorema:

Teorema 2 (Energia cinética)
Quando o trabalho realizado em um sistema produz
modificações na velocidade, então

∆W = ∆T. (3.7)

Vejamos algumas aplicações deste teorema. Va-
mos considerar novamente o sistema formado por
uma massa m na presença de uma força elástica
F = −kx i produzida por uma mola ideal. A massa
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3.3. Energia potencial Caṕıtulo 3. Energia e leis de conservação

m tem velocidade vA = v0 i em x = 0 (ponto A
da trajetória). Ao atingir a posição x = l (ponto
B; distensão máxima; velocidade nula), a massa m
deve retornar. Retorno significa inverter o sentido
do vetor velocidade e isto significa que a velocidade
precisa ser nula em x = l, v1 = 0. O trabalho re-
alizado pela força elástica nesta trajetória (ida de
x = 0 para x = l) é ∆W = −kl2/2, como calculado
anteriormente. Portanto, usando o Teorema 2, a
velocidade inicial (em x = 0) deve ser v0 = ω0A,
ω2
0 = k/m (Faça o item ii dos Exerćıcios 1–2).
Este sistema massa-mola ainda pode nos ensi-

nar muito mais. O trabalho realizado pela força
elástica é negativo no trajeto de ida (de x = 0
até x = l). Então estamos confirmando que uma
força externa realiza trabalho sobre a massa m e
produz uma alteração na energia cinética dela, isto
é, altera a sua velocidade. Neste exemplo que es-
tamos considerando, a energia cinética diminuiu,
passou de mv20/2 para 0, com v0 = ω0A. Portanto,
a massa m perdeu energia cinética. Isto justifica
interpretarmos o trabalho como sendo um processo
de transferência de energia. Mas a massa m perde
energia para quem? Além da massa, temos apenas
a mola ideal de constante k neste sistema. Então
é razoável imaginar a existência um mecanismo de
troca de energia entre a massa m e a mola ideal k.
Como esta energia é armazenada na mola? Embora
a mola apresente movimentos internos (compresão
e distensão), ela não se move como um todo. Então
esta energia armazenada na mola não pode ser na
forma cinética. Esta nova modalidade de energia
(energia potencial), a qual depende da disposição
espacial da mola, será discutida na próxima seção.
Algumas observações importantes. Inicialmente

dissemos que o trabalho serve razoavelmente bem
para quantificar nossos esforços em nossas ex-
periências cotidianas. Na verdade, estamos vendo
através destes exemplos simples que a definição
(3.1) nos revela algumas surpresas que estão em
desacordo ao nosso senso comum. Por exemplo,
ao transportarmos um objeto perpendicularmente
à força gravitacional nas proximidades da superf́ıcie
da Terra, certamente ficamos exaustos. Então te-
mos a sensação de termos realizado “trabalho”.
No entanto o trabalho (3.1) é nulo nesta condição.
Também sentimos que estamos realizando traba-
lho ao mantermos um objeto em equiĺıbrio a uma
certa altura, como um halterofilista mantendo pe-
sos em equiĺıbrio. No entanto, pelo Teorema 2, não

havendo modificações na energia cinética, não há
trabalho. Também é surpreendente que o traba-
lho realizado em um sistema possa ser calculado
usando-se somente o módulo do vetor velocidade
(velocidade escalar). Isto significa que o trabalho
é nulo em um movimento circular uniforme, pois
o módulo do vetor velocidade é constante. Evi-
dentemente, todas as forças externas agindo numa
massa m em movimento circular são perpendicu-
lares ao deslocamento (tangente à trajetória circu-
lar). Desta forma, a definição (3.1) de trabalho em
mecânica é bem diferente da nossa noção cotidiana
de trabalho, embora ela nos tenha servido como
inspiração.

Algo que realmente não podemos fazer confusão:
trabalho não é uma modalidade de energia. Traba-
lho é um mecanismo de troca de energia. Nesta troca
de energia pelo mecanismo de trabalho (3.1), há
variação de energia cinética (Teorema 2). Veremos
mais adiante que calor também é um mecanismo
de troca de energia envolvendo variação da energia
interna (proporcional à temperatura, a qual está li-
gada à energia cinética média). Naturalmente, os
mecanismos de troca de energia (trabalho, calor,
etc.) possuem as mesmas unidades de energia e
isto nos leva a interpretar (erroneamente) estes me-
canismos como energia. Até mesmo na etimologia
(grega e latina) da palavra energia, força em ação
ou trabalho interno, já aparece a noção de traba-
lho. A única quantidade que temos até o momento
que pode ser denominada de energia, é a energia
cinética (3.6). Então o Joule (J=N m) é uma uni-
dade de energia no sistema MKS. As dimensões de
energia, usando (3.6), são [T ] =ML2T−2. É im-
portante mantermos em mente estas dimensões de
energia. Curiosidade: a energia cinética da Terra é
cerca de 3×1033 J. A energia cinética de um atleta
corredor é aproximadamente 4× 103 J.

3.2.1 Exerćıcios
Exerćıcio 3
Faça explicitamente todas as passagens omitidas
em (3.5). Use a segunda lei de Newton e uma inte-
gração por partes.

3.3 Energia potencial

Além da energia cinética, há um outro tipo de
energia relacionada com a definição (3.1) de tra-
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balho. Como sempre, vamos utilizar novamente a
força elástica e a força gravitacional para aprender-
mos. Nosso sistema será formado por uma única
massa m. Neste sistema atuará uma força externa
(elástica ou gravitacional). Nós calculamos anteri-
ormente (refaça o Exerćıcio 1) o trabalho realizado
pela força elástica sobre a massa m no trajeto de
ida (de x1 = 0 até x2 = l). Vamos denotar este
trabalho por ∆W12 = −kl2/2. Note que a energia
cinética da massa m diminuiu. O trabalho reali-
zado no caminho inverso, de x2 = A para x1 = 0
é ∆W21 = +kl2/2. Note que neste caso, a ener-
gia cinética da massa m aumentou. Portanto, o
trabalho total realizado pela força elástica é nulo,
∆W = ∆W12 +∆W21 = 0. Em outras palavras, o
trabalho realizado pela força elástica na massa m
ao longo de uma trajetória fechada (ida e volta) é
nulo. Este mesmo resultado também é válido para
a força gravitacional (refaça o Exerćıcio 2).
Se há forças que produzem um trabalho nulo em

trajetórias fechadas, isto significa que o trabalho re-
alizado por estas forças dependem apenas dos pon-
tos extremos das trajetórias. Este é o resultado
mais importante a respeito de trabalho. Note que
isto está de pleno acordo com o Teorema 2 da ener-
gia cinética: o trabalho depende somente da veloci-
dade escalar calculada nas posições inicial e final da
trajetória. Denominaremos as forças com esta pro-
priedade, ou seja, trabalho nulo numa trajetória fe-
chada, de forças conservativas. As forças fundamen-
tais da natureza são conservativas. A força elástica
obedecendo a lei de Hooke também é conservativa,
como acabamos de ver. Naturalmente, quando há
qualquer tipo de atrito e/ou viscosidade, teremos
forças não-conservativas ou dissipativas. Em geral,
forças que dependem da velocidade não são conser-
vativas.
Quando calculamos a variação de energia cinética

no sistema massa-mola (oscilador harmônico), vi-
mos que a energia cinética diminuiu na ida e au-
mentou na volta. Conclúımos que a mola deve ter
absorvido esta energia perdida pela massa durante
a ida e liberado a mesma quantidade durante a
volta. Também conclúımos que a mola não pôde
ter armazenado esta energia na forma de energia
cinética, pois houve apenas uma deformação da
mesma, o que modificou a intensidade da força
elástica. No momento em que a massa m está mo-
mentaneamente em repouso, a força elástica (res-
tauradora) é máxima. Assim que a mola inicia sua

volta ao seu comprimento natural, a massa m en-
tra em movimento e atinge sua velocidade máxima
quando o alongamento da mola é nulo. Nesta si-
tuação, a mola cede para a massa m toda a energia
que havia armazenado anteriormente. O trabalho
é uma forma de quantificar esta troca de energias
entre a massa m e a mola, numa interação medi-
ada pela força elástica. Podemos concluir então que
esta nova modalidade de energia está associada com
a força elástica (produzida pela mola). Uma análise
similar, nos leva a concluir também a existência de
uma nova modalidade de energia associada com a
força gravitacional. Em ambos os casos, esta nova
modalidade de energia tem a capacidade (poten-
cial) de se transformar em energia cinética via o
mecanismo trabalho. Por isso iremos denominá-la
de energia potencial e denotá-la por V .
Ainda considerando o mesmo sistema massa-

mola que temos usado até aqui, o trabalho reali-
zado pela força elástica na ida é negativo (∆W12 =
−kl2/2). Vamos interpretar este sinal negativo
como uma perda de energia cinética pela massa
m. Conseqüentemente, a mola aumentou sua ener-
gia potencial, ∆V12 = kl2/2 = −∆W12. Pelo teo-
rema da energia cinética e trabalho, temos ∆W12 =
∆T12. Portanto ∆V12 = −∆T12, ou, equivalente-
mente, ∆(T + V )12 = 0. Na volta, podemos con-
cluir que ∆(T +V )21 = 0. Assim, temos dois resul-
tados importantes: (i) a quantidade T + V é cons-
tante para forças conservativas (assunto da próxima
seção), (ii) podemos aproveitar trabalho para cal-
cular variações de energia potencial,

V (r) = −
∫ r

r0

F · dr, (3.8)

a qual é uma função exclusivamente da posição fi-
nal r = r(t), pois a força é conservativa, ou seja,
a integral (3.8) não depende da trajetória (cami-
nho). A integral (3.8) depende somente do ponto
inicial r0 = r(t0), o qual manteremos fixo, e do
ponto final r(t) (arbitrário). Isto torna a energia
potencial numa função da posição. Contraste isto
com a definição de energia cinética, a qual depende
somente da velocidade. Note também que a função
potencial em (3.8) está definida a menos de uma
constante arbitrária (devido ao limite inferior ocor-
rer em uma posição r(t0) previamente escolhida).
Deve ser mantido em mente que a função energia
potencial está definida apenas para forças conser-
vativas.
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Observe que a expressão no lado direito de (3.8)
é de fato uma função da posição, independente da
massa m e dependente da constante de mola k. Por
isto, costuma-se dizer que a energia potencial está
armazenada na mola (ideal, inviśıvel). Mas é im-
portante termos em mente que é necessário termos
a massa m para observarmos qualquer movimento
proveniente desta energia potencial, ou seja, para
haver um aproveitamento da energia potencial, é
necessário haver uma interação (força). Vejamos
alguns exemplos.

Força elástica

Adivinhe quem será o primeiro sistema a ser usado?
É impressionante a quantidade de conceitos fun-
damentais que podemos aprender com o oscila-
dor harmônico. Considere um oscilador harmônico
como descrito na Figura 2.2 do Caṕıtulo 2. A força
elástica (lei de Hooke) pode ser escrita na forma
Fe = −kx i e o vetor posição na forma r = x i.
Então, usando a definição (3.8), a energia poten-
cial armazenada pela força elástica ao deformarmos
a mola por x é (verifique)

V (x) = −
∫ x

0

(−kx i) · (dx i)

= k

∫ x

0

x dx =
1

2
kx2. (3.9)

Devemos notar que esta expressão para a ener-
gia potencial elástica é uma função quadrática da
posição x e que esta função está definida a menos
de uma constante arbitrária (proveniente do limite
inferior da integral que, neste caso, é zero).
Outra observação importante sobre a energia po-

tencial elástica dada em (3.9) é que sua derivada es-
pacial recupera a componente Fx da força elástica
(a menos de um sinal):

Fx = − d

dx
V (x) = −kx. (3.10)

Este resultado nos lembra o teorema fundamental
do cálculo, pois a força aparece no integrando da
definição (3.8) da energia potencial e (3.10) está
nos dizendo que “força é drivada da energia poten-
cial”. Para recuperar o vetor força elástica comple-
tamente, podemos inventar um operador novo (faça
o Exerćıcio 4),

Fe = −∇V = −kxi, ∇ ≡ i
d

dx
, (3.11)

onde estamos considerando que a energia potencial
dependa apenas de uma das três coordenadas es-
paciais. Vejamos se esta situação pode ser repetida
para a força peso.

Força peso

Considere uma massa m sujeita à força peso Fg =
−mgk sendo levada do solo (z = 0) até a uma
altura z ao longo de uma trajetória retiĺınea per-
pendicular ao solo (plano XY), aqui na superf́ıcie
da Terra. O vetor posição desta massa pode ser
escrito na forma r = zk. Assim, usando a definição
(3.8), a energia potencial armazenada pela força
peso para elevarmos esta massa do solo até a al-
tura z é (verifique)

V (z) = −
∫ z

0

(−mg k) · (dz k)

= mg

∫ z

0

dz = mgz. (3.12)

Note que usamos o solo (plano XY; z = 0) como
referência para medir a energia potencial. Note
também que podemos usar a mesma receita intro-
duzida em (3.11) para re-obter a força peso (faça o
Exerćıcio 5):

Fg = −∇V = −mg k, ∇ ≡ k
d

dz
. (3.13)

Gradiente

Os dois exemplos acima mostram que podemos re-
cuperar uma força conservativa a partir da energia
potencial que elas produzem. Para isto, precisamos
criar um novo operador vetorial cujas componentes,
como sugerido em (3.11) e (3.13), são formadas pe-
las derivadas da energia potencial em relação a cada
uma das três coordenadas espaciais,

∇ ≡ i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z
, (3.14)

onde “entortamos” um pouquinho o śımbolo de de-
rivada. Isto é para nos lembrar que cada derivada
deve ser efetuada em relação a uma das três coorde-
nadas espaciais, mantendo as demais fixas (fazendo
o papel de parâmetros). Estes novos śımbolos para
as derivadas são denominadas de derivadas parciais
(por razões óbvias). O śımbolo ∇ é denominado de
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nabla. O operador ∇ definido em (3.14) é denomi-
nado de gradiente. Usando este operador gradiente,
os exemplos acima indicam que forças conservativas
podem ser obtidas de suas energias potenciais,

F = −∇V. (3.15)

Este resultado é uma consequência direta da de-
finição (3.8) para energia potencial. Para uma
função de várias variáveis, como a energia poten-
cial V = V (x, y, z), a diferencial desta função pode
ser re-escrita em termos do operador gradiente,

dV =
∂V

∂x
dx+

∂V

∂y
dy +

∂V

∂x
dz = ∇V · dr, (3.16)

onde dr = dxi+ dyj+ dzk é o vetor deslocamento
infinitesimal (a diferencial do vetor posição). As-
sim, o integrando em (3.8) pode ser re-escrito na
forma F · dr = −dV . Agora usando o teorema
fundamental do cálculo, podemos ver claramente
que a integral em (3.8) resulta na energia potencial
V . Em outras palavras, podemos muito bem usar
(3.15) como uma definição de energia potencial de
uma força conservativa (e somente para forças con-
servativas).
Lembre-se que a força contém toda a informação

sobre o comportamento dinâmico de um sistema.
Ela é uma quantidade vetorial e, portanto, contém
três informações. Agora, usando (3.15), pode-
mos calcular a força derivando a energia potencial,
a qual é uma quantidade escalar (uma única in-
formação). Ganhamos em dobro: primeiro econo-
mizamos dois terços na quantidade de informações
a serem armazenadas para descrevermos o com-
portamento de qualquer sistema. Segundo, desco-
brimos uma ferramenta matemática espetacular (o
operador gradiente∇), pois ela tem a incŕıvel capa-
cidade de transformar uma função escalar em uma
função vetorial. Gradiente e outros operadores ve-
toriais formados a partir dele, como o divergente,
formado a partir de um produto escalar, e o rota-
cional, formado a partir de um produto vetorial,
serão estudos em detalhes nos cursos de cálculo de
funções de várias variáveis.

Pêndulo

Considere agora o pêndulo simples mostrado na Fi-
gura 2.4 do Caṕıtulo 2. Este é também um sistema
com dois corpos: uma massa m e a Terra. No

entanto, a massa m está obrigada a movimentar-
se somente ao longo de uma trajetória circular de
raio l, o comprimento do pêndulo. Portanto, este
é um exemplo contendo um v́ınculo, x2 + y2 = l2

(usando o mesmo sistema de coordenadas indicado
na Figura 2.4 do Caṕıtulo 2). Vamos calcular a
energia potencial deste sistema usando a definição
(3.8). A primeira providência é escrevermos os ve-
tores força (resultante, F) e o deslocamento (infi-
nitesimal, dr) em algum sistema de coordenadas.
Usando o mesmo sistema de coordenadas indicado
na Figura 2.4 do Caṕıtulo 2, a força resultante
agindo na massa m é

F = (mg − T cos θ) i− T sen θ j, (3.17)

na qual T é o módulo da tensão no fio. A massa m
está localizada na posição r = x i+ y j. Escrevendo
as componentes x e y em função da posição angular
θ, a diferencial dr pode ser calculado facilmente
(faça o Exerćıcio 6),

dr = −l sen θ dθ i+ l cos θ dθ j, (3.18)

onde l é o comprimento do pêndulo, l2 = x2 +
y2, mantido constante durante todo o movimento.
Então, levando as expressões (3.17) e (3.18) na de-
finição (3.8), após simplificar o produto escalar, te-
mos uma integral em θ para ser efetuada (faça o
Exerćıcio 7):

V = −
∫

F · dr = mlg

∫ θ

0

sen θ dθ

= mlg(1− cos θ) = Iω2
0(1− cos θ), (3.19)

onde aproveitamos para introduzir dois parâmetros
novos,

I = ml2, ω0 =

√
g

l
. (3.20)

Note que estamos usando θ = 0 (pêndulo na ver-
tical) como referência onde a energia potencial é
nula (valor mı́nimo). O valor máximo da energia
potencial é atingido em θ = π.
O parâmetro I = ml2 é denominado de momento

de inércia do pêndulo. Ele mede a dificuldade de
alterarmos o movimento de rotação da massa m
em torno do eixo (fixo) onde está presa a outra
extremidade do pêndulo. Note a semelhança do
momento de inércia com a massa. O parâmetro ω0

é a frequência natural de oscilação para a situação
em que a amplitude de oscilação é pequena.
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Observe que o produto Iω2
0 tem dimensões de

energia. De fato, veremos, durante nossos estu-
dos sobre o movimento de rotação em torno de um
eixo fixo, que a energia cinética de rotação será
Iω2

0/2. Note a semelhança desta energia cinética
rotacional com a energia cinética (3.6) (translacio-
nal). As caracteŕısticas gerais do potencial (3.19)
estão mostradas na Figura 3.3. Ele é periódico de
peŕıodo 2π, tem um mı́nimo em θ = 0 e um máximo
em θ = ±π/2. Note que este potencial depende
também da massa m, de g e do comprimento l.
Isto mostra que a energia potencial pertence ao sis-
tema, ou seja, ela não está localizada somente em
um dos dois corpos, a massa m ou a Terra.
Você notou que o módulo T da força tensão na

haste do pêndulo não aparece na expressão (3.19)
da energia potencial? Então quando usarmos o ope-
rador gradiente (3.14) em (3.19), como indicado em
(3.15), não iremos recuperar completamente a força
resultante (3.17). O que está acontecendo? O ope-
rador gradiente não sabe mecânica e nem enxerga
um sistema f́ısico como nós enxergamos. O opera-
dor gradiente simplesmente sabe recuperar a parte
de uma força resultante que realiza trabalho conser-
vativo. Como indicado na Figura 2.4 (Caṕıtulo 2),
o movimento da massa m é circular (não é uni-
forme). Nesta trajetória circular, a tensão é sem-
pre perpendicular ao vetor deslocamento, o qual é
sempre tangente à trajetória. Portanto, o trabalho
realizado pela tensão é nulo. Vale a mesma ob-
servação para a componente da força peso ao longo
da haste (componente radial). Então, somente a
componente da força peso que é tangente à tra-
jetória (componente tangencial) é que realiza tra-
balho. Esta componente tangencial pode ser escrita
na forma Fθ = −mg sen θ θ, onde θ é um versor
na direção tangencial (sentido anti-horário). Va-
mos denotar por ds o deslocamento infinitesimal ao
longo trajetória circular. Assim, este deslocamento
infinitesimal ds também é um vetor na direção do
versor θ (tangente à trajetória), ds = ldθ θ (faça
o Exerćıcio 8). Desta forma, estamos aprendendo
que o sistema cartesiano retangular nem sempre é o
melhor sistema de coordenadas. Para o pêndulo da
Figura 2.4, coordenadas polares é a melhor escolha
(veja o Apêndice A). Este é o sistema de coorde-
nadas que melhor se adapta à simetria circular da
trajetória da massa m do pêndulo. Entendido isto,
podemos usar o gradiente em coordenadas polares,
como dado em (A.5), com r = l e ϕ = π/2, ou seja,

com dr = 0 e dϕ = 0, para re-obtermos a compo-
nente tangencial da força peso segundo a prescrição
(3.15). Note então que a prescrição (3.15) recupera
somente a parte da força resultante que realmente
realiza trabalho. Nada é mais que perfeito.

Como já observamos, o pêndulo simples é um
excelente sistema para aprendermos mecânica. Vi-
mos em 2.48 (Caṕıtulo 2)que a equação diferencial
de um pêndulo simples se reduz à equação dife-
rencial de um oscilador harmônico quando o des-
locamento angular é pequeno, θ ≪ 1 rad. Então,
para pequenas amplitudes, o potencial (3.19) deve
ser idêntico ao potencial harmônico (3.9). Para
θ ≪ 1 rad, a função cosseno pode ser aproximada
para cos θ ≃ 1− θ2/2 (os dois primeiros termos da
série de Taylor). Assim, o potencial (3.19) torna-se
em

V = Iω2
0(1− cos θ)

≃ 1

2
Iω2

0θ
2 =

1

2
mω2

0 (lθ)
2. (3.21)

Note que lθ é o comprimento do arco compreen-
dido pelo deslocamento angular θ e faz o papel
da deformação x em (3.9). Ainda mais surpreen-
dente: a última expressão em (3.21), quando com-
parada com o potencial harmônico (3.9), fornece
uma “constante de mola” igual a mω2

0 , massa ve-
zes a freqüência (angular) natural ao quadrado, a
mesma definição para o sistema massa-mola (ω2

0 =
k/m).

3.3.1 Exerćıcios

Exerćıcio 4
Aplique o operador gradiente (3.14) em (3.9), como
indicado em (3.15), e mostre que esta operação re-
almente recupera o vetor força elástica Fe = −kx i.

Exerćıcio 5
Aplique o operador gradiente (3.14) em (3.12),
como indicado em (3.15), e mostre que esta
operação realmente recupera o vetor força gravi-
tacional Fg = −mg k.

Exerćıcio 6
A massa m na Figura 2.4 no Caṕıtulo 2 está lo-
calizada na posição r = x i + y j. Mostre que a
diferencial deste vetor posição é dr = dx i + dy j.
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Agora vamos efetuar uma mudança de coordena-
das. Das coordenadas cartesianas (x e y) para co-
ordenadas polares (l e θ). Como indicado na Fi-
gura 2.4, x = l cos θ, y = l sen θ, com l constante.
Mostre que a diferencial do vetor posição torna-se

dr = −l sen θ dθ i+ l cos θ dθ j

= −y dθ i+ x dθ j. (3.22)

Calcule o vetor velocidade dr/dt, dividindo a dife-
rencial da posição (3.22) pela diferencial do tempo
dt. Mostre que este vetor velocidade é perpendi-
cular ao vetor posição r = x i + y j. Mostre que o
módulo deste vetor velocidade é

v =

∣∣∣∣∣∣∣∣drdt
∣∣∣∣∣∣∣∣ = l |θ̇|. (3.23)

Exerćıcio 7
Determine explicitamente a energia potencial dada
em (3.19) para o pêndulo simples.

Exerćıcio 8
Considere a trajetória circular do pêndulo mos-
trado na Figura 2.4 no Caṕıtulo 2. Esta tra-
jetória pode ser descrita usando o sistema po-
lar (ou esférico) de coordenadas apresentado no
Apêndice A fazendo r = l e ϕ = π/2. Como r e
ϕ são constantes, então suas diferenciais são nulas.
Assim o operador gradiente em coordenadas pola-
res (A.5), adaptado à trajetória circular de raio l
no plano XY , pode ser re-escrito como

∇ =
θ

l

d

dθ
. (3.24)

Da geometria plana sabemos que o arco compreen-
dido pelo ângulo dθ numa circunferência de raio l
é l dθ. Então, no sistema polar de coordenadas, o
vetor deslocamento infinitesimal ao longo de uma
circunferência de raio l é ds = ldθ θ, um vetor
na direção do versor θ (tangente à trajetória) de
módulo ldθ. Dividindo o deslocamento angular in-
finitesimal ds pela diferencial do tempo, mostre que
o vetor velocidade tangencial é

v = lθ̇ θ. (3.25)

Seguindo este modelo, a componente tangencial da
força peso (a única parte da força resultante que
realmente realiza trabalho, pois a outra parte está
na direção radial, perpendicular ao deslocamento,

pode ser escrita como Fθ = −mg sen θ θ. Então
use a definição (3.8) para mostrar que a energia
potencial calculada por

V = −
∫ θ

0

Fθ · ds (3.26)

é igual à energia potencial encontrada em (3.19).
Feito isto, use a prescrição (3.15), com o gradiente
na forma (A.5), para recuperar Fθ = −mg sen θ θ.

3.4 Energia mecânica

Considere um sistema contendo apenas forças con-
servativas. Então, usando a definição (3.8) de ener-
gia potencial, podemos substituir o trabalho pela
energia potencial correspondente (∆W = −∆V )
no Teorema 2 para obtermos

∆T = ∆W = −∆V

⇒ ∆T +∆V = ∆(T + V ) = 0. (3.27)

Este resultado é simplesmente surpreendente pois,
em geral, tanto a energia cinética T quanto a ener-
gia potencial V variam ao longo de uma determi-
nada trajetória, ou seja, são funções do tempo. A
última expressão em (3.27) está nos dizendo que a
soma T +V é uma constante. Além disso, como os
extremos de qualquer trajetória podem ser escolhi-
dos arbitrariamente, então a soma T + V deve ser
independente do tempo, ou seja, é uma quantidade
conservada. Encontrar uma quantidade conservada
é como encontrar uma agulha em um palheiro. Esta
quantidade conservada merece um nome próprio:
energia mecânica,

E = T + V. (3.28)

Portanto, a energia mecânica de um sistema con-
tendo forças conservativas é uma quantidade con-
servada. Isto justifica o adjetivo “conservativo”
para as forças conservativas. Um sistema con-
tendo somente forças conservativas será denomi-
nado também de sistema conservativo. Bem, en-
contramos então outra lei de conservação:

Teorema 3 (Energia mecânica)
A energia mecânica em um sistema conservativo é
uma quantidade conservada,

∆E = 0, E = T + V. (3.29)
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Até o momento conhecemos duas leis de con-
servação: a lei da conservação do momentum li-
near, apresentada no Teorema 1 do Caṕıtulo 2 e
a lei da conservação da energia mecânica, apresen-
tada neste Teorema 3.
Não podemos esquecer que a definição (3.8) de

energia potencial somente está estabelecida para
sistemas conservativos, ou seja, quando o trabalho
numa trajetória fechado qualquer é nulo. Para sis-
temas não-conservativos, não é mais verdade que
o trabalho dependerá apenas das posições inicial e
final numa trajetória, impossibilitando assim a de-
finição de uma função (potencial) da posição. Além
disto, não podemos garantir que toda energia tro-
cada com um sistema não-conservativo será arma-
zenda somente nas formas de energia cinética e po-
tencial, pois pode haver perdas por qualquer pro-
cesso dissipativo, como atrito, por exemplo.

Força elástica

Vamos tomar novamente um oscilador harmônico
constitúıdo por uma massa m e uma força elástica
de constante k como exemplo. Em um determinado
instante de tempo t qualquer, a energia mecânica
(3.28) deste sistema, juntando os resultados da
Seção 3.2, definição (3.6) para a energia cinética,
e da Seção 3.3, expressão (3.9) obtida para a ener-
gia potencial, a energia mecânica deste sistema é

E = T + V =
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2, (3.30)

na qual fizemos a escolha V (0) = 0. Este sis-
tema é um excelente caso de estudo porque nós te-
mos a equação horária x(t) determinada como uma
função expĺıcita do tempo,

x(t) = A cos(ω0t+ ϕ), ω0 =

√
k

m
. (3.31)

Podemos ver claramente que a energia cinética T
e a energia potencial V estão variando no tempo.
No entanto, quando substitúımos (3.31) em (3.30)
(faça o Exerćıcio 9), obtemos uma energia mecânica
constante (independente do tempo),

E =
1

2
kA2 =

1

2
mω2

0A
2. (3.32)

Força peso

Considere agora uma massa m em queda livre de
uma altura h acima da superf́ıcie da Terra. Des-

preze qualquer tipo de dissipação. Em um deter-
minado instante de tempo t qualquer, a energia
mecânica (3.28) deste sistema, juntando os resul-
tados da Seção 3.2, definição (3.6) para a energia
cinética, e da Seção 3.3, expressão (3.12) obtida
para a energia potencial, a energia mecânica deste
sistema é

E = T + V =
1

2
mż2 +mgz (3.33)

na qual fizemos a escolha V (0) = 0 (solo). Este
sistema também é um excelente caso de estudo, pois
também temos a equação horária z(t) determinada
como uma função expĺıcita do tempo,

z(t) = h− 1

2
g t2. (3.34)

Novamente, podemos ver claramente que a energia
cinética T e a energia potencial V estão variando no
tempo. No entanto, quando substitúımos (3.34) em
(3.33) (faça o Exerćıcio 10), obtemos uma energia
mecânica constante (independente do tempo),

E = mgh. (3.35)

Pêndulo

O pêndulo da Figura 2.4 no Caṕıtulo 2 é também
um ótimo exemplo de um sistema conservativo.
O módulo do vetor velocidade da massa m pode
ser calculado seguindo o procedimento descrito no
Exerćıcio (6). A energia potencial deste pêndulo foi
calculada anteriormente, expressão (3.19). Então,
a energia mecânica deste pêndulo pode ser escrita
na forma

E = T + V =
1

2
Iθ̇2 + Iω2

0(1− cos θ), (3.36)

com

I = ml2, ω0 =

√
g

l
. (3.37)

Embora não tenhamos uma função simples para ex-
pressar a equação horária θ(t) explicitamente em
função do tempo, como nos casos anteriores, para
verificarmos que a energia mecânica (3.36) é de fato
independente do tempo, isto pode ser verificado fa-
cilmente calculando a equação horária θ(t) nume-
ricamente (faça o Exerćıcio 11). Naturalmente, na
situação de pequenas amplitudes, voltamos a ter
um controle anaĺıtico da situação (verifique).
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Uso das leis de conservação

Uma quantidade conservada é muito útil. Vejamos
alguns exemplos. Considere dois corpos de mas-
sas iguais, m1 = m2 = m, movendo-se na mesma
direção, mas em sentidos opostos, com velocida-
des v2 = −v1. Após um certo intervalo de tempo,
estes dois corpos irão colidir entre si. O que sa-
bemos? Sabemos que num certo instante t1, an-
tes da colisão, o momentum linear total era nulo,
p⃗(t1) = p⃗1(t1)+ p⃗2(t1) = m1v1(t1)−m2v1(t1) = 0.
Supondo que estes dois corpos estejam isolados,
então, devido à lei de conservação do momentum
linear (Teorema 1 do Caṕıtulo 2), o momentum li-
near total após a colisão deve permanecer com o
mesmo valor que tinha antes da colisão. Assim,
num certo instante t2 depois da colisão devemos
ter p⃗(t2) = 0. Portanto há duas possibilidades para
o movimento posterior à colisão: (1) os dois cor-
pos permanecem unidos em repouso (choque per-
feitamente inelástico), ou (2) os dois corpos inver-
tem completamente o sentido de suas velocidades,
as quais continuam tendo módulos iguais (choque
perfeitamente elástico).

Numa situação “simétrica” à anterior, imagine
um corpo em repouso. Para ser mais preciso, su-
ponha que este corpo seja a part́ıcula sub-atômica
káon (śımbolo K0), a qual é eletricamente neu-
tra (veja Aventuras das Part́ıculas). Expontane-
amente, o káon transforma-se (decai) em duas ou-
tras part́ıculas, K0 → π+ + π−, denominadas de
ṕıons (de cargas opostas e massa iguais). Antes
do decaimento, o momentum linear é nulo (káon
em repouso). Após o decaimento, o momentum li-
near deve ser o mesmo de antes, pois o processo
de decaimento não envolve forças externas. Por-
tanto, os ṕıons devem sair após o decaimento com
velocidades opostas. Isto é o que observamos no
laboratório.

Nos dois exemplos anteriores, todos os resultados
que obtivemos decorreram somente da lei de con-
servação para o vetor momentum linear, indepen-
dentemente do que ocorre exatamente no momento
de uma colisão ou de um decaimento (ou de uma
explosão). Se lembramos que os processos f́ısicos
envolvidos no momento da colisão são terrivelmente
complexos, a lei de conservação do momentum li-
near é “A Ferramenta”. Na verdade são três leis
de conservação: uma para cada eixo independente.
Entretanto, nem sempre há conservação do momen-

tum linear nos três eixos simultaneamente. Pode
haver uma força externa agindo somente em um
eixo, ou somente em dois eixos. O resultado im-
portante a ser gravado é: se uma componente da
força resultante é nula, então o momentum linear
naquela direção é conservado:

Fi = 0 ⇔ pi(t1) = pi(t2)

ou mvi(t1) = mvi(t2). (3.38)

Esta é uma forma expĺıcita do Teorema 1 do
Caṕıtulo 2, isto é, escrita em termos de compo-
nentes.

A

B

vA

vB

h

t = 0 t > 0

g

θ

Figura 3.1: O corpo A escorrega sem atrito sobre o
corpo B, o qual desliza horizontalmente sem atrito.
Ambos estão sob a ação da gravidade.

Como exemplo contendo apenas uma con-
servação parcial do vetor momentum linear, con-
sidere o sistema mostrado na Figura 3.1. Os dois
corpos estão sob a ação da força gravitacional e
não há atrito entre as superf́ıcies. Então a força
gravitacional agindo na vertical é a única força ex-
terna. Portanto, segundo o teorema da conservação
do momentum linear na sua forma expĺıcita (3.38),
haverá conservação da componente horizontal do
momentum linear,

mAvA +mBvB = 0, (3.39)

na qual vA e vB são as componentes dos vetores
velocidades dos dois corpos na direção horizontal e
imediatamente após perderem o contato entre si. A
Eq. (3.39) contém duas incógnitas, vA e vB . Como
este sistema está sob a ação da força peso, a qual é
conservativa, podemos usar a conservação da ener-
gia mecânica (despreze todo tipo de atrito e visco-
sidade) para encontrar outra relação que nos per-
mita determinar completamente as velocidades pro-
curadas. De fato, no instante inicial, repouso, este
sistema possui apenas energia potencial, a ener-
gia potencial do corpo A. Tomando o solo como
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referência, esta energia potencial pode ser escrita
como mAgh. Depois, quando os corpos se sepa-
ram, o corpo A retorna ao solo. Neste momento
eles possuem apenas energia cinética, e pela con-
servação da energia mecânica, devemos ter

mAgh =
1

2
mAv

2
A +

1

2
mBv

2
B . (3.40)

As Eqs. (3.39)–(3.40) formam um conjunto de duas
equações contendo duas incógnitas, o qual pode ser
resolvido para fornecer os valores de vA e vB no
instante da separação. Note que usamos apenas as
leis de conservação para determinar estas velocida-
des, ou seja, não tivemos que determinar primeiro
as equações horárias de cada corpo. Note também
que o uso das leis de conservação nos permitiu de-
terminar os valores de velocidades (sem conhecer
as equações horárias) apenas em um único instante
de tempo.

3.4.1 Exerćıcios

Exerćıcio 9
Use a equação horária (3.31) de um oscilador
harmônico para escrever a dependência temporal
das energias cinética, potencial e mecânica. Mos-
tre que a energia mecânica (3.30) é uma constante,
(3.32). Faça um gráfico mostrando estas três ener-
gias para os seus valores preferidos de m e k (em
MKS).

Exerćıcio 10
Use a equação horária (3.34) de uma massa m em
queda livre para escrever a dependência temporal
das energias cinética, potencial e mecânica. Mos-
tre que a energia mecânica (3.33) é uma constante,
(3.35). Faça um gráfico mostrando estas três ener-
gias para os seus valores preferidos de m e h (em
MKS).

Exerćıcio 11
Resolva a equação diferencial 2.46 numericamente
para encontrar a equação horária θ(t) da massa m
no pêndulo mostrado na Figura 2.4 no Caṕıtulo 2.
Mostre que a energia mecânica (3.36) é uma cons-
tante. Faça um gráfico mostrando as três energias,
cinética, potencial e mecânica, para os seus valores
preferidos de m e l (unidades em MKS).

3.5 Peŕıodos

O oscilador harmônico e o pêndulo simples são dois
exemplos bem conhecidos de sistemas que exibem
movimentos periódicos. A periodicidade destes mo-
vimentos são devidas à forma da energia potencial
destes sistemas. Nem todo potencial produz movi-
mentos periódicos. A força gravitacional nas pro-
ximidades da Terra, por exemplo, não produz um
movimento periódico. Veremos que o potencial de
Kepler é responsável pelo movimento periódico da
Terra em torno do Sol. Aliás, toda esta seção foi
constrúıda para nos ajudar a compreender o movi-
mento planetário produzido pelo potencial de Ke-
pler.

Naturalmente, quando temos a equação horária
de um movimento periódico, podemos determinar o
seu peŕıodo por inspeção direta da forma anaĺıtica
destas equações horárias ou através da inspeção do
gráfico delas. Entretanto, nem sempre é fácil de-
terminar equações horárias resolvendo diretamente
as equações provenientes da segunda lei de Newton,
um sistema de equações diferenciais de segunda or-
dem no tempo, em geral acopladas. Felizmente,
pelo menos para sistemas conservativos, não pre-
cisamos resolver as equações diferenciais oriundas
da segunda lei de Newton para obtermos equações
horárias e em seguida obtermos peŕıodos. Para sis-
temas conservativos, podemos usar o fato de que
a energia mecânica é uma quantidade conservada
para determinarmos peŕıodos. Para isto, é cru-
cial vermos que a expressão da energia mecânica
constante é uma equação diferencial de primeira
ordem para a posição. Ora, porque não utiliza-
mos isto ao invés da segunda lei? Primeiro, por-
que a segunda lei se aplica sempre, enquanto que a
conservação da energia mecânica é válida somente
em sistemas conservativos. Segundo, embora esta
equação diferencial resultante da conservação da
energia mecânica seja de primeira ordem, ela é
quadrática na primeira derivada da posição, por-
tanto não-linear. Equações diferenciais não-lineares
são mais “complicadas”.

Vejamos como este procedimento pode ser colo-
cado em prática. Vamos considerar inicialmente
um potencial V qualquer. Em geral, este pro-
cedimento é muito utilizado quando o potencial
depende apenas de uma variável, digamos V =
V (x). Então, para sistemas conservativos, a ener-
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gia mecânica (3.28) pode ser re-escrita como

E = T + V =
1

2
m
(dx
dt

)2
+ V (x). (3.41)

Como E é uma constante, então esta equação é uma
equação diferencial para x(t),

dx

dt
=

√
2

m

√
E − V (x). (3.42)

Esta equação pode ser resolvida pela técnica de se-
paração de variáveis,

dt =

√
m

2

dx√
E − V (x)

. (3.43)

Como o tempo aparece apenas no primeiro mem-
bro, podemos integrar independentemente os dois
membros desta equação após especificarmos quem
é V (x). Vejamos alguns exemplos.

Potencial harmônico

0x
−

x+
x

V (x)

E

Figura 3.2: Pontos de retorno x± = ±
√

2E/k para
o potencial harmônico V (x) = kx2/2, onde E é a
energia mecânica.

Vamos usar o oscilador harmônico para apren-
dermos a usar este procedimento. O potencial
harmônico é V (x) = kx2/2 (Figura 3.2). Então,
substituindo este potencial na equação diferencial
(3.43), obtemos (faça o Exerćıcio 12)

dt =
1

ω0

dx√
A2 − x2

, (3.44)

onde introduzimos os parâmetros

ω0 =

√
k

m
, A2 =

2E

mω2
0

=
2E

k
. (3.45)

Integrando os dois lados de (3.44), obtemos (faça o
Exerćıcio 12)

x(t) = A cos(ω0t+ ϕ), (3.46)

na qual ϕ é uma constante arbitrária. Como esta
equação horária é solução da EDO (3.44), a qual
é de primeira ordem, ϕ é a única constante ar-
bitrária que precisa ser determinada a partir de
uma condição inicial, digamos a posição inicial.
O parâmetro A, identificado anteriormente com
a amplitude, está completamente determinado em
(3.45), supondo que a energia mecânica seja conhe-
cida. Assim, re-obtivemos a equação horária (3.46)
sem a necessidade de resolvermos a segunda lei de
Newton. Isto justifica mais uma vez a importância
dos teoremas de conservação.
Mas e o peŕıodo? Observe o gráfico da energia

potencial mostrado na Figura 3.2. Neste gráfico,
também é mostrado a energia mecânica (3.41), a
qual é conservada na ausência de dissipações. Em
especial, podemos ver que há dois pontos, x±, onde
a energia mecânica é igual à energia potencial. Nes-
tes pontos, a energia cinética é nula,

E = V (x±) =
1

2
kx2

±

⇒ x± = ±
√

2E

k
. (3.47)

Os pontos x± satisfazendo E = V (x±) são denomi-
nados de pontos de retorno. Nestas posições, o vetor
velocidade é nulo. No caso do sistema massa-mola,
os pontos de retorno são as amplitudes máximas,
x± = ±A, como podemos ver em (3.45).
Vejamos algumas observações importantes sobre

pontos de retorno. (1) O vetor velocidade inverte
seu sentido nos pontos de retorno. Para inverter
o sentido, é necessário primeiro se anular. Assim,
o vetor velocidade se anula nos pontos de retorno.
(2) Havendo dois pontos de retorno, como mostrado
na Figura 3.2, o movimento fica confinado na região
delimitada pelos pontos de retorno.
Para o oscilador harmônico, devido à forma pa-

rabólica do potencial, V (x) = kx2/2, quanto maior
a energia mecânica, maior a região de confina-
mento. Devemos ressaltar que o valor da energia
mecânica E pode ser escolhido livremente. Desta
forma, para uma determinada energia mecânica
E, a massa m no sistema massa-mola (oscilador
harmônico) fica oscilando entre x− = −A e x+ = A
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(pontos de retorno) com uma frequência angular
igual a ω0. Portanto, o peŕıodo de uma oscilação é
exatamente o tempo da massa m sair de x−, ir até
x+ e retornar a x−. Como o potencial é simétrico,
V (−x) = V (x), então o tempo de sair de x− e ir
até x+ é metade do peŕıodo. A equação diferencial
(3.44) pode ser usada para calcularmos este peŕıodo
P (faça o Exerćıcio (13)),

P =
2

ω0

∫ x+

x−

dx√
A2 − x2

, (3.48)

com os pontos de retorno

x± = ±
√

2E

k
= ±A (3.49)

Esta integral pode ser resolvida efetuando a subs-
tituição x = A cos θ (faça o Exerćıcio 12). O re-
sultado é o que esperávamos: P = 2π/ω0, ou seja,
o sistema oscila com um peŕıodo correspondente
à sua frequência angular natural ω0. Aprende-
mos então que a conservação da energia mecânica
pode ser usada tanto para encontrarmos a posição
em função do tempo, quanto para calcularmos
peŕıodos.
O ponto x = 0 na Figura 3.2 é especial. Neste

ponto, a força elástica, a derivada primeira do po-
tencial, com o sinal trocado, F = −kx, é nula.
Então, x = 0 é um ponto de equiĺıbrio (força nula).
Também podemos ver que um deslocamento, tanto
para a direita quanto para a esquerda, resulta numa
força restauradora que tenta trazer a massa de
volta para a posição de equiĺıbrio. Um ponto de
equiĺıbrio com uma força restauradora agindo nas
vizinhanças deste ponto é denominado de ponto de
equiĺıbrio estável. Do ponto de vista matemático,
um ponto de equiĺıbrio estável é sempre um ponto
de mı́nimo da função energia potencial.

Pêndulo

Considere o pêndulo da Figura 2.4 no Caṕıtulo 2.
A energia mecânica deste sistema está calculada em
(3.36),

E = T +V, T =
I

2
θ̇2, V = ε(1−cos θ), (3.50)

com

ε = Iω2
0 , I = ml2, ω0 =

√
g

l
. (3.51)

Note que a quantidade ε = Iω2
0 tem dimensões de

energia (faça o Exerćıcio (13)). Veremos mais adi-
ante, quando estivermos estudando o movimento de
rotação em torno de um eixo fixo, que Iω2

0/2 é a
energia cinética devido a rotação de um corpo com
momento de inércia I e velocidade angular ω0. Note
a semelhança com a expressão da energia cinética
mv2/2. Por isto, iremos usar ε como uma “uni-
dade” de energia. Note também que a massa m do
pêndulo mostrado na Figura 2.4 (Caṕıtulo 2) exe-
cuta um movimento de rotação em torno do eixo
fixo que passa pela outra extremidade da haste do
pêndulo.

0θ
−

θ+

θ

V/ε

E/ε

1

2

−π −

π

2

π

2
π

Figura 3.3: Pontos de retorno θ± = ± cos−1(−ϵ)
para o potencial (3.50) de um pêndulo simples.

A Figura 3.3 mostra os pontos de retorno,

θ± = ± cos−1(−ϵ), ϵ =
E

ε
− 1, (3.52)

para o potencial V (θ) = ε(1 − cos θ) do pêndulo
simples; confira a energia mecânica em (3.50) e
tome cuidado para não confundir as letras gregas
ϵ e ε. Como este potencial é periódico, apenas um
peŕıodo, contendo a posição de equiĺıbrio estável
θ = 0, é mostrado na Figura 3.3. Note que este po-
tencial também é uma função par, V (−θ) = V (θ).
Isto nos permite calcular o peŕıodo como o dobro
do tempo entre gasto entre θ− e θ+. Isolando a
primeira derivada em (3.50), assumindo uma ener-
gia mecânica constante (sistema conservativo, sem
dissipação), temos

P =
1√
2ω2

0

∫ θ+

θ−

dθ√
ϵ+ cos θ

. (3.53)

Esta integral deve ser resolvida numericamente
(faça o Exerćıcio 14), pois a solução desta integral
envolve funções eĺıpticas.

Note que a integral (3.53) é uma função da cons-
tante adimensional ϵ = E/ε− 1, a qual pode variar
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no intervalo real desde ϵ = −1 (E = 0, equiĺıbrio
estável, fundo do potencial) até ϵ = 1 (E = 2ε,
equiĺıbrio instável, topo do potencial; veja a dis-
cussão do próximo parágrafo). Esta integral é nula
para ϵ = −1 (peŕıodo nulo) e é infinita para ϵ = 1
(peŕıodo infinito). Portanto, em prinćıpio, pode-
mos dar à massa m uma energia inicial (θ = 0)
exatamente igual a E = 2ε, a energia necessária
para que a massa m consiga chegar até a posição
de equiĺıbrio instável (θ = π). No entanto, a parte
divertida disto é que ela leva um tempo infinito
para chegar até lá! É muito interessante ver isto
nas simulações feitas em computação algébrica.
Para uma energia mecânica maior que a ener-

gia potencial máxima, E > 2ε, o movimento do
pêndulo deixa de ser oscilatório e passa a ser uma
rotação em torno de um eixo fixo. O peŕıodo desta
rotação também pode ser calculado a partir da con-
servação da energia mecânica (3.50) como sendo o
tempo de uma volta completa (faça o Exerćıcio 14),

P =

√
2

2ω0

∫ 2π

0

dθ√
ϵ+ cos θ

, (3.54)

com

ϵ =
E

ε
− 1, E > 2ε. (3.55)

Mencionamos logo acima o termo “equiĺıbrio
instável”. Vejamos o significado disto. Podemos
ver que o potencial mostrado na Figura 3.3 possui
mais de um ponto de equiĺıbrio (força nula). Em
θ = 0, ponto de mı́nimo do potencial, temos um
ponto de equiĺıbrio estável. Em θ = ±π, pontos
de máximos, temos um tipo de equiĺıbrio diferente
do estável. Segundo a discussão feita no final da
Seção 3.3 (reveja também o Exerćıcio 8), a compo-
nente tangencial da força peso (a única que realiza
trabalho) pode ser escrita na forma

Fθ = −θ

l

dV

dθ
= −ε

l
sen θ θ = −mg sen θ θ. (3.56)

Considere agora a vizinhança de θ = π. O versor
θ aponta sempre no sentido anti-horário. Supo-
nha que a massa m esteja em repouso em θ = π.
Produza um deslocamento no sentido anti-horário.
Portanto este deslocamento terá o mesmo sentido
do versor θ. No entanto o ângulo θ será ligeira-
mente maior que π. Isto resulta numa força tangen-
cial, segundo a expressão (3.56), no mesmo sentido
do deslocamento dado, afastando cada vez mais a

massa m da posição de equiĺıbrio θ = π. Produza
agora um deslocamento no sentido horário. Este
deslocamento estará no sentido oposto ao versor θ.
No entanto o ângulo θ será ligeiramente menor que
π. Isto resulta numa força tangencial, segundo a ex-
pressão (3.56), no mesmo sentido do deslocamento,
afastando cada vez mais a massa m da posição de
equiĺıbrio θ = π. Assim, a força agindo nas vizi-
nhanças deste novo ponto de equiĺıbrio, θ = π, não
é restauradora. Muito pelo contrário, esta força
sempre afasta a massa m do ponto θ = π. Es-
tas observações também valem para θ = −π. Um
ponto de equiĺıbrio que não tem uma força restau-
radora em suas vizinhanças é denominado de ponto
de equiĺıbrio instável.

Um ponto de equiĺıbrio instável é sempre um
ponto de máximo da função potencial. Há também
um terceiro tipo de equiĺıbrio, denominada de neu-
tro (ou indiferente). A força é nula nas vizinhanças
de um ponto de equiĺıbrio neutro. A diferença com
o ponto de equiĺıbrio estável está no tamanho do
deslocamento em torno do ponto de equiĺıbrio para
mudar o estado do corpo. No equiĺıbrio estável, um
deslocamento infinitesimal é suficiente para recolo-
car o corpo em movimento. No equiĺıbrio neutro,
é necessário um deslocamento finito para recolo-
car o corpo em movimento. Também vale ressaltar
que a função potencial deve exibir pelo menos um
ponto de equiĺıbrio estável para haver um movi-
mento periódico.

Vamos aproveitar o pêndulo simples também
para ilustrar o conceito de potência. Sem dis-
sipação, o pêndulo troca energia pelo trabalho rea-
lizado pela componente tangencial (3.56) da força
gravitacional, Fθ = −mg sen θ θ. O vetor veloci-
dade tangencial pode ser escrito na forma v = lθ̇ θ
(Exerćıcio 8). Então a potência instantânea asso-
ciada à força Fθ, segundo a definição (3.4), é

Pθ = Fθ · v = −mglθ̇ sen θ = −Iω2
0 θ̇ sen θ. (3.57)

Esta é a mesma expressão que é obtida quando de-
rivamos o trabalho realizado pela força Fθ desde
θ = 0 até θ qualquer, pois este trabalho é menos
a energia potencial (3.19), W = −Iω2

0(1 − cos θ).
A potência (3.57) mede a taxa temporal da trans-
ferência de energia potencial para a massa m, a
qual é transformada em energia cinética na mesma
taxa (com o sinal invertido). De fato, conforme vi-
mos em (3.36), a energia cinética em um pêndulo
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simples pode ser escrita na forma T = Iθ̇/2, cuja
taxa de variação é Ṫ = Iθ̇θ̈. Lembrando que a
posição angular θ satisfaz a EDO θ̈ + ω2

0 sen θ = 0,
então a taxa de variação da energia cinética pode
ser reescrita na forma Ṫ = −Iω2

0 θ̇ sen θ, a qual é
a mesma taxa de variação da energia potencial en-
contrada em (3.57) com o sinal oposto. Portanto,
neste caso sem dissipação, o sistema possui uma
energia mecânica constante. Isto significa que este
sistema está isolado, ou seja, não troca energia com
o meio externo. Isto não ocorre na presença de uma
força dissipativa como a força viscosa.
Quando o sistema tem dissipação, a situação

energética muda um pouco. Primeiro temos que
modelar uma dissipação para o nosso pêndulo. Por
conveniência, vamos usar uma força dissipativa pro-
porcional à velocidade tangencial,

Fd = −bv = −blθ̇ θ (3.58)

Note que a constante b tem dimensões de massa por
tempo por comprimento. Com esta força dissipa-
tiva, a equação diferencial 2.48 (Cap. 2) é alterada
para

θ̈ + ω2
0 sen θ + ω1θ̇ = 0, (3.59)

com

ω0 =

√
g

l
, ω1 =

b

ml
=

bl

I
, I = ml2. (3.60)

Usando a definição dada em (3.4), podemos calcu-
lar a potência associada à força dissipativa,

Pd = Fd · v = −bl2 θ̇2 = −Iω1l θ̇
2. (3.61)

Esta é a taxa temporal com que o pêndulo perde
energia para a sua vizinhança. Neste caso, a energia
mecânica não é mais uma constante,

dE

dt
= Pd. (3.62)

É muito interessante ver isto nas simulações feitas
em computação algébrica.

3.5.1 Exerćıcios
Exerćıcio 12
(I) Resolva a equação diferencial (3.44) integrando
indefinidamente e independentemente os dois lados.
Calcule a integral na posição efetuando a substi-
tuição x = A cos θ. Não esqueça de colocar uma

constante de integração. Re-arranje tudo para ob-
ter (3.46). (II) Efetue a integral definida (3.48)
fazendo x = A cos θ e mostre que o resultado é
P = 2π/ω0.

Exerćıcio 13
Mostre que as dimensões da quantidade ε = Iω2

0 ,
definida em (3.50), tem as mesmas dimensões de
energia. Use a energia mecânica dada em (3.50)
para escrever as integrais (3.53) e (3.54) que calcu-
lam o peŕıodo para E ≤ 2ε e E > 2ε, respectiva-
mente.

Exerćıcio 14
Use a integral (3.53) para determinar o peŕıodo do
pêndulo usado para a construção das duas primei-
ras equações horárias mostradas na Figura 2.5 do
Caṕıtulo 2. Depois use a integral (3.54) para de-
terminar o peŕıodo do pêndulo usado para a cons-
trução da terceira equação horária mostrada na
mesma Figura 2.5 do Caṕıtulo 2. Use uma massa
de 1 kg e demais valores contidos na discussão da
Figura 2.5 do Caṕıtulo 2. Note que você precisa cal-
cular a energia mecânica em cada caso. Despreze
qualquer tipo de dissipação. Uma integral numérica
no Maple deve ser feita usando o seguinte modelo:∫ b

a

f(x)dx = evalf(Int(f(x), x = a..b)). (3.63)

É imprescind́ıvel o uso da primeira letra maiúscula
na função “Int”.

3.6 Comentários gerais

Em mecânica clássica (Newtoniana), a energia
mecânica é um número real, o qual pode variar
continuamente em um certo intervalo. No caso do
oscilador, E ∈ [0,∞) (veja a Figura 3.2). Entre-
tanto, este quadro muda drasticamente no mundo
microscópico. Por exemplo, o potencial harmônico,
V (x) = kx2/2, é uma primeira aproximação para
modelar uma ligação qúımica em uma molécula
diatômica: dois núcleos presos por uma mola obe-
decendo a lei de Hooke. De fato, este modelo con-
segue explicar o comportamento mecânico de uma
molécula diatômica quando seus núcleos estão em
movimento em torno de suas posições de equiĺıbrio
com amplitudes muito pequenas. Neste caso, estes
movimentos serão oscilações harmônicas. Até aqui,
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nada de surpresas. A surpresa aparece quando
olhamos para as posśıveis energias mecânicas de
uma molécula diatômica: seus posśıveis valores for-
mam um conjunto discreto, enumerável, ou seja,
não são mais cont́ınuas. Os posśıveis valores da
energia mecânica no mundo microscópico não estão
livres para serem escolhidas como no caso clássico.
Esta discretização da energia é denominada de
quantização da energia. As leis Newtonianas deixam
de ser válidas no mundo microscópico. Elas são
corrigidas pelas leis da Mecânica Quântica. No en-
tanto, todas as leis de conservação que aprendemos
no mundo clássico continuam válidas no mundo
quântico. Isto reforça ainda mais a importância
das leis de conservação.
Veja só onde viemos parar: começamos pratica-

mente do nada, procurando quantificar nossa noção
intuitiva sobre esforços. Definimos o trabalho (3.1),
apelando para a simplicidade. O trabalho mostrou-
se mais ou menos satisfatório quando comparamos
seus resultados com a nossa experiência cotidiana.
No entanto, aquela definição de trabalho nos reve-
lou ser melhor que a encomenda, pois conseguimos
interpretá-la como um mecanismo de troca de ener-
gia, Teorema 2, nos possibilitando descobrir ener-
gia cinética, (3.6). Além disto, trabalho também
nos revelou a energia potencial (3.8), para siste-
mas conservativos. Em seguida, fizemos duas des-
cobertas magńıficas: primeiro descobrimos que a
força pode ser obtida da energia potencial. Por-
tanto, energia potencial passa a ter um papel fun-
damental: ela é responsável pelo comportamento
dinâmico de um sistema conservativo. Depois, des-
cobrimos a lei de conservação da energia mecânica,
a qual juntamente com a lei de conservação do mo-
mentum linear nos possibilita encontrar a solução
de muitos problemas importantes em mecânica.
Além disto, as leis de conservação são as únicas in-
formações que aprendemos no mundo clássico (sis-
temas macroscópicos) que continuam válidas no
mundo quântico (sistemas microscópicos). Leis de
conservação são robustas.
Solte a imaginação e formule muitas questões.

Por exemplo, se a soma E = T + V é uma quan-
tidade conservada em um sistema conservativo, e
somente esta soma foi encontrada até o momento
como uma quantidade conservada, o que podemos
dizer da diferença T −V ? É fazendo perguntas que
descobrimos o novo. A quantidade T −V tem uma
importância fundamental. Se é importante, merece

um nome: função Lagrangiana, L = T − V .
A função Lagrangiana para o sistema massa-mola

(força elástica) é

L = T − V =
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2. (3.64)

Agora considere (por um momento) x e ẋ como
variáveis independentes. Desta forma, a função La-
grangiana (3.64) torna-se em uma função de duas
variáveis, L = L(x, ẋ). Assim, podemos calcular as
seguintes derivadas (parciais):

∂L
∂ẋ

= mẋ, (3.65)

∂L
∂x

= −kx. (3.66)

Note que a derivada temporal de (3.65) é mẍ e que
(3.66) é exatamente a força elástica. Portanto, a
segunda lei de Newton pode ser re-escrita na forma

d

dt

(
∂L
∂ẋ

)
=

∂L
∂x

. (3.67)

Esta forma de escrever a segunda lei de newton é
conhecida por equações de Euler-Lagrange.
Considere agora o caso da força gravitacional no

sistema massa-Terra. A Lagrangiana deste sistema
é

L = T − V =
1

2
mż2 −mgz. (3.68)

Novamente, podemos ver que a segunda lei de New-
ton pode ser obtida a partir das equações de Euler-
Lagrange (3.67), pois

∂L
∂ż

= mż, (3.69)

∂L
∂x

= −mg. (3.70)

Até aqui, as equações de Euler-Lagrange (3.67)
podem parecer apenas uma outra maneira de escre-
vermos a segunda lei de Newton. No entanto, esta
formulação em termos da Lagrangiana L = T − V
é muito mais que uma forma alternativa. Simi-
larmente, a energia mecânica no mundo quântico
também tem uma importância que vai além de sua
definição. Em mecânica Quântica reescrevemos a
energia mecânica com o momentum linear no lugar
da velocidade (v = p/m) que aparece na energia
cinética e trocamos o nome E por H,

H = T + V =
1

2
mv2 + V =

1

2m
p2 + V. (3.71)
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A energia mecânica escrita nesta forma (em termos
do momentum linear) é conhecida por Hamiltoni-
ana. Neste caso clássico, a função Hamiltoniana
também pode ser usada para reproduzir a segunda
lei de Newton. Para simplificar, vamos considerar
uma situação unidimensional, V = V (x) e p = pxi.
Assim, podemos ver que

ẋ =
∂H

∂px
=

px
m

, (3.72)

ṗx = −∂H

∂x
= −dV

dx
= Fx, (3.73)

recuperam a definição de momentum linear (px =
mẋ) e a segunda lei de Newton (Fx = ṗx) para um
sistema conservativo (Fx = −dV/dx; força é me-
nos o gradiente da energia potencial). As equações
(3.72)–(3.73) são conhecidas por equações de Ha-
milton. A importância das formulações Lagrangi-
anas e Hamiltonianas reside no fato delas serem
usadas integralmente em Mecânica Quântica, subs-
tituindo as leis de Newton.
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Apêndice A

Coordenadas polares

Seja r = x i+y j+z k um vetor posição qualquer
descrito em um sistema coordenadas Cartesianas
ortonormais. As componentes Cartesianas x, y e z
podem ser escritas em coordenadas esféricas r, ϕ e
θ,

x = r senϕ cos θ,

y = r senϕ sen θ,

z = r cosϕ,

(A.1)

onde 0 ≤ ϕ ≤ π é o ângulo formado pelo vetor
posição r e o eixo Z, 0 ≤ θ ≤ 2π é o ângulo formado
pela projeção do vetor posição r no plano XY e o
eixo X. Note que uma casca esférica de raio R é
descrita em coordenadas esféricas fazendo r = R
constante e variando os ângulos ϕ e θ.
Os elementos infinitesimais de área e volume

também são muito utilizados. O elemento de área
sobre uma esfera de raio r pode ser calculado como
a área de um retângulo infinitesimal,

dA = r senϕdθ rdϕ = r2 senϕdϕ dθ. (A.2)

O elemento de volume corresponde ao volume infi-
nitesimal de base dA e altura dr,

dV = dAdr = r2dr senϕdϕ dθ. (A.3)

O operador gradiente em coordenadas esféricas é
escrito na seguinte forma:

∇ = i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂k
, (A.4)

= r̂
∂

∂r
+

ϕ

r

∂

∂ϕ
+

θ

r senϕ

∂

∂θ
, (A.5)

onde os versores (r̂,ϕ,θ) também formam uma
trinca de versores ortonormais obedecendo a regra
da mão direita, r̂ = ϕ ∧ θ e permutações circula-
res. O versor r̂ está na direção e no mesmo sentido

do vetor posição r. Por isto, custuma-se denomi-
nar este versor de radial. O versor ϕ é tangente
ao grande ćırculo (de raio r = ||r||) passando pela
ponta do vetor r. O versor θ é tangente ao ćırculo
de raio r senϕ, também passando pela ponta do ve-
tor r.
Note que as transformações (A.1) para ϕ cons-

tante e igual π/2 são as coordenadas polares no
plano XY

x = r cos θ,

y = r sen θ.
(A.6)

O operador gradiente (A.5) neste caso é dado por

∇ = r̂
∂

∂r
+

θ

r

∂

∂θ
. (A.7)

A derivada parcial em relação a ϕ não aparece por-
que esta coordenada está fixa. Assim, a sua deri-
vada parcial a vê como uma constante.
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