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Otimizacao

= Por que 0 uso da técnica matematica de derivacao (diferenciacao) e
Importante na analise economica?
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Otimizacao
= VVamos supor que a firma XY Z deseja maximizar seu lucro.

v'Matematicamente podemos escrever a funcao lucro como:

= f(q)
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Otimizacao

m =1(q)

7, g 7, Quantidade (q)
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Otimizacao

= Até quando o gerente da fabrica deve continuar a aumentar a
quantidade produzida — g?
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Otimizacao

T _TTq

A empresa continuara a expandir a producao engquanto >0, ou

d2 —q1
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Otimizacao

. . A
v’ Matematicamente, quando tomamos o limite de £ para pequenas

variacoes (infinitesimais) em q - temos a derivada da funcao 7=f(q), e

drm df (m - ,
podemos escrever como: 2q O ]; (q ) ou ainda f(q).

Assim, & = Y — _, |y Lat)-7 @)
dq _ dq -0 h

com h= Agqg
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Otimizacao
» Notacao: Funcao derivada avaliada no ponto g = gl

dmn
dq g=ql
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Otimizacao

m =1(q)

7, g 7, Quantidade (q)

12/08/2019 Equipe Microeconomia Aplicada



Otimizacao

= I[nclinacdo da curva: = f(q)

d dm
d—” >0 e — <0
| g=q1 7| a=a3
arm
E em — ?
1) g=g*
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Otimizacao

. . L =0
» Condicao de primeira ordem: ;. =

ar
dq| 9=q*
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Otimizacao
 Condicao de segunda ordem:

d*m d*f

dqz "% ag? oY (@)

12/08/2019




Otimizacao

» Condicdo de segunda ordem para o maximo: %L <
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Otimizacao

= Regras de derivacao:

1)Funcado Constante: Seja f(x) = a, entao f(x)=0 para todo x
pertencente ao dominio da funcao;

2)Funcdo poténcia:Se f(x) = x™, entdo: f'(x) = nx" 1, para nreal
qualquer;
3)Funcdo logaritmica:Se f(x) = In x, entdo: f'(x) = i, para x >0;

4) Derivada do Produto de uma constante por uma funcao.
Seja f uma funcao e auma constante, se gé definida por:

g(x) = af(x)
g'(x) =af'(x)
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Regras de derivacao

5)Derivada de uma soma e/ou diferenca. Sejam f e g duas funcoes
e hé definida por: h(x) = f(x) + g(x). Se, f'(x) e g'(x) existirem,
entdo: h'(x) = f'(x) + g’ (x).

Obs. O mesmo vale para: h(x) = f(x) — g(x);

6) Derivada de um produto: Sejam f e g duas funcoes e A é definida
por: h(x) = f(x) * g(x).Se, f'(x) e g'(x) existirem, entio:

h'(x) = f'(x) * glx) + f(x) * g'(x)
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Regras de derivacao

() Derivada de um quociente: Sejam f e g duas funcdes e h é
f(x)

definida por: h(x) = © g(x)#= 0. Se, f'(x) e g'(x) existirem,
ey @@ S f (041 ()
entdo: h'(x) PYONE

8) Derivada da funcdo exponencial: Seja f (x) = a*, entdo: f'(x) =
a*Ina, paratodo x real, coma>0 e a+ 1

Caso especial: f(x) = e* , f'*) = e*lne = e*
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Regras de derivacao

9) Funcao Composta — Regra da Cadeia

Utiliza-se a regra da cadela para situacoes onde temos que derivar

funcbes compostas, isto €, quando a variavel independente também &
~ : d du :
uma funcdo. Se y = f(u),u = g(x), e as derivadas P existem,

du dx
entdo, a funcdo compostay = u(g(x)) tem

: dy dy du
derivadas dadas por: ——=————ou seja; f'(x) = f"(uw).u'(x)

Com —f’(X) e——u ‘(x)

. Exemplos. Dy =e* =
2) y = In(ax) =
3)y = In(x?) =

12/08/2019



Regras de derivacao

9) Funcao Composta - Regra da Cadeia

Utiliza-se a regra da cadela para situacoes onde temos que derivar funcoes
compostas, isto &, quando a variavel independente tambem e uma funcéo. Se
y = f(u),u = g(x), e as derivadas ;?: e ;lz existem, entdo, a funcao
compostay = u(g(x)) tem

: dy dy du Y o /
derivadas dadas por: —==—=——ou seja: f (x) = f'(w).u'(x)

dy_ J ﬂ_ J
Coma—f(X) e——=u (x)

 Exemplos: 1) y = e = ae**
2)y = ln(ax):i. a = i
3)y = In(x?) = =.2x =%
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Exemplo Maximizacao Lucro

= Seja a funcdo lucro: w = 1.000g — 5¢*

v'Encontre o valor de g que maximiza a funcéo lucro
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Exemplo Maximizacao Lucro

= Encontre o valor de g que maximiza a funcao lucro

\/Z—Z = 1.000 — 2(5¢) = 1.000 — 10 g
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Exemplo Maximizacao Lucro

60000
50000
40000
30000
20000

10000

q

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 2006\210
-10000

-20000

12/08/2019 Equipe Microeconomia Aplicada




Exemplo Maximizacao Lucro

= Encontre o valor de g que maximiza a funcao lucro:

\/Z—Z = 1.000 — 2(5¢) = 1.000 — 10 g

v gt = —1230 = 100

v’ = 1.000 (100) — 5(100)2= 50.000
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Exemplo Maximizacao Lucro

= Podemos garantir gue g=100 é realmente um ponto de maximo?

= Condicao de segunda ordem (suficiente)

» Para que o ponto encontrado seja um maximo da funcédo, d?y < 0, 0
que implica que: "' (x)dx* < 0, assim, f"'(x) < 0.
T = 1%006] — 5g°
I3

12/08/2019



Exemplo Maximizacao Lucro

= Podemos garantir gue g=100 é realmente um ponto de maximo?

= Condicao de segunda ordem (suficiente)

» Para que o ponto encontrado seja um maximo da funcédo, d?y < 0, 0
que implica que: "' (x)dx* < 0, assim, f"'(x) < 0.
m = 1000g — 5¢*

T
— =1000 — 2 % (5)q
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

» Funcoes de varias variaveis:
‘/y — f(xl' X2y e ,Xn)

= Derivadas parciais

0 0
axl axl
ST i PO B ~f (1 % )

0x1| _ h-0 h

Xy ener X,
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

. 2
= Sejay = f(xqy,x,) = ax? + bx,x, + cxy

v'As derivadas parciais da funcdo em relacdo as variaveis x, e X, sdo:

o , 9

dx4 ° dx,
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Calcular as seguintes derivadas parciais:

2
y = f(xq,x;) = ax? + bxyx, + cx,

of
L=f =
L —f=
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Calcular as seguintes derivadas parciais:

2
y = f(xq,x;) = ax? + bxyx, + cx,

a—fzfl = 2axq, + bx,

axl

a—f=f2 = bxy + 2¢x,

axz
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Calcular as derivadas parciais da funcao:
y = f(xq, x,) = aln x;+ bln x,

of
axl_fl_
L —f=
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Maximizacao de funcoOes de varias variaveis

= Calcular as derivadas parciais da funcao:
y = f(xq, x,) = aln x;+ bln x,

a_f_f _°
axl - X1
of b
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Calcular as derivadas parciais da fungéo: y = f(xq, x,) = e®tb*;

of _ ¢ _
axl_fl_
a_f:f2=
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Calcular as derivadas parciais da fungéo: y = f(xq, x,) = e®tb*;
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

of
= Derivadas parciais de segunda ordem: ox) ou o0ff _ fi
. axj 6xl-6xj Y

v'Calcule as derivadas segunda ordem das funcdes:

2
1) = f(xq,x) = ax? + bx,x, + cx,

f11 =7
f12 =7
fa1 =7

fa2 =7
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

(2L

i .. 0x; 0°%f
m - L — ..
Derivadas parciais de segunda ordem: o, ou -~ o, fi

2
1) = f(xq,x) = ax? + bx,x, + cx,y

f11=2a
fio=0
fo1=0b

fa2=2cC
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Derivadas parciais de segunda ordem: —= ou
ax]' axiaxj

=fij

2)y = f(x1,%3) = e**h%

fi11=7?
fi2=7
fa1=7?

fa2 =7
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Derivadas parciais de segunda ordem: —= ou
ax]' axiaxj

— fij
2)y = f(x1,x3) = e P thx;

ax1+bx2
1

fu=a’e

f21 — qbe®*.1bx,
f22 — ph2pax,tbx,
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

of
= Derivadas parcials de segunda ordem: ox) ou-2T_ - fi
. ax]' axiaxj Y

3)y = f(xq, xy) = aln x4+ bin x,

f11 =7
f12 =7
fa1 =7

fa2 =7
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

of
= Derivadas parcials de segunda ordem: ox) ou-2T_ - fi
. ax]' axiaxj Y

3)y = f(xq, xy) = aln x4+ bin x,

fi1=—ax™?
fi2=0
f1=0

far = —bx™*
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Teorema de Young:f; = f;
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

» Funcdo implicita:y = 0 = f(xy,x5) = f(x1,9(x1))
* Obs.: x,=g(x1)
= Usando a regra da cadeia para diferenciar y em relacao a x; temos:

dg(xq)
dxq

0=/fi + /o

v'Reorganizando o0s termos temos:

dg(x)) _dx, _ fi
dxq dxq f2
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

» Funcao implicita: Exemplo
v'Seja a funcao fronteira de possibilidade de producao dada por:

x? 4+ 0,25y% = 200

v"Como podemos estudar a relacdo entre as variaveis x e y usando 0s
resultados da funcao implicita?
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Condicao de primeira ordem: como no caso de uma Unica variavel, a
condicdo necessaria é a de que dy = 0 para pequenas variacoes
(infinitesimais) em x ao redor do ponto otimo.
= Assim, para o caso da funcéo: y = f (x4, x5, ..., X,), a medida que a

funcéo atinja um determinado ponto otimo, movimentos em qualquer

direcao nao devem alterar o valor da funcao, isso ocorre quando todas
as derivadas parciais da funcao sao zero:

h=h=h="=Hh=0
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Condicao de primeira ordem
= Exemplo: Seja y uma funcao de duas variaveis, X, € X,

y=—(x; —1)% — (x, — 2)? + 10 ou,
y = —x1% + 2x1—x,% + 4x, + 5

v'Dado que y representa saude do individuo e X, e X, , dosagens diarias
de duas drogas, encontre os valores que e X, e X, que maximizam y:
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Condicao de primeira ordem
= Exemplo: Seja y uma funcao de duas variaveis, X, € X,
y=—(x; —1)% — (x, — 2)? + 10 ou,
y = —x1% + 2x1—x,% + 4x, + 5
v'Dado que y representa saude do individuo e X, e X, , dosagens diarias
de duas drogas, encontre os valores que e X, e X, que maximizam y:

9

Y oy, +2=0
dx4

dy

= 2x,4+4=0
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Condicao de primeira ordem
= Exemplo: Seja y uma funcao de duas variaveis, X, € X,
y=—(x; —1)% — (x, — 2)? + 10 ou,
y = —x1% + 2x1—x,% + 4x, + 5
v'Dado que y representa saude do individuo e X, e X, , dosagens diarias
de duas drogas, encontre os valores que e X, e X, que maximizam y:

0

2 o 2% +2=0
dx4

Y gy +4=0
0x, *2 B

Portanto,x;*=1e x,*=2 e y*=10.
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Condicao de segunda ordem
= Funcoes de duas variaveis
y = f(x1,x3)

« Condicdo necessaria: f; = f, =0
« Condicdo suficiente: fi1f>, — fi5 > 0
v'Demonstracao: tomando a diferencial total de y temos:

dy = f1dx, + fodx;
v'Diferenciando mais uma vez — diferencial total de segunda ordem:

d?y = (fi1dxqy + fi2dx;)dxy+(fo1dx1 + fopdxy)dx;
d?y = fi1dx] + fiadxydxg+fo1dx dx, + frpdxs

v'Pelo Teorema de Young, fi2=f>1
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Maximizacao sem restricao - Funcoes de duas variaveis
y = f(x1,%3)

» Condicao necessaria: f; =f, =0

» Condicéo suficiente: fi1f2, — fi5 > 0

d?y = fi1dxf + 2fi,dx,dx; + frdx5

v'A condicéo de segunda ordem para 0 maximo requer que as derivadas
parciais f;1 e f,, sejam negativas o suficiente, para que seu produto

supere os efeitos das derivadas parciais cruzadas (f1,= f>1)- Funcoes
com essa caracteristicas sao conhecidas como funcdes concavas.
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Condicéo suficiente: fi1fo2 — fi5 > 0
= Exemplo: Seja y uma funcao de duas variaveis, X, € X,

y=—(x; — 1) = (x, — 2)* + 10 ou,
y = —x1% + 2x1—x,% + 4x, + 5

v'Dado que y representa saude do individuo e X, e X, , dosagens diarias
de duas drogas, encontre os valores que e X, € X, que maximizamy e
verifique se a funcéo é concava.
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Condicéo suficiente: fi1fo2 — fi5 > 0

= Exemplo: Seja y uma funcao de duas variaveis, X, € X,
y = —x1% + 2x1—x,% + 4x, + 5

dy
_:f]_:_le+2:0
dx,
dy
a—xz=f2=—2x2+4=0

Portanto,x;*=1e x,*=2 e y*=10.
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Condicéo suficiente: fi1fo2 — fi5 > 0
v Solucdo:

fi1=—
f22 = —
f22=0

firfor —fio=4—-0>0
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Resumo para problema de maximizacao sem restricdo — duas variaveis

Condicéo Méaximo Minimo
Primeira ordem fi=f=0 fi=f,=0
Segunda ordem fii, o2 <0 fit, f2 >0
e e
firfez > fi5 firfez > fi5
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Maximizacao de funcOes de varias variaveis

= Resumo para problema de maximizacao sem restricao de funcoes de n
variaveis

Condicéo Maximo Minimo

Primeira ordem fi=fL==£0 fi=fH="=£0

Segunda ordem |H{| < 0; |H,y| > 0; |H{| > 0; |H,| > 0;
|H3| < 0; ... |Hz| > 0; ...

d %y é definidanegativa d *y é definida positiva
A funcdo é estritamente A funcdo é estritamente
concava convexa
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Maximizacao Condicionada

=H,, H,, ..., sS40 0s menores da matriz Hessiano construida a partir das
derivadas parciais da forma quadratica d*y.

= Exemplo para o caso de trés variaveis

* |H| =|f11 f12 f13

f21f22 f23
f31f32 f33

12/08/2019 Equipe Microeconomia Aplicada



Maximizacao Condicionada

= H,, H,, ..., s40 0s menores da matriz Hessiano construida a partir das
derivadas parciais da forma quadratica d?y.

= Exemplo para o caso de trés variaveis

* |H,| =|fi1 f12 |H,| =lf14l
f21 f22
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Maximizacao Condicionada

=H,, H,, ..., sS40 0s menores da matriz Hessiano construida a partir das
derivadas parciais da forma quadratica d*y.

= Exercicio: para a funcdo y = —x3 + 3x;x3 — x5 + 2x, — 3x3

= Encontrar os pontos criticos e verificar se trata-se de um ponto de
maximo ou de minimo atraves do determinante da matriz Hessiano.
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Maximizacao Condicionada

= Quando o individuo toma sua decisao de compra (consumo), ele néao
podera escolher as quantidades dos bens que ira compor sua cesta de
consumo sem levar em conta sua renda (restricao orcamentaria).
Assim, as guantidades consumidas dos bens estarao limitadas pela
renda disponivel do consumidor.
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Maximizacao Condicionada

= Maximizacao com restricao

v'Um método para resolver problemas de maximizagao com restri¢cao € o metodo
do Multiplicador de Lagrange.

v'Problemas: Encontre os valores da variaveis x; , x,, ..., X, que maximizem a

funcao y sujeito a restricao que permite que apenas alguns valores de X
sejam escolhidos, g(x;, x5, ..., x,) representa a relagao de restricdo entre as

variaveis.
y = f(xl » X2, ""x‘n)

g(xX1,%p, 0., X)) =0
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Maximizacao Condicionada

= O Método de Lagrange:
o L = f(xy, %9, e, X ) +F Ag(X1, X, en) Xy )

oL
Vo—=fi+Ag

axl
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Maximizacao Condicionada

= [nterpretacao do Multiplicador de Lagrange.

v'Solucéo geral: N B Sy
—Jd1 —92 —9n

__ beneficio marginal de x;

VA=

custo marginal de x;

v'A derivada g; reflete o custo marginal relativo ao uso de x;
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Maximizacao Condicionada

= Condicao de primeira ordem: f; + Ag; = 0

= A condicao de segunda ordem para o problema com restricao fica:

*|H,|=|0 g1 9, .. 9n
91 f11 f12 - fin
92 f21 f22 - fon

In fnl fnZ ---fnn
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Maximizacao Condicionada

= Condicao de primeira ordem: f; + Ag; = 0

= A condicao de segunda ordem para o problema de duas variaveis com
restricao fica:

* [H,l =0 g1 9,
91 f11 f12
92 f21 f22
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Maximizacao Condicionada

= Condicao de primeira ordem: f; + Ag; = 0

= A condicao de segunda ordem para o problema de trés veriaveis com
restricao fica:

‘|H_3|= 0 919, 93
91 f11 f12 f13

92 21 f22 f23
93 f31 f32 f33
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Maximizacao Condicionada

= Exemplo 2.7 pg.42 (Nicholson)

 Retornando ao problema de maximizacao da saude do individuo, o
objetivo € maximizar a funcdo: y = —x# + 2x; — x5 + 4x, + 5,

 Mas agora, suponha que a escolha das doses de x; e x,, estejam
sujeitas a restricdo de que o individuo possa tomar apenas uma dose

pordia: x; +x, =1,0uU

1—x1—x2=0
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Maximizacao Condicionada

= Exemplo 2.7 pg.42 (Nicholson)

oL =—x%+2x; —x5+4x, + 5+ M1 — x; — x5)
 Condicao de primeira ordem:
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Maximizacao Condicionada

= Exemplo 2.7 pg.42 (Nicholson)

oL =—x%+2x; —x5+4x, + 5+ M1 — x; — x5)
 Condicao de primeira ordem:
v = ox 42-2=0

axl
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Maximizacao Condicionada

= Exemplo 2.7 pg.42 (Nicholson)

oL =—x%+2x; —x5+4x, + 5+ M1 — x; — x5)
 Condicao de primeira ordem:
v = ox 42-2=0

axl

v = ox,44-21=0

axz
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Maximizacao Condicionada

= Exemplo 2.7 pg.42 (Nicholson)

oL =—x%+2x; —x5+4x, + 5+ M1 — x; — x5)
 Condicao de primeira ordem:
v = ox 42-2=0

axl

v = ox,44-21=0

axz

0L
\/5=1—x1—x2=0
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Maximizacao Condicionada

= Exemplo 2.7 pg.42 (Nicholson)
* Solucao:

V-2x1+2=-2x,+4=A
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Maximizacao Condicionada

= Exemplo 2.7 pg.42 (Nicholson)
* Solucao:

V-2x1+2=-2x,+4=A
\/x1=x2—1

vx;=1e x{ =0 eA=2

* Max sem restricdo: y = 10
» Max com restricdo:y = 8
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Maximizacao Condicionada

328 MATEMATICA PARA ECONOMISTAS

Maximo livre

condicionado

z
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Maximo !
i
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|
]
|
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i

Figura 12.2

Equipe Microeconomia Aplicada
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Maximizacao Condicionada

= A condicao de segunda ordem para o problema com restricao fica:
v'Hessiano Orlado

| = 0-1-1
—-1—-2 0
-1 0 =2
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Maximizacao Condicionada

= A condicao de segunda ordem para o problema com restricao fica:
v'Hessiano Orlado

= A condicao de segunda ordem para o problema com restricao fica:
v'Primeiro menor

« |H,| = . 0—1.:-1
~1-2

12/08/2019



Maximizacao Condicionada

= A condicao de segunda ordem para o problema com restricao fica:

- |H)=|0-1 -1
—1-2 0/ =0+04+0—-(-2+0-2)=4
-1 0 -2

Portanto, em x; = 1 e x; = 0 a funcéo atinge 0 maximo.
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Maximizacao Condicionada

= Resumo para problema de maximizacao com restricao de funcoes de n

variaveis
Condicdo Maximo Minimo
Primeira ordem fi=fh==f0 fi=fr=-=£0
Segunda ordem IH, | > 0; [Hs| <0; H, | <0; |H5|<0;

[Hyl > 0; .. [H, | <0;..
d %y é definidanegativa d %y é definida positiva
A funcdo € estritamente A funcdo € estritamente
concava convexa
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