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SINDICATO NACIONAL DOS EDITORES DE LIVRO, RJ

S382m
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Caṕıtulo 1

Plasticidade e fratura em
solicitações multiaxiais:
critérios de escoamento e de
falha

Quando um sólido é sujeito a uma tensão normal ao longo do eixo x1, a
condição para escoamento plástico pode ser expressa por:

σ11 ≥ σe (1.1)

onde σe é o limite de escoamento do material como determinado em um ensaio
de tração ou de compressão uniaxial.

Esse é um exemplo de critério de falha, no sentido de que um componente
fabricado com esse material, sujeito a este estado de tensão, provavelmente
falhará, pois uma mudança permanente de forma impedirá que ele funcione
corretamente em um dispositivo em que esteja montado. Da mesma forma,
é um critério de escoamento, por indicar o critério de tensão no qual o
material escoará.

A ideia de um critério de tensão, dependente do material, que indique
as condições em que um dado componente falhará é desejável na engenharia.
O estado de tensão usado no critério definido pela Equação 1.1, entretanto, é
muito particular e raramente realizado em componentes reais. Como podemos
generalizar este critério para um estado de tensão mais complexo?

É importante ressaltar que presentemente não há uma resposta baseada
em conceitos fundamentais capaz de responder a essa pergunta. A engenharia,
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entretanto, não pode depender deste tipo de limitação e frequentemente usa
uma abordagem mais pragmática ao problema. Isto requer, em alguns casos,
desenvolver critérios emṕıricos ou semiemṕıricos que possam ser aplicados ao
problema.

1.1 Tensão equivalente

Baseado em F. A. McClintock e A. S. Argon. Mechanical Behavior of Materials.
Addisson-Wesley, 1966.

Podemos postular que a tendência que o material terá para escoar plasti-
camente em um estado de tensões multiaxial será dada por uma função escalar
do tensor de tensões denominada tensão equivalente, σ, e a condição será
expressa por:

σ ≥ σe (1.2)

Como dito anteriormente, no momento não é posśıvel derivar uma ex-
pressão rigorosa para a tensão equivalente em termos da ativação dos modos
de deformação efetivamente observados no material (para o caso de policris-
tais, tal busca é uma linha de pesquisa muito ativa1). Na prática da mecânica
dos materiais utilizam-se critérios emṕıricos, denominados critérios de es-
coamento.

1.1.1 Critério de von Mises

No ińıcio do século XX, von Mises, Huber e Hencky propuseram de forma
independente um critério de escoamento que pode ser expresso por meio da
seguinte tensão equivalente:

σ =

√
1

2

[
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2

]
(1.3)

Esse critério, conhecido hoje em dia como critério de von Mises, admite
três interpretações f́ısicas, uma das quais veremos em detalhe a seguir. Antes,
entretanto, precisamos introduzir alguns conceitos novos sobre tensores em
geral e sobre o tensor de tensão em particular.

1A grande dificuldade está em se descrever a ativação de sistemas de escorregamento
de um agregado policristalino, pois a deformação de um dado grão não depende apenas
dele, mas sim de todos os seus vizinhos, além do mais, a orientação dos grãos muda com a
deformação, ou seja, surge uma textura de deformação, dif́ıcil de se determinar.
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Energia elástica

Podemos calcular a energia elástica de um estado de tensão triaxial por meio
da sua definição (Equação ??):

Uel ≡ 1
2

∑
i

∑
j σijεij = 1

2

∑
i σiεi (1.4)

=
∑

i

[
(σi)

2

2E −
∑

j 6=i
νσiσj
E

]
onde usamos aqui o fato de que o tensor pode ser diagonalizado, sendo σi

e εi as tensões e deformações principais.
É posśıvel demonstrar, usando a teoria matemática dos tensores, que certas

combinações dos elementos de um tensor não se alteram quando o referencial
é rodado (as quantidades são, portanto, escalares). Essas combinações são
chamadas de invariantes do tensor. Como a energia, por si só, é um escalar,
ela deve, de alguma forma, estar relacionada aos invariantes do tensor de
tensão.

O primeiro invariante de um tensor de segunda ordem é chamado de traço
do tensor e corresponde à soma dos seus elementos diagonais:

I1 = Tr|σij | ≡
∑
i

σii (1.5)

O segundo invariante corresponde à soma dos menores principais do tensor
(os menores principais são os determinantes das três matrizes 2 × 2 que são
obtidas quando eliminamos a linha e a coluna correspondente a cada um dos
elementos diagonais):

I2 = det

∣∣∣∣ σ11 σ12
σ21 σ22

∣∣∣∣+ det

∣∣∣∣ σ22 σ23
σ32 σ33

∣∣∣∣+ det

∣∣∣∣ σ11 σ13
σ31 σ33

∣∣∣∣ (1.6)

Usando os dois primeiros invariantes do tensor de tensão podemos escrever
a energia elástica como:

Uel =
1

2E

[
(I1)

2 − 2I2 (1 + ν)
]

(1.7)

Porém, lembramos duas constantes que definimos anteriormente: o módulo
de volume B = E

3(1−2ν) (Seção ??) e o módulo de cisalhamento, G = E
2(1+ν)

(Seção ??) e reescrevemos a expressão como:

Uel =
(I1)

2

18B
+

1

6G

[
(I1)

2 − 3I2

]
(1.8)
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Definimos agora a tensão média hidrostática, σm ≡ −P como:

σm =
σ1 + σ2 + σ3

3
=
I1
3

(1.9)

Temos, portanto, que o primeiro termo de Uel pode ser escrito como:

UP =
P 2

2B
(1.10)

Esse termo, por sua vez, pode ser reescrito lembrando uma relação funda-
mental da termodinâmica, como:

∂U

∂P
= −V ⇒ UP = −PV (1.11)

A energia elástica pode ser, portanto, decomposta em duas parcelas:

� Uma componente “hidrostática”, correspondendo às forças que levam à
variação do volume do corpo durante a deformação.

UP = −PV (1.12)

� Uma componente chamada “reduzida”, que contém toda a informação
sobre as forças que levam à mudança de forma do corpo, que preservam
o volume, durante a deformação elástica.

UD =
1

6G

[
(σ1)

2 + (σ2)
2 + (σ3)

2 − σ1σ2 − σ2σ3 − σ3σ1
]

(1.13)

A componente reduzida pode ser reescrita como:

UD =
1

12G

[
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2

]
(1.14)

Calculando para o caso do escoamento em um estado de tensão uniaxial
(σ1 = σe, σ2 = σ3 = 0) teremos que:

UD =
(σe)

2

6G
(1.15)

ou seja,

UD|uni ≤ UD|tri ⇒ σe ≤
1√
2

[
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2

] 1
2

(1.16)
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O critério de von Mises, portanto, equivale a postular que a energia redu-
zida no estado de tensão triaxial deve ser maior ou igual àquela correspondente
ao escoamento em um estado uniaxial de tensão.

A justificativa para o uso da energia reduzida como critério para o escoa-
mento vem da observação experimental de que tensões hidrostáticas não são
capazes de produzir deformação plástica em meios sólidos. Meyers & Chawla
[MC] mencionam um pequeno experimento mental envolvendo crustáceos que
demonstra isso por absurdo.

1.1.2 Critério de Treska

Um critério mais simples que o de von Mises havia sido proposto por Treska em
1864. Este se baseia na premissa de que os materiais escoam devido a tensões
de cisalhamento. Desta forma Treska propôs que o escoamento plástico em um
estado triaxial de tensões se iniciaria quando a máxima tensão de cisalhamento
atingisse o valor correspondente ao observado no caso uniaxial (Figura 1.1).

σ

τ

σ

τ

σe

τmax=σe/2

σ1

σ2

σ3

Figura 1.1: Representação da equivalência de estados de tensão segundo o
critério de Treska.

Matematicamente o critério de Treska pode ser expresso por:

|σe
2
| ≤ |σ1 − σ3

2
| ⇒ |σe| ≤ |σ1 − σ3| ≡ σ (1.17)
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1.1.3 O potencial plástico e o critério de Lévy-Mises

R. Hill2, ao propor seu critério de escoamento para materiais anisotrópicos
(que será discutido na seção 1.1.5), revisa de forma particularmente didática
dois conceitos propostos por von Mises, o potencial plástico e as relações de
Lévy-Mises, que são úteis na compreensão e na quantificação da platicidade
de materiais de engenharia. Iremos seguir esse desenvolvimento.

Postulamos que a relação entre os elementos do tensor de tensão e de
deformação, no contexto da teoria de uma tensão equivelente, seja dada por:

dεij =
∂σ2

∂σij
dζ (1.18)

onde ζ é um fator escalar de proporcionalidade. Notamos que a expressão
é formalmente similar a diversas outras encontradas na f́ısica e na termo-
dinâmica, em que uma variável termodinâmica extensiva (a deformação) se
relaciona a uma variável termodinâmica intensiva (a tensão) pela derivada
parcial de um potencial. Nesse contexto, o quadrado da tensão equivalente
define o potencial plástico do sistema. Por conveniência iremos trabalhar
com a quantidade fp = σ2.

Desenvolvemos o critério de von Mises (Equação 1.3) para um referencial
genérico como:

2fp = (σ11 − σ22)2 + (σ22 − σ33)2 + (σ33 − σ11)2
+6
(
σ212 + σ223 + σ231

)
= 2σ2e

(1.19)

Aplicando a Equação 1.18, obtemos um conjunto de equações relacionando
os incrementos do tensor de deformação aos elementos do tensor de tensão:

dε11 = (2σ11 − σ22 − σ33) dζ
dε22 = (2σ22 − σ33 − σ11) dζ
dε33 = (2σ33 − σ11 − σ22) dζ

dε12 = dε21 = 3σ12dζ
dε23 = dε32 = 3σ23dζ
dε31 = dε13 = 3σ31dζ

(1.20)

que são conhecidas como relações de Lévy-Mises. Notamos que essas
relações, salvo algum fator de proporcionalidade, são aquilo que esperaŕıamos
admitindo as hipóteses de que a deformação seja proporcional à tensão e de
que ela ocorra com conservação de volume. De fato Hill prova que elas são

2R. Hill, Proc. Royal Soc. London, Ser. A, 193, 281 – 297 (1948).



i
i

“teste” — 2015/3/15 — 8:44 — page xiii — #13 i
i

i
i

i
i

Elsevier Plasticidade e fratura em solicitações multiaxiais · xiii

consistentes com o comportamentos conhecidos de materiais de engenharia, o
que usa como critério de validação do conceito de potencial plástico.

Hill menciona que o próprio von Mises forneceu um argumento para justi-
ficar o conceito (aparentemente artificial) de potencial plástico. Ele propõe
calcular o incremento de trabalho de deformação de um elemento de vo-
lume durante a variação arbitrária de σij , sujeito à restrição fp = constante.
Tradicionalmente isso é feito introduzindo-se um multiplicador de Lagrange
(dζ):

∂

∂σij
(σijdεij − fpdζ) (1.21)

Ou seja, a relação 1.18, portanto, equivale a realizar a deformação perpen-
dicular a uma trajetória que mantém o trabalho de deformação estacionário.
Segundo Hill, quando fp é a tensão equivalente de von Mises (Equação 1.3) o
incremento de trabalho é máximo. O autor, entretanto, ressalta que isso não
é necessariamente verdadeiro para qualquer tensão equivalente.

Esses resultados mostram que o potencial plástico apresenta uma notável
semelhança com um potencial termodinâmico tradicional (como por exemplo,
a energia livre de Gibbs), entretanto essa semelhança deve ser considerada com
cautela, pois a deformação plástica é fundamentalmente irreverśıvel, enquanto
que a termodinâmica clássica lida com transformações reverśıveis. Esses re-
sultados, de qualquer forma, mostram que o conceito de tensão equivalente é
emṕırico, mas justificável (pelo menos no contexto da termodinâmica de não
equiĺıbrio).

1.1.4 Representação gráfica dos critérios de escoamento

Os critérios de escoamento admitem uma representação gráfica particular-
mente didática. Para tanto, consideramos a aplicação do critério de von Mises
ao EPT (para simplificar, adotaremos σ2 = 0):

(σe)
2 ≤ 1

2

[
(σ1)

2 − 2σ1σ3 + (σ3)
2
]

(1.22)

Essa expressão irá representar, quando vale o sinal da igualdade, uma elipse
no plano σ1 × σ3.

O critério de Treska, por sua vez, irá resultar em um poĺıgono inserido
nesta elipse (veja a Figura 1.2).

Pela análise da Figura 1.2, tiramos algumas conclusões com respeito aos
dois critérios: eles são equivalentes em alguns pontos e preveem tensões de
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σ1

σ3

σe

σevon Mises
Treska

Figura 1.2: Representação gráfica dos critérios de escoamento de Treska e von
Mises para o EPT.

escoamento muito semelhantes. O critério de Treska prevê tensões equivalentes
menores ou iguais ao previsto pelo critério de von Mises (ou seja, Treska é mais
conservador).

Para o caso geral (ou seja, não no EPT) também é posśıvel fazer uma
representação tridimensional dos critérios na forma de um tubo obĺıquo de
seção circular com eixo ao longo da diagonal do primeiro octante (von Mises),
contendo um prisma hexagonal em seu interior (Treska).

Encruamento isotrópico e anisotrópico

É posśıvel demonstrar (ver McClintock e Argon) que o aumento da tensão
de escoamento em materiais isotrópicos previamente encruados tem o efeito
formal de expandir a elipse de von Mises, como reproduzido na Figura 1.3.

No caso de materiais plásticos anisotrópicos, a elipse, além de se expandir,
pode sofrer uma translação. O caso limite em que a elipse apenas translada
(sem se expandir) é chamado “encruamento cinemático” (Figura 1.4):
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σ1

σ3

σ

ε

Figura 1.3: Representação gráfica do encruamento em um material plástico
isotrópico.

σ1

σ3

Figura 1.4: Representação gráfica do encruamento cinemático em um material
plástico anisotrópico.
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Exerćıcio 1.1
Demonstre que um material que sofre encruamento cine-

mático também apresenta efeito Bauschinger (vide Seção ??).

Solução

Consideremos a Figura 1.4. Vemos que a situação em que σ3 ≡ 0 cor-
responde a um carregamento uniaxial puro. Sob a ação de um carregamento
em tração, portanto, teŕıamos a elipse cheia se movendo para a posição da
elipse ponto-tracejada. Invertendo-se agora o sentido da deformação, vemos
que o material irá se deformar no ńıvel de tensão determinado pela elipse
ponto-tracejada, que é muito menor que o esperado para a situação inicial e
mais ainda em relação ao novo limite de escoamento em tração, o que define
o efeito Bauschinger.

1.1.5 Critério de Hill

Os critérios de von Mises e Treska assumem, implicitamente, um material
isotrópico, no sentido de que as propriedades plásticas iniciais são isotrópicas,
mesmo que elas se tornem anisotrópicas em funçao da trajetória de deformação
(como no caso do encruamento cinemático). No caso de materiais que apre-
sentam propriedades anisotrópicas, em prinćıpio, outros critérios precisam ser
definidos que levem em conta essa resposta anisotrópica.

Hill3, em 1948, propôs um critério de escoamento aplicável a materiais ani-
sotrópicos no caso conhecido como ortotrópico. Nesse contexto, os materiais
ortotrópicos apresentam propriedades distintas ao longo de três eixos mutu-
amente ortogonais. Esse caso é importante na tecnologia, pois corresponde a
diversos produtos processados de uso corrente, como, por exemplo, placas de
madeira, chapas de aço e filmes poliméricos. O caso das chapas de aço será
discutido com maior detalhe na seção 1.5.

Hill propõe definir fp como:

2fp ≡ F (σ22 − σ33)2 +G (σ33 − σ11)2 +H (σ11 − σ22)2
+2Lσ223 + 2Mσ231 + 2Nσ212 = 1

(1.23)

onde F,G,H,L,M,N são parâmetros ajustáveis. A normalização é ne-
cessária porque agora não há uma situação privilegiada (como o limite de es-
coamento em carga uniaxial, pois agora essa propriedade depende da direção
no material) que possa ser usada para comparação.

3R. Hill, Proc. Royal Soc. London, Ser. A, 193, 281 – 297 (1948).
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Como Hill salienta, a forma da equação 1.23 implica na escolha dos eixos
principais de anisotropia como referencial para o material (esse referencial é
o definido pela ortotropia do material). Ele menciona que outros referenci-
ais podem ser escolhidos e que a transformação de referenciais (apresentada
na seção ??) pode ser empregada para definir outras formas. A ortotropia,
entretanto, está frequentemente associada ao processamento do material e o
referencial ortotrópico normalmente possui um valor intŕınseco natural. Por
exemplo, na laminação o referencial ortotrópico é definido pela direção de la-
minação (DL), pela direção normal à chapa (DN) e pela direção transversal
(DT), perpendicular às outras duas, e esse referencial é fundamental para toda
a teoria da conformação de chapas laminadas.

Exerćıcio 1.2
Suponha que para um dado material ortotrópico foram

medidos os limites de escoamento no referencial ortotrópico em condições uni-
axiais e em cisalhamento puro, valores denotados por (σe)ij . Utilize esses
parâmetros para determinar F,G,H,L,M,N na equação 1.23 e discuta o que
se pode concluir sobre seus sinais.

Solução

Considerando inicialmente os resultados uniaxiais, vemos que:
1

(σ2
e)11

= G+H
1

(σ2
e)22

= H + F
1

(σ2
e)33

= F +G

(1.24)

Esse sistema de equações pode ser resolvido para F,G e H, obtendo-se:
2F = 1

(σ2
e)22

+ 1
(σ2

e)33
− 1

(σ2
e)11

2G = 1
(σ2

e)33
+ 1

(σ2
e)11
− 1

(σ2
e)22

2H = 1
(σ2

e)11
+ 1

(σ2
e)22
− 1

(σ2
e)33

(1.25)

Para os casos de cisalhamento puro podemos determinar L,M e N dire-
tamente, por: 

2L = 1

(σ2
23)

2M = 1

(σ2
31)

2N = 1

(σ2
12)

(1.26)

Vemos que L,M e N são necessariamente positivos. Quanto a F,G e H,
embora não seja imposśıvel que um deles seja negativo, isso iria requerer pro-
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priedades mecânicas radicalmente diferentes ao longo dos eixos de anisotropia,
o que não se espera na prática.

1.2 Critérios de falha

Os critérios de escoamento discutidos anteriormente, a rigor, só se aplicam a
materiais metálicos dúcteis. Para materiais metálicos frágeis e cerâmicas, que
se rompem antes de atingir o limite de escoamento. A falha de um componente
feito desses materiais se dará principalmente por fratura frágil, que é regida
por uma classe diferente de observações emṕıricas. Os critérios de escoamento
são então substitúıdos pelos chamados critérios de falha.

Trincas, como vimos anteriormente, são os defeitos internos do material
que levam à fratura do sólido e elas se propagam sob a ação de tensões
normais.4 Os critérios de falha, portanto, se referem a uma tensão normal
máxima suportável pelo material (ao contrário dos critérios de escoamento,
que se referem a uma tensão máxima de cisalhamento ou a uma quantidade
intimamente associada, como no caso do critério de von Mises).

1.2.1 Critério de Rankine

O primeiro critério de falha tratado aqui é o chamado critério de Rankine,5

em que a ruptura ocorreria quando a máxima tensão normal de tração su-
perasse o limite de resistência obtido em um ensaio de tração uniaxial, ou
seja:

σf ≤ |σ1| (1.27)

O critério de Rankine presume tacitamente que o limite de resistência em
compressão é idêntico àquele observado em tração. Tal não corresponde à
observação emṕırica: experimentalmente se sabe que o limite de resistência
em compressão de materiais frágeis é cerca de oito vezes maior que aquele

4Estamos nos referindo a trincas carregadas no modo I, na linguagem da mecânica da
fratura elástica linear. É posśıvel propagar trincas nos modos II e III, mas isso requer um
considerável esforço em suprimir o modo I de operar. Trincas que iniciam a propagação fora
do modo I tendem a migrar para este. Tudo isso justifica a afirmação de que trincas frágeis
se formam sob a ação de tensões normais.

5William John Macquorn Rankine (1820 - 1874), cientista escocês mais conhecido como
um dos fundadores da termodinâmica, ao lado de Sadi Carnot e J. P. Joule. Seu tratado de
mecânica dos materiais, entretanto, teve um impacto tão ou mais importante que os de seus
estudos de termodinâmica.
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observado em tração uniaxial. Os critérios de falha mais modernos procuram
incorporar esta observação experimental.

1.2.2 Critério de Mohr-Coulomb

O primeiro critério aqui tratado, desenvolvido por Christian Otto Mohr, baseia-
se na construção da Figura 1.5, que, no EPT pode ser expresso como repre-
sentado na Figura 1.6.

Ensaios uniaxiais

σ

τ

σ
t

fσ
c

f

Figura 1.5: Representação gráfica da equivalência de estados de tensão segundo
o critério de Mohr-Coulomb.

Sua simplicidade é marcante e, de certa forma ele se assemelha ao critério
de Treska. Como no caso do critério de Treska, entretanto, ele apresenta uma
justificativa fraca e é de implementação complexa.

1.2.3 Critério de Griffith

Em 1925 Griffith propôs um critério de falha baseado na concentração de
tensão na ponta dos defeitos caracteŕısticos do material. Como vimos ante-
riormente (Seção ??), tensões de compressão resultam em tensões tangenciais
de tração para defeitos orientados paralelamente ao eixo de aplicação da carga.
Griffith considerou, portanto, uma distribuição aleatória de orientações de
defeitos e calculou a tensão de ruptura, presumindo que cada defeito tivesse
uma resistência intŕınseca σf .

O critério de Griffith pode ser expresso matematicamente pela seguinte
relação: {

(σ1 − σ3)2 + 8σf (σ1 + σ3) = 0 se σ1 + 2σ3 > 0
σ3 = σf se σ1 + 2σ3 ≤ 0

(1.28)
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σ
t

f

σ
c

f

σ3

σ1

Figura 1.6: Representação gráfica do critério de falha de Mohr-Coulomb para
materiais frágeis no EPT.

A primeira condição representa uma parábola inclinada, com seu eixo ao longo
da diagonal do primeiro quadrante. Essas relações encontram-se representadas
na Figura 1.7, novamente para o caso de um EPT.

Na Figura 1.7 a linha marcada como “trincas aleatórias” representa o espe-
rado para o caso em que as trincas são aleatoriamente distribúıdas também ao
longo dos planos x1x2 e x2x3, nestes casos fatalmente a tensão de compressão
aplicada irá resultar em tensões tangenciais de tração acima do valor cŕıtico
nesses defeitos. O critério de Griffith prevê que o limite de resistência em
compressão é exatamente oito vezes maior que em tração, o que é compat́ıvel
com a observação experimental. Como já havia ocorrido na comparação dos
critérios de Treska e de von Mises, o critério de Mohr-Coulomb é mais conser-
vador que o de Griffith, porém os dois preveem praticamente a mesma tensão
de ruptura.
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σf
−8σf

σ1

σ3

trincas paralelas a x2

trincas aleatórias

Figura 1.7: Representação gráfica do critério de falha de Griffith para materiais
frágeis no EPT. A linha pontilhada representa a tensão de ruptura obtida
assumindo que as trincas se encontram aleatoriamente distribúıdas em todas
as orientações do volume e não apenas no plano da placa, como na derivação
original de Griffith.

1.2.4 Critério de McClintock-Walsh

McClintock e Walsh introduziram um refinamento no modelo de Griffith, que
assumiu implicitamente que as faces da trinca nunca se tocam e dessa forma
são incapazes de comunicar tensões (tanto normais quanto tangenciais). Essa
hipótese é razoável quando tensões de tração agem sobre a trinca (em particu-
lar quando a tensão hidrostática é positiva), porém, sob o domı́nio de tensões
de compressão este efeito não pode mais ser negligenciado. Os autores então
introduziram um componente de atrito entre as faces da trinca, proporcional
a um coeficiente de atrito (µ) e à tensão normal atuando sobre a trinca. Com
esse resultado os autores foram capazes de obter uma melhor reprodutibilidade
para resultados de mecânica de rochas, em que altas pressões de confinamento
(ou seja, altas tensões hidrostáticas negativas) são comuns.
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Exerćıcio 1.3
Considere a Figura 1.8, que representa um tubo de raio

exterior r = 25 mm e paredes finas de espessura t = 0,5 mm submetido a um
torque T .

TT

Figura 1.8: Representação de um tubo de paredes finas submetido a um torque.

Suponhamos que este tubo venha a ser feito:

I. de latão 70/30, com limite de escoamento σe = 115 MPa, limite de
resistência σu = 331 MPa, módulo de rigidez E = 100,3 GPa e coeficiente
de Poisson ν = 0,35 ou

II. de alumina (99,8% densa), com limite de ruptura em tração σr = 205
MPa, módulo de rigidez E ' 405 GPa.

Com base nessas informações, responda qual critério de falha (Treska,
Rankine ou von Mises) você deve usar para cada um dos dois casos? Justifique
(observe que no caso do tubo de cobre, este irá falhar quando sofrer deformação
plástica, já no caso do tubo de alumina, ele irá falhar quando se fraturar).

Observação: como o tubo tem paredes finas, assuma por simplicidade que
o estado de tensões é uniforme ao longo da sua espessura.

Dados:

� Equação de Coulomb para a torção (r é o raio exterior e I é o momento
de inércia do tubo):

τmax =
Tr

I
(1.29)

� Momento de inércia da seção transversal de um tubo de raio r com
parede fina de espessura t:

I ≈ 2πr3t (1.30)
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Solução

No tubo de latão podemos utilizar os critérios de Treska ou o de von Mises.
O critério de Treska é mais conservador, portanto é mais adequado para a
determinação de um torque máximo admisśıvel. A aplicação do critério de
Treska também é mais conveniente, já que o estado de tensão na parede do
tubo será de cisalhamento puro (confira o Exerćıcio ??), portanto a tensão
determinada já é a tensão máxima de cisalhamento. No caso do tubo de alu-
mina, que é um material frágil, devemos usar o critério de Rankine, que, dos
três, é o mais adequado.

1.3 Critérios de escoamento para outros materiais
particulares

Como afirmado anteriormente, critérios de escoamento (e de falha) podem ser
adaptados para atender particularidades da deformação plástica ou da fratura
de materiais espećıficos. Aqui trataremos de dois casos: poĺımeros e vidros
metálicos (metais amorfos).

Ao contrário dos materiais cristalinos, os poĺımeros apresentam uma forte
dependência de suas propriedades mecânicas na pressão hidrostática, devido
à existência de volume livre na estrutura do poĺımero. Esse efeito causa,
entre outras coisas, uma anisotropia na resistência mecânica em solicitações
de tração e de compressão (o limite de escoamento em compressão é cerca de
10 % a 20 % maior que em tração).

Isso pode ser incorporado ao critério de escoamento de von Mises através da
introdução de uma dependência do limite de escoamento na tensão hidrostática
média, por exemplo:

σe = σ0e + kσm (1.31)

Da mesma forma, critérios foram estabelecidos para levar em conta a
tendência do poĺımero se deformar por microfibrilamento (crazing), já que
este mecanismo de deformação só ocorre sob a ação de tensões hidrostáticas
de tração. Um critério que atende a este objetivo é:

σ1 − σ3 = A+
B

σ1 + σ3
(1.32)
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A Figura 1.9 apresenta a representação gráfica dos critérios que:

a . Consideram o efeito da pressão hidrostática.

b . Consideram a competição entre bandas de cisalhamento e microfibrila-
mento no poĺımero.

P1>P0

0

1
σ1

σ3 σ3

σ1

Bandas de 
cisalhamento

"crazing"

Figura 1.9: Representação gráfica de alguns critérios de escoamento utilizados
para poĺımeros.

Em um artigo recente, C. A. Schuh e A. C. Lund6 propuseram o uso de um
critério baseado no de Mohr-Coulomb para descrever o escoamento de vidros
metálicos, que apresentam uma forte anisotropia plástica. O modelo desses
autores é baseado em modelos atomı́sticos e foi testado por meio de simulações
de dinâmica molecular.

1.4 Teoria da deformação elastoplástica em defor-
mações finitas

O formalismo empregado até aqui para descrever tensões e deformações é con-
veniente para os casos em que a deformação é infinitesimal. Nestas condições
as equações podem ser linearizadas e o prinćıpio de superposição pode ser
aplicado. Na prática isso significaria que a deformação total de um corpo (ε)
pode ser dividida em uma parcela elástica (εel) e uma parcela plástica (εpl):

ε = εel + εpl (1.33)

6C. A. Schuh, A. C. Lund, Nature Materials 2, 449-452, 2003.
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Quando as deformações plásticas são grandes, entretanto, surgem proble-
mas neste tipo de decomposição. Neste caso a própria definição do tensor de
deformação introduz não linearidades nas equações e a decomposição apre-
sentada na Equação 1.33 torna-se impraticável, senão imposśıvel. Em certas
condições é posśıvel estabelecer hipóteses simplificadoras e continuar usando
as deformações e as tensões até aqui introduzidas. Podemos, por exemplo,
assumir que as deformações elásticas são nulas e que o sólido não encrua após
o escoamento. Esse caso limite, chamado de material idealmente plástico,
é comumente empregado na mecânica dos materiais. O que devemos fazer,
entretanto, quando as deformações elásticas não são despreźıveis? E quando
o encruamento existe? Para esses casos (incluindo o importante exemplo dos
poĺımeros) surge a necessidade de se usar um formalismo alternativo, chamado
de teoria das deformações finitas (finite strain theory). A referência a res-
peito deste assunto, que será seguida aqui, é o artigo do Prof. E. H. Lee da
Universidade de Stanford. 7 A teoria, entretanto, é consideravelmente mais
antiga e pode ser encontrada, por exemplo no livro de Hill.8

Lee inicia sua discussão introduzindo a cinemática do problema da de-
formação de um sólido elastoplástico. Consideremos a situação representada
na Figura 1.10. A deformação do elemento de volume x1 sob ação de uma força
para x3 é dada pela transformação (não mais afim) A. Postulamos, entretanto,
que a deformação total pode ser decomposta em uma parcela elástica Ae (que
leva do estado intermediário x2 ao estado final x3) e uma parcela plástica
Ap(que leva do estado inicial x1 a x2).

Assumindo agora que a temperatura permanece constante e que as su-
perf́ıcies são livres de tração,9 podemos escrever a transformação A como:

Aij =
∂x3i
∂x1j

(1.34)

Da mesma forma, Ae e Ap são dadas por:

Aeij =
∂x3i
∂x2j

(1.35)

e

Apij =
∂x2i
∂x1j

(1.36)

7E. H. Lee,Trans. ASME: J. Apl. Mech., 36 (1969) 1 – 6.
8R. Hill Mathematical Theory of Plasticity, Cap. 3, Oxford:Oxford University Press

(1950)
9Estas restrições, evidentemente, podem ser facilmente levantadas introduzindo-se as ou-

tras derivadas parciais na Equação 1.34.
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x1

x2

x3

x
1

x
2

x
3

A

Ap

A
e

Figura 1.10: Representação esquemática da deformação de um elemento de
volume de um corpo elastoplástico, decomposta em uma parcela elástica e
outra plástica.

Pela regra da cadeia, teremos então:

A = ApAe (1.37)

Esta relação substitui a Equação 1.33 e é válida para qualquer tipo de de-
formação.

A seguir Lee deduz a expressão da taxa de acréscimo de trabalho Ẇ dis-
pendido10 no processo de deformação de x1 para x3:

Ẇ =

∫
V 3

∑
ij

σij
∂v3i
∂x3j

dV 3 (1.38)

onde v3 é a velocidade do ponto na configuração x3 e V 3 é o volume do sólido

10Como Lee ressalta, este é o trabalho envolvido no movimento do ponto material de x1

para x3 subtráıdo da parcela devida ao incremento da energia cinética.
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nesta configuração. Introduzindo a seguinte notação para o tensor de tensão:

T⇒ |Tij | = |σij | (1.39)

e considerando que:

∂v3i
∂x3j

=
∑
k

∂v3i
∂x1k

∂x1k
∂x3j

= ȦA−1 = L (1.40)

Introduzimos também uma mudança de variáveis para integrar sobre o
volume da configuração x1, ou seja, V 1, obtendo:

Ẇ =

∫
V 1

tr (TL) det(A)dV 1 (1.41)

onde tr(. . .) e det(. . .) representam os operadores de tomada do traço e do
determinante das matrizes contidas nos argumentos. Nota-se que detA é o
Jacobiano da transformação de variáveis na integral de volume.

Usando agora a Equação 1.37 para substituir A na Equação 1.41 e desen-
volvendo a diferencial do produto das matrizes obtemos:

Ẇ =

∫
V 1

tr
[
T
(
ȦeAp + AeȦp

)
Ap−1Ae−1

]
det Ae det ApdV 1 (1.42)

Sabe-se que na deformação plástica o volume é constante, o que implica
em det Ap = 1. A Equação 1.42 pode ser então reescrita como:

Ẇ = Ẇ e + Ẇ p (1.43)

onde

Ẇ e =

∫
V 1

tr
[
TȦeAe−1

]
det AedV 1 (1.44a)

e

Ẇ p =

∫
V 1

tr
[
TAeȦpAp−1Ae−1

]
det AedV 1 (1.44b)

Como Lee ressalta, é muito tentador interpretar estas duas quantidades
como a taxa de armazenamento de trabalho elástico e plástico respectivamente.
Ele faz a ressalva, entretanto, que no caso elastoplástico a configuração obtida
após o descarregamento (ou seja, x2) está sendo continuamente deformada, não
correspondendo, portanto, à configuração original como no caso puramente
elástico. Isso implica que parte do trabalho plástico pode ser computado na
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parcela Ẇ e. Caso as propriedades elásticas do sólido não se alterem com a
deformação plástica, entretanto, a identificação pode ser feita sem problemas.

Retornando agora à parcela plástica, podemos assumir sem perda de ge-
neralidade que o integrando na Equação 1.44b corresponde à taxa de armaze-
namento de energia plástica por unidade de volume não deformado:

ẇe = tr
(
TAeȦpAp−1Ae−1

)
det Ae (1.45a)

A equação mostra, aparentemente, que as deformações plástica e elástica
estão acopladas na determinação da taxa de armazenamento do trabalho
plástico. Lee, entretanto, argumenta que este acoplamento pode ser elimi-
nado se a rotação relativa a x1 embutida em x2 for eliminada do problema.
Definindo-se a nova configuração x2 a partir de um referencial solidário com
respeito à esta rotação, Lee mostra que a Equação 1.45a pode ser reescrita
como:

ẇp =
[
TȦ

p (
A
p)−1]

det A
e

(1.45b)

Finalmente, expandindo-se os elementos dos tensores obtemos:

ẇe =
∑
ij

σij
∂vi
∂x2j

det A
e

(1.45c)

O segundo termo do produto representa a velocidade de deformação plástica
na configuração x2, mas, como usual na deformação plástica, o divergente
desta velocidade deve se anular (para garantir que o volume se conserve).
Dessa forma ela não contribui para o traço da matriz. O critério de escoa-
mento pode ser escrito na forma:

σ [T (det Ae)] = σe (1.46)

Onde σ corresponde à função tensão equivalente, discutida anteriormente e
que pode ser representada pela função de von Mises ou de Treska ou qualquer
outra similar.

A seguir definimos o tensor Q, tal que:

Q = T
(
det F

e)
(1.47)

e reescrevemos o critério de escoamento como:

σ (Q)− σe (φ, T ) ≤ 0 (1.48)
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onde φ representa o funcional:

φ =

∫ t

0
α (T ) ẇpdτ (1.49)

Esse funcional representa a contribuição do encruamento no aumento do li-
mite de escoamento e, portanto, α (T ) é uma função crescente da temperatura,
que representa o aumento da mobilidade das discordâncias com a tempera-
tura, consequentemente permitindo um maior incremento na densidade de
discordâncias com menos gasto de trabalho plástico.

Na Expressão 1.48 o sinal da igualdade representa a deformação plástica e a
inequalidade representa um estado elástico. Para a continuação da deformação
plástica, a derivação dessa expressão com o sinal de igualdade leva à seguinte
equação diferencial:

tr

(
∂σ

∂Q
Q̇

)
− ∂σe
∂φ

φ̇− ∂σe
∂T

Ṫ = 0 (1.50)

A seguir Lee argumenta que o encruamento resulta sempre num incremento
de limite de escoamento11, e portanto:

∂σe
∂φ

φ̇ > 0 (1.51)

e a continuação da deformação plástica estará associada a:

tr

(
∂σ

∂Q
Q̇

)
− ∂σe
∂T

Ṫ > 0 (1.52)

que corresponde à condição de carregamento para a continuação da deformação
plástica. Notamos que no caso isotérmico ela se reduz a σ̇ > 0.

A Seguir Lee introduz o tensor de velocidade de deformação plástica, D
p
,

definido como:

D
p

=

[
L
p

+
(
L
p)T]

2
=

(
∂vi
∂x2j

+
∂vj
∂x2i

)
:

L
p

2
= Ȧ

p (
A
p)−1

(1.53)

onde o śımbolo (. . .)T representa a transposta do tensor no argumento.

11Isto, a rigor, não é correto quando surgem instabilidades plásticas, mas se nos restrin-
girmos à deformação plástica homogênea, como certamente era o escopo do trabalho de Lee,
a asserção vale.
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Lee introduz então (usando 1.45b) o potencial plástico:12

D
p

= k
∂σ

∂Q

[
tr

(
∂σ

∂Q
Q̇

)
− ∂σe
∂T

Ṫ

]
(1.54)

onde k é dado por:

k =

(
αnσ

∂σe
∂φ

)−1
(1.55)

sendo n a ordem de T em σ.
O termo entre chaves na Equação 1.54 representa a taxa de carregamento

e, por conta do termo ∂σ
∂Q temos que a taxa de deformação é normal à superf́ıcie

de escoamento. Dessa forma podemos empregar um prinćıpio de máxima taxa
de dissipação de energia plástica,13 que por sua vez garante a unicidade da
solução.

1.4.1 Termodinâmica da deformação elastoplástica

Por fim, Lee argumenta que o tratamento apresentado permite a determinação
da história de deformação exceto pela variação de temperatura. Para isto o
acoplamento termomecânico deve ser introduzido no problema. Para tanto ele
introduz a termodinâmica do processo de deformação plástica. Primeiramente
ele argumenta que os fenômenos elásticos e plásticos são apenas fracamente
acoplados e que as propriedades termoelásticas dependem fundamentalmente
da estrutura cristalina básica, enquanto que o fluxo plástico depende da geração
e migração de discordâncias, que pouco afetam a estrutura cristalina. Ele ba-
seia então a termodinâmica em duas interações separadas, uma termoelastici-
dade reverśıvel e o trabalho plástico irreverśıvel.

12veja R. Hill Mathematical Theory of Plasticity, Cap. 3, Oxford:Oxford University Press
(1950).

13Este é um prinćıpio popular nas teorias convencionais da plasticidade e estabelece que
o caminho tomado pelo processo de deformação plástica é o que permite a maior taxa de
dissipação de energia por trabalho plástico.
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Termoelasticidade reverśıvel

Lee introduz a energia livre de Helmholz, ψ (Ce, T ), do problema termoelástico,
onde Ce = (Ae)T Ae, a partir da qual se obtém a tensão e a entropia (Se) do
sistema:

T = 2ρ0A
e ∂ψ

∂Ce
(Ae)T (det Ae)−1 (1.56)

e

Se = −∂ψ
∂T

(1.57)

Na Expressão 1.56 ρ0 representa a densidade inicial.

Contribuição irreverśıvel da plasticidade

Lee introduz um termo de eficiência (γp) do trabalho plástico que fornece
a quantidade de trabalho plástico que é convertida em calor no processo de
deformação,14 calculando a variação de energia interna do sistema como:

ρ0U̇
e = ẇe + γẇp (1.58a)

e
ρ0U̇

p = (1− γ) ẇp (1.58b)

sendo que a segunda parcela se refere à energia armazenada (na forma de
discordâncias e outros defeitos cristalinos) no sistema por conta da deformação
plástica.

A produção de entropia elástica resultante do trabalho plástico é dada por:

Tρ0Ṡ
e = γẇp (1.59)

Por fim, Lee combina todas as contribuições desenvolvidas nesta seção e
determina a história termo-elasto-plástica do sistema pormeio das Equações
1.56 (para a deformação elástica), 1.48 e 1.54 (para o fluxo plástico) e 1.57,
1.58a e 1.59 (para o acoplamento entre estas contribuições).

14Tipicamente γ varia entre 0,9 e 1,0 no decurso da deformação plástica.
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1.5 Aplicação: estampabilidade de chapas

A teoria desenvolvida anteriormente é essencial para a compreensão da maior
parte dos processos de conformação mecânica dos materiais. Devido à sua
importância tecnológica, a estampagem de chapas metálicas será discutida
nesta seção. Não se trata de uma discussão aprofundada, entretanto. Apenas
apresentaremos alguns conceitos importantes para esta indústria e que estão
intimamente relacionados à deformação plástica em estados triaxiais de tensão.

Estampagem é um processo de conformação de chapas, que são obtidas,
por sua vez, por laminação. O processo de laminação frequentemente introduz
uma distribuição preferencial de orientações cristalinas ao longo da direção de
laminação e/ou uma distribuição preferencial de planos cristalinos relativa-
mente à normal da chapa. Essas distribuições preferenciais formam o que se
conhece como textura. A textura, por sua vez, introduz anisotropia nas pro-
priedades mecânicas da chapa. No caso da estampagem o que interessa é a
anisotropia do comportamento plástico do material.

Uma série de parâmetros mecânicos são utilizados para definir a qualidade
de uma chapa para fins de estampagem. Dentre os que já vimos temos o coe-
ficiente de encruamento, n (que está ligado ao alongamento uniforme por
meio da relação de Considère): quanto maior n, maior será a estampabilidade
da chapa.

Coeficiente de anisotropia plástica

Outro parâmetro importante é obtido do ensaio de tração em um corpo de
prova padronizado retirado da chapa, esse, conhecido como coeficiente de
anisotropia plástica, R, é definido como:

R =
εrw
εrt

(1.60)

onde εrw e εrt são respectivamente a deformação real observada na largura
e na espessura do corpo de prova, respectivamente. Esse parâmetro, por-
tanto, mede a resistência ao afinamento da chapa no processo de estampagem
e quanto maior seu valor, maior será a probabilidade da chapa ser estampada
com sucesso.
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De acordo com informações do prof. Ronald L. Plaut e do dr. Antenor
Ferreira Filho,15 a prática industrial de medida da R corresponde a:

I. Aplicar uma deformação de cerca de 15% ao corpo de prova.

II. Medir o alongamento ao longo do comprimento (εrl ) e ao longo da largura
(εrw).

III. Calcular R usando a conservação do volume durante a deformação plás-
tica.

Esse procedimento tem uma precisão maior que aquele sugerido pela de-
finição anterior.

O coeficiente de anisotropia plástica é medido para diversas orientações e
uma série de parâmetros é calculada em função dos valores obtidos. Apenas
para exemplificar, o valor de R médio em relação às orientações da chapa é
definido como:

R =
R0 + 2R45 +R90

4
(1.61)

onde o subescrito se refere ao ângulo relativo entre a direção do comprimento
do corpo de prova e a direção de laminação da chapa.

1.5.1 Aplicação do critério de Hill à estampagem

O critério de escoamento de Hill, introduzido na seção 1.1.5 é muito popular
no contexto da estampagem, vamos aqui detalhar essa conexão. Para tanto
seguiremos o desenvolvimento proposto pelo próprio Hill16

Iniciamos reescrevendo a equação 1.23 no referencial das tensões reais prin-
cipais, assumindo implicitamente que elas coincidem com os eixos de anisotro-
pia (ou seja DL, DT, DN) da chapa, assumimos ainda que o eixo 1 se refere a
DL, o eixo 2 a DT e o eixo 3 a DN:

σ̄ = F (σ2 − σ3)2 +G (σ3 − σ1)2 +H (σ1 − σ2)2 − 1 = 0 (1.62)

Impomos agora que os tensores de deformação e de tensão são coaxiais
(ou seja, tem o mesmo referencial das deformações principais, assim podemos
associar as taxas de deformação reais principais, ε̇i às tensões reais principais
por um parâmero escalar λ, tal que:

15Informação pessoal.
16R. Hill, Int. J. Mech. Sci., 35, 19 - 25 (1993).
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ε̇i = λ̇
∂σ̄

∂σi
⇒ ∂εi

∂λ
=
∂σ̄

∂σi
(1.63)

ou seja 
∂ε1
∂λ = 2 (G+H)σ1 − 2Hσ2 − 2Gσ3
∂ε2
∂λ = 2 (F +H)σ2 − 2Hσ1 − 2Fσ3
∂ε3
∂λ = 2 (F +G)σ3 − 2Gσ1 − 2Fσ2

(1.64)

Chapas se deformam em EPT, portanto impomos σ3 = 0, obtendo:
∂ε1
∂λ = 2 (G+H)σ1 − 2Hσ2
∂ε2
∂λ = 2 (F +H)σ2 − 2Hσ1

∂ε3
∂λ = −2Gσ1 − 2Fσ2

(1.65)

Usando agora a definição de R (Equação 1.60) podemos escrever:

dε2
dε3

= R0 =
H

G
(1.66a)

e

dε1
dε3

= R90 =
H

F
(1.66b)

Usamos agora o resultado do Exerćıcio 1.2 e obtemos duas identidades:

(1 +R0)

(σ2e)33
− (1 +R0)

(σ2e)22
=

(1−R0)

(σ2e)11
(1.67a)

e

(1 +R90)

(σ2e)33
− (1−R90)

(σ2e)22
=

(1 +R90)

(σ2e)11
(1.67b)

Dessas expressões isolamos
(
σ2e
)
11

:

1

(σ2e)33
=

R0 +R90

(1 +R0)R90

1

(σ2e)11
(1.68a)

e

1

(σ2e)22
=

(1 +R90)R0

(1 +R0)R90

1

(σ2e)11
(1.68b)

Com isso podemos obter expressões para os parâmetros F e G:
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F =
R0

(1 +R0)R90

1

(σ2e)11
(1.69)

e

G =
1

(1 +R0)

1

(σ2e)11
(1.70)

Substituindo na expressão 1.62 (e usando H = R0G) temos finalmente:

σ21 +
R0 (1 +R90)

R90 (1 +R0)R90
σ22 −

2R0

1 +R0
σ1σ2 =

(
σ2e
)
11

(1.71)

1.5.2 Embutimento profundo, estiramento

Desde cedo ficou evidente para a indústria que os parâmetros de qualidade
de chapas anteriormente discutidos são insuficientes para caracterizar seu de-
sempenho durante o processo de estampagem. Este, normalmente, envolve a
conformação de uma chapa de geometria simples (por exemplo, plana) para
algo mais complexo (por exemplo, uma lata de refrigerante), desta forma a
deformação local é muito heterogênea, diferindo ponto a ponto. Desta forma
desenvolveram-se ensaios de estampagem que procuram simular o processo de
forma mais aproximada. Estes ensaios são divididos em duas classes:

1. Ensaios de embutimento.

2. Ensaios de estiramento.

Os ensaios de embutimento normalmente envolvem a deformação de uma
chapa fixa em uma matriz por meio de um punção, até que esta se rompa.
Nos ensaios de embutimento a chapa pode deslizar lateralmente em relação
à matriz, as deformações se aproximam de um cisalhamento puro com duas
deformações principais de mesmo módulo, mas sinais invertidos, a espessura da
chapa não se altera significativamente (exemplos, Swift e Fukui). Em ensaios
de estiramento a chapa é mantida fixa em relação à matriz, as deformações
se aproximam de tração biaxial, envolvendo, portanto, a redução da espessura
da chapa (exemplos, Erichsen e Olsen).

1.5.3 Curva limite de conformação (CLC)

Os ensaios de embutimento e estiramento, por si só, não são capazes de modelar
corretamente o processo de estampagem. Um avanço significativo, entretanto,
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foi obtido por Keeler e Backofen em 1963 (vide [MC]), que descobriram que o
surgimento de estricção em um ensaio de estiramento está associado a valores
cŕıticos das duas deformações principais no plano da chapa. Goodwin esten-
deu o conceito para a região onde uma das deformações principais é negativa
(ou seja, em direção aos ensaios de embutimento profundo) e os diagramas
resultantes, que relacionam os valores das deformações principais cŕıticas para
o surgimento da instabilidade se chamam curvas limite de conformação
(CLC) (em inglês Forming Limit Curves, FLC ).

A CLC é determinada em um ensaio de embutimento/estiramento proposto
por Hecker em 1974 (vide [MC]). Neste ensaio imprime-se sobre a chapa por
um processo serigráfico uma grade de ćırculos. Essa chapa é deformada por um
punção hemisférico, porém as condições de deformação (dimensões da chapa,
condições de lubrificação) são variadas, tal que elas resultem em diferentes
combinações de deformações principais cŕıticas, que são medidas na chapa
deformada. Os pontos obtidos são, então, utilizados para a construção da
CLC. Um exemplo, reproduzido da tese de doutoramento de Antenor Ferreira
Filho,17 é mostrado na Figura 1.11.

Figura 1.11: Exemplo de corpo de prova marcado com a grade de ćırculo para
a determinação de uma CLC. A linha de falha pode ser vista a meio caminho
entre o equador e o polo do hemisfério. Fonte: Antenor Ferreira Filho.

17A. Ferreira Filho “Relações entre textura cristalográfica e estampabilidade de cinco aços
ferŕıticos” São Paulo: Departamento de Engenharia Metalúrgica e de Materiais, Escola
Politécnica da USP, 2005.
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2,54mm
e2 e1

círculo 
original

círculo
deformado

Figura 1.12: Definição das deformações maiores e menores.

Figura 1.13: Exemplo de uma sequência de corpos de prova utilizados para
a determinação de uma CLC. As condições de deformação variaram de esti-
ramento para embutimento profundo da esquerda para a direita. Cortesia:
Antenor Ferreira Filho.

As deformações cŕıticas da chapa são medidas no ponto em que surge a
instabilidade e são definidas de acordo com a Figura 1.12.

A deformação maior, designada por e1, e a deformação menor, designada
por e2, são medidas no ponto de instabilidade. As condições de deformação
são variadas, por exemplo, alterando a largura da chapa usada no ensaio, de
forma a varrer as posśıveis combinações de e1 e e2 e a curva resultante é a
CLC. A Figura 1.13 mostra uma sequência de oito corpos de prova utilizados
por Antenor Ferreira Filho para a determinação da CLC de um aço carbono.
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(a)

(b)

Figura 1.14: Exemplo de uma análise de estampagem de peça usando elementos
finitos. Modelo (a) e Caminho de deformação comparado à CLC do material
(b). Fonte: Antenor Ferreira Filho.

1.5.4 Análise de grade de ćırculos

O último ingrediente na análise do processo de estampagem é dado pela
análise de grade de ćırculos (Circle Grid Analysis). Neste procedimento
uma grade de ćırculos (como a do ensaio de CLC) é impressa sobre a chapa,
que é usada para a estampagem da peça que se deseja fabricar. Após isto,
as deformações maiores e as deformações menores são registradas em todas
as posições da peça, o que permite identificar regiões cŕıticas (ou seja, as que
mais se aproximam da CLC do material). Pode-se proceder, desta maneira, a
correções do projeto da matriz de estampagem ou alterações no material para
evitar a ocorrência de perdas em produção.

Atualmente há uma linha de pesquisa muito importante que procura simu-
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lar o processo de estampagem por cálculos numéricos pelo método de elementos
finitos. A Figura 1.14 mostra um exemplo desta abordagem, retirada da tese
de Antenor Ferreira Filho. Essa figura mostra o modelo de elementos finitos
de uma chapa submetida à estampagem, simulando o processo de estampagem
de uma capa metálica de ferro de passar roupa. Na Figura 1.14a o modelo
é mostrado e diversas regiões são identificadas por um código de cores (que
foi convertido em tons de cinza para uso nesse livro). A Figura 1.14b mos-
tra o caminho de deformação percorrido nestas regiões em comparação com a
CLC medida para o material (linha preta no diagrama). Nota-se que todas
as regiões da peça estão na região segura de deformação, mas a região cinza
clara é a que mais se aproxima de condições cŕıticas.
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Escola Politécnica da Universidade de São Paulo, 2010.

[98] PERES, F. M. Desenvolvimento de métodos alternativos para a avaliação
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da Universidade de São Paulo, 2004.

[122] SILVA, P. S. C. P. da. Comportamento mecânico e fratura de componen-
tes e estruturas metálicas. Curitiba: Univ. Federal do Paraná, 1999.
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intermetálicos por infiltração a médias pressões. Dissertação (Mestrado) —
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deformação plástica, recristalização, crescimento de grão. 3. ed. São Paulo:
IPEN/CNEN, 2003.

[143] VALIEV, R. Z.; LANGDON, T. G. Principles of equal-channel angular
pressing as a processing tool for grain refinement. Progress in Materials
Science, v. 51, p. 881–981, 2006.

[144] WANG, C. H.; BROWN, M. W. Life prediction techniques for varia-
ble amplitude multiaxial fatigue, part 1:theories. Journal of Engineering
Materials and Technology, v. 118, p. 367–370, 1996.

[145] WANG, C. H.; BROWN, M. W. Life prediction techniques for variable
amplitude multiaxial fatigue, part 2:comparison with experimental results.
Journal of Engineering Materials and Technology, v. 118, p. 371–374, 1996.

[146] WAYMAN, C. M. The phenomenological theory of martesite crys-
tallography: Interrelationships. Metallurgical and Materials Transactions,
v. 25A, p. 1787 – 1795, 1994.

[147] WEERTMAN, J. Theory of steady-state creep based on dislocation
climb. Journal of Applied Physics, v. 26, p. 1213–1217, 1955.

[148] WEERTMANN, J.; WEERTMANN, J. R. Elementary dislocation the-
ory. Oxford: Oxford University Press, 1992.

[149] WESTERGAARD, H. M. Bearing pressures and cracks. Journal of
Applied Mechanics, v. 6 A, p. 49–43, 1939.



i
i

“teste” — 2015/3/15 — 8:44 — page liv — #54 i
i

i
i

i
i

liv · Mecânica dos Materiais Elsevier

[150] WIEGARDT, K. Uber das Spalten und Zerreissen elastischer Körper.
Zeitschrift für Mathematik Physik, v. 55, p. 60–103, 1922.

[151] WILLIAMS, M. L.; LANDEL, R. F.; FERRY, J. D. The temperature
dependence of relaxation mechanisms in amorphous polymers and other
glass-forming liquids. Journal of the American Chemical Society, v. 77, p.
3701–3707, 1955.

[152] WOLF, K. Zur Bruchtheorie von A. Griffith. Zeitschrift für angewandte
Mathematik und Mechanik, v. 3, p. 197–112, 1922.

[153] YAVARI, P.; MILLER, D. A.; LANGDON, T. G. An investigation of
Harper-Dorn creep — I. Mechanical and microstructural characteristics.
Acta Metallurgica, v. 30, p. 871–879, 1982.

[154] YOSHIMURA, H. N. Produção e caracterização de compósitos de ma-
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