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Exemplo 1 

Periago F., A FIRST STEP TOWARDS VARIATIONAL METHODS IN ENGINEERING

Motivação

Cilindro de comprimento L e raio desprezível, de maneira que o fluxo de calor aconteça 
na direção-x. A Lei de Fourier indica que o fluxo, q, é proporcional ao gradiente de 
temperatura u:

K é o coeficiente de condutividade térmica e o sinal negativo indica que o fluxo de calor 
acontece da maior para a menor temperatura. Entre os pontos x1 e x0 podemos 
equacionar o fluxo da seguinte maneira:



Periago F., A FIRST STEP TOWARDS VARIATIONAL METHODS IN ENGINEERING

Motivação

Uma fonte de calor externa ou interna,                                      ,pode causar o fluxo de 
calor

O balanço enérgico leva a:

Assim:



Periago F., A FIRST STEP TOWARDS VARIATIONAL METHODS IN ENGINEERING

Motivação

A Lei de Newton também diz que a transferência de calor se dá a uma taxa proporcional 
a diferença de temperatura entre a peça e o ambiente (na equação, a temperatura do 
ambiente é tratada como nula). Assim,

Com as seguintes condições de contorno:

EDO com 

condições de 

contorno!



Motivação

Problemas Elásticos

Problemas Térmicos

Escoamento de Fluídos

Eletroestática

Equações 
Diferenciais

Condições 
de 

Contorno



Introdução

Equações 
Diferenciais

Condições 
de 

Contorno

Exemplo: Centro de usinagem

Deformação Elástica
Modos de Vibrar
Comportamento Térmico

APROXIMAÇÃO

Sistemas de equações

𝐾𝑢 = 𝐹



Introdução

https://ocw.mit.edu/courses/mechanical-engineering/2-092-finite-element-analysis-

of-solids-and-fluids-i-fall-2009/



Introdução

Objetivo do método: 
• dividir em domínios menores
• Aproximar a solução nesses domínios 
• Impor a solução para domínio adjacentes
• Resolver as equações 

https://ocw.mit.edu/courses/mechanical-engineering/2-092-finite-element-analysis-

of-solids-and-fluids-i-fall-2009/
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Metodologia

https://ocw.mit.edu/courses/mechanical-engineering/2-092-finite-element-analysis-

of-solids-and-fluids-i-fall-2009/



Metodologia - Pré-processamento

https://ocw.mit.edu/courses/mechanical-engineering/2-092-finite-element-analysis-

of-solids-and-fluids-i-fall-2009/



Metodologia - Pré-processamento

https://ocw.mit.edu/courses/mechanical-engineering/2-092-finite-element-analysis-
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Metodologia - Resolução

https://ocw.mit.edu/courses/mechanical-engineering/2-092-finite-element-analysis-

of-solids-and-fluids-i-fall-2009/

Métodos Numéricos para inversão de matriz, fatoração, solução de 
sistemas de equações 



Metodologia – Pós-processamento

https://ocw.mit.edu/courses/mechanical-engineering/2-092-finite-element-analysis-

of-solids-and-fluids-i-fall-2009/



Metodologia – Elementos
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 𝑢 = 𝑎𝑥 1 − 𝑥

 𝑢(0)=0

 𝑢(1)=0

Função tentativa:

Kwon and Bang, The Finite Element Method Using Matlab

Métodos de Aproximação



Substituindo a função tentativa, calculamos o resíduo:

O resíduo deve ser nulo em toda a faixa 0<x<1:

Formulação 

FORTE

Métodos de Aproximação



Mas como escolher o ω?

Métodos de Aproximação
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Mas como escolher o ω?

Métodos de Aproximação



Mas como escolher o ω?

Métodos de Aproximação

𝑥 = 0.5



Conseguimos resolver um sistema de equações ao invés da EDO!

Encontramos um a e temos uma aproximação para a solução da 

EDO:

Mas será é fácil resolver assim? 

Ainda não dividimos o espaço em regiões menores e precisamos 

fazer derivadas e integrais!!

Formulação Forte



Formulação FRACA



Integral por partes:

Essa formulação combina com Galerkin e Funções piecewise 

(funções tentativas)!

Formulação FRACA



Funções Piecewise



Vamos resolver o nosso exemplo!
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Vamos resolver o nosso exemplo!



Formulação FRACA

Vamos resolver o nosso exemplo!



Formulação FRACA

Vamos resolver o nosso exemplo!



Formulação FRACA

Sistemas de 

equações!

a1=0.0488

a2=0.0569

Vamos resolver o nosso exemplo!



Vamos dividir o problema em subdomínios chamados elementos para resolver um 

problema complexo.

𝑢 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2

Elementos de 2 

nós!

Função tentativa:

Formulação de Elementos Finitos

de Galerkin



𝑢 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2Função tentativa:

Formulação de Elementos Finitos

de Galerkin



Vamos rearranjar os termos (por em evidência ui e ui+1)

H: funções de forma

Formulação de Elementos Finitos

de Galerkin



H: funções de forma

O que sabemos delas?

Soma sempre 

1!

Formulação de Elementos Finitos

de Galerkin



Formulação fraca com n elementos (n=3 no exemplo):

Vamos resolver o nosso exemplo!



Vamos olhar só esse termo

Vamos resolver o nosso exemplo!



Vamos olhar só esse termo

Vamos resolver o nosso exemplo!



Calculando ...

h depende do tamanho do elemento (conhecidas), u são as quantidades 

no nós e x as posições dos nós (conhecidas)

Vamos resolver o nosso exemplo!



Para os 3 elementos:

Vamos resolver o nosso exemplo!



Vamos resolver o nosso exemplo!



Somando todas as contribuições (3 elementos)

Vamos resolver o nosso exemplo!



Condição de Contorno de Dirichlet: u1=0 e u4=0

Condição de Neumann: u’1=? e u’4=?

Vamos impor as condições:

Vamos resolver o nosso exemplo!



Resolvendo u1=0, u2=0.0448, u3=0.0569 e u4=0

Vamos resolver o nosso exemplo!



u1=0, u2=0.0448, u3=0.0569 e u4=0. Lembrando que

Elemento 1: 0<x<1/3

U=0 H1 + 0.0448 H2 = 0.0448*(x-0)/(1/3-0)=0.1344x

Vamos resolver o nosso exemplo!



u1=0, u2=0.0448, u3=0.0569 e u4=0. Lembrando que

Elemento 2: 1/3<x<2/3

U= u2*H1+u3*H2=

=  0.0448*(2/3-x)/(1/3) + 0.0569 (x-1/3)/(1/3)       =0.0327+0.0363x

Vamos resolver o nosso exemplo!



u1=0, u2=0.0448, u3=0.0569 e u4=0. Lembrando que

Elemento 3: 2/3<x<1

U= u3*H1+u4*H2=

=  0.0569*(1-x)/(1/3) + 0 =0.1707-0.1707x

Vamos resolver o nosso exemplo!



Agora sabemos o valor de u para qualquer x:

Resolvemos o problema de maneira aproximada e sistemática!

0<x<1/3:  u=0.0344x

1/3<x<2/3: u=0.0327+0.0363x

2/3<x<1:  u=0.1707-0.1707x

Vamos resolver o nosso exemplo!



Considere a EDP 

Para resolvê-la utilizando o Método dos Elementos Finitos, vamos utilizar 

a formulação fraca onde u é a função que aproxima a solução da EDP e

ω é o peso definido de acordo com a proposta de Galerkin (ω=∂u∂a):

Essa abordagem é bem resolvida quando utilizamos para a função que aproxima 

a solução uma piecewise function

Ex.



Ex.

1 Ao definir o material do 

componente, ...

Você define quais são as shape

functions H1 e H2 que serão 

utilizadas. 

2 Ao definir o tipo de elemento da 

malha, ...

Você altera                   na 

formulação fraca.

3 Ao resolver o seu problema pelo 

Métodos dos Elem. Finitos, ...

Você altera os coeficientes a,b e c da 

EDO.

4 Ao definir as condições de 

contorno, ...

Você resolve um sistema de equações 

algébricas ao invés de uma equação 

diferencial. 

5 Ao definir quantos nós a sua malha 

terá e quais o graus de liberdade 

eles terão, ...

Você define o tamanho do sistema de 

equações algébricas que precisa ser 

resolvido.

6 Ao definir o carregamento, ... Você altera 

da formulação fraca




