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A Regra da Cadela
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-egra da Cadeia

Lembremo-nos de que a Regra da Cadeia para uma
funcéo de uma unica variavel nos dava uma regra para
derivar uma funcao composta: se y = f(x) e x = g(t), onde f
e g sao funcdes diferenciaveis, entdo y € uma funcao
indiretamente diferenciavel de te

dy _dy dr
dt dx dt

Para as funcOes de mais de uma variavel, a Regra da
Cadeia tem muitas versoes, cada uma delas fornecendo
uma regra de diferenciacao de uma funcao composta.



-egra da Cadeia

A primeira versao (Teorema 2) lida com o caso onde

z = f(X, y) e cada uma das variaveis x e y &, por sua vez,
uma funcéo de duas variaveis t. Isso significa que z é
iIndiretamente uma funcao de t, z = f(g(t), h(t)), e a Regra
da Cadeia da uma férmula para diferenciar z como uma
funcéo de t. Presumimos que f € diferenciavel.



-egra da Cadeia

Lembremo-nos de que este € o caso quando f, e f, sao

continuas.

cAo diferencidvel de r e
af dx

dz
et fy  dr

2| AReqgrada Cadeia|Caso 1) Suponha que z = £ {x, ¥) seja uma func3o diferencidvel
de x e y, onde x = gir) e y = hir) 530 fungdes diferencidveis de r. Entdo z & uma fun-

df dy
iy

Como frequentemente escrevemos dz/ox no lugar de df/ox,
podemos reescrever a Regra da Cadeia na forma

dz 0z dx

dz dy

At 0x dt

Ay dt




!mplo 1

Se z = x?y + 3xy4, onde x = sen 2t e y = cos t, determine
dz/dtquandot=0

SOLUCAO: A Regra da Cadeia fornece
dz _ 9z dv 9z dy
dt ox dt dy dt
= {2xy + Iv*i2Zcos 2 + (o + | 2xy®)(—sen 1)

Nao é necessario substituir as expressdes por x e y em
termos de t.



!mplo 1 — Solucao

NOs simplesmente observamos que quando t = 0, temos
Xx=sen0=0ey=cos 0=1. Portanto,

continuacao

dz

oy =0+ 32050+ (0 +00—s2n0) =6
1|




-egra da Cadeia

VVamos considerar agora a situacao onde z = f(x, y), mas X
e y sao funcbes de outras duas variaveis s e t: x = g(s, t),
y = h(s, t). Entdo z é indiretamente uma funcdo desete
desejamos determinar 0z/os e odz/ot. Lembre-se de que
para calcular dz/ot mantemos s fixo e calculamos a
derivada ordinaria de z em relacéo a t. Portanto, aplicando
o0 Teorema 2, obtemos

bz _ bz ox 0z dy
ot dx ot dy dt



-egra da Cadeia

Argumento analogo serve para dz/ds, e assim
demonstramos a seguinte versao da Regra da Cadeia.

3| ARegrada Cadeia(Caso2] Suponha que z = f{x, ¥) seja uma fun¢io diferencidvel
de xe vy, onde x = gis. 1) e y = h(s, 1) 530 fungbes diferencidveis des e r.

Entao

O Caso 2 da Regra da Cadeia contém trés tipos de
variaveis: s e t sdo variaveis independentes, X e y sé&o
chamadas de variaveis intermediarias, e z € a variavel
dependente.



-egra da Cadeia

Observe que o Teorema 3 tem um termo para cada
variavel intermediaria e que cada um desses termos se
assemelha a Regra da Cadeia unidimensional na
Equacao 1.

Para lembrar a Regra da Cadeia, € util desenhar o
diagrama em arvore da Figura 2.

Z
0z 0z

dax ady

X y
85/ \ar 85/ \6)r
A) [ S f

Figura 2
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-egra da Cadeia

Desenhamos os ramos da arvore saindo da variavel
dependente z para as variaveis intermediarias x e y a fim
de indicar que z € uma funcao de x e y. Entao,
desenhamos os ramos saindo de x e y para as variaveis
Independentes s e t. Em cada ramo indicamos a derivada
parcial correspondente. Para determinar 0z/9s, nos
determinamos o produto das derivadas parciais ao longo
de cada caminho de z a s e somamos esses produtos:

0z 0z 0x dz dy
_|_ —_——

as dx os dy ods
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“)res Maximo e Minimo

Da mesma forma, para determinar 0z/dt usamos 0s
caminhos de z a't.

Consideremos agora a situacao mais geral, na qual a
variavel dependente u € uma funcao de n variaveis
intermediarias x4, ..., X,, cada uma das quais, por seu
turno, é funcdo de m variaveis independentes t,,..., t...
Observe que existem termos, um para cada variavel
iIntermediaria. A demonstracao € semelhante a do Caso 1.

41 AReqgradaCadeia Versdo Geral] Suponha que n seja uma fungdo diferencidve] de
n varidveis xy, x2, . . . . x, & cada x; & uma funcio diferencidvel de m varidveis
o072 oo o o . ENEO w & uma funcdode n.fz, .. . L tm @

il i axy an o iy,

al; dx il ixa il dx, df;

paracadar=1,2,..., m.
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Diferenciacao Implicita
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“Diferenciacao Implicita

A Regra da Cadeia pode ser usada para dar uma
descricao mais completa do processo de diferenciacao
implicita. Supomos que uma equacao da forma F(x,y) =0
define y implicitamente como uma funcéao diferenciavel de
X, Isto é, y = f(x), onde F(x, f(x)) = 0 para todo x no dominio
de f. Se F é diferenciavel, podemos aplicar o Caso 1 da
Regra da Cadeia para diferenciar ambos os lados da
equacéao F(x,y) =0 com relacdo a x. JAque x ey sao
funcoes de x, obtemos

oF dx oF dy
S — + - . = 0
ox dx dy dx
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!rencia(;éo Implicita

No entanto, dx/dx = 1, entao, se dF/odx # 0 resolvemos para
dy/dx e obtemos

oF
6 dy E_ F
dx  oF  F,

ay

Para derivar essa equacao, presumimos que F(x,y) =0
define y implicitamente como funcao de x.
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!renciagéo Implicita

OTeorema da Funcao Implicita, comprovado no calculo
avancado, da condicOes sob as quais essa suposicao é
valida: Ele afirma que se F & definida em um bola aberta
contendo (a, b), onde F(a, b) =0, F(a,b) #0 e F, e F,sao
funcdes continuas nessa bola, entao a equacéo F(x,y) =0
define como uma funcao de x perto do ponto (a, b) e a
derivada dessa funcao € dada pela Equacéo 6.
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!mplo 3

Determine y’ se x3 + y3 = 6xy.
SOLUCAO: A equacio dada pode ser escrita como
F(X,y)=x2+y3—-6xy =0

e, dessa forma, a Equacao 6 nos da

dy  F; 3x? — 6y _ X — 2y
dx  F, 3y° — 6x y? — 2x
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!renciac;éo Implicita

Suponha agora que z dado implicitamente como uma
funcao z = f(x, y) por uma equacao da forma F(x, y, z) = 0.
Isso significa que F(X, Yy, f(x, y)) = 0 para todo (X, y) no
dominio de f. Se F e f forem diferenciaveis, utilizamos a
Regra da Cadeia para derivar a equacao F(x, Yy, z) =0 da
seguinte forma:

E)F8x+8F8y+E)Faz
ox o0x dy ox Jdz 0x
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!renciagéo Implicita

d

Mas, —
0Xx

s,
(=1 € —() =0
0Xx
portanto, essSa equac;éo se torna

oF N oF oz
o0x 0z ox

Se dF/0z # 0, resolvemos para dz/ox e obtemos a primeira
formula nas Equacdes 7. A formula para dz/ody é obtida de

maneira semelhante.



!renciac;éo Implicita

oF

IF
dy

0z 0x oz

— = —— — = ——
0x oF dy oF

0z 0z

Novamente, uma versado do Teorema da Funcéao Implicita
estipula condicOes sob as quais nossa suposicao é valida:
se F é definida dentro de uma esfera contendo (a, b, ¢),
onde F(a, b,c) =0, F,(a,b,c)#0eF,, F, e F,sao
continuas na esfera, entao a equacao F(x, y, z) = 0 define
Z como uma funcéao de x e y perto do ponto (a, b, ¢), e as
derivadas parciais sao dadas por [7].
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