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AGENDA
• Lembrete: Fluxo e Circuitação

• Equações de Maxwell na Forma Integral

• Operador Diferencial Vetorial

• Campos Escalares e Vetoriais

• Gradiente, Divergente e Rotacional

• Exercício Conceitual (Berkeley)

• Equações de Maxwell na Forma Diferencial
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DOIS CONCEITOS PARA LEMBRAR

(1) Fluxo total de um campo vetorial

𝑭 sobre uma superfície imaginária

fechada arbitrária:

𝑓𝑙𝑢𝑥𝑜 = 

𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑓í𝑐𝑖𝑒

റ𝐹 ∙ ො𝑛 𝑑𝑆
𝑑𝑆

ො𝑛

Ԧ𝐹
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DOIS CONCEITOS PARA LEMBRAR

(2) Circuitação de um campo

vetorial 𝑭 ao redor de uma curva

imaginária fechada arbitrária:

𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑖𝑡𝑎çã𝑜 = ර

𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑖𝑡𝑜

റ𝐹 ∙ 𝑑Ԧ𝑙

Ԧ𝐹

𝑑റ𝑙
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EQUAÇÕES DE MAXWELL (FORMA INTEGRAL)

• Lei de Gauss Elétrica: 𝑆װ
𝐸 ∙ ො𝑛 𝑑𝑆 𝑉=

𝜌

𝜀0
𝑑𝑉

• Lei de Gauss Magnética: 𝑆װ
𝐵 ∙ ො𝑛 𝑑𝑆 = 0

• Lei de Faraday: 𝐶ׯ 𝐸 ∙ 𝑑റ𝑙 = 𝑆−

𝜕𝐵

𝜕𝑡
∙ ො𝑛 𝑑𝑆

• Lei de Ampère-Maxwell: 𝐶ׯ 𝐵 ∙ 𝑑റ𝑙 = 𝑆
𝜇0Ԧ𝑗 + 𝜇0𝜀0

𝜕𝐸

𝜕𝑡
∙ ො𝑛 𝑑𝑆

Fluxo dos campos!

Circuitação dos campos!
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OPERADOR NABLA
(OPERADOR DIFERENCIAL VETORIAL)

𝜵 =
𝝏

𝝏𝒙
Ƹ𝒊 +

𝝏

𝝏𝒚
Ƹ𝒋 +

𝝏

𝝏𝒛
𝒌

Criador: William Rowan Hamilton

Obra: Lectures on Quaternions (1853)

Objetivo: estudos sobre o cálculo vetorial
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OPERADOR NABLA
(OPERADOR DIFERENCIAL VETORIAL)

(HAMILTON, 1853, p. 610) 
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CAMPOS ESCALARES VS CAMPOS VETORIAIS

• Campo Escalar é uma função 𝒇:ℝ𝟑 → ℝ, tal que 𝒇 = 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛)

• Exemplos: temperatura, pressão

• Para cada ponto do espaço, a função 𝑓 define um número

• Campo Vetorial é uma função 𝑭:ℝ𝟑 → ℝ𝟑, tal que 𝑭 = 𝑭 𝒙, 𝒚, 𝒛

• Exemplos: campo gravitacional, campo elétrico, campo magnético

• Para cada ponto do espaço, a função Ԧ𝐹 define um vetor
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OPERADOR NABLA
(OPERADOR DIFERENCIAL VETORIAL)

• Por definição, 𝜵 =
𝝏

𝝏𝒙
Ƹ𝒊 +

𝝏

𝝏𝒚
Ƹ𝒋 +

𝝏

𝝏𝒛
𝒌

• Nabla pode operar diretamente...

• sobre campos escalares:

• 𝜵𝒇

• sobre campos vetoriais:

• 𝜵 ∙ 𝑭

• 𝜵 × 𝑭

Gradiente

Divergente

Rotacional

Olhemos com mais detalhe 

para cada operação!
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GRADIENTE DE UM CAMPO ESCALAR

𝜵𝒇 =
𝝏𝒇

𝝏𝒙
Ƹ𝒊 +

𝝏𝒇

𝝏𝒚
Ƹ𝒋 +

𝝏𝒇

𝝏𝒛
𝒌

O gradiente do campo escalar em certo ponto é um vetor...

- Que indica a direção e o sentido de máxima variação do campo naquele ponto;

- Cujas componentes informam, para tal ponto, a taxa de variação do campo em 

cada direção.
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DIVERGENTE DE UM CAMPO VETORIAL

𝜵 ∙ 𝑭 =
𝝏

𝝏𝒙
Ƹ𝒊 +

𝝏

𝝏𝒚
Ƹ𝒋 +

𝝏

𝝏𝒛
𝒌 ∙ 𝑭𝒙 Ƹ𝒊 + 𝑭𝒚 Ƹ𝒋 + 𝑭𝒛𝒌

𝜵 ∙ 𝑭 =
𝝏𝑭𝒙
𝝏𝒙

+
𝝏𝑭𝒚

𝝏𝒚
+
𝝏𝑭𝒛
𝝏𝒛

O divergente do campo vetorial em certo ponto

corresponde ao fluxo por unidade de volume:

𝒅𝒊𝒗 𝑭 =
𝑭 ∙ ෝ𝒏 𝒅𝑺

𝒅𝑽
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DIVERGENTE DE UM CAMPO VETORIAL

+

𝑬 𝒓 =
𝟏

𝟒𝝅𝜺𝟎
∙
𝒒

𝒓𝟐
ො𝒓

Para 𝒓 = 𝟎, temos o ponto do espaço onde está a carga.

As linhas de campo divergem desse ponto, portanto 𝒅𝒊𝒗 𝑬 ≠ 𝟎

Para 𝒓 > 𝟎, temos pontos do espaço sem cargas.

As linhas de campo simplesmente atravessam esses pontos.

Portanto, 𝒅𝒊𝒗 𝑬 = 𝟎
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ROTACIONAL DE UM CAMPO VETORIAL

𝜵 × 𝑭 =

Ƹ𝒊 Ƹ𝒋 𝒌
𝝏

𝝏𝒙

𝝏

𝝏𝒚

𝝏

𝝏𝒛
𝑭𝒙 𝑭𝒚 𝑭𝒛

=
𝝏𝑭𝒛
𝝏𝒚

−
𝝏𝑭𝒚

𝝏𝒛
Ƹ𝒊 +

𝝏𝑭𝒙
𝝏𝒛

−
𝝏𝑭𝒛
𝝏𝒙

Ƹ𝒋 +
𝝏𝑭𝒚

𝝏𝒙
−
𝝏𝑭𝒙
𝝏𝒚

𝒌

O rotacional do campo vetorial em certo ponto corresponde

à circuitação desenvolvida por unidade de área:

𝒓𝒐𝒕 𝑭 =
𝑭 ∙ 𝒅Ԧ𝒍

𝒅𝑺
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ROTACIONAL DE UM CAMPO VETORIAL

• Exemplo: campo vetorial de velocidade das águas de um rio

𝑃1

𝑃2

𝑃3

𝑃1

𝑃2

𝑃3
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EXERCÍCIO DO BERKELEY:
QUATRO DOS CAMPOS POSSUEM DIVERGENTE NULO.

TRÊS POSSUEM ROTACIONAL NULO. LOCALIZE-OS!

A B C

D E F

𝑑𝑖𝑣 Ԧ𝐹 = 0

𝑟𝑜𝑡 Ԧ𝐹 ≠ 0

𝑑𝑖𝑣 Ԧ𝐹 ≠ 0

𝑟𝑜𝑡 Ԧ𝐹 = 0

𝑑𝑖𝑣 Ԧ𝐹 = 0

𝑟𝑜𝑡 Ԧ𝐹 = 0

𝑑𝑖𝑣 Ԧ𝐹 = 0

𝑟𝑜𝑡 Ԧ𝐹 = 0

𝑑𝑖𝑣 Ԧ𝐹 = 0

𝑟𝑜𝑡 Ԧ𝐹 ≠ 0

𝑑𝑖𝑣 Ԧ𝐹 ≠ 0

𝑟𝑜𝑡 Ԧ𝐹 ≠ 0
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TEOREMAS PARA O OPERADOR
APLICADO A CAMPOS VETORIAIS

• Teorema de Gauss: relaciona o fluxo ao divergente!



𝑆

Ԧ𝐹 ∙ ො𝑛 𝑑𝑆 =ම

𝑉

∇ ∙ Ԧ𝐹 𝑑𝑉

• Teorema de Stokes: relaciona a circuitação ao rotacional!

ර

𝐶

Ԧ𝐹 ∙ 𝑑𝑙 =ඵ

𝑆

∇ × Ԧ𝐹 𝑑𝑆
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TEOREMA DE GAUSS APLICADO
ÀS EQUAÇÕES DE MAXWELL

Lei de Gauss Elétrica:



𝑆

𝐸 ∙ ො𝑛 𝑑𝑆 =ම

𝑉

𝜌

𝜀0
𝑑𝑉

Pelo Teorema de Gauss,



𝑆

𝐸 ∙ ො𝑛 𝑑𝑆 =ම

𝑉

∇ ∙ 𝐸 𝑑𝑉

Portanto,

ම

𝑉

∇ ∙ 𝐸 𝑑𝑉 =ම

𝑉

𝜌

𝜀0
𝑑𝑉 ∇ ∙ 𝐸 =

𝜌

𝜀0
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𝑆

𝐸 ∙ ො𝑛 𝑑𝑆 =ම

𝑉

𝜌

𝜀0
𝑑𝑉

∇ ∙ 𝐸 =
𝜌

𝜀0
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TEOREMA DE GAUSS APLICADO
ÀS EQUAÇÕES DE MAXWELL

Lei de Gauss Magnética:



𝑆

𝐵 ∙ ො𝑛 𝑑𝑆 = 0

Pelo Teorema de Gauss,



𝑆

𝐵 ∙ ො𝑛 𝑑𝑆 =ම

𝑉

∇ ∙ 𝐵 𝑑𝑉

Portanto,

ම

𝑉

∇ ∙ 𝐵 𝑑𝑉 = 0 ∇ ∙ 𝐵 = 0

19





𝑆

𝐵 ∙ ො𝑛 𝑑𝑆 = 0

∇ ∙ 𝐵 = 0
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TEOREMA DE GAUSS APLICADO
ÀS EQUAÇÕES DE MAXWELL

Lei de Faraday:

ර

𝐶

𝐸 ∙ 𝑑റ𝑙 = ඵ
𝑆

−
𝜕𝐵

𝜕𝑡
∙ ො𝑛 𝑑𝑆

Pelo Teorema de Stokes,

ර

𝐶

𝐸 ∙ 𝑑𝑙 =ඵ

𝑆

∇ × 𝐸 𝑑𝑆

Portanto,

ඵ

𝑆

∇ × 𝐸 𝑑𝑆 =ඵ
𝑆

−
𝜕𝐵

𝜕𝑡
∙ ො𝑛 𝑑𝑆

∇ × 𝐸 = −
𝜕𝐵

𝜕𝑡
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ර

𝐶

𝐸 ∙ 𝑑റ𝑙 = ඵ
𝑆

−
𝜕𝐵

𝜕𝑡
∙ ො𝑛 𝑑𝑆 ∇ × 𝐸 = −

𝜕𝐵

𝜕𝑡
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TEOREMA DE GAUSS APLICADO
ÀS EQUAÇÕES DE MAXWELL

Lei de Ampère-Maxwell:

ර

𝐶

𝐵 ∙ 𝑑റ𝑙 = ඵ
𝑆

𝜇0 Ԧ𝑗 + 𝜇0𝜀0
𝜕𝐸

𝜕𝑡
∙ ො𝑛 𝑑𝑆

Pelo Teorema de Stokes,

ර

𝐶

𝐵 ∙ 𝑑𝑙 =ඵ

𝑆

∇ × 𝐵 𝑑𝑆

Portanto,

ඵ

𝑆

∇ × 𝐵 𝑑𝑆 = ඵ
𝑆

𝜇0 Ԧ𝑗 + 𝜇0𝜀0
𝜕𝐸

𝜕𝑡
∙ ො𝑛 𝑑𝑆

∇ × 𝐵 = 𝜇0Ԧ𝑗 + 𝜇0𝜀0
𝜕𝐸

𝜕𝑡
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ර

𝐶

𝐵 ∙ 𝑑റ𝑙 = ඵ
𝑆

𝜇0Ԧ𝑗 + 𝜇0𝜀0
𝜕𝐸

𝜕𝑡
∙ ො𝑛 𝑑𝑆

∇ × 𝐵 = 𝜇0Ԧ𝑗 + 𝜇0𝜀0
𝜕𝐸

𝜕𝑡
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SÍNTESE DAS EQUAÇÕES DE MAXWELL

Lei Forma Integral Forma Diferencial

Gauss Elétrica 

𝑺

𝑬 ∙ ෝ𝒏 𝒅𝑺 =ම

𝑽

𝝆

𝜺𝟎
𝒅𝑽 𝜵 ∙ 𝑬 =

𝝆

𝜺𝟎

Gauss Magnética 

𝑺

𝑩 ∙ ෝ𝒏 𝒅𝑺 = 𝟎 𝜵 ∙ 𝑩 = 𝟎

Faraday ර

𝑪

𝑬 ∙ 𝒅റ𝒍 = ඵ
𝑺

−
𝝏𝑩

𝝏𝒕
∙ ෝ𝒏 𝒅𝑺 𝜵 × 𝑬 = −

𝝏𝑩

𝝏𝒕

Ampère-Maxwell ර

𝑪

𝑩 ∙ 𝒅റ𝒍 = ඵ
𝑺

𝝁𝟎 Ԧ𝒋 + 𝝁𝟎𝜺𝟎
𝝏𝑬

𝝏𝒕
∙ ෝ𝒏 𝒅𝑺 𝜵 × 𝑩 = 𝝁𝟎 Ԧ𝒋 + 𝝁𝟎𝜺𝟎

𝝏𝑬

𝝏𝒕
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• 2.15 O rotacional de uma função vetorial

• 2.16 O teorema de Stokes

• 2.17 O rotacional em coordenadas cartesianas
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