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PREFACIO

As equagdes diferenciais ordindrias apareceram de forma natural com os
métodos do Célculo Diferencial e Integral, descobertos por Newton e Leib-
nitz no final do século XVII, e se converteram na linguagem pela qual muitas
das leis, em diferentes ramos da Ciéncia, se expressam. Assim, as equagdes
diferenciais ordindrias modelam fendmenos que ocorrem na Fisica, Biologia,
Economia e na propria Matematica.

Historicamente, no fim do século XVIII, as equagdes diferenciais ordindrias
se transformaram numa disciplina independente na Matemaética, impulsio-
nada por matematicos famosos como Euler, Lagrange e Laplace, entre outros,
que estudaram as equagdes diferenciais ordindrias no Calculo das Variagdes,
na Mecéanica Celeste, na Dindmica dos Fuidos, etc. No século XIX os funda-
mentos da Matématica experimentaram uma revisdo geral, fixando com exa-
tiddo conceitos até entdo nebulosos. Matematicos como Cauchy, Gauss, Rie-
mann e principalmente Poincaré sdo referéncias obrigatérias no estudo mo-
derno das equacdes diferenciais ordindrias. Na atualidade, a teoria qualitativa
das equagdes diferenciais ordindrias é objeto de efervescente pesquisa em todo
o mundo, incluindo o Brasil.

Nestas notas abordaremos toda a ementa das disciplinas Calculo Diferen-
cial e Integral III e EDO oferecidas pelo Departamento de Andlise do IME-
UER]J.

A autora gostaria agradecer ao professor do Departamento de Anélise do
IME-UER], Mauricio A. Vilches, pelo estimulo para que estas notas fossem
organizadas na forma do presente livro bem como por sua valiosa contribuicao
na elaboracdo das figuras e graficos que aparecem ao longo do texto.

Patricia Nunes da Silva
Universidade de Rio de Janeiro
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Defini¢oes

Denotaremos por / C R um intervalo aberto ou uma reunido de intervalos
abertos e y : I — R uma funcdo que possua todas as suas derivadas, a menos
que seja indicado o contrario. Denotaremos por:

d™y
(n) 2 J
y(w) = L)

y (@) = y(a).

Definicao 1.

Uma equacao diferenciavel ordinaria (edo) é uma equacdo que envolve uma
funcao incégnita, sua variavel independente e derivadas da fungdo incognita
e que pode ser escrita na forma:

F(z, y(z), y'(2), y"(2), Yy (z), ... Ly D (), y(”)(x)) =0, n>1. (11

As equagdes diferenciais ordindrias podem ser classificadas pela ordem e pela
linearidade.

Definigao 2.

A ordem de uma equagdo diferencial ordindria é a ordem da mais alta derivada
presente na equagao.

Exemplo 1.

2

d
1. Aedo d—tg + sen(y) = 0 é de ordem 2.
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2. Aedo (y’)3 +y=xyédeordem 1.

Observagao 1.

A equagdo (1.1) é uma equagdo diferencial ordindria de ordem n. Note que F
é uma funcdo de n + 2 varidveis.

Vamos supor que todas as equagdes diferenciais ordindrias de ordem n podem
ser escritas da seguinte forma:

y " (@) = f (2, y(@), ¥ (2), y"(@), y® (@), oo, g V() (1.2)

onde f : 2 — R é uma fungdo real definida em um conjunto aberto 2 C
R Isto é garantido por um teorema classico chamado Teorema da Funcao
Implicita que, com hipéteses razodveis (as quais sdo adotadas nestas notas),
implica que localmente as edo’s (1.1) e (1.2) sdo equivalentes.

Exemplo 2. Sejam F(x,y,z,w) = mw + ky +72z — h(x) = 0e f(x,y,2) =

1
— (k —h )
— (ky+ 72— h(z)
A edo de ordem 2
my" + 71y +ky = h(x)

pode ser escrita na forma (1.1):
F(z,y,y,y") =0

e na forma (1.2):
y' = flz.y.y).

Esta edo descreve o oscilador harmoénico amortecido, submetido a uma forca
h(z).

Definigao 3.

Uma equacdo diferencial ordindria de ordem n é linear se é do tipo:

> pi(z)yW = q(x), (1.3)
=0

onde, p; = pi(x) e ¢ = ¢(x) sdo fungdes tais que p,(x) # 0. Caso contrario,
é dita ndo-linear. Se a fun¢do ¢(z) = 0 para todo = € I, a edo é dita linear
homogeénea. Caso contrdrio, é dita ndo-homogénea.



1.1. DEFINICOES 3

Exemplo 3.

Uma edo linear de primeira ordem é do tipo:

Y +plr)y = q(z),

onde p = p(z) e ¢ = ¢q(z) sdo fungdes reais.
Exemplo 4.

A seguinte edo de primeira ordem, modela a evolugdo de certas espécies de
populagoes:

dy 2

~ tay—vy*=0.
di ay—7Y

Exemplo 5.

Uma edo linear de segunda ordem é do tipo:

y' o)y +q(z)y =r(x),

onde p = p(z), ¢ = q(z) e r = r(z) sdo fungdes reais.
Exemplo 6.

No estudo do péndulo simples, a equagdo que descreve o movimento do pén-
dulo é: »
y 9
— 4+ =sen(y) =0,
oz T 7 seny)
onde [ é comprimento do péndulo e ¢, a constante gravitacional. Esta edo é
ndo-linear, mas para pequenas oscilagdes sen(y) ~ y; entdo:

que é uma edo linear de segunda ordem e descreve o movimento de um pén-
dulo para pequenas oscilagdes. Este processo de aproximacgdo é chamado li-
nearizacao da edo.

Definicao 4.

Uma funcédo ¢ : J — R, de classe C"(.J), chama-se solu¢do da edo de ordem n
(1.2) no intervalo J, se:

1. Para todo = € J, o vetor (z, ¢(z),¢'(z),...,¢" Y (z)) pertence ao domi-
nio da funcgéo f.
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2. Para todo = € J, a fungdo ¢(x) satisfaz identicamente a edo (1.2). Isto é:

edo:

— +-y=0. (1.4)

Na verdade, se, para cada (c1, ¢;) € R?, considerarmos

¢@:qwn@@0+@m{¢%y

temos:
d2
d—t? = —% (01 sen (\/%t) + ¢co cos (\/%t)) = —%qﬁ.
Logo,
’¢ g
az 1070

Isto é, ¢(t) também é solucdo da edo (1.4).

Definigao 5.

Uma solugdo geral da equacdo diferencial ordindria (1.2) em / é uma fungdo
O = d(x;¢4,...,c,), n-vezes derivavel, definida em / e que depende de n cons-
tantes arbitrdrias ¢;. Além disso, para cada (cy,...,¢,) € R", ® ésolugio da edo
(1.2).

Exemplo 8.

Uma solugédo geral da edo de primeira ordem y’ = f(z,y) é uma fungdo ¢ =
O(z,¢), c € Rtal que ¢’ = f(x, ®). Em particular, a edo ' = f(x) tem solucgao
geral a familia de primitivas da fungdo f(x):

o) = [ fa)ds
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Analogamente, a solugdo geral de uma edo de segunda ordem y” = f(x,y,y’) é

uma fungdo ¢ = ®(x, ¢y, ¢2), c1, 2 € Rtal que ®” = f(z, ¢, ¢’). Em particular,
aedoy” = f(x) tem solugdo geral:

y(z) = /F(:v)da:+01x

onde F'(z) é uma primitiva de f(x). Isto é, F'(z) = f(x).

Definic¢ao 6.

Uma solucdo particular da edo (1.2) é uma solugdo que pode ser deduzida
da solugdo geral de (1.2) atribuindo-se as constantes arbitrarias (¢4, ..., c,) um
valor determinado (c1,...,¢,) = (¢1,...,Cn)-

Exemplo 9.

A funcdo T'(x) = A — ce " tal que A, ¢, k € R é a solucdo geral da edo:
T'=k(A-T),

De fato, T'(z) = cke ™ = k[A—(A—ce %) = k (A—T(z)); Note que para cada
escolha de ¢ obtemos uma solugéo particular, por exemplo, T (z) = A — 3¢

3
eTy(r)=A— 1 e e,

Figura 1.1: Grafico de T para diferentes c.

Exemplo 10.

(22 + ¢)?

A fungdo y(z) = 1

+ 1 tal que c € R é a solugao geral da edo:

/

Yy =2x+/y— 1
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Note que yo(z) = 1 também ¢é solugdo da edo e que ndo existe escolha de c que
permita obter y, a partir da solugado geral.

N

Figura 1.2: Graficos de y e de y, (vermelho).

&/

Definigao 7.
Uma solucdo singular em / da equagdo diferencial ordindria (1.2), é uma solu-
¢do que ndo se deduz da solugdo geral da edo.

Observagao 2.

O grafico de uma solugdo de uma edo é chamado curva integral. Como a
solugdo ® de uma edo deve ser obrigatoriamente derivéavel, logo, ela deve ser
continua; entdo, pode haver diferencas entre a curva integral de uma edo e o
grafico da funcado .
Exemplo 11.
1

A funcdo ®(z) = —

¢ao &(z) = — 45—

2?2y — 2y +ay+1=0;

é uma solugdo particular da edo:

logo, como solugdo, deve estar definida em um intervalo que ndo contém 0,
—+v/2 ou V2. No desenho a seguir, temos a solu¢do da edo no intervalo [3, 10].
Graficos de ® e da solucdo, respectivamente:

0.5

-0.5
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1.2 Problemas de Valor Inicial (PVI)
Definic¢ao 8.
Um sistema formado por:

1. uma edo de ordem n e

2. n condi¢des complementares que determinam, em um mesmo valor da
variavel independente, o valor da funcdo incégnita e de suas derivadas

é chamado de problema de valor inicial (PVI). As condi¢des complementares
sdo ditas condig¢des iniciais.
Um problema de valor inicial para a edo de ordem n é do tipo:

(v (x) = f (2, y(z), ¥/ (2), ¥"(2), ¥ (2), oo, gD (2))
y(wo) = Yo
y'(v0) =
y"(z0) = y2

\ y(nil) (l‘o) = Yn—1-

Uma solugdo do problema de valor inicial é uma func¢do que satisfaz tanto a
edo como as condi¢des complementares.

Exemplo 12.

Se lancamos um objeto verticalmente, ignorando o efeito da resisténcia do ar,
a Unica forga que age sobre o objeto é a gravitacional. Se a aceleragdo do ob-
jeto é a e m é sua massa, da segunda lei de Newton, segue que: ma = —mg.

Denotando por v a velocidade do objeto, a igualdade anterior pode ser escrita

d
d_;} = —g. Usando o exemplo 8, obtemos que a solugao geral da edo é:

v(t) = —gt+c.

Na solucdo geral da edo, a constante que aparece como conseqiiéncia da in-
tegracdo pode ser interpretada da seguinte forma: se t = 0, temos v(0) = ¢;
assim, a constante pode ser considerada como a velocidade inicial do objeto.
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Ainda que o fendmeno descrito pela segunda lei de Newton nao exija o conhe-
cimento da velocidade inicial, em um problema real, ao imprimir-se ao objeto
uma velocidade inicial vy dada, estamos escolhendo entre todas as solugdes da
edo exatamente aquela em que o valor ¢ coincide com v,. Logo, a solu¢do do
PVI:

dv _
it~ Y
v(0) = vy
éu(t)=—gt+
Exemplo 13. Consideremos o PV1I:
y' +y=0
y(0) =2
y'(0)=0

A edo tem solugdo geral y(z) = ¢ cos(x) + co sen(x). Impondo as condigdes
iniciais, obtemos 2 = y(0) = ¢; e 0 = y'(0) = ¢y; logo, a solu¢do do PVI é
y(z) = 2cos(x).

Exemplo 14. O PVI:

Y] + 1yl =0
y(0) =1,
ndo tem solugdo, pois a tnica solugdo da edo é y(x) = 0, que ndo verifica a

condicao inicial.

Exemplo 15. O PVI:

xy —y=-1
y(0) =1,
y'(0)=c,

tem solugdes y(z) = cx + 1.
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1.3 Campos de Direcoes

Do ponto de vista geométrico, as curvas integrais (solu¢des) de uma edo do
tipo ¥ = f(x,y) sdo tais que em cada ponto (z,y) a reta tangente a curva
integral passando pelo ponto tem coeficiente angular m = f(z,y). Isto sugere
um método geométrico para entender aproximadamente como deveriam ser as
curvas integrais da edo. Para isto, tracamos um pequeno segmento de reta em
cada ponto (z,y) com coeficente angular f(x,y), o conjunto destes segmentos
é chamado campo de direcdes da edo.

Exemplo 16. Considere a edo y' = —y.

Calculando alguns coeficientes angulares:

(x,y) f(x,y)=-y
(z,0) 0
(x,1) —1

(x,-1) 1
(l’, y) -y

Figura 1.3: Campo de dire¢des e algumas curvas integrais.

Exemplo 17. Considereaedoy' = x — y.

Calculando alguns coeficientes angulares:

(xy) f(xy)
(z,x 0
r,r—1 1
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* / O R S e e e

— e \.\\
——— \.\\.\\.\\.\

e e e |

e

-

Figura 1.4: Campo de dire¢des e algumas curvas integrais.
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1.4 Teorema de Picard

Dada uma edo, temos duas questdes fundamentais para responder:
1. Ela tem solugao? E se tem, ela é tinica?

2. Como obter esta solucao?

O préximo teorema responde a primeira questdo para as edo’s de primeira
ordem.

Teorema 1. (Picard) Sejam f : [a,b] X [¢,d] — Re (zo, yo) € [a, b] X [c, d]; entdo:

i) Se f é continua, entdo o PVI

{y, = f<x7y>
y(wo) = Yo

tem uma solugio no intervalo Iy = (xg — h,xo + h) C [a,b], (h > 0).

ii) Se gfor continua en [a,b] x [c, d|, entdo a solugdo do PV é iinica.

Ay
Observacao 3.

Geometricamente, o Teorema de Picard é equivalente a: se a edo v’ = f(z,y)
tem solugdo, existe uma curva integral passando por (zg, ¥o).

X0
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Capitulo 2
Modelos

O termo modelo ¢ utilizado freqiientemente como sindénimo de edo quando
referida a aplicagdes. A seguir, apresentaremos alguns modelos:

2.1 Molas

Considere uma mola, de massa desprezivel, presa verticalemente por uma ex-
tremidade. Suponha que na outra extremidade ha um corpo de massa m com
velocidade vy. Determine a edo que descreve o comportamento da velocidade
v, em func¢do da deformacgédo, =, da mola.

A Lei de Hooke nos diz que a mola exerce sobre o corpo uma forca que é
proporcional a deformagdo da mola. Como a forga exercida pela mola se opde
a deformacdo, a forga resultante no corpo é igual ao peso do corpo menos a
forca exercida pela mola. Sabemos que a forca resultante também é igual a

d
F:maea:d—:;logo,

D gk
mdt—mg x.
Isto é,
do,_dvde do
e L T
Ou seja:
dv 1 kx
o _3(, ko) o
r v m

é o modelo que descreve o comportamento da velocidade v, em funcdo da
deformacao, x, da mola.

13
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2.2 Lei de Resfriamento de Newton

O problema da condugdo do calor tem um modelo simples, mas real, que trata
da troca de calor de um corpo com o meio ambiente, com as seguintes hipote-
ses:

1. A temperatura 7' = T'(t) depende apenas do tempo t.
2. A temperatura do meio A é constante.

3. A lei de resfriamento de Newton: a taxa de variagdo temporal da tem-
peratura 7" = T'(t) de um corpo é proporcional a diferenca entre 7" e a
temperatura A (constante) do ambiente em volta. Isto €,

dT
—=—k(T-A k> 0.
dt ( )7
. dT .
SeT > A, entdo r < 0, de modo que a temperatura 7' = 7'(t) é decrescente.

Logo, se a temperatura do corpo é maior que a do ambiente o corpo esté res-
friando.

dT
Se T' < A, entdo o > 0, de modo que a temperatura 7' = T'(¢) é crescente.

Logo, se a temperatura do corpo é menor que a do ambiente o corpo esté es-
quentando.

T
Se T'= A, entdo p 0, de modo que a temperatura 7' é constante.

2.3 Crescimento e Decrescimento Exponencial

2.3.1 Crescimento Exponencial
Suponha que
1. N = N(t) é o nimero de individuos de uma populagéo (colonia, etc),

2. a populagdo tem taxas de natalidade e de mortalidade constantes 3 e ,
respectivamente (em nascimentos ou mortes por individuo por unidade
de tempo).

Entédo, durante um pequeno intervalo de tempo At, ocorrem aproximadamente
[ N(t) At nascimentos e J N(t) At mortes, de modo que a variagdo em N (t) é
dada por AN =~ (5 —0) N(t) At, e assim:
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dN AN
o = Am —es = kN,

comk=[(—4.

A equacgdo acima nos diz que a variacdo da populagdo N é proporcional
ao valor atual de N. Essa é uma das hipoteses mais simples sobre variagdo
populacional. A constante k£ é chamada de constante de crescimento (se for
positiva) ou declinio (se for negativa). Esta equacdo é chamada de equacdo de
crescimento exponencial.

O A A S A A

A A A A A
A A
o
P s

P

A A e

A A A A A A
A G
A e
T e e
v T e e e e e

e
S e e e e e T

R
S e
AN NN N

A Y s

S L L
e e e S e e el
N
SR
ORI

NN N N NN N N

Figura 2.1: Campo de dire¢oes da edo para k > 0.

Se N(0) = N, é a populagdo inicial, entdo a solugdo do PVI
(2.2)

descreve o comportamento desta populacdo em fung¢do do tempo.

2.3.2 Decrescimento Exponencial

Considere uma amostra de material que contém N (t¢) 4tomos de um certo is6-
topo radioativo no instante ¢. Foi experimentalmente observado que uma fra-
¢do constante destes d&tomos radioativos decaird espontaneamente (em atomos
de outro elemento ou em outro is6topo) durante cada unidade de tempo. Con-
seqiientemente, a amostra se comporta como uma populagdo com uma taxa de
mortalidade constante mas sem ocorréncia de nascimentos. Logo, obtemos:

AN

N _ kN, k>0
i ’ -
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Figura 2.2: Campo de dire¢des da edo para k < 0.

Onde k depende do is6topo radioativo em questdo. Se N(0) = N, é a quanti-
dade inicial do is6topo, entdo a solucdo do PVI

dN
— = —kN
dt

descreve a quantidades de dtomos do isétopo radioativo em fungdo do tempo.

A constante de decaimento de um isétopo radioativo é frequentemente especi-
ficada em termos de uma outra constante empirica, a meia-vida do is6topo. A
meia-vida 7 de um is6topo radioativo é o tempo necessario para que metade
dele decaia.

Datacao por carbono radioativo

A datagdo por carbono radioativo é uma ferramenta importante para pesquisa
arqueoldgica. Ela se baseia no fato de que o is6topo radiativo C4 do Carbono
é acumulado durante toda a vida dos seres organicos e comega a decair com a
morte. Como a meia vida do (4 é aproximadamente 5730 anos, quantidades
mensuraveis de (4 ainda estdo presentes muitos anos apds a morte.

Observacao 4. A rigor, ambos os modelos sdo exatamente iguais, a diferenca estd na
interpretagdo da constante k.

2.4 Crescimento Logistico

O modelo de crescimento exponencial ndo é adequado para o estudo de popu-
lagbes a longo prazo, pois o crescimento de uma populagdo é eventualmente
limitado por diversos fatores, como por exemplo, os ambientais. Uma popula-
¢do ndo pode cerscer sempre; por isto foi proposto o seguinte modelo:
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Nele, queremos escolher h(p) de modo que h(p) ~ k quando a populacéo p
for pequena e que h(p) decresga quando a populacdo p for suficientemente
grande. Uma funcdo simples com esta propriedade é: h(p) = k — ap, (a > 0).
Substituindo na equagdo, temos

p _

i h(p)p = (k —ap) p.

Esta equacdo é conhecida como equacao logistica. E conveniente, reescrevé-la,
pondo k£ em evidéncia e introduzindo uma nova constante, da seguinte forma

dp P k
—=k(1l1-= R=—. 2.3
o ( R)p, " (2.3)

A constante k£ é chamada de taxa de crescimento intrinseco, isto é a taxa de
crescimento na auséncia de qualquer fator limitador e R é a capacidade ambi-
ental de sustentacdo da espécie.

2.5 Problemas de Mistura

Consideremos um tanque que contém uma mistura de soluto e solvente. Neste
tanque, ha tanto um fluxo de entrada como um de saida, e queremos calcular
a quantidade z(¢) de soluto no tanque no instante ¢. Vamos supor que no ins-
tante ¢t = 0, a quantidade de soluto é z(0) = z,. Suponha que a solugdo entre
no tanque a uma taxa de r; litros por segundo e que sua concentracdo seja de
¢; gramas por litro. Suponha também que a solucdo do tanque seja mantida
uniformemente misturada e que ela escoa a uma taxa constante de 7, litros por
segundo Para deduzir uma equacgdo diferencial para z(¢), estimamos a varia-
¢do Az em z por um curto periodo de tempo [t,t + At]. Temos:
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( Az = gramas de soluto que entram — gramas de soluto que saem

= (concentragdo da solugdo que entra) (litros que entram) At
— (concentracdo do tanque)(litros que saem) At

quantidade soluto no tanque

— i AL — At
Gt Volume do tanque e
Ax =~ c;r; At — &rsAt
V(1)
A t
° —c-r-——x( ) T

(AL V()

o volume do tanque é dado por:

V (t) = volume inicial + (litros que entram - litros que saem)
=Vo+ (ri —ry)t.
Portanto,

dx Ty
— =C;T; — T
dt Vo + (Ti — T’S)t

é o modelo que descreve a quantidade de soluto no tanque em funcdo do
tempo.

2.6 Epidemias

Suponha que uma determinada populacdo pode ser dividida em duas partes:
a dos que tém a doencga e podem infectar outros e a dos que ndo a tem, mas sdo
suscetiveis a ela. Seja = a proporcdo dos individuos suscetiveis e y a proporg¢do
de individuos infectados; entdo x 4+ y = 1. Suponha qua i) a doenga se espalhe
pelo contato entre individuos doentes e sdos e que a taxa de disseminacgdo é
proporcional aos contatos; ii) os elementos dos dois grupos se movem livre-
mente entre si de modo que o niimero de contatos é proporcional ao produto
de = e y. Denotemos por y, é ntiimero inicial de infectados. Logo, o PVI

d
d—‘z:ayx:ay(l—y),a>0
y(0) =yo

é o modelo que descreve a variagdo do ntimero de individuos infectados em
funcdo do tempo.
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2.7 Lei de Torricelli

A Lei de Torricelli nos dd uma expressdo para a taxa de variacdo do volume
do tanque em relac¢do ao tempo. Suponha que um tanque tenha um orificio de
area a em seu fundo. Considere i(t) como a profundidade da dgua no tanque
no instante . Se olharmos para uma gota de dgua na superficie da dgua e
considerarmos que ela estd caindo em queda livre até o fundo do tanque, sua
velocidade v é dada por v = /2 g h, logo:

d
d—‘t/ =—av=—a+/2gh.

Em um intervalo At suficientemente pequeno, o volume de dgua que passa
pelo orificio entre os instantes ¢ e ¢ + At é aproximadamente igual ao volume
do cilindro de base a e altura v(t)At. Portanto, a variagdo no volume neste
intervalo de tempo é dada por AV ~ —uv(t)Atae:

v _
dt

—av.

Isto é, a Lei de Toricelli nos diz que a taxa de variacdo do volume é proporcio-
nal a velocidade com que a dgua sai pelo buraco e que a constante de propor-
cionalidade é igual a 4rea do orificio.

Também podemos expressar o volume como fungdo da profundidade da se-
guinte maneira: seja A(h) a se¢do horizontal do tanque na altura h, temos:

h AV dh dV
= [ A(h)dh — =" = _a+/2gh
v /0 (h) ©  dnat T a T tVEIm
Portanto,

dh
A(h)a =—a+\/2gh

é uma outra expressdo para lei de Torricelli.

2.8 Circuitos

Sem aprofundamento detalhados de conceitos de eletricidade, apresentaremos
agora alguns exemplos de circuitos elétricos.
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Sabemos que:

1. A intensidade da corrente elétrica / é a taxa de variagdo da carga elé-
trica () em relacdo ao tempo que passa por uma sec¢do tranversal de um

condutor, isto é I(t) = -

2. A capacitancia C' de um capacitor a uma carga elétrica (), com uma dife-

renca de potencial V entre as placas é C'(t) = %

3. A lei de Ohm: a diferenca de potencial V' nos terminais de um resistor
de resisténcia R submetido a uma intensidade de corrente / é dada por
V(t)=RI(t).

Circuiros RC: sdo circuitos que possuem um resistor com resiténcia R, um
capacitor de capacitancia C, uma fonte com voltagem E constante.

Figura 2.3: Circuito RC.

O modelo que rege este fendmeno é a edo de primeira ordem:

ar I
rR™ 1y
i c

Circuiros RL: sdo circuitos que possuem um resistor com resiténcia R, um in-
dutor de indutancia L, uma fonte com voltagem E constante.
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Figura 2.4: Circuito RL.

O modelo que rege este fendmeno é a edo de primeira ordem:

dl
L—+RI=F.
dt
Circuiros RLC: sdo circuitos mais complexos (redes) formados por um resistor
com resiténcia R, um capacitor de capacitancia C, carregando uma diferenga
de potencial V¢ e uma fonte cuja diferenga de potencial é E(t).

/.

]
J

Figura 2.5: Circuito RLC.

O modelo que rege este fendmeno € a edo de segunda ordem:

21 dl 1
[ S
ety te=

2.9 Reag¢oes Quimicas

2.9.1 Reagoes Irreversiveis Mononucleares

A lei de acdo de massa estabelece que a velocidade de uma rea¢do quimica é
proporcional as concentragdes das substancias que reagem.
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Consideremos inicialmente a inversdo da sacarose. A reagdo é:
Ci2 Hay O11 + Hy O = Cg Hy3 O + C Hyz Og.

Sao formadas duas moléculas, uma de glicose e outra de frutose. Como, neste
caso, a concentra¢do da agua pode ser suposta constante durante a reagdo, ja
que sua variagdo é desprezivel nas condi¢des em que o problema se realiza,
chamamos A esta concentrac¢do, a a da sacarose antes de iniciar a reacdo e = a
da sacarose decomposta ao fim do tempo ¢. A velocidade com que se verifica
a inversdo serd dada pela derivada da quantidade decomposta em relagdo ao
tempo; como esta derivada deve ser proporcional as concentra¢des A da agua
e a — x da sacarose que ainda ndo reagiu, temos:

d

d—f —J Aa— ). (2.4)
2.9.2 Reacado Bimolecular Irreversivel

Consideremos a reacao:

02H2+02:200+H2

Chamando a e b as concentragdes iniciais de acetileno e oxigénio e = a quanti-
dade de cada reagente, expressa tal como as concentragdes iniciais, em molé-
culas/grama por unidade de volume, a velocidade da reagao é:

dx
—=ka—2)(b-2) (2.5)
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2.10 Exercicios

1. A taxa de crescimento da populagdo de uma certa cidade é proporcional
ao numero de habitantes. Determine o modelo que descreve o compor-
tamento da populacdo em fungdo do tempo.

2. Um material radioativo se desintegra a uma taxa proporcional a quan-
tidade de matéria no instante ¢. Determine o modelo associado a este
processo. Supondo que a quantidade de inicial de matéria seja ), deter-
mine o PVI que descreve variagdo da quantidade de dtomos ainda nao
desintegrados em funcdo do tempo. Este PVI tem solugdo? Ela é tnica?

3. Esboce o campo de diregdes da edo y' = 2% + y e tente determinar grafi-
camente algumas de suas curvas integrais.

(xy) fxy)
(x —z7) 0
(x, —a: +1) 1
(x, —x -1) -1
(x, —x + k) k
(z, —2* — k) —k
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Capitulo 3

Edo’s de Primeira Ordem

3.1 Introducao

Neste capitulo estamos interessados em obter e analisar as solugdes das edo’s
de primeira ordem. Isto é edo’s que podem ser escritas na forma:

!/

Fly,y,z)=0 ou ¢ = f(z,y)

Estudaremos véarios métodos elementares de resolucdo de vérios tipos espe-
ciais de edo’s de primeira ordem. Veremos a maioria dos métodos reduz o
problema de obtengao de solugao ao calculo de primitivas.

Sejam I C R e uma funcdo H : I — R. Lembremos que uma primitiva de H
em [ é uma fungdo G : I — R tal que G'(z) = H(x) para todo = € I. Sendo G
uma primitiva de F, sabemos que, para toda constante ¢, G(x) + ¢ também é
uma primitiva de H. A familia das primitivas de H é denominada de integral
indefinida de G e denotada por

/H(x) dr = G(z) + c.

Ou seja,

/ di(f) dr = / H(z)dz = G(z) + c. (3.1)

Isto é, ®(z) = G(x) + ¢ é solugdo geral da edo:

dd

— =H.
dx

25
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3.2 [Edo’s de Varidveis Separaveis

Exemplo 18. Considere a seguinte edo:

dP «Q
——_Pp 3.2

onde o e V sdo constantes. Reescrevendo a equacdo (3.2), obtemos:

Integrando com respeito a ¢ e usando (3.1), vemos que a solugdo geral da edo
(3.2) é dada por
P(t) = ce v

Vamos tentar generalizar o procedimento acima. O qué havia de especial nesta
edo que nos permitiu determinarmos P?

Defini¢ao 9. Uma edo de primeira ordem é do tipo separdvel se é da forma:

I 3

Observagao 5. Se a é tal que g(a) = 0, a fungdo y(z) = a é solugdo da edo (3.3).

3.2.1 Obtencado de Solu¢des nao Constantes

Discutiremos a resolucdo da edo (3.3), supondo que f e g estdo definidas em in-
tervalos abertos I e J, respectivamente, e que f é continua em I e ¢’ é continua
em J.

Resolucao:

1. Reescrevemos a equagdo, “separando as varidveis”:

1
2. Consideremos uma primitiva H(z) de — e uma primitiva G(z) de f(z).

g(z)
Isto é: il . i
%(x) = e %(IE) = f(z)
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3. Usamos (3.1) em

S ) do = [ o= [ fa)as

para obter a solucdo geral da edo (3.3) na forma implicita:
H(g(y(z))) = G(z) +c.

Exemplo 19.
% =2x+y—1
x

Inicialmente, vamos procurar solugdes constantes. Observemos que y = 1 é
raiz de g(y) = v/y —1 = 0. Logo y(z) = 1 é solucdo da edo. Para determinar-
mos as solugdes ndo-constantes, separamos a varidveis e integramos:

L4
Vy—1dx

=2z

/ (2\/7 d:v— \/_dydx—/Q:vdx

e obtemos a solugdo geral da edo na forma implicita

2/y(r) —1=2"4c¢

ou .
1 (#* +c)*+1

Observe, que no caso da edo deste exemplo a solugdo constante y(z) = 1 ndo
pode ser deduzida da solugdo geral. Logo y(z) = 1 é uma solugdo singular da
edo .

y(r) =

Observacao 6. Através de uma mudanga na varidvel de integracdo, obtemos
1 dy / 1
—— —dr= | —dy.
/ 9(y) dx 9(y)

1. Reescrevemos a equagdo, “separando as varidveis”:

Meétodo Pratico:

1

9@ =)

&|®..
<
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2. Integramos os dois lados com respeito a varidvel independente

/ﬁj—idx:/f(x)dx

3. Usamos a Observacgao 6

/@d :/ﬁ%dmz/f(m)dz.

/aﬁd%:/ﬂ@dn (3.4)

Exemplo 20. Considere a seguinte edo:

E a solugdo é:

y__y
dx x
Resolugéo:
1d 1 1 1
1Ly 1,
y dx x Yy x
Infy| = —Infz| + In ],
entdo, y(z) = Céa solugdo geral da edo .
x
Exemplo 21.
J = — (1+=)y
(1 —y)z
Resolucdo:
1l—yd 1 1-— 1
y_y:_ —}-:E’ —ydy:—/ —|—5de
y dx x Y

Infy| —y=—Infz| -z +¢

entdo In |z y| +  — y = ¢ é a solugdo geral da edo.
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3.3 [Edo’s de Primeira Ordem Linear
Definicao 10. Uma edo de primeira ordem é linear se pode ser escrita na forma:

d
4 p(a)y = q(a)
Se a fungdo q(x) = 0, dizemos que é uma edo de primeira ordem linear homogénea,

caso contrdrio, linear ndo-homogénea.

Definicao 11. Um fator integrante para uma edo é uma fungio p(x,y) tal que a
multiplicagdo da equagdo por p(z,y) fornece uma equagdo em que cada lado pode ser
identificado como uma derivada com respeito a x.

Com a ajuda de um fator integrante apropriado, ha uma técnica padrdo para
resolver as chamadas edo’s de primeira ordem lineares.
Exemplo 22.

dy 'y
%4—5—2—}-1 (35)

Vamos procurar um fator integrante que seja funcdo somente de z.

dy 1
=24z = (2 .
wla) o+ ul@)y = 2+ 2)u(z)
Gostariamos que o lado esquerdo fosse a derivada do produto 1(z) y. Ou seja,

que ele fosse igual a:

@ (e o) = ) 2 2D

Comparando termo a termo, o fator integrante, caso exista, deve satisfazer:

du(x)

1
du ) p()

Resolvendo a equacao de varidveis separaveis acima, temos:

1 1
J= [

Logo; In|u| = g + ¢, isto é pu(z) = Cez. Fazendo C = 1, temos pu(z) = e2, e

obtemos:
ez y = (2+ 2) ez
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e integrando com respeito a z, temos

d x xT pg xT
y:/% (e§y) dx:/(x+2)e5dx:/xe5d:c+/265dx

:xQeg—/Qegdx—i-lleg—i-c:xQeg—4eg+4eg+c:x263+c,

MG

e

onde usamos integrac¢do por partes no primeiro termo. Logo,

P
2

y(r) =2x+ce

é solucdo geral da edo (3.5).

3.3.1 Obtencao de Solugoes

Vamos repetir o argumento usado no exemplo anterior para resolver a edo de
primeira ordem linear:
dy

Lt pw)y = ala). (36)

Primeiramente, vamos procurar um fator integrante que seja fungdo somente
de x
dy

p(x) -t p(x) p(z)y = q(x) p(x).

Gostarfamos que o lado esquerdo fosse a derivada do produto p(z)y. Ou seja,
que ele fosse igual a

o)) = ) 2 4 B,

Comparando termo a termo, o fator integrante, caso exista, deve satisfazer

Resolvendo a equagao de varidveis separaveis acima, temos

/%du _ /p(x) dr.

pla) = el 7o

Logo, a funcao
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é um fator integrante para a edo (3.6). Multiplicando a equagdo (3.6) por y(x),
obtemos

d d d
A fp@yde )\ _ [p@)de OY | G < I p(z)dz
dx <€ y) € dx + dx ¢ ) Y

d
— efp(@)dz (% + p(z) y) = q(z)e/ P

e integrando com respeito a z, temos
ef Pl Yy = /q(x) e/ P@dT g 4 ¢

Logo,

y(z) =e Jp(w)dz < / q(z) el P@dr go 4 c)

é solucdo geral da edo (3.6).

Resumo:
Para determinar a solugdo geral de edo ’s lineares:

dy

1 TPy =), (3.7)

1. determinar um fator integrante da forma

ulx) = of P

2. asolugdo geral da edo linear (3.7) é dada por
1
o) = ([ o)) o c).

Nas proximas se¢des, veremos alguns métodos de resolucdo de edo’s que en-
volvem uma mudanga na varidvel dependente.

3.4 Equacao de Bernoulli

Exemplo 23. Consideremos a edo:

d
2xy%z4x2+3y2 (3.8)
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Facamos mudanca de varidvel v = y2. As derivadas de v e y satisfazem

dv dy
dr 4 dx
reescrevendo a edo (dividindo por x y?), temos
d 2
2y Y _3Y — 4y
dx x

fazendo a mudanca de varidvel, obtemos:
— —3—=A4ux. (3.9

Isto é, obtivemos uma edo linear. Resolvendo esta equagdo, obtemos que uma
solugdo geral da edo (3.9) é dada por

v(z) = 2* /4x_3xdx = 42 +ca’.

Voltando a varidvel original y. Como v = y?, temos
v (r) = —42* +ca’
é solucdo geral da edo (3.8).
Definic¢ao 12. Uma edo de primeira ordem que pode ser escrita na forma

d
4 p(a)y = qla)y" (3.10)
é chamada uma edo de Bernoulli. Observemos que se n = 0 ou n = 1, a equagdo de

Bernoulli é uma edo linear.

3.4.1 Obtencao de Solugoes

Para determinar a solucdo geral da equacdo de Bernoulli (3.10), vamos consi-
derar a seguinte mudanca de varidvel:

v = yl—n
Derivando com respeito a z, obtemos:
dv . dy
=(1-n)y™"—

dz
Reescrevendo a edo (3.10), obtemos

(1= m)y L (1) pla)y " = (1~ m) gla)

dx

Na variavel v, temos

Ou seja, obtivemos uma edo linear.
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3.5 Equacao de Riccati

Definicao 13. Equacdes de Riccati sio edo’s de primeira ordem que podem ser escritas
na forma:
dy
dr q
Observe que quando q(x) = 0, temos uma equagdo linear e quando r(x) = 0, temos
uma equagio de Bernoulli com n = 2.

() y? +p(x)y + r(z) (3.11)

Observacao 7. Liouville, matemdtico francés, mostrou que uma solugio geral da
equagdo de Riccati (nos caso em que ela ndo é linear nem do tipo Bernoulli) s6 pode
ser explicitamente obtida se jd conhecermos uma solugdo.

Vamos deduzir um método de resolugdo para o caso em que conhecemos
uma solucao de (3.11) que denotaremos por y;. Vejamos um exemplo:

Exemplo 24. Sabendo que y,(x) = x é uma solugdo, resolver a edo de Riccati:

d 2
LA (3.12)

dx 2

Consideremos a mudancga de variavel
r=y—p=y—a
Derivando, obtemos
dz_aly_alyl_dy_1
de dx dr dx
Usando a equagao (3.12). como y; () = x é uma solugdo, temos
dz dy y: oy
S 1= 2431
dr dx 2 x +
fazendo a substituicao y = y; + z = = + 2, temos:

%__(x—l—z)z_x+z+3_1__2:vz_z_2_i
de x? x 2 x? oz
Ou seja, obtivemos uma equagdo de Bernoulli:
dz 3 1
Resolvendo e equagdo de Bernoulli (3.13), obtemos que
4z
2(z) = deat —1

é solucdo geral da edo (3.13). Como y = y; + 2 = = + 2, temos

dex® + 3z
ylo) = o +2(0) = o5
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3.5.1 Determinag¢ao de Solucoes

Vamos tratar o caso geral. Seja y; uma solucdo particular da equacado de Riccati:

dy _

- = () y? +p(x)y +r(z).

Neste caso, a mudanca de variavel
£=Y—l

transforma a equacdo de Riccati na varidvel y em uma equacdo de Bernoulli
com n = 2 na variavel z. De fato, temos:

dz dy dy
de dr dx’
Logo,
dz B dy  diy, o dy:
dr  dx dx =qy tpy+r dx
d
=q(y1+2)2+p(y1+2)+7“—%
_ 2 2 dy1
=2qpnz+qz +pz+ qy1+py1+r—% ;

como y; € uma solugdo, a exepressao entre parénteses é igual a zero, ou seja,
obtivemos uma edo de Bernoulli com n = 2 para a variavel z:

3.5.2 Meétodo Alternativo de Resolu¢ao da edo de Riccati

Seja y; uma solucdo particular da equacdo de Riccati:

dy _

=) y? +p(x)y +r(z).

Vimos que a mudanga de variavel:
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transforma a equacdo de Riccati na varidvel y em uma equagdo de Bernoulli
com n = 2 na variavel z. Por outro lado, sabemos que a mudanca de variavel:

z(x) = v (2) = v ()

transforma a equagdo de Bernoulli com n = 2 na varidvel z em uma edo linear
na variavel v. Combinando as duas mudangas de varidvel acima, vemos que a
seguinte mudanga de variavel:

y(@) = () + —

transforma a equagdo de Riccati na varidvel y em uma equacgdo linear na varia-

vel v. De fato, temos:
dy dyy dv 1

dr — dr  dx v3(z)
Logo,

e = =y Pyt

dy, dv 1 L1 2+ A
dx dr v2 9 v P v "
dy, 2919  q p

2
—— = + +r——1+ + =+ -,
(qyl pPyr+r dx) " 2y

como y; € uma solucdo da edo, a expressdo entre parénteses é igual a zero, ou
seja:

Ldv 2yiq ¢
v2dr v V2

+2
(%

entdo obtivemos a edo linear:

Z_:: + (p(z) +2y1(7) q(7)) v(z) = —q(2).

Exemplo 25. Ache a solugdo geral da seguinte edo de Riccati:
Y —1—2*+2zy—y* =0,

se y1(z) = x é uma solugio.
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Reescrevendo a edo: y' = y* —2x y+ 22+ 1;logo, q(z) = 1 e p(x) = —2 z, entdo:

V(2 +2z2)v=—1
/
v =—

L,
~ . . 1
de onde v = —z + ¢. A solugdo geral da edo de Riccati é y(x) = y1(x) + B
v\T
isto é:
(2) 22 —cx—1
r)=———.
Y r—c
Exemplo 26. Ache a solugio geral da sequinte edo de Riccati:
1
y’—y2+g+—220;x>0,
T X
1 ~
se yi(x) = — é uma solugdo.
T
/ 2 Y 1 1 ~
Reescrevendo a edo: y' = y* — = — —;logo, q(z) = 1 e p(z) = ——, entdo:
r x x
, 1 1
v+ | ——+2-]v=-1
X T
1
v+ v = -1,
T
— x? 1

c
de onde v =

. A solugdo geral da edo de Riccati é y(z) = y1(z) + —

isto é:
1 2x
y(r) = -+

xr c—a%

3.6 Edo’s Exatas

Exemplo 27. Consideremos a sequinte edo:

d
2:1:—|—y2+2xy—y =0
dx
Seja ¢(x,y) = 2 4+ x y?%; entdo:
0 0
—¢:2x+y2 e —¢:2xy.

ox Jy
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Logo

d W Wdy 2 dy
o Y y@)) = o+ o oo = 2oty +2ay—- =0

Agora podemos integrar e obter:

/%w(aﬁ,y(af;))dw _ /de e

Isto é, ¢¥(z,y(z)) = ¢, equivalentemente:
4oy’ =c
é solucdo geral da edo.

Definicao 14. Uma edo de primeira ordem do tipo:

dy
M(x,y) +N(:v,y)% =0

é dita exata se existe uma fungio (z,y) tal que:

0 0
M(z,y) Za—f e  N(zy) Za—f

Observacao 8. Como uma edo exata pode ser reescrita na forma

o ovdy

or  Oydr

sua solugdo geral serd dada por ) (x,y(x)) = c. Isto é, a solugdo geral de uma edo exata
é formada pelas curvas de nivel da fungdo | (z, y).

Agora é conveniente fazermos as seguintes perguntas:

1. Como identificar uma edo exata?

2. Se a edo é exata, como determinar ¢?

Teorema 2. Sejam M, N : I x Iy — R fungdes de classe C*, onde I; sdo intervalos
abertos. A edo:

dy
Mz, N(xz,y)—=0
(z,y) + N(z,y) I
é exata se e somente se:

oM, . ON

para todo (x,y) € I; X Is.
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Observacao 9. Notee que esta condigcido nada mais é do que exigir a igualdade das
derivadas mistas de 1. (Teorema de Schwarz).

Se a seguinte edo é exata:

M(z,y) + N(z, y)Z—Z =0 (3.15)
tal que as fungdes M e N satisfazem as hipdteses do Teorema 2. Pela Ober-
vagdo 8, para resolver a edo (3.15), basta determinarmos a fungdo ¢ (z,y) tal
que

o o
or oy

Integrando a primeira igualdade acima com respeito a x, obtemos:

M(z,y) e N(z,y).
Y(x,y) I/M(x,y)dwrg(y)-

Para determinarmos ¢(y), derivamos ¢ com respeito a y e usar a segunda igual-
dade que a funcdo ¢ deve satisfazer:

%(/M(w,y)dw) +di;9(y) = g—z) = N(z,y).

Logo, para determinarmos g(y), basta resolvermos a edo:

Z_z _ N(z.y) - a%( / Mz, y) d:r;). (3.16)

Uma condigdo necessdria para que esta edo tenha solucdo é que o lado direito
de (3.16) ndo dependa de x. Para verificar que isto ocorre, vamos derivar lado
direito de (3.16) com respeito a z:

g ()= 5 [ M) =S - 5 2 [arte i)

ON oM
= 6—30(3?,3/) - a—y(«%”y)

Como a edo (3.15) é exata, pelo Teorema 2, temos que:

oM _on
oy Oz’
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Logo, obtivemos:

% (N(x,y) - a% / M(z,y) dw) — 0.
d

e (3.16) depende somente de y. Resolvendo a edo (3.16),

o) = [ (N = 5 [ wrGede ) dy

Y(z,y) I/M(x,y)dwrg(y)

:/M(x,y)der/(N(x,y)—%/M(x,y) dx)d

Exemplo 28. Considere a sequinte edo:

Isto é, o lado direito
obtemos:

e ¢ é dada por:

20 y? —32%dy
— — =0 3.17
e T (3.17)
Como
M _ 6, ON_ o
oy or  yt’

pelo Teorema 2, a edo (3.17) é exata. Logo, existe (z, y) tal que:

O My =22 00

o o y2 -3 lL’2
ox y3 dy

:N(l'?y): y4

e a solucdo geral da edo (3.17) é dada por ¥(z,y) = c¢. Vamos determinar
Y (z,y), integrando em relagdo a x:

22
U(z,y) /—dx+g Eﬂ}(@/)-
. ~ . . o
Derivando a expressdo acima com respeito a y e usando que 5y = N(z,y),
Y
temos: o0 5 ) >y
T 3x g
N —_ = = — = —_—— —_—
(z,9) 3 0y (yg +g(y)) s
Logo,
dg 3r?2 y?—32% 322 1
e

dy yt y yt oy
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1 1
Uma solugdo da edo acima é: g(y) = —;; logo, Y (x,y) = T ” e:

é uma solucdo geral da edo exata (3.17).

3.6.1 Fator Integrante

Exemplo 29. Considere a seguinte edo:

d
3xy+y2+(x2+:cy)d—y20. (3.18)
xXr
Como

0 0
a—y(3xy+y2):3:v+2y e %(ijny):Zx—i—y,

entdo a edo ndo é exata.
Vamos tentar encontrar um fator integrante p(z), tal que:

p(e)(8y + %)+ pla)(a? + 2y) L =0

seja exata. A condi¢do necessdria e suficiente, dada pelo Teorema 2, para que
uma edo seja exata, se:

o (o) (34 97) = 57 (n(0) (2 + 20).

Derivando, obtemos:

(o) By 02) + (o) 3 oy +4) = (o) ) @2+ o) 3 +-2)

logo,

W) B +29) = L@ 4 2y) + a0 +y)

Isto é, um fator integrante dependendo somente de z, se existir, deve satisfazer:

d_,u_ r+y  x+y 1

dx_:zc2+xy'u_x(x—|—y)u_:pu
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Resolvendo a edo de varidveis separdveis acima, temos que:

p(r) ==

é um fator integrante. Multiplicando a edo por p:

d
x(3xy+y2)+:c(:v2+xy)£:(). (3.19)
Como
oM 0 ) N 0.2 ON 0,4 o . . 5
Y _8y(3x y+azy’)=3z"+2xy e Oz —&E(x +ax*y)=3x"+2zy,

o Teorema 2 garante que a edo (3.19) é exata. Isto é o fator integrante . tornou
a edo (3.18) exata. Uma solugdo geral da edo (3.19) é:

I‘Q y2

2y + =Y(z,y) =c.

A solucdo acima também nos dd uma solugdo geral da edo (3.18) (Por qué?).

3.6.2 Determinacao do Fator Integrante

Suponha que a edo:

M(z,y) + N(z,y) g—i =0 (3.20)

néo ¢ exata.
Queremos determinar um fator integrante ;(x,y) que a torne exata. Isto é,
procuramos p = p(z,y) tal que a edo:

dy

wa,y) M(z,y) + p(z,y) N(z,y) - =0

seja exata.
Supondo que estamos nas condi¢des do Teorema 2, devemos ter

Derivando a expressdo acima:

Ma_u_ op ON OM
oy oz

5~ By (3.21)
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A equacdo acima é uma equacao diferencial parcial de primeira ordem que néo
sabemos resolver. No entanto, se supusermos que /. é fun¢do apenas de uma
varidvel, poderemos achar a solugdo, de fato:

1. Se p = p(x), temos On =0ede(3.21):

dy
di 1 [(ON OM
r=we (% %) 322
o
2. Se u = p(y), temos i 0 ede (3.21):
di 1 [ON oM

Em cada um desses casos, teremos uma edo de varidveis separdveis que pode
ser resolvida se

1. olado direito de (3.22) depender somente de .

2. olado direito de (3.23) depender somente de y.

Exemplo 30. Considere a edo:

dy _, (3.24)

2 _ 2
_ Qry—-2 —
=y + Yo

1 2
Verifique que —; € fator integrante e que = + Y _cea solucdo geral da edo.
T T

3.7 Edo’s Homogéneas

Definigdo 15. Uma fungio f : A C R? — R é homogénea de grau n se para todo
AeR:

fQAz, Ay) = N f(z,y), V(z,y) € A

Exemplo 31. f(z,y) = z* + 23y é homogénea de grau 4.

Exemplo 32. f(z,y) = /23 + y3 é homogénea de grau 1.

Exemplo 33. f(x,y) = 2? 4 sen(z) cos(y) ndo é homogénea.
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Definic¢ao 16. Uma equacio diferencial da forma (3.20) é denominada homogénea
quando M (x,y) e N(x,y) sdo fungdes homogéneas de mesmo grau.

Exemplo 34. A edo:
d
xz—y2+2xy—y =0
dz
é homogénea, pois M(x,y) = 2> — y* e N(x,y) = 2z y sdo funcdes homogéneas de
grau 2.

Exemplo 35. A edo:
d
(2 +y") + @y’ + ") 2 = 0.
ndo é homogeénea, pois M (z,y) = x*+y* é homogénea de grau 2 e N (z,y) = zy*+y*
é homogénea de grau 3. Como o grau ndo é o mesmo, a equagio nio é homogénea

Observacao 10. Seja f(z,y) homogénea de grau n. Fixemos (z,y) € Dom(f) tal

que x # 0, consideremos \ = — temos:
1 1 1 z,
P =1 (3oty) = o o = 52 3.25)
x r x x x

Vamos usar esta propriedade para resolver equagdes homogéneas. Considere-
mos a edo:

com M e N fung¢des homogéneas de grau n.

Podemos reescrevé-la como

M(x,y)
@:_M({L’,y>:_ "
dx N(z,y) N(z,y)"

:L‘n

Usando 3.25, temos:

dx N(Lg)
T

Isto é o lado direito da equagdo é uma fungdo que depende do quociente g
x

dy _ MFO y)_

Consideremos a mudanca de varidvel:

Y .
V== ou, equlvalentemente, Yy=0x.
T
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d d
Derivando esta relacdo, temos: LA Logo
dr dx
M (1,2
dx dx N<1 g) N (1L,v)’
x

Isto é, obtivemos a edo de varidveis separaveis:

dv__l(M(LU)H)

dr ~ z\N(1,v)

Exemplo 36. Considere a edo:

dy

—= = 0. 3.26

(22 —y?) =22y
Como:
MOz, Ay) = (M) — (Ag)? = (a2 — X2y2) = N (a? — ) = A M(, )
Nz, Ay)=2(Az) (A\y) =N 22y = N N(z,y),
(3.26) é uma edo homogénea.

Reescrevendo a edo (3.26), temos:

e -y 1_<y)2
@_ x2 T

e
5 L
X X

‘2 )
Fazendo a mudanca de varidvel v = =, obtemos

T
2
(v
dv n dy x 1— 2
— X V= — = =
dx dx NE 20
T
dv 1—02 1— 302
dx 20 2v

ou seja,
dv

1 /1— 302
dr =« 20 ’
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A solugdo geral desta edo de varidveis separaveis é:
(1-3v*)2° =c

Voltando as varidveis originais:

(1 ~3 (%)2) P =(1-31)) =c

Isto é, 2* — 3y* x = ¢ é uma solugdo geral da edo (3.26).

3.8 Edo’s Redutiveis

Analisaremos agora as edo que podem ser escritas na forma:

@—F a1x 4+ by + ¢y
dr asx +boy +co )’

(3.27)

onde a;, bi, c; € R, (’l = 17 2)
Observacao 11. Se ¢ # 0ou co # 0, a edo (3.27) ndo é homogénea.

Consideremos as retas:

a1x+b1y+0120
ast +boy +co =0

determinadas pelo numerador e pelo denominador do argumento da funcao
F em (3.27).

Analisaremos dois casos:
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3.8.1 Redutiveis a Homogéneas

Se as retas sdo concorrentes, entao

a1
a2

det { Zj £ 0

Denotemos por (¢, ) a solugdo do sistema linear:

a1x+bly—l—01:()
a2x+bgy—l—02:0

e consideremos a mudanga de variavel:

{“” —uta (3.28)

y=v+p
Podemos reescrever a edo (3.27) na forma

dv @_F<a1;p+b1y—|—cl)_F(al(u—l—a)—i—bl(v—l—ﬁ)—l—a)

dr  dx asx + boy + co

au+ v+ aa+ b1+ au + byv
—_F _p (Bt Tv .
ast + bov + as B + b3 + ¢ astt + byv

pois (o, 3) é solugdo do sistema linear. Isto €, obtivemos a seguinte edo homo-

génea:

d_v _ a1u + by .

dx ast + bov
Observacao 12. A mudanga de varidvel (3.28) corresponde a consideramos um novo
eixo de coordenadas uv cuja origem se localiza no ponto de coordenadas (z,y) = («a, ).

Nas novas varidveis u e v o lado direito de (3.27) serd uma fungdo homogénea de grau
zero.

Exemplo 37. Seja a edo:

dy 2z —-3y—1

dr ~ 3z +y-—2 (3:29)

Consideremos o sistema linear

20 —3y—1=0
r+y—2=0
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leIIlOS
3 1

71
e a solucdo do sistema é dada por (ﬁ’ ﬁ) . Fazendo a mudanca de varidvel

—ut - e g
TEUT y=vTap

temos,

7 1
2 (ut+ ) —3d v+ —) -1
dv dy 2z-3y—1 (”+n) ; G“*n) 2u—3u

du  dr  3z+y—2 7 1 TR
3 i -
<u—|—11)+v—|—11
Isto é,
dv  2u—3v
du  3u+v’

A solugéo geral da edo homogénea acima é:

6 2
u2<2——v—v—2):c
u U

7 1
desfazendo a mudanca de varidvel © = u + gev=v + L obtemos:

2(Max—7)?-6(11ly—1)(1lz—17) —(1ly—1)*=c

é solucao geral da edo (3.29).

3.8.2 Redutiveis a Variaveis Seraravéis

Se as retas sdo paralelas, entdo

det {al bl] =0

as by

No caso de retas paralelas coincidentes, ja sabemos resolver a edo (3.27).
Se as retas sdo paralelas ndo coincidentes, temos

as by C2
— =2 _m#£ 2
ai by 8]
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Isto é:
g = M ay e que bzzmbl.

Logo, podemos reescrever a equagdo na forma

@_F<a1x+b1y+cl) _F( a1x+b1y+cl )
dx asx + by + o m(a1x 4+ biy) + co

Considerando a mudanca de varidvel:

dv
o) =aet+by,  logo - =a+b o,

e obtemos uma edo de varidveis separdveis para v:

d d
Y :a1+b1—y:a1+blF(

dv ar+ by +
dx dx

as + boy + o

b
:a1+b1F< a1$+ 1y+61 )
m

(a1 + bry) + 2

:a1+b1F< U—I—Cl )
muv + Co

Exemplo 38. Considere a edo:

dy 2z—y+1

= 3.30
de 6x—3y—1 ( )
Logo:
2 —1
det l6 _3]:0
Fazendo a mudanca de varidvel paraa; =2eb; = —1:
dv dy
=2z—y; logo, —=2--2,
v(x) r—y; 0go o o
entdo:
dv_2 dy_2 20—y+1 20—y+1 v+1
dr dr 6z —3y—1 32z —y)—1 3v—1

_6'0—2—11—1_51}—3
n 3v—1 S 3u—1'
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Logo,
dv  bv—3

dr  30-1
A solucdo geral desta edo é dada por:

3v 4
_ —1 — =
LT nbv—3=x+c

desfazendo a mudanca de varidvel, obtemos: v =2z — y

327 — 4
%—l—%lnb@x—y)—iﬂ—x:c

é solucao geral da edo (3.30).

3.9 Equacao de Clairaut

Definicao 17. Uma equagdo é de Clairaut se é da forma:
dy dy
=r— — 31
Y xd:v+¢(dx) (331)
Observacdo 13. Quando ¢(z) = z, temos que (3.31) é de varidveis separdveis

Exemplo 39. A edo:

é de Clairaut. Aqui temos ¢(z) = 22

3.9.1 Determinagao de Solucao

Vamos introduzir um parametro auxiliar p:

_

P=

A edo (3.31) pode ser reescrita na forma:

y=zp+o(p). (3.32)
Derivando a expressdo acima em relacdoo a z, obtemos:

_dy_d

== (xp+o(p)=p+a

d
+ () 7

dp
dx
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ou y
/ ap
Logo
Loy dp _
r+¢ (p)=0 ou dx—O.

A solugdo da segunda destas equagdes nos diz que p(z) = c¢. Usando a equagdo
(3.32), vemos que a familia de retas:

y(@) =xzp+¢(p) =cx+ ¢(c)
é solucdo geral de (3.31).

Por outro lado, as possiveis solugdes (necessariamente nao-constantes) da edo
z + ¢ (p) = 0 nos fornecem as seguintes solugdes singulares da equacgio de
Clairaut:

y(@) =xp(@) + ¢ (p(x)) .

Vamos resolver a equacdo de Clairaut do Exemplo 39:

y=a + <%> (3.33)

d
Fazendo p = d—y a edo pode ser reescrita na forma:
x

dy dy 2 2
y=x—+|-—) =xp+p (3.34)
dx dx
. - . dy
Derivemos a expressdo acima em relagdo a x e lembremos que p = T Temos:
dy d dp dp
= — = — — _—— 2 =
p=—"=—(2p+o(@)=ptz_—+2-,
ou J
1%
2p)— = 0.
(z+2p) o
Entéo: p
x+2p=0 ou @ _y
dx

d
Da edo ﬁ = 0 obtemos p(x) = c. Logo, por (3.34), a familia de retas:

y(z) = cx +
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é solucdo geral de (3.33). Resolvendo z + 2 p = 0, determinamos:

Substituindo p(z) = —g em (3.34), obtemos

solugdo singular da equagdo de Clairaut (3.33).

3.10 Equacdo de Lagrange

Definicao 18. Uma edo é de Lagrange se é da forma:

d d
e () o(2)

Observagio 14. Se ¢(z) = z, (3.35) é uma edo de Clairaut.

B dy 2 dy 3
() ()

é de Lagrange, onde 1(z) = 2% e ¢(z) = 2°.

Exemplo 40. A edo:

3.10.1 Determinagao de Solugao

Novamente, consideramos um parametro auxiliar p:

_dy
p_d:v'

A edo (3.35) pode ser reescrita na forma:

y=x1 (%)ﬂb (%) =z1p(p)+¢ (p)-

Derivando (3.36) com respeito a x, obtemos:

b= =0) + () + ) L

51

(3.35)

(3.36)

(3.37)
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Observe que se p = m é raiz de p — ¢(p) entdo (3.37) é satisfeita e
y(@) = zp(m) + ¢(m)

é solucdo da edo de Lagrange (3.35). Considerando = como fungdo de p e
lembrando que:

dr 1
i
da
podemos reescrever (3.37) na forma:
dx
(¥ (p) —p) a V' (p)z+¢'(p) = 0. (3.38)

Seja z(p) a solucdo geral da edo linear e y(p) dado por (3.36). Entao (z(p), y(p))
é a solugdo geral da equagdo de Lagrange (3.35) na forma paramétrica.
Vamos resolver a equacdo de Lagrange do Exemplo 40:

y=uz (j—i) + (j—i) (3.39)

d
Fazendo p = —y, obtemos:

dz
dy\*  (dy\®
y=ux YY) (Y = xp® + p2 (3.40)
dx dx
Derivando com respeito a x:

dy 2 dp

= — = 2 2 e .
0y =P +(2xp+ p)dx (3.41)
Resolvendo p — ¢(p) = 0, achamos as raizes p = 0 e p = 1. Usando (3.40),

encontramos as seguintes solug¢des de (3.39):

p

ylx) =0 e y(x)=z+1.

Determinemos agora a solucdo geral de (3.39). Considerando x como fungdo
de p, a partir de (3.41) obtemos a seguinte edo linear:

dx 2 2
- — r =
dp 1—p 1—-p

cuja solugdo geral é:
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Voltando a equacdo (3.40), obtemos a solugdo geral de (3.39) na forma para-
métrica
z(p) =-1+

(1—p)?
cp
yp) = W

Eliminando o parametro p das equagdes acimas:

Y e Wervetl)?

x+1:p: r+1

Logo,
2
y(x) = <c+ vV + 1)
é solucdo geral de (3.39). Note que a solugdo y(z) = z+1 pode ser deduzida da

solugdo geral (¢ = 0); por outro lado a solugdo y(z) = 0 é uma solugdo singular
de (3.39).
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3.11 Exercicios

1. Determine a solucdo geral das edo’s de varidveis separaveis:

dw dy x—e "

22(3 1)—+4+1-2w=0 = =
a) z(z—l—)dz+ w it yte

du 1+ u? dy

— = — d) (1 — (1 - =
)= ) (1+y)e— (1+2) 2
e)xy(y—l—Z)—(y—l—l)@:O f)@:1+x+y2+xy2

dx dx
2. Determine a solugdo geral das edo’s lineares:

a)@jL t—l n 2t b)@— =—2e "

5 Tscost=gse o Ty =2

dp ds s sen t
C)@—FptgH—O d)E—F;—COSt“F

g2 d
xXr

3. Determine a solugdo geral das edo’s de Bernoulli:

2) ne Y 4 2y = gyt b) 3y*y —ay’ —x—1=
dx
/ 2 d
c)y—y cosx =y cosz(l —senx) d)d_y+£:y3
x
e)xj—y—l—erxzyzz() f) y +ay =2y’
x

0

0

4. Observando que y;(z) = = é uma solugdo, resolva as seguintes equagdes de

Ricatti:
a)y +y? =1+ 22 b) v + 2zy = 1+ 2% + 2

5. Resolva a equagdo abaixo, sabendo que y;(x) = sen z é uma solugao.

d
il = (cotg x)y? cossec x — +senx
dr gx)y Yy

6. Determine a solucdo geral das edo’s Exatas:

d
a) 2(3zy® + 22%) + 3(22%y + yQ)%

dy

=0 b) (2* + %) + 3wy’ —= =
) (@7 +y7) + 3ay”

0



3.11. EXERCICIOS

C)y—3m2—(4y—x)g—i:0

2 1 1 2
e) Y l z

(z-y? z |y (z-y)?

dy _

dr

7. Resolva as equagdes abaixo encontrando um fator integrante.

d
a) (:E4+y4)—xy3d—y:0, x>0
x

d
Q) y+ (2xy — e’zy)ﬁ =0

d
e)%+(3—1n:p) =0, >0

¥y
dx

dy
2 1)—==0
g) v+ (vy + )dx

55
A N
(x—y)?de  (z—y)?
0 D@ -2y =y
2 3 2 Qdy
b) 32y + 2zy +4°) + (x +y)%20

d
d) e® + (e” cotgy + 2y cossec y)d—y =0
x

d

f) cos® ysenz + senycosx—y =0
dx

dy

I a—
dx

h) —(2? + %) + xy

8. Determine a solugao geral das edo’s Homogeéneas:

d
a) 3(5xz + 3y) + (11z + 5y)dy =0

X

d
C)x—|—4y—|—2x—y:0.
dx
2 2 2 dy
e) z”+3zy +y  —x°— =0.
dx

b) 3z + 5y + (4 + 6y)

dy

I .

dx
d

d) 2% +y* + (2zy + yQ)ﬁ =0.

d
f) 2y — (2x—y)% =0.

9. Determine a solucdo geral das edo’s Redutiveis:

d
a)x+2y+1—(2x+4y+3)£:0 b) (x+2y—4)— 2x+y—5-—=0

d
C)x+2y+1—(4x+8y+3)£
dy

e)r—2y+5+2r—y+4)—=0.

dx

10. Resolva as edo’s de Clairaut e Lagrange:

B dy 29 dy s
ou=e+(z) -3(3)

o) y=yy)* + 2zy’

(&)= () -1

dy
dr
dy
=0 d)3y—Tx+7—-Bx—Ty—3)-—=0
dx
dy
H3r—y+2+9z—-3y+1)-==0.
dx
b)y =y +y
dy dy\*
d)y=z— 1 _—
)y xdx+ +(dw)
1
f)y=ay + -
)
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11. Determine a solugdo geral das edo’s:

d d
a) x(x+3)d—y —y(22+3) =0 b) V1 —4t2d—j FoV/I— 2 =0
x
c) ( +b)dy 2=0 #0 d) ds tgt = e'(1 — cotgt)
ar — —y° = a — —scotgt =e€'(1 —co
1—2x 2y
! —1=0 )y — = 1)?
&)y + 5y VY =@+
d d
g)%—i—ycosxzo h)%—%y:xy?’
d d
i) x% — 3y = —2nx ) d—i—scotgt = 1—(t+2) cotgt
—2z d
K)y' +3y=xz+e? 1)d_‘z+3tgt:2t+t2tgt
m) (1—|—ysena:)+(1—cosx)@20 n) y/—ﬁy:ex:c"
dx x
d d
o)ﬁzytgx—i—cosx p)d—gtc—fix:l()sen%

dy 2
2 _— — =
q) 2zy . Yy '+ =0

12. Ache a solugdo do problema de valor inicial dado, na forma explicita, e
determine o intervalo no qual a solucao é definida

dy 2x dy 2x
LA = -2 b) = = 2) =

13. Mostre que se a e A forem constantes positivas e b um nimero real qual-
quer, entdo toda solucdo da equagdo 3’ + ay = be " tem a propriedade
y — 0 quando v — oo.

Sugestao: Considere separadamente os caso a = A e a # .

14. (i) Mostre que y.(z) = ce”/P@ & solucao geral da equacio linear ho-
mogénea
y' +p(@)y = 0.

(ii) Mostre que

g () = e I P { / <q(x)€fp<x>dx> dx}

é uma solucdo particular de y' + p(z)y = q(z)
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(iii) Se y.(z) é qualquer solucdo geral da equacdo linear homogénea y’ +
p(x)y = 0 e y,(z) é qualquer solugdo particular da equagdo linear y' +
p(x)y = q(z), entdo mostre que y(z) = y.(z) + y,(z) é uma solugdo geral
da equagéo linear v’ + p(z)y = q(z).

15. Mostre que uma equagéio de Riccati com coeficientes constantes y' + ay* +
by + ¢ = 0 tem uma solucado da forma y = m se, e somente se, m é uma raiz
da equagdo am? + bm + ¢ = 0.

16. Empregue este resultado para encontrar a solucdo geral de:
i)y +y°+3y+2=0 (i) ' +4> =2y +1=0

17. Determine o valor de A para que a solucdo y(z) do problema de valor
inicial

zy +3y =52°+3,2>0 - tal ’ (2) - finit
seja tal que  lim y(x seja finito

18. Determine a solucdo geral das equagdes abaixo:

d d
a) 307 + y* — 2y~ =0 b) z+2y+1— (20 —3)=2 =0
dx dx
) y=a(y)+ ) d)y=ay —
(v')
2 2 ndy f) :2x’+(’)2
e) 2z° +y —|—(2:r;y—|—3y)d——0 y ¥+
Xz

2 -1 / /
g _Zrty-1 h) y =2y’ + V1~ ()2

dv 4z +2y+5

i) (3e3*y — 2z)dx + **dy = 0 . dy\?
Y v ])yzw(d—) +1
x
k) <%+6x>d:v+(lnx—2)dy:0,x>0 1) ,:xQHU_y 5
m) cosy +ycosx + (senz —xseny)— =0 n)y = ————
) cosy +y ( v )y 2t )y
d d d
o)xcosg y—i—:z:—y :yseny x—y—y p)x—y_y:,/ijLy?
x dx r \ dr dx
dy x+y-—3

d
q)x+2y+1—(4(x+2y)+3)£20
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dz
s) Qxd— — 2z =Vx? 4422
x

19. Encontre o valor de b para o qual a equacado dada é exata e, entdo, resolva-a
usando esse valor de b.

(ye*™ + z)dz + bxe*Vdy = 0

20. Determine a solugdo geral das equagdes abaixo.

dy ds
24y—(3—12)-2 =0. = = 1.
a)2+y—(3 Qﬁ)dx 0 b) dtcost—i—ssent
dy 2y 5 dy 4
—Z 4+ =2 = 2y°. d) —=- .
C)dx+x Y )dx :cy+$\/§
e)y=uay +y —(¥) f)xj—y—Qy—i—Bx:O.
x
dy y x+1
2 !
4y _ _a¥ = 1.
8) oy~ (1+4%)5L =0 by —al="T0 a0 a#
; dy _ ST e® T
1)3x—|—2y+:vd——0. 7 1+xd—— 1—y2=0.
x x
dy_ 2 dy_
k)x—y—(ery)%—O. ) y+ zy :cdx—O.
dy dy B
x 2v+y dy dy 1
— =0. b) — +—y=¢€"
a)(:c+y)2 (x+y)?dx )d:c+xy ¢
2
C)i+3i:2_y@. d) (1 —2%)y — 2y —azy®> =0
2 x3 dx
o) (1+w2)3—y—(1—y2) 0. fy=(x+1))>
x
dy dy dy dy 2
=xr— —In—=. — -2 — g 22
gy Jde ndx h) y 2wdx x(dx)
N Ay 2
) 1dy dy — = (y — 4x) sabendo que
Dy=—=—"20+-—). dx ) _ _
2dx dx y1 = 4z + 2 é solugdo da equagao.

21. Mostre que as equagdes abaixo ndo sdo exatas, mas se tornam exatas quando
multiplicadas, cada qual, pelo fator integrante sugerido. Resolva as equagdes
exatas assim obtidas:
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1
a) z*y’ +a(1+9y%)y =0,  ple,y) = v
sen y . cosy +2e " cosx -
b) —2e¢ *senx | dr + dy =0, pu(x,y) = ye
) )

22. Mostre que qualquer equagdo separdvel
M(zx) + N(y)y' =0,
também é exata.
N, - M,

M —yN
entdo a equagao diferencial

23. Mostre que, se R onde R depende apenas da quantidade zy,

M+ Ny =0

tem um fator integrante da forma y(zy). Encontre uma férmula geral para
esse fator integrante.

24. Use o resultado acima para resolver o seguinte problema

6 2 3y\ d
(3x+—)+(x—+—y)—y:0
Y Y x ) dx

25. Considere a equagdo de Clairaut

1
_ I (a2
y=zy - 1)
Mostre que a reta
1
=Cx— -C?

é tangente a parébola y = z? no ponto (C/2,C?/4). Explique por que isto
implica que y = 22 é solugdo singular da equagao de Clairaut dada.
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Capitulo 4

Aplicacoes

41 Molas

Consideremos o problema da mola (2.1):

do _1(, ke
dr v g m

Temos uma equagdo de varidveis separdveis. Aplicamos o algoritmo (3.4):

e, obtemos

Para determinar a constante ¢, lembremos que a velocidade incial do corpo era
v quando ndo havia deformacdo, isto é, quando = = 0. Logo

e a velocidade v, em fung¢do da deformacao, é dada por

k 2 k 2
02:2gx——x+2022g:1:——$+v§.
m m

61
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4.2 Crescimento Exponencial

Sabemos que o modelo de crescimento exponencial é dado por (2.2):

AN
T kN
dt

N(0) = Np.

Novamente, aplicamos (3.4):

1
/Ndp:/kdt In|N|=kt+c

obtendo
N(t) = e e = et

Como Ny = N(0) = ¢ logo:

N(t) = Ny e*.

4.2.1 Decaimento Radioativo:

O modelo de decaimento radioativo também é dado por (2.2):

dN
— =—kN
dt
N(O) - No,

tem solugdo N(t) = Nye *. A constante k de decaimento de um is6topo radi-
oativo é freqlientemente especificada em termos de uma outra constante em-
pirica, a meia-vida do is6topo. A meia-vida 7 de um is6topo radioativo é o
tempo necessario para que metade dele decaia. Para encontrar a relagdo en-

tre k e 7, fazemos t = 7 e sabemos que N(7) = 5N,. Quando resolvemos em
relacdo a 7, encontramos

1 1 In 2

§N0 = N(1) = Nye *™ = lné =~k = n? =T

A datacgdo por carbono radioativo é uma ferramenta importante para pesquisa
arqueolégica. Ela se baseia no fato de que hd uma quantidade constante do
isétopo radiativo *C' do Carbono em toda criatura viva. Tal quantidade co-
mega a decair com sua morte. Como a meia-vida do carbono é longa (apro-
ximadamente 5700 anos), podem ser medidas quantidades remanescentes de
carbono-14 mesmo depois de muito tempo.
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Exemplo 41. Uma amostra de carvio vegetal encontrada em um sitio arqueoldgico
contém 63% de **C em relagdo a uma amostra atual de carvio de igual massa. Qual a
idade da amostra encontrada?

Denotemos por N, a quantidade de carbono que existia no carvdo antes do
decaimento. Como a constante £ se relaciona com a meia-vida 7 pela equagao

k_ln_?_ In2
71 5700

e sabemos que a solugdo da equagdo de decaimento quando N(0) = N, é
N(t) = Nye ™.

Logo, temos

n In2
0,63Ny; = Npe ™ = Nye 50! = ——— ¢ = 1n0, 63
) 0 0€ 0€ 5700 5700 nu,
57001
= —ﬂ ~ 3800 anos
In2
A solucdo N(t) = Ny ekt prevé que a populacgdo cresce exponencialmente.

Observa-se que tal previsdo é adequada para certas populacgdes pelo menos
por periodos limitados. No entanto, é claro que esta situagdo ndo pode perdu-
rar. Em algum momento, as limita¢des sobre o espaco, o suprimento de comida
ou outros recursos reduzirdo a taxa de crescimento inibindo o crescimento ex-
ponencial. Para levar em conta este fato, vamos substituir a constante £ por
uma funcdo que dependa da populagado. Teremos o chamado crescimento lo-
gistico.

4.3 Crescimento Logistico

O modelo é dado por (2.3):
dp D k
dtzk:(l——)p, R——a.

E uma equacdo do tipo Bernoulli com n = 2 uma vez que podemos reescreveé-la

na seguinte forma
dp koo

Para resolvé-la consideramos a mudanca de varidvel v = p'=2 = p~! e obtemos

uma edo linear:
dv 5 dp

dt dt
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Resolvendo a edo, obtemos:

1 g 14+ cRe "
vV=—=+4ce " = ———.
R R
Desfazendo a mudanca de varidvel v = p~':
1 R
p(t) = ~

v 14 cRe Rt

Vamos determinar a constante ¢ supondo que no instante ¢ = 0 a populagdo

seja igual a py. Temos:
R

- 1+c¢cR

po = p(0)

R —po

Rpo
solucdo geral, apds simplificacdes, temos:

logo, po+cRpy = Rec = . Fazendo esta escolha para o valor de c na

R po

plt) = po+ (R —po)e

Vamos analisar o comportamento desta solugdo. Vemos que quando ¢ tende a
0o, p(t) tende a populagdo limite R. Este valor é chamado de nivel de saturagao
ou capacidade ambiental sustentdvel. Nao temos mais o crescimento exponen-
cial. Se a populagdo inicial é inferior a R, ela cresce sem nunca superar o valor
R. Se a populagdo inicial é superior a R, ela decresce e tende a R.

Figura 4.1: Grafico da p = p(t).

4.4 Circuitos

A edo que descreve os circuitos RC é:
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dI - I(t)
R—+4+—"-2=0
dt + C ’

onde C' é a capacitancia e R, a resisténcia. Esta edo é de varidveis separaveis;
logo sua solugdo é:

I(t) = C eap (—%) .

A edo que descreve os circuitos RL é:

dI
L—+RIt)=F

onde R é a resisténcia L a indutancia e E a voltagem. Esta edo é linear; logo
sua solugdo é:

EL t
I(t) :?—FCexp (—RT)

4.5 Reacdes Quimicas

4.5.1 Reagoes Irreversiveis Mononucleares

Consideremos a edo (2.4):

dz

— =k(a—2x),

o = kla—1)

donde k = k; A. Contando o tempo a partir do momento em que se inicia a
reacdo, para t = 0, devemos ter z = 0; logo, temos o seguinte PVI:
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Utilizando a condigdo inicial, obtemos que ¢ = a; entdo:

_ a—z
okt — 7
a

que nos déd a quantidade de sacarose decomposta por unidade de volume ao
fim do tempo ¢.

4.5.2 Reacdo Bimolecular Irreversivel

Consideremos a edo (2.5):

d
d—"f = k(a—z)(b—2).
Contando o tempo a partir do momento em que se inicia a reagdo, para
t = 0, devemos ter x = 0; logo, temos o seguinte PVI:
d
d—f:k(a—x)(b—x)
z(0) =0

A edo é de varidveis separavéis:
dx
l =kt
/(a—x)(b—:v) +infe) = kt,
1 r—a
. bln(c (x— b)) =kt.
e . b .
Utilizando a condigdo inicial, obtemos que ¢ = . ; entao:
1 b (x—a
a— bln(a (x—b)) =kt

4.6 Familias de Curvas Planas

Sabemos que a solucdo da edo y' = f(z,y) é uma familia a 1-parametro de
curvas. A reciproca é verdadeira? Isto é, dada uma familia a 1-parametro de
curvas F(z,y,\) = 0 tal que F : A x I — R é uma fungdo diferencidvel e

A C R? é um conjunto aberto, existe uma edo que tem como solugéo a familia
dada?
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Exemplo 42. Seja F(z,y,\) =y — 2 Xx® + \. Nos temos uma familia de pardbolas:

Figura 4.2: Gréfico da familiay — 2 A2? + A = 0.

Derivando implicitamente y — 2 \x? + X = 0, temos y' — 4 Xz = 0 eliminando \;
obtemos a edo: 4xy — (22% + 1)y = 0.

Exemplo 43. Seja F(z,y,\) = (x — \)* +y* — 1. N6s temos uma familia de circulos
de raio 1 centrados ao longo do eixo dos x:

Figura 4.3: Grafico da familia (z — \)? + ¢ = 1.

Derivando implicitamente (x — \)> + y* = 1, temos x — A + yy' = 0 eliminando \;
obtemos a edo: y? (1 +y'*) = 1. Neste caso, a edo tem solugdes singulares y,(z) = 1 e
yo(x) = —1. Estas solugdes sdo chamadas de envoltérias da familia.

Exemplo 44. Seja F'(xz,y,\) = y— Ax — f(c), onde f é fungio arbitrdria. Nos temos
uma familia de retas.
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=

o

2

Figura 4.4: Grafico da familia para f(c) = %

Derivando implicitamente y — Az — f(c) = 0, temos y' = ¢; obtemos a edo de
Clairaut y = xy' + f(v').

Seguindo o desenvolvimento dos exemplos, podemos deduzir o seguinte mé-
todo:

Dada a familia F'(z,y, A) = 0:

F
i) Derivamos, em relac¢do a z, a familia: —(z,y,A\) =0

ox
ii) Resolvemos o sistema:
{F(x, y:A) =0
oF OF dy
%(xa Y, )‘) + %(xa Y, )‘) % - 07

de onde eliminamos . Isto é garantido pelo Teorema da Fungdo Implicita. Se
oF

a(w, y, A) # 0, sempre poderemos obter A = ¢(x, y).

4.6.1 Envoltoérias

Seja a familia 1-parametro F(z,y,A) = 0, tal que para cada A cada curva é
diferencidvel.

Definicao 19. A envoltdria da familia F(x,y, \) = 0 é uma curva parametrizada por
v(A) = (2(A), y(N)) tal que:

F(z(A),y(A),A) =0 (4.1)
B G @y + 50 ) =0 (32)
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Observacao 15. Geometricamente a condigio (4.2) implica que no ponto (z(\), y(N))
a envoltoria e a curva da familia (4.1) tem a mesma reta tangente.

F
Exemplo 45. Seja F(x,y,\) = y — Ax — f(X); entdo g—)\ = —x — f'(\), entdo a
envoltoria é

{x =—f'(N)
y=-AF(N) - fN).

)\2
No caso de f(\) = 5 temos:

T =—A\
)\2
927-
”
Y 4
/

Figura 4.5: Grafico das retas e sua envoltoria.

4.6.2 Trajetdrias

Uma curva que intercepta todas as curvas da famiilia F'(z,y, A\) = 0 num an-
gulo constante w é dita uma w—-trajetéria da familia.

Seja F(x,y,\) = 0 uma famiilia de curvas diferenciaveis C, e f(x,y,y') =0 a
edo associada a familia. Se C), intercepta uma w—trajetéria 7', como no seguinte
desenho:
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Se a cada ponto de (' associemos a terna (z, y,y’), onde (x, y) sdo as coordena-
das do ponto P e y' = f(z,y), analogamente a cada ponto de 7" associamos a
terna x, y1, y}) tais que x = x, y = y; no ponto P, como y' = tg(f) ey’ = tg(¢p),
logo:
/
L+tg(9)tg(w) 1+yitg(w)

entdo a familia de w—trajetdrias é dada por:

IR

Exemplo 46. Determine as Z—tmjetérias da familia z* + y? = c.

A edo associada a familia x* + y* = cé x + yy' = 0; entdo,

y—t9(3) _y -1
L+y'tg(y) 1+
e obtemos a edo homogénea: v —y + (z +y) y' = 0, cuja solugdo é:

Y
x2+y2:clex ( arctg( ))

Figura 4.6: Grafico das familias.

4.6.3 Trajetdrias Ortogonais

Sew = g, entdo de (4.3) a familia ortogonal a F'(x, y, A) = 0 é dada pela solugdo
da edo:
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As familias ortogonais aparecem naturalmente em diversas aplicacdes. Por
exemplo, as curvas do fluxo do calor numa ldmina é ortogonal a familia de
curvas de igual temperatura (isotermas), as linhas do fluxo de um campo elé-
trico ou magnetico sdo ortogonais as curvas equipotenciais.

Exemplo 47. Potencial gerado por dois fios

Para determinar as linhas de forca do campo gerado por dois fios se utiliza o fato que as
linhas de forca e as linhas equipotenciais sio ortogonais. O problema é achar a familia
ortogonal a:

(=N +9y> =X\ —1.

Derivando e eliminando )\ obtemos:

2 2
; — 1
2 —y —1+2xyy =0, -equivalentemente y' = 92#
Ty
. . 1
Pela condigdo de ortogonalidade; mudamos y' por ——:
1 2 _ .2 1 ' 9
- = w, equivalentemente y' = sty
Y 2y 22 —y? — 1

Devemos resolve a edo nio exata:

2xy+ (Y =22 + 1)y =0.

. 1
O fator integrante é u(y) = —;; logo, obtemos para y # 0:
Y
2 2
—x+(1—x—2+y2) y = 0.
Y Y

A solugdo da edo é:

Pry+o)i=1+

Logo, a familia é formada pelos circulos z* + (y + ¢)? = 1+ ¢* e y = 0. Grifico das
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familias de curvas:
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4.7 Exercicios

1. Numa colméia, a razdo de crescimento da populagdo é uma fungdo da po-
pulagdo. Assim % = f(p).

a) Calcule p(t) para f(p) = G.p (8 > 0), considere p(0) = py e determine a
populacdo limite do sistema (i.e. o limite de p(¢) quando ¢ tende a infinito).

b) Encontre p(t) para f(p) = Bp — kp* onde [ e k sdo constantes positivas.
Determine a populagédo limite do sistema.

2. A taxa de crescimento da populacdo de uma certa cidade é proporcional ao
numero de habitantes. Se a populagdo em 1950 era de 50.000 e em 1980 de
75.000, qual a populagdo esperada em 2010?

3. Um material radioativo se desintegra a uma taxa proporcional a quantidade
de matéria no instante ¢. Supondo que a quantidade de inicial de matéria seja
Qo e que 10 anos ap6s ja tenha se desintegrado 3 da quantidade inicial, pede-
se 0 tempo necessdrio para que metade da quantidade inicial desintegre.

4. Uma bola de golfe de massa 0, 5kg recebe uma tacada que lhe imprime uma
velocidade de 72Km/h. Supondo que a bola permanece em contato perma-
nente com o chao e sabendo que a forca de atrito que atua sobre ela é de
—5N, qual a distancia percorrida pela bola até que ela pare?

5. Considere um pdra-quedista em queda livre, sem o acionamento do pdra-
quedas. Determine a sua velocidade como fungdo do tempo e sua velocidade
limite (¢ — o0). Considere v(0) = 0. Obs.: Considere

P = mg = peso do paraquedista com o para-quedas

R = —~v = resisténcia do ar

6. A populacdo de passaros de uma ilha experimenta um crescimento sazonal
descrito por
% = (3sen 27t)y,
onde ¢ é o tempo em anos. A migragdo para dentro e para fora da ilha tam-
bém ¢é sazonal. A taxa de migracdo é dada por M (t) = 2000 sen 27t passaros
por ano. Logo a equagdo diferencial completa da populacdo é dada por

d
d—i = (crescimento sazonal)+(migracdo pra dentro/fora) = (3sen 27t)y+2000 sen 27t



74 CAPITULO 4. APLICACOES

a) Determine y(t) que satisfaz y(0) = 500.

b) Determine a populagdo maxima.

7. A meia-via do cobalto radioativo é de 5, 27 anos. Suponha que um acidente
nuclear tenha levado o nivel de radiacdo por cobalto numa certa regido a 100
vezes o nivel aceito para a habitacdo humana. Quanto tempo levara até que
a regido seja novemente habitdvel? (Ignore a presenca provavel de outros
elementos radioativos.)

8. O Carbono extraido de um cranio antigo continha apenas um sexto do **C'
radioativo do que o carbono extraido de uma amostra de um osso atual. Qual
é a idade do cranio? Considere a meia-vida do carbono igual a 5.700 anos.

9. Suponha que um corpo, descoberto a meia-noite, tenha temperatura de
29,4°C e que a temperatura ambiente seja constante e igual a 21, 1°C. O corpo
é removido rapidamente (faca a hipétese da instantaneidade) para o necroté-
rio onde a temperatura ambiente é 4, 4°C. Depois de uma hora a temperatura
do corpo é de 15, 6°C. Estime a hora da morte.

10. Os moradores de uma certa comunidade decidiram interromper a fluori-
zagdo da dgua local. Atualmente, o reservatorio local contém 200 milhdes de
litros de dgua fluorizada que contém 1.600 Kg de fltior. A dgua estd sendo
usada a uma taxa de 4 milhdes de litros por dia e estd sendo substiutida a
uma mesma taxa por d4gua nao fluorizada, e o fltor restante é sempre redis-
tribuido uniformemente no reservatério. Expresse a quantidade de fltior no
reservatorio em fun¢do do tempo. Quanto tempo levard para que a quanti-
dade de fltor no reservatorio esteja reduzida a metade?

11. Suponha que faltem 3 horas para um estudante fazer um exame e durante
esse tempo ele deseja memorizar um conjunto de 60 fatos. De acordo com os
psicologos, a taxa segundo a qual uma pessoa pode memorizar um conjunto
de fatos é proporcional ao ntimero de fatos que restam para serem memori-
zados. Suponha que inicialmente nenhum fato tenha sido memorizado. Se o
estudante memoriza 15 fatos nos primeiros 20 minutos, quantos fatos ele ird
memorizar em 1h? E, em 3h?

12. Umreservatorio de 500 litros, inicialmente contém 100 litros de 4gua fresca.
Comecando no instante ¢ = 0, escoa para o reservatorio agua contendo 50%
de poluidores, a taxa de 2 litros/min. H4 também um escoamento que ocorre
a taxa de 1 litro /min. Considere a mistura bem agitada e determine a con-
centragdo de poluidores no instante de transbordamento.
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13. Considere um lago de volume constante V' que no instante ¢ contém uma
quantidade Q(t) de poluentes distribuidos homogeneamente com uma con-
centragdo c(t), onde c(t) = @ Suponha que um fluxo de 4gua com uma
concentragdo k de poluentes entre no lago com uma vazdo r e que a dgua
saia do lago com a mesma vazdo. Suponha que poluentes também sejam
lancados diretamente no lago a uma taxa constante P.

a) Se no instante ¢t = 0 a concetragdo do poluente é ¢, determine uma ex-
pressdo para a concentracdo c(t) em qualquer instante do tempo. Qual a
concentragdo limite quando ¢t — oo?

b) Se o despejo do poluente no lago é proibido (k =0e P = 0 parat > 0),
determine o intervalo de tempo 7" necessario para que a concentracgdo de
poluentes seja reduzida a 50% do valor original e a 10% do valor original.

14. A populagdo de uma cidade é de 1.000.000 de habitantes. Houve uma epi-
demia e 10% da populagdo contraiu o virus. Em sete dias esta porcentagem
cresceu para 20%. O virus se propaga por contato direto entre os individuos
enfermos e sdos (logo, é proporcional ao nimero de contatos). A partir destes
dados e supondo que o modelo seja fechado, isto é, a populacdo mantendo-
se constante, sem nascimentos, mortes ou migragdo, e os individuos tendo
toda liberdade de interagir, calcule:

a) A proporcdo de individuos enfermos e sdos como fungdo do tempo

b) O tempo necessdrio para que a porcentagem de individuos enfermos seja
de 50%.

15. Uma pedra é solta a partir do repouso de uma altura i acima da superficie
da Terra. Mostre que a velocidade com que atinge o solo é v = /2gh.

16. Determine o tempo necessario para esvaziar um tanque cilindrico de raio
2m e altura 5m, cheio de 4gua, admitindo-se que a dgua escoe através de
um orificio, situado na base do tanque, de raio 10cm, com uma velocidade
v =+/2ghm/s, sendo h a altura da d4gua no tanque e ¢ = 10m/s* a aceleragao
gravitacional.

17. A populagdo de mosquitos em determinada area cresce a uma razdo pro-
porcional a populagdo atual e, na auséncia de outros fatores, a populagao
dobra a cada semana. Existem, inicialmente, 200.000 mosquitos na area e os
predadores comem 20.000 mosquitos/dia. Determine a populagdo na 4rea
em qualquer instante ¢.
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18. Segundo a lei de resfriamento de Newton, a velocidade de resfriamento de
um corpo é proporcional a diferenca entre as temperaturas do corpo e a do
meio ambiente. Se a temperatura ambiente é 20°C e a temperatura de um
corpo passa de 100°C para 60°C em vinte minutos, qual é o tempo necessario
para que a temperatura do corpo seja igual a 30°C?

19. Suponha que um aposento contenha 1.200 litros de ar originalmente isento
de monéxido de carbono. A partir do instante ¢ = 0, fumaca de cigarro
contendo 4% de monéxido de carbono é introduzida no aposento com uma
vazdo de 0,1 I/min e a mistura gasosa homogénea sai do aposento com a
mesma vazao.

a) Determine uma expressdo para a concentragdo c(t) do mondxido de car-
bono no aposento para t > 0.

b) A exposicdo prolongada a concentra¢des de monéxido de carbono maio-
res do que 0, 00012 é prejudicial a satide. Determine o intervalo de tempo
T apo6s o qual esta concentracdo é atingida.

20. Um corpo de massa m cai do repouso em um meio que oferece resisténcia
proporcional ao quadrado da velocidade. Ache a relagdo entre a velocidade
v e o tempo t. Ache a velocidade limite.

21. Para uma certa substancia, a taxa de varia¢do da pressdo de vapor (P) em
relagdo a temperatura (1) é proporcional a pressdo do vapor e inversamente
proporcional ao quadrado da temperatura. Determine uma expressao para
P(T).

22. Uma solugdo de 60kg de sal em 4gua enche um tanque de 400 litros. Faz-se
entrar 4gua nesse tanque na razao de 8 litros por minuto e a mistura, mantida
homogénea por agitagdo, sai com a mesma vazdo. Qual a quantidade de sal
existente no tanque no fim de 1 hora?

23. Achar o tempo necessario para esvaziar um tanque cilindrico de raio 8m
e altura 10m, cheio de 4dgua, sabendo que a dgua se escoa através de um
orificio, situado na base do tanque, de raio 10cm, com uma velocidade v =
4v/h, sendo h a altura da 4gua no tanque.

24. Quando um corpo se move através de um fluido viscoso sob agdo de uma
forca F', a forca resultante é F' — knv, onde k depende da forma do corpo, v é
a velocidade do corpo e 7 é o coeficiente de viscosidade. Obter a velocidade
como fungdo do tempo. Suponha que o movimento seja retilineo, que a forca
aplicada seja constante e que v(0) = vy.



Capitulo 5
Edo’s de Segunda Ordem

Neste capitulo estamos interessados em estudar equagdes de segunda ordem,
isto é, edo’s do tipo:

F(z,y(x),y (z),y"(x)) =0

Achar solugdes gerais de qualquer tipo de edo de segunda ordem esta fora
do contexto destas notas. Por exemplo, com os métodos desenvolvidos neste
capitulo ndo poderemos achar as solugdes das seguintes edo’s:

Exemplo 48.
1. A edo de Legendre de ordem o
(1—a)y" —22y +ala+1)y=0.

2. A edo de Bessel de ordem p > 0:

2 2 2
2y + xy + (27— )y =0.
Nos trataremos sistematicamente apenas de duas classes de edo’s de segunda
ordem: as que podem ser reduzidas a edo’s de primeira ordem e as lineares.

Isto ndo tdo é restritivo como pode parecer, pois com estas edo’s podemos
modelar uma grande quantidade de fendmenos.

5.1 Edo’s de Segunda Ordem Redutiveis

Consideremos a edo de segunda ordem:

y' = f(z,y,v).

77
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As solugdes de alguns tipos de edo’s de segunda ordem podem ser obtidas
utilizando os métodos estudados no capitulo anterior nos seguintes casos:

i) Quando f ndo depende dedey e y’:

Integrando duas vezes a edo:

y(x):/(/f(:v)dx—l—cl) dr + ¢,

se F(z) = [ f(z) dz; entdo:

y(x) = /F(x),dx—l—clx—l—cg.

Exemplo 49.
Seja y” = cos(2x), a edo ndo depende de y e de y’; logo:

sen(2x)

F(x):/cos(Qx)dmz 20,

2
y:/seng l’) d.’L’+Cll'+CQ,

2
Y = —COSEL x> dZE+61[E+CQ.

ii) Quando f ndo depende de de y:

y' = fz,y).

d d [d
Fazemos p = 3/; entao, @w_ (W) y"; logo, obtemos a edo:
dx z \ dz

P = f(z,p),

que é de primeira ordem em p.
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Exemplo 50.

Seja (1 +x)y” + vy’ = 0, ndo depende de y ; fazendo p = y":
(1+2)p' +p=0,

que é uma edo de varidveis separdveis:

P 1

P 1+’

/dp /1+x )+ In(1+ ) = In(p (1 + 2)),

entdo In(p (1 + z)) = In(c1); logo, p (z + 1) = ¢4 obtendo ¢’ = 1 e:
X
dx
Yy =0 /:c—i—l +ce=cln(x+1)+cs.
iii) Quando f nido depende de de x e de y:
y' = 1)
d? d d
Fazemos p = y/; entao, d—;; =0 (p(y(z))) =p d—z; logo, obtemos a edo:
dp
Py =7 (v),
que é de varidveis separdveis em p.
Exemplo 51.
Seja y” = —4y~3,y > 0. A edo s6 depende de y, como f(y) = —4 y*, obtemos:
dp
= —4y~°
dy Y
Por outro lado:
/pdp = —4 /y‘3dy+cl
4
P’ = — T
Y
4
p=1 /=5 +a
Y
d 4
—y =+ — + C1.

dx y?
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Logo, y' = %1, integrando:

¥y
Veayr+4
Vay +4=tqr+c

iyt = (£ oz + ) — 4

iv) Quando f nao depende de de x:

y'=Ffy.y).
d? d d
Fazemos p = y/; entdo, d—xz = (p(y(z))) =p d—];; logo, obtemos a edo:
dp
Py~ (¥, p);

que é de primeira ordem em p.

Exemplo 52.

Sejayy” = v*y + (v')% y # 0. A edo ndo depende de . Como:

1\ 2 2
f,p)=fy,v)=yy' + % =yp+ %;

logo obtemos a edo de primeiro ordem linear:

;P
p——=Y,
Yy

cuja solugdo é p = y? + ¢1 y; logo, ¥ = y? + ¢1 y que é de varidveis separaveis:

/

Yy
Y24y

=
—_— = C
v+ ey >

y=ca(y+a)exp(r).

1

logo,
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5.2 Aplicacdes

5.2.1 Curva de Perseguicao

Suponha que na origem do plano temos uma presa que foge de um predador
ao longo do eixo dos y com velocidade constante v. O predador localizado no
ponto (a,0) persegue a presa correndo sempre na dire¢do em que se encontra
a presa com velocidade constante w. Determinaremos a curva descrita pelo
predador e as condigdes sobre a, v e w para o predador encontrar a presa.
Considere o seguinte desenho:

w

Q

P=(x,y)

@0 ¢

Ap6s de um tempo ¢t o predador se encontra no ponto P e a presa no ponto
@ = (0,vt). O deslocamento do predador entre o ponto G e P é wt; logo:

wt:L“¢fqyﬁM.

O ponto () é a intersecdo da reta tangente da curva no ponto P, a equagao desta

S d
retaéw—y=w(z—x),sez=0;entdo, OQ =y — <d—y . Por outro lado
xXr

0Q = vt;logo:

v [ dy 2 v dy
— 1+ (=2) de=—(wt)=vi=y—a(-=).
w /x * (dx) S (wi) =v o (dx)

v ) ~
Fazendo ¢ = — e derivando em relag¢do a x em ambos os lados, obtemos:

w
&y dy\*
T2 = C 1*(@J’
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que é uma edo de segunda ordem que ndo depende de y; logo, fazemos p = ¥’
e p' = y”, temos a edo de varidveis separaveis:

xp =cy\/1+ p?

/

p prm—

c
logo, In <’\/1 + p? +p’> = cln(z) + In(k) e:
V1i+pP+p=ka“.

Como a trajetéria do predador se inicia no ponto G = (a,0), temos: y'(a) = 0

1 ~ ~
oup = 0ek = —, entdo podemos escrever a solugdo como:
a

()

de onde obtemos:

Logo, as solugdes da edo sdo:

1 a T\ ctl a a1
= — — ki se 1
2(c+1<a> +c—1<91;> )+ ! c7
y:
1 2
§<§—a—aln|w|)+kg se c=1.
ac
Como y(a) = 0, para ¢ # 1 temos que lﬁ:ﬁe:
—c

a/2 1 x\ et 1 a\ el ac
(L @ () - 2
c+1 \a c—1 \z 1—¢2

Analogamente para ¢ = 1:

1 [ 2? 1 /a
y==|=——alnlz| | — = <——aln|a|>.
2 \2a 2 \2
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Lembrando que ¢ = %, logo:

i) Se v > w; entdo:
lim y(x) = 400

z—0+
o predador nédo pega a presa.
ii)Sev < w;entdoc < 1 e:
ac
lim y(z) = —
Jim y(2) = ——5—

este é o ponto onde predador pega a presa.

5.2.2 Catenaria

O problema é determinar a forma que toma um cabo flexivel, suspenso em
dois pontos e sujeito a seu peso. Este problema foi proposto por Leonardo da
Vinci e resolvido por vérios matematicos, entre eles, Leibniz e J. Bernoulli; foi
Leibniz que deu o nome de catendria a curva soluc¢do do problema.
Suporemos que temos um cabo flexivel e inextensivel suspenso em dois pontos
A e B. Temos:

Vamos localizar a origem do plano no ponto mais baixo da curva formada
pelo cabo e analisar as forcas que atuam no trecho OP. Como o cabo é flexi-
vel segue que as tensdes sdo tangentes. Temos as tensdes I/ e T e o peso do
segmento O P, que denotaremos por V. Estas forgas estdo em equilibrio, logo

H+T+V=0.
Em termos das componentes, temos:

—H +Tcos =0
—V 4+ Tsenf =0
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logo,
v

Vamos expressar as forcas pelo comprimento do arco. Sejam w o peso por
unidade de comprimento e s 0 comprimento do arco OP. Podemos expressar
V = ws. Note que H e w sdo constantes e:

dy
—L —tgh =
dx &

2y ds d [* dy\ > dy\*
—=c—=c— [ (|14 (52 ) dr=cy|1+ (52
dz? ~ “dr  Cda 0 * (d:c) rme Tt <dx

Observem que esta edo é uma dos tipos especiais de equagdes de segunda
ordem apresentados. Vemos que o lado direito ndo depende nem de x e nem

de y.
d? dy\
@“y_ . 1+<_?J>

w
:ﬁ:Cé’? C =

V)

Vv w
H H

Logo,

da? dx

Vamos considerar a mudanga de variavel:

_dy dp

1
< — 2. 3 - —
P—dx7 dx—y —c\/1+p,entao/ 1+p2dp—/cda:
fazendo a mudanga:

p = tgudp = sec? udu; entdo /secudp =cx+ k.

Logo: cx + ky = In|secu +tgu| =In+/1 +p?> +p; e

/1 +p2 +p: 603?+/€1

Escrevendo: 1 + p? = p? — 2pe®tht 4 e2v+2k1 temos:

dy _

e p(z) = senh(cz + ky);

que tem solugao:

1
y(x) = ; cosh (cx + k1) + ko.
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Vejamos como determinar as constantes k; e k;. Lembremos que x = 0 é o
ponto mais baixo da nossa curva. A tangente de y no ponto O é nula. Isto é:

dy _dy 1
dx Cdr 2

1 1
?J(O)ZO:OZy(O):Ecosh(cx)+k2:2+k2

0)=0=0 (et —e ™M) = k) =0

Portanto, nossa solugao é:

cosh(cz) — 1

y(z) = .

O grafico de y = y(x) é chamada catenaria.
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5.3 Equacdes Lineares de Segunda Ordem

Neste paragrafo estamos interessados em estudar equagdes lineares de segunda
ordem, isto é, edo’s do tipo:

d?y dy
DY @) 2 4 gfa)y = r(a). G.1)
A edo
DY )W s gy =0 52)

é dita homogeénea associada a edo (5.1).
Se r(x) # 0, a edo (5.1) é dita linear ndo-homogénea.

Vamos enunciar, para as edo’s de segunda ordem, um teorema de existéncia e
unicidade de solucgéo.

Teorema 3. Sejam p, q : I — R fungdes continuas tal que x, € I, entdo o PV1I:

d*y dy
T2 + p(x) dr +q(z)y=0

y(wo) = Yo

d
d—i(xO) ="

tem uma vinica solugdo definida no intervalo 1.

Observagao 16.

1. A demonstragdo deste teorema é simples mas depende de um resultado
de existéncia e unicidade geral que veremos no apéndice.

2. As equagdes lineares sdo especiais pois para elas temos garantida a exis-
téncia e unicidade de solugdes. Na verdade, este resultado vai a ser ge-
neralizado para equagdes lineares de ordem n.

3. E possivel provar que se p, ¢ € C*(I) entdo a solucdo de (5.2), y € C*(I).
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Nosso objetivo é determinar uma solucdo geral da edo (5.1), provaremos que
tal solugdo é do tipo:

y(z) = yn(x) + yp(x),

onde y;, é a solucdo geral de (5.2) e y, ¢ uma solugdo particular de (5.1).

Claramente y(x) = 0 é a tinica solugdo da edo (5.2) tal que y(zo) = y'(z9) = 0.
Se y; e ys sdo solucdes da edo (5.2); entdo, y = A1 y1 + A2 yo também é solucdo
de (5.2).

5.3.1 Algebra LinearI
Consideremos o conjunto:
Vi={y: ICR—R/yecC"(I)}.

V' é um R-espaco vetorial, de fato, do Célculo sabemos que para todo y; e
Yo € V7, A1 e Ay € R, temos:

MY+ Ay € V™

Logo a estas fungdes podemos dar um tratamento analogo aos vetores em Al-
gebra Linear.

A seguir vamos estabelecer um critério para verificar se duas solucdes y; e
yo € V2 de (5.2) sdo linearmente independentes.

Definigédo 20.

As fungdes y; e y» € V? sdo chamadas lineramente dependentes (1d), se uma
é um multiplo constante da outra. Isto é, A

y1(x) = Aya(x), Vr e I
Caso contrério, sdo chamadas linearmente independentes (li).
Exemplo 53.
1. As fungdes y;(z) = sen(z) e y2(z) = cos(x) sdo li para todo = € R.
2. As fungdes yi(x) = sen(2x) e ya(x) = sen(z)cos(z) sdo 1d para todo

x € R, pois f(z) =2g(x).

Vejamos a seguir um critério para decidir quando duas solugdes sdo li. Inicial-
mente, consideremos a seguinte definicdo.
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Definicao 21.

Dadas duas fungdes y; e y» € V2, o Wronskiano de y; e y; no pontox € I,é0
determinante:

Wi a5 0]

Exemplo 54.
Sejam y;(r) = eM® e yo(z) = €*7; entdo:

eklx ekgx

W(y17y2)(.%') = det |:/{31 eklx k‘2 eka:| — (kg _ kl) e(kﬁrkz)x’

logo, W (y1,y2)(x) # 0 se ky # ky. As fungdes y,(z) = €M% e yo(z) = 2% sdo 1,
se k’l 7& k’g.

Exemplo 55. Sejam y,(z) = €@ e yo(x) = x €**; entdo:

kx kx

. e T e )
W(yla 3/2)(37) = det |:k, eka} ekw + k$€$:| =e )

kx

logo, W (y1, y2)(z) # 0 para todo k. As fungdes y;(z) = e e yo(z) = z ¥ sdo li

para todo k.
Teorema 4. Suponha que y; e y, sido duas solucdes de

d*y dy
) +P(=’E>% +q(z) =0

em um intervalo aberto I em que p e q sido continuas. Entdo, y, e yo sdo linearmente
independentes, se e somente se W (y1,ys)(x) # 0 em um ponto de x € 1

(<) Seja xy € I tal que W (y1,y2)(x0)(z) # 0. Suponhamos, por contradicao,
que y; e y2 sejam linearmente dependentes. Isto é, que existe \ tal que y; = A ys.

. Qg
Tome a; e o tais que A = —— e a; # 0. Temos:
(631

a{ ~
Y= Ayo = —Q—Q y2;  entdo, a1y +agys = 0.
1

Portanto

a1y (o) + asya(zo) =0
a1y (wo) + aays (o) =0

Observe que o determinante da matriz associada ao sistema linear acima é
exatamente igual ao Wronskiano W (y;, y2)(x¢) # 0 no ponto z,. Isto implicaria
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que a tnica solugdo do sistema homogéneo seria a trivial. Isto é, a1 = oy = 0.
Contradicdo. Logo, ¥ e y» sdo linearmente independentes.

(=) Vamos provar, na verdade, que W (y1,y2)(z) # 0 para todo z € I. Su-
ponhamos que y; e y, sejam linearmente dependentes. E, suponhamos, por
contradi¢do, que exista zy € I tal que W (y1,y2)(z9) = 0. Isto nos diz que o
sistema:

a1 Y1 (T9) + a2 Y2 (79) =0
ayy (zo) + az s (20) = 0

tem uma solugdo nao-trivial (aq, az), (an # 0 ou as # 0). Seja
O(z) = aq y1(x) + ag yo ().

Observe que, por construcgdo, ¢ é solugdo do PVI:

"+ p(x) @ +gq(z) =0
CD(.Z‘Q) = a1 (l‘o) “+ Qg yg(]}o) =0
'(z0) = a1y1(z0) + a2 ys(z0) =0

Por outro lado, ¥(z) = 0 também é solucdo do PVI acima. Pelo Teorema de
existéncia e unicidade, ¥ = ® em [. Isto implica:

0=V(x)=P(z) =g y1(x) +aoya(xr) com a3 #0 ou s #0

Ou seja, y; e y2 sao mdltiplas. Contradi¢do. Logo, W (y1,y2)(x) # 0 em todo
z el

Para finalizar nossa andlise, resta saber se dadas y; e y, solucdes li. de:

d*y dy

@4‘?@) dr +q(x)y = 0.

Podemos afirmar que toda solugdo do problema acima é da forma:
Y1+ o ya?

Usaremos o teorema que acabamos de provar para estabelecer o seguinte re-
sultado:
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Teorema 5. Sejam y; e yo solugoes linearmente independentes da edo:

d
—+p(x)d—gyc+q(a:)y20

em um intervalo aberto I em que p e q sdo continuas. Se Y é solucdo da edo; entdo,
existem constantes o e oy tais que

Y(z) = a1 yi(x) + asye(z), paratodox € 1
Prova: Fixe x( € I e considere o sistema
ay(wo) + Byz(z0) = Y (20)
oy (o) + Bya(wo) = Y (o)

Como y; e y» duas solugdes linearmente independentes, temos W (y1, y2)(x¢) #
0. Logo, o sistema acima tem solugdo tnica (ay,az). Seja ®(x) = oy yi(x) +
aw Yo (). Por construcdo, ¢ é solugao do PVI:

"+ p(x) @ +q(z) =0
(z0) = a1 y1(w0) + az ya(0) = Y (20)
'(20) = a1 y1(20) + 2 y5(x0) = Y (20)

Por outro lado, Y (z) também é solugdo do PVI. Pelo Teorema de existéncia e
unicidade, ® = Y em . Isto implica:

Y(z) = ®(x) = ary1(z) + ag ya(2), zel.
Logo, provamos que o conjunto das solu¢des da edo (5.2) é um subespago ve-
torial de V2 de dimenséo 2.
Definicao 22.

Sejam y; e yo solugdes li da edo (5.2), dizemos que y; e y» formam um conjunto
fundamental de solu¢des da equacdo homogénea.

Observagao 17.

O dltimo teorema nos diz que se y; e y» formam um conjunto fundamental,
entao:

ar yi(z) + ag ya(w), o, ag € R

é a solugdo geral da equagdo homogeénea (5.2).
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Exemplo 56.
Sejam y;(z) = e” e y, = e~ *. Verifique que estas fung¢des sdo solugdes de

y' —y=0 (5.3)

e determine a solugdo geral da equagdo homogénea acima.
Vamos verificar que sdo solugdes da edo (5.3):

iz _ iz _ — —
()" —e"=e"—e"=0 e (™) —e " =e"—e"=0.
Para construir a solugdo geral, precisamos de um conjunto fundamental. Logo,

basta verificar se ¢” e e”* sdo li. Devemos provar que: W (e*,e™*) # 0 para
algum z, € R. Consideremos z, = 0. Temos:

W (g1, y2)(0) = det Eﬂgg QZESH — det {Zz 62] — det E 11] £ 0.

Y2 —¢ -

Logo,

yx)=are" +age

é a solugdo geral da edo (5.2).

Teorema 6. Seja {y, y»} um conjunto fundamental de solucdes da edo (5.2) e y, uma
solugdo particular de (5.1); entdo a solugdo geral de (5.1) é:

y(@) = cry () + caya(x) + yp().
O teorema segue diretamente da seguinte observagéo:
Observacgao 18.

Se 1 e y, sdo solucoes de (5.1); entdo y; — y» € solucao de (5.2).
Prova do teorema: Fixe y,; seja y solugdo de (5.1). Pela observacdo, y — y, é

solucdo de (5.2); logo, existem ¢, ¢, € R tais que:

y(@) —yp(x) = cryn(x) + ca ()
y(@) = cryi(z) + caya () + yp(2).
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5.3.2 Reduc¢ao de Ordem

Vamos prosseguir nosso estudo das edo’s homogéneas de segunda ordem para
determinar seu conjunto fundamental.

Primeiramente, analisaremos o caso em que ja conhecemos uma solugdo da
edo homogénea e queremos determinar uma segunda que seja linearmente
independente. Esse método é chamado de reducdo de ordem.

Vamos obter uma segunda solugdo y»(x) a partir de y; (z) que sejam li. Sabemos
que qualquer mdultiplo de y; (z)

y(z) = cyi ()

ainda é solucdo da equagdo homogénea. Como desjamos uma nova solugdo
que seja li, estes tipos de solu¢des ndo nos interessam. No entanto, ndo vamos
abandonar completamente este idéia. Vamos tentar determinar solugdes da
forma:

y(@) = c(z) yi(x),
onde ¢(z) é uma fungdo nao constante, de modo que y(z) seja solugdo da equa-
¢do homogénea. Este argumento é chamado de variagdo de parametros. Sendo
possivel determinar tal y(z), a nova solucdo e a antiga, y;(z), serdo natural-
mente linearmente independentes.
Vejamos que condigdes ¢ = c(z) deve satisfazer para que y seja solugdo. Calcu-
lemos as derivadas de y:

y' = (c(z) ) =y + ey,
y' ="y 2y 4 ey

Como queremos que y seja solugdo, deve satisfazer a edo:

v +py +qy=0,
Iy 2y + eyl +p (o +ey) Fageyn =0,

reescrevendo a tltima equacao:
c(i +pyitay) + "y +2d Y +pdy =0.
Como y; é solugdo, o resultado da expressdo dentro do parénteses é zero, e:
Iy 2y +pdy =0,

Esta edo de segunda ordem se encaixa nas edo’s estudadas no inicio do capi-
tulo. Logo:

"+ 2y +py)d =0, (5.4)

pode ser resolvida com a mudanga de varidvel v = ¢'.
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Exemplo 57. Consideremos a edo:

22y’ —5xy +9y =0, x> 0. (5.5)
Observemos que y;(x) = 2* é solugdo da equagdo acima. De fato:

22yl =5yl + 9y =226x —5x32* +92° =0.

Vamos tentar determinar uma segunda solucdo da forma

ya(z) = c(z) y1(z) = c(x) 2°.
A edo (5.4) fica:

Fazendo p = ¢/, obtemos:

entao:

c(x) =k Inz + k.

Como queremos apenas exibir uma segunda solugdo, podemos fazer a escolha
que julgarmos mais simples. Por exemplo, podemos tomar

yo(z) = c(x) y1(z) = 2° Inx

e, portanto, como y; e y, sdo linearmente idenpendentes e solucionam o pro-
blema homogéneo (5.5),

y(x) = kyyr + kayo = by 2° + kp2® Inz
é solugdo geral de (5.5)
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5.3.3 Algebra Linear II

Nosso préximo objetivo é mostrar que as edo’s:

v +p@)y +q(z)y = r(x)
podem ser tratadas como uma transformacao linear 7.
Definic¢ao 23.

Uma transformacdo linear 7' : V? — VY se diz um operador diferencial liner
de ordem 2 se puder ser colocado na forma:

&2 d
T(¢)=d—£+pd—f+q¢-

Algumas vezes, é também escrito da forma 7 = D? + pD + q onde D é o
operador derivada. Isto é:

D(6)=4d.

S6 para nos habituarmos a notagao e verificarmos que o operador que defini-
mos é de fato linear, consideremos «, 3 € Re f, g € V. Se o operador for linear
deveriamos ter:

T(af+Bg)=aT(f)+LT(g).

Calculemos:

T(af+Bg) =D*(af+Bg)+pD(af+Bg)+q(af+p8g)
=aD*f+ Bd’g+p (aDf +BDg)+aqf+PBqy
=aT(f)+BT(g).

Portanto, para encontrarmos uma solugdo geral de (5.1), basta resolvermos um
problema do tipo

T (y) =,

onde 7" é um operador linear. Sabemos que toda solugado y do problema acima
pode ser escrita como:

Y=1Yp + Yn,
onde y, é uma solugdo particular de Ty = r e y;, uma solugdo do problema
homogéneo, isto é y, € N(T'), onde N(T") é o nucleo de T*

T(y)=0.
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Isto novamente nos diz que para solucionar o problema ndo-homogéneo, basta
sermos capazes de descrever completamente o conjunto de solugdes do pro-
blema homogéneo.

Se y; e y2 sdo solugdes do problema homogéneo, entdo ay; + [Sy. também é
solucdo. De fato, pela linearidade:

T(ayr+By2) =aT (y1) + BT (y2)

Ou seja, o conjunto de solugdes do problema homogéneo é um subespaco ve-
torial de dimensao 2. Em Algebra Linear, quando desejamos descrever os ele-
mentos de um espago vetorial, procuramos uma base do espaco.

Todos os resultados obtidos no pardgrafo anterior podem ser obtidos de forma
muito mais consistente com a utilizagdo de operadores. Por exemplo, o pro-
blema de achar a solucdo da edo (5.2):

Teorema 7. (Principio de Superposicao) Sejam y; e y2 solugdes do problema ho-
mogéneo (5.2) no intervalo I, entdo a combinagdo linear oy, + (3 yo também é solugdo
de (5.2) quaisquer que sejam «, 3 € R.

Prova: Ja vimos que o problema homogéneo pode ser escrito como:
Ty=0 com T=D*+pD+q

e vimos que 7" é linear. Portanto:
T(ayr+ By2) = T (y1) + BT (y2) =0,

uma vez que y; e y» sdo solugdes.
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5.4 Edo’s com Coeficientes Constantes

Vamos, agora, considerar equagdes linerares de segunda ordem da forma:

dy | dy
— +a1— +ayy =0, 5.6
a2 . 0Y (5.6)
onde aq, ag € R.
Isto é, equacdes diferenciais ordindrias de segunda ordem lineares com coefi-
cientes constantes.
Inicialmente introduzirem a resolucdo de (5.6). Tentaremos encontrar solucdes
da forma:

y(w) =€

Logo, y'(z) = re™ e y”(x) = r* ™. Para que y seja solugdo de (5.6), devemos
ter:

(r* +air +ag) € =0
isto €, o expoente r deve ser igual as raizes da equagdo quadrética em 7:

r+ar+ag=0

Esta equacdo é chamada equacao caracteristica da edo (5.6).
Vamos analisar os possiveis casos das raizes da equacdo caracteristica.
A solugdo da equccdo caracteristica é:

—Qaq + vV A
2 )
onde A é o discriminante da equacao caracteristica.

SeA >0

Entdo, existem ry, 7, € R tais que r; # 13, como y;(z) = €™ e yo(x) = ™" sdo
li, uma solugdo geral da edo (5.6) é:

y(x) = ky ™% + kye™".

Exemplo 58. Considere a edo:
y'+2y —8y=0.
A equacdo caracteristica da edo é:
2 4+2r—8=(r—2)(r+4)=0,
logo a solucdo geral da edo é:

y(z) = kye* + kye .
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SeA=0

a
Entdo, temosr =71, =r, € Rer = —51. Neste caso obtemos y; () = €"*. Logo,

vamos usar o método de reducdo de ordem para achar uma segunda solugao
li. Procuramos solugdes do tipo:

y(x) = c(x) ya ().

Aedo (54)é:
dx)=0

Resolvendo a equacao por integracdo imediata, temos

d(x) =k x
c(x) =kyx+ ke
clr) ==

Como ja sabemos que y;(z) = €' e y2(z) = x e'* sdo li, a solugdo geral da edo
(5.6) é:

y(x) =k e + kyxe™.

Exemplo 59. Consideremos a edo:
y' +4y +4y=0.

A equagdo caracteristica da edo é: 72 + 47 + 4 = (r 4+ 2)? = 0; logo, a edo tem
como solugao geral:
y(x) = (k1 + ko z) e

SeA <O

Entdo, a equagdo caracteristica tem duas raizes complexas:
r =a+ifery =a—1if. Logo, formalmente, vamos tentar uma solucédo geral
da forma:

y(x) =k e(a+iﬁ)x + ko e(afiﬁ)x — 0% (kl eiﬁx + Ky €7iﬁ$),
Utilizando a férmula de Euler:

e =cosx +isenx,
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obtemos,

erT — o eiﬁx — 0% (COS(ﬁl') 41 sen(ﬁ:l:‘))

et = e T — 9 (cos(Bx) — i sen(fz))

Sabemos que se consideramos uma combinagdo linear das fungdes e"* e e™*
esta sera solucao da edo. Entao:

r1x X
e T e cos(fz)
2
eriT _ o o
5 = e"* sen(fx),
Sejam:
y1(x) = e* cos(fx),

y2(x) = €™ cos(fx).

Claramente y; e y, sdo li. Portanto, uma solugao geral de (5.6) é dada por:

y(x) = ki e cos(Bx) + ke e sen(fz).

Exemplo 60. A edo:
y'+y=0.

A equacgdo caracteristica é: r?+1 =0, as raizes sdo complexasr =iery = —j;
logo « = 0e =1, eaedo tem solugdo geral:

y(z) = ky cosz + ko sen x.
Observagao 19.

A justificativa da escolha, em principio, arbitrdria da solugdo y(z) = e¢’* daedo
(5.6), pode ser feita utilizando Algebra Liner elementar.

5.4.1 Algebra Linera III

Com a notagao de operador diferencial linear de ordem 2, podemos associar a
edo de (5.6) o seguinte operador

T:D2+a1D—|—a0,
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Logo, a equagdo de (5.6) pode ser representada como 7'(y) = 0.

Uma propriedade interessante destes operadores, estudada em Algebra Li-
near elementar, é que algebricamente, estes operadores se comportam como
se fossem polindmios em D. Em particular, eles podem ser fatorados como
um produto de operadores de ordem 1. Ou seja, podemos cair na resolugao de
equacgdes de primeira ordem.

Exemplo 61. Consideremos a edo:
d*y
— 2 _4y=0.
dx? Y
A edo pode ser escrita como D? — 4)y = 0 e:
(D—-2)(D+2)y=0 ou (D+2)(D—-2)y = 0.
De fato,
(D+2)y=Dy+2y
(D=2)(D+2)y=(D—-2)(Dy+2y)
=D*y+2Dy—2Dy—4y=(D*—4)y

Vejamos qual é a vantagem disto. Sejam y;, y» tais que:
(D-2)y1=0 e (D+2)y2=0
logo:

(D* —~4)y, = (D+2)(D—-2)y; = (D+2)0=0,
(D* = 4)yo = (D —2)(D+2)yp = (D—2)0=0

Ou seja, podemos achar as solugdes de:
(D*—4)y =0,

resolvendo:
(D-2)y=0 e (D+2)y=0.

As equagdes de primeira ordem acima correspondem a:

dy
D—-2)y=0= -2 =2
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cujas solugées, respectivamente, sao:

2x —2z

p(e)=c* e ylr)=e

Achamos y; e y, duas solugdes da equacdo homogénea de segunda ordem.
Para que elas formem um conjunto fundamental, basta verificar se elas sdo li.

€20 e—20 1 1
W (y1,42)(0) = det [62.0 _6—2-0} = det {1 —1} 70
Portanto,

y(r) = k1 e* + kye *  ésolucdo geralde (D* —4)y = 0.

O exemplo sugere tentar resolver a equagdo de segunda ordem:
(D*+a; D +ag)y = 0. (5.7)

Tentaremos decompor o operador diferencial D*+a; D+a, em fatores lineares.
Para isto, tal como fazemos com polindmios, precisamos encontrar “suas rai-
zes”. Isto é, precisamos determinar as raizes do polindmio:

r? +air+ag = 0.

Esta equacdo também recebe o nome de equagdo caracteristica da equacdo
(5.7). De posse das raizes do polindmio acima, determinamos os fatores li-
neares e temos que resolver duas equacdes de primeira ordem tal como no
exemplo.
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A seguir estudaremos uma classe especial de equagdes homogéneas lineares
de ordem 2 que ndo tém coeficientes constantes.

5.5 Equacao de Euler-Cauchy Homogénea

Uma edo é de Euler-Cauchy de ordem 2 se é da forma:
ay2*y" +arxy +apy =0, (5.8)

tal que as # 0 e ap, a1, az € R.
Ela é também chamada de equacdo equidimensional pois o expoente de cada
coeficiente é igual a ordem da derivada. Isso implica que com a substituic¢do:

y(x)=2", x>0,
produzird termos do mesmo graue teremos:
y(z)=ra!
y'(2) =7 (r—1)a"
logo,
ax 2y +arxy +agy=2" (agr(r—1)+ayr+ag) =0
Portanto, basta analisarmos as raizes do polindmio:
agr? + (a1 — az) r + ag.

Seja A = —(a; — as)® — 4asap o discriminante da equagéo de segundo grau.
Como antes temos 3 possibilidades:

SeA >0
Logo, temos r;, r2 € R tais que r; # r,. Uma solugdo geral de (5.8) é:

y(x) =kya™ + kya™

SeA=0

Logo, temos raizes reais e iguais = r = r,. Utilizando o método de redugédo
de ordem, vamos achar uma segunda soluc¢do da forma:

Yo = c(x) x"
I

/ —
y, =2 +ra” Le

Yy =" +2r2" 4 (r—1)a" e
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Portanto:

2. 1 ! /] / 1
A Yy + a1 TYy+ agyo = as " 2" + " (2asr +ay) = 0.

‘g 2 — a1
Fazendo a mudanga de variavel e lembrando que r =

20,2

d=p
a2+ paay =0

dp :L,rJrl as

1
— > dr = ——dx
P as x™T x

Inlp| =—Inzx

1
C,:p:—

x
clr) =Inzx
yo(z) = c(x) 2" 2" Inx
Portanto, uma solugdo geral de (5.8) é:

y(x) = (k1 + ko Inz) 2"

SeA <O

Logo, temos raizes complexas r; = a + bi e ro = a — bi.
Tal como no caso das equagdes de coeficientes constantes, usamos a férmula
de Euler para obter

gt = platbiine _ galnzotbilie _ ga (co5(hlnz) 44 sen(blnx)).
Podemos verificar que as partes real e imagindria sdo solu¢des linearmente
independentes. Portanto, uma solugdo geral de (5.8) e:

y(z) = x* (k1 cos(blnx) + ko sen(blnx)) .

Suponhamos que tenhamos obtido, por este método, uma solugdo y(t¢) para
x> 0.
Observemos agora que, se = < 0, obtemos resultados andlogos.

Teorema 8. Consideremos a edo de Euler-Cauchy:

a2®y +axy +ay=0, x#0.
e a equacao caracteristica:
asr? + (ay — az) T+ ayp. (5.9)

Entéo:
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1. A edo (5.9) tem raizes reais e distintas 7y # . A solugdo geral da edo é:

y(x) = kale|™ + kol2|"™.

2. Aedo (5.9) tem raizes repetidas r; = ;. A solucdo geral da edo é:

y(x) = (k1 + ko In|x|) |2|™.

3. Aedo (5.9) tem raizes complexas ry = a +bi e 7, = a — bi. A solugdo geral
da edo é:

y(x) = |z|* (k1 cos(bln|z|) + ko sen(bln|z|)).
Exemplo 62. Considere a edo:

d’y dy
2
— +5r—=+4+4y=0 0
o +ow . +4y =0, x #
Procuramos uma solugédo da forma y(z) = 2", = > 0. O polindmio caracteris-
tico é:
rP+4r+4=(r+2)?=0.

Logo, uma solugao geral é:
y(x) =kio? +ky In(z)a?, x#0.
Exemplo 63. Considere a edo:

d? d 10
xQd—;é—kMﬁ—kzy:O, x#0

Procuramos uma solugédo da forma y(z) = 2", = > 0. O polindmio caracteris-
tico é: 10
2
r“—r+—=0.
4

As raizes sao: .
1+3:
r= )

2

Logo, uma solugdo geral é:

3 3
y(x) = \x]% (kl oS (5 ln|x\) + ks sen (5 ln|x\)) , x#0
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5.6 Edos nao Homogéneas
Vamos, agora, voltar as equagdes ndo-homogeéneas. Queremos resolver
y' @)y +aq(@)y = r(x).
Ja vimos que uma solugao geral é dada por:
y(@) = yp + yn
e y;, € uma solugdo geral do problema homogéneo:
v +p@)y +q(z)y =0

Veremos agora um método que consiste em obter uma solugao particular para
um problema ndo-homogéneo a partir da solucdo geral do homogéneo.

5.6.1 Meétodo de Variacao de Parametros
Seja
yn(z) = kr1yi(z) + ka2 yo()

uma solugdo geral do problema homogéneo:

y' +p(x)y +q@)y =0

Vamos tentar encontra uma solucdo particular do problema nado-homogéneo
da forma:

Yp(2) = er(2) y (@) + c2(2) y2(2).
Observamos que esta é uma idéia similar a que utilizamos para obter uma

segunda solucdo linearmente independente quando tinhamos raizes repetidas.
Se queremos que y, seja uma solucdo particular, devemos ter:

T(yp) =

Como temos duas func¢des a determinar ¢ (x) e c2(z), estamos livres para impor
mais uma condi¢do adicional. Vamos impor uma condi¢do que simplifique
nossa resolucdo. Calculemos as derivadas de y,

yp(@) = (c1(@)pn () + ea(w)ye(z))
= a(@)yi(r) + cr()yr () + &(@)y2(r) + ca(w)ys(x)

Vamos simplificar esta expressdo, impondo:

(@) yi(z) + ch(x) yo(z) = 0
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Desse modo,
Yy (z) = c1(@) ¥y () + ca() yy(),

Yp (1) = () ¥y (z) + 1 (2) 9 (2) + ¢5(7) () + ca(x) o ()

Lembrando que ¥, e y, sdo solu¢des do problema homogéneo, temos:

Y =—-py —qun e Yy =—DPys—qo.
Portanto,

Yy =y e (—pyy —qun) + Sy + e (—pys — qu2)
(hyy +chys) —p (cryy + c2ys) —q (c1yn + c2yo)
(c

Y1+ Ys) = PYp — qYp-

o
- 1
o
- 1
Como queremos 7'(y,) = r:

"

Yy =T = DYy — qYp,

devemos ter:
/ ! / !
CLY; +CaYy =T.

Portanto, devemos resolver o sistema

) y1(x) + c3(x) ya(2) = 0 (5.10)
(@) yr(x) + (@) yy(x) =7 (5.11)

@)
—_~
—~

&
~

Observe que o determinante da matriz associada a este sistema é:

W (y1,y2) # 0.

Logo, resolveremos o sistema e determinaremos expressoes para as derivadas
de ¢, e cy; integrando estas expressdes e obtemos os coeficientes da solugao
particular.

Exemplo 64. Considere a edo:
y' =3y +2y =¢” senz.
i) Vamos resolver o problema homogéneo:

y' =3y +2y=0,
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o polindmio associado a edo é: 7 — 3r + 2 = (r — 1)(r — 2); logo, a solugdo
geral é:
yp = ki €® + ky e,

ii) Vamos achar uma solugédo particular:

yp = c1(x) e” + ca(x) e,

Temos:
Yy, = ci(x) e” + c1(x) € + h(x) €% + 2 () €27,

vamos impor que:
dy(z)e” + cy(x) e =0

logo

y; =c1(7) " + 2co(x) **

Yo =i (x) €" + c1(x) € + 2 (x) €2 + dey(x) €.
Queremos que:
y, = e" senx —y, + 3y, — 2y,
=c¢"senz —yy + 3 (c1(z) €" + 2c2(x) €¥) — 2 (c1(x) €" + ca(x )e™)
=e" senz + ¢ () € + dcy(x) e
Logo, comparando os termos das duas expressdes da derivada segunda de y,,

devemos ter:
dy(z) " +2cy(x) e* = e* senx

Portanto, devemos resolver o sistema:

cy(r) e” + cy(x) e =0
dy(r) " + 2cy(z) e** = e” senz.

Isto é, multiplicando a primeira equagdo por —2 e somando as equagdes

—ci(z)e” = e"senx
c(x) = —senx

cy(x) = e (d)(x) ) = —e * sen .
Portanto:

sen x dx = cos x

e ¥ senxdx,

c(x) = —/
co(x) = —/
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e
/ez senzdr = —e % cosx — /ez cosz dx
=—e¢ Tcosr—e Fsenx — /e_’” sen x dx
1 —X
=5 (senz + cos ) .
Logo,

yp(z) = c1(z) € + ca(z) €

I
=e" cosx — € * (senx + cos ) €**

ell‘

= — (cosz —senx
2

¢ uma solucdo particular de y” — 3y’ + 2y = e senz, e uma solugdo geral é
dada por:

y(x) = yp() + by e® + kpe* = % (cosx —senx) + ky e + ko e**
Exemplo 65. Considere a edo:

" ™
Yy +y=seccz, 0<:1c<§.

i) Vamos resolver o problema homogéneo:
y'+y=0,
o polindmio associado a edo de Euler é: r? + 1; logo, a solugdo geral é:
yp = k1 cosx + ko sen x.
ii) Vamos achar uma solugéo particular:
Yp = €1(x) cosx + co(x) sen .
Como antes, devemos resolver o sistema:

i (z) senx + dy(x) cosz =0
ci(z) cosx — cy(x) senx = sec .
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Por outro lado, W (y1, y2)(x) = 1.

4w) =1
cy(x) =tgx
Portanto:
o (z) = /dx =z
co(z) = —/tanxdx = In(cos z).
Logo,

Yp(z) = c1(z) cosx + co(x) senz

=x senz + cosz In(cos x)
€ uma solucdo particular da edo, e uma solugédo geral é dada por:
y(z) = k1 cosz + kg senx 4+ = senx + cosx In(cos x).
Exemplo 66. Considere a edo:
2?2y’ —3xy +4y=2*, x>0.
i) Vamos resolver o problema homogéneo:
22y —3xy +4y =0,

o polindmio associado a edo de Euler é: r? — 47 + 4 = (r — 2)?; logo, a solugdo
geral é:
yn = k1 2° + ky In(z) 2°.

ii) Vamos achar uma solugdo particular:

Y, = c1(x) 2%+ ca(z) In(x) 2.

Primeramente escrevemos a edo da seguinte forma:

3 4
y"——y’+—2y=:c2-
X X

Como antes, devemos resolver o sistema:

{c’l (z) 2* + dy(x) In(z) 2> = 0
c(x)2x + dy(x) 2 (2 + In(z)) = 2°.
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Por outro lado, W (y1, y2)(x) = z°.

cy(r) =2
Portanto:
2 .2 1
o (z) = —/x In(x) de = ’ :702 a(x)
2
co(z) = /xd:c =
Logo,

yp(z) = c1(x) 2 + co(z) 2% In(2)
2

é uma solugdo particular da edo, e uma solugao geral é dada por:

4

y(x) = ki 2 + ko In(z) 2° + %

5.7 Método dos Coeficientes Indeterminados

Vamos agora estudar um método de obten¢do de uma solucdo particular da
equacdo ndo-homogénea que é mais simples do que o de variacdo de para-
metros porém de aplicacdo mais restrita. Trata-se do método dos coeficientes
indeterminados.

Estamos interessados em resolver

v + a1y +agy =r(x).

Tentaremos encontrar uma solugdo particular dando um palpite quanto a sua
forma baseados na expressao da func¢ao r = r(x).

Exemplo 67. Considere a edo:

y'—y +5y=3.

Sabemos resolver a equagdo homogénea associada, mas nao vale a pena em-
pregar o método de variacdo de parametros pois é bastante simples encontrar-
mos uma solugdo particular constante.Visto que sendo constante, suas deri-
vadas se anulam, precisamos escolhé-la de modo que ao multiplicé-la por 5
obtenhamos 3. Isto é,
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3
Yp(x) = 5
Exemplo 68. Considere a edo:

y' =3y — 4y =3e*.

Podemos tentar uma solugdo particular da forma y,(z) = Ae**, uma vez que
as derivadas de uma fungdo deste tipo seriam multiplos de e**. Para que v,
seja solucdo, devemos ter

yg—3y;—4yp:4A62’”—6Ae2””—4A62’”:362””
—-6A=3

621‘
yp(x) = Y
Exemplo 69. Considere a edo:

y' =3y —4y=2senuz.

Podemos tentar uma solugdo particular da forma y,(z) = A sen 2, uma vez que
combinagdes lineares das derivadas de uma funcgédo deste tipo podem resultar
em um multiplo de sen x. Para que y, seja solucdo, devemos ter:

y, =3y, —4y,=—Asenz —3Acosz —4senr =2senx
(24+5A) senxz +3A cosx =0.

Como sen z e cos z sdo fungdes li, tal equagdo se anulard para todo =, somente
se os coeficientes forem nulos:

24+5A=0
3A=0;

logo, obtemos y,(z) = 0 e tal solugdo ndo nos interessa, vamos tentar:
yp(z) = A senx + B cosz;

entao,

Yo =3, — 4y
= (—Asenx — B cosz) —3 (A cosx — Bsenx) —4 (Asenz + B cosx)

=2senx
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de onde obtemos: (2+5A—3B)senz+ (3A+5B) cosx =0, e:

54-3B =-2
3A+5B =0;

) 3
logo, y,(z) = — 17 Sen.w + 17 CO8%-
Exemplo 70. Considere a edo:
y' =3y —4y=—8¢" cos2w.
Podemos tentar uma solugdo particular da forma:

yp(z) = Ae” cos2x + Be” sen2x,

uma vez que combinagdes lineares das derivadas de uma fungdo deste tipo
podem resultar em um mdltiplo de e” cos 2 2. Vamos calcular as derivadas de

Yp:

yp(r) = (A+2B) e’ cos2x + (B — 2 A) e”sen 2z
y,(r) =(A+2B+2B—4A)e"cos2x+ (B—-2A—-2A—4DB)e"sen 2z
=(—3A+4B)e"cos2x + (—3B —4 A)e” sen2z.

Para que y, seja solugdo, devemos ter:

Yp = 3Yp = 4Yp
=(—10A—-2B)e” cos2z+ (2A— 10 B)e” sen2x
= —8¢e” cos2z;
logo,
10A+2B =8
2A—-10B =0.

10 2
de onde obtemos y,(z) = 13 e’ cos2x + e e’ sen 2x

Vejamos agora um exemplo em que a fungio r(z) é dada por uma soma

Exemplo 71. Considere a edo:

y' —3y —4y=3e* +2senz — 8e” cos2x.
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Observemos que se conhecermos solugdes dos problemas

yi =3y, — 4y =3e*
Yy —3Yp—4ys =2 senzx
ys — 3ys — dys = —8€” cos 2u;

entdo, temos uma solugdo particular da edo dada por
Yp(z) = y1(2) + ya(z) + y3(2).
Obtivemos nos exemplos anteriores

1

yi(z) = ) e’
yo(x) = —7 senz + I7 8%
10 2
ys(z) = 13 e” cos2x + e e” sen 2x.
Portanto,
(z) = 1 e — il sen x + El cosx + Eex cos 2x + zex sen 2
It =5 17 17 13 13

€ uma solucdo particular da edo.

Vemos nestes exemplos que para determinarmos uma solucao particular, basta
determinar certas constantes. Vamos tentar, a seguir, resumir alguns casos em
que é simples aplicar o0 método dos coeficientes indeterminados. Antes de
prosseguir, vejamos mais um exemplo.

Exemplo 72. Consider a edo:
y" +4y =3 cos2x.
Podemos tentar uma solugdo particular da forma:
yp(z) = Acos2z + Bsen 2z,

uma vez que combinagdes lineares das derivadas de uma fungdo deste tipo
podem resultar em um multiplo de cos 2x. Para que y, seja solugdo, devemos
ter

y, +4y, = (—4A+4A) cos2x + (—4 B+ 4 B) sen 2x = 3 cos 2

e vemos que ndo ha escolhas de A e B que nos déem uma solugao particular na
forma y,(x) = Acos2z + Bsen2z. Na verdade a substitui¢do acima nos mos-
trou que solugdes deste tipo na verdade sdo solugdes do problema homogéneo
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associado o que pode ser verificado resolvendo a equagdo caracteristica. De
fato, a equacdo caracteristica da edo é:

?+4=0
r=2t e
T2:2i

y(x) = ky cos 2z + ko sen 2x.

Qual é a diferenga deste exemplo com os demais. Por que este problema nédo
ocorreu antes? Como generalizar a aplicacdo do método dos coeficientes inde-
terminados, excluindo casos deste tipo?

5.7.1 Determinac¢ao dos Coeficientes

Queremos determinar uma solugdo particular da edo:
' +ary +agy =r(x).

Vamos resumir a aplicagdo do método dos Coeficientes Indeterminados quando
r(z) é uma combinagdo linear de produtos (finitos) de fung¢des do tipo:

1. Um polindémio P,(z), de grau n.
2. Uma funcdo exponencial e**.

3. Combinacdes de cos kx ou sen k.

Vimos, através de um exemplo, que terfamos problemas se r(z) contivesse ter-
mos tais que eles ou algumas de suas derivadas fosse linearmente dependente
com uma base do espaco solucdo da equagdo homogénea associada. No que
segue, veremos como tratar também estes casos.

Regra1: Se r(z) = P,(x) é o polindmio de grau n; entdo:

yp(r) = 2" (Apa™ + A,z 4+ Ay + Ay),
onde, h é a ordem da menor derivada presente na edo.
Exemplo 73. Considere a edo:

y' — 4y =2+ .



114 CAPITULO 5. EDO’S DE SEGUNDA ORDEM

Vamos resolver o problema homogéneo associado:

y// . 4y/ — 0
r? —4r =0, eq.carac.

T1:O, 7"2:4‘

Entdo, yn(z) = k1 + ke e'®.
Como r(z) = z* + x, estamos nas condigdes da Regra 1. Como h = 1 e vamos
tentar uma solugédo particular da forma:

yy(z) = 2(Az* + Bz + O).
Derivando:

yo(r) =3A2*+2Bx+C
yp(x)" =6 Az +2B.

Para que y, seja solugdo da edo, devemos ter:

yp —4y,=—12A2*+ (6 A—8B) 4+ (2B —4C) = 2° +x.

Logo,
—12A=1
6A—-8B=1
2B—-4C =0,
1 3 3 .
de onde obtemos: A = ——, B= —— e (' = ———; entdo:
12 16 32
(2) 2 322 3z
r=—r— — — —
Yr 12 16 32

2 322 3z
=k Fhye - - T
y@) =k ke + - - S0 - o

onde, h é o grau de multiplicidade de k£ como raiz da equagdo caracteristica da
edo.
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Exemplo 74. Considere a edo:
y' =3y + 2y =2e*.
Vamos resolver o problema homogéneo associado:

y' =3y +2y=0
r?—3r+2=0, eq.carac.

7"1:1, 7“2:2.

Entdo, y,(7) = ky e® + ky .
Como r(z) = 2e* e k = 2 é raiz de multiplicidade 1 da equagéo caracteristica,
estamos nas condi¢des da Regra 2. Como h = 1 e vamos tentar uma solucdo
particular da forma:

yp(z) = Axe®.

Entdo, derivando:

y(z) = (e +2xe*) A
yp(z)" = (4€* + 4z ™) A

Para que y, seja solugdo da edo, devemos ter:

Yo — 3y 42y, = Ae® =267
Logo: A = 2, entdo:

yy(r) = 21 ™.

A edo tem uma solugdo geral:

y(x) =k € + kye® 4+ 2xe*.
Regra 3: Se r = r(x) é da forma sen kx ou cos kz; entdo:

y,(r) = 2" (A cos kx + B senkz),

onde, h é o grau de multiplicidade de ¢ £ como raiz da equagdo caracteristica
da edo.

Exemplo 75. Considere a edo:

Yy’ + 1y = cosz.
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Vamos resolver o problema homogéneo associado:

y// _I_ y — 0

r*+1=0, eq.carac.

T =1, T9=—i.
Entéo, y,(x) = k1 cosx + ko sen .
Como i k =i é raiz de multiplicidade 1 da equagdo caracteristica, estamos nas
condicoes da Regra 3. Como h = 1 e vamos tentar uma solucdo particular da

forma:
Yp(z) =z (A cosxz + B senz).

Entdo, derivando:

y,(r) = cosz (A+ Bx)+senz (B — Ax)
yp(x)" = —senz (2A+ Bx)+cosz (2B — Ax).

Para que y, seja solugdo da edo, devemos ter:

yg—kyp =-2Asenz+ 2B cosx = cosz.

1
Logo: A=0e B = Y entdo:

A edo tem uma solucdo geral:

T senx

y(r) = ky cosz + ky senx +
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5.8 Exercicios

1. Determine a solugédo geral das edo’s:
a)y" = a’y.

c) vy + vy tgx = sen 2z.

o @, (Y
dy? dz )~

g) zy" +y' = 4dx.

i) y'y" = 1.

)y + (y)? =27

b) yy" — (y')? + (v')° = 0.

1

d)y' = —.
)y 5

f) xy// — y/.

h) yy" = 3(y).

) yy" + (y)* = 0.

1
//:_ N2
)y - 1+ (y)%

117

2. Encontre as solugdes particulares das equagdes que satisfazem as condic¢oes

iniciais y(0) = —1 e 3'(0) = 0.
a) ' = e* + cos 2z

b) xy// . y/ — x2ex

3. Resolva os seguintes problemas de valor inicial

y/y//_x:(] y’y”:Q xy”+y’:1x>0
a) < y(1) =2, b) ¢ y(0) =1, y(1) =0, |
y(1)=1 y0) =2 y(1)=0
d) zy’ —y = z%e", e)yy’ =2, y(0)=19(0)=3
y(1)=0, ' (1)=0
h)
g) 2
1,0
Yy = 4x, y// + 4y/ =5y = 354 7d_f
f) < y(1) =5, - _ dt
02 y(0) = =3, z(0) =0,
y y(0) =1 #(0) =0

<)

+ w?r = Fysen wt,

4. Encontre um segunda solucdo linearmente independente da solugdo dada:

a) zy" —y + 42y =0,

b) (x — 1)y —ay +y=0, z>1,

x>0, y(z

) = sen 2°

yi(z) =€
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A r+1)y" —4(x+ 1)y +4y=0, yi(z)=z+1

2

d) y' —day' + (42* = 2)y =0, yi(a) =¢"
2.1 / 2 1 _1
e) x°y +xy+<:c—1)y:0, x>0, y(xr)=x"2senx

5. Determine a solucao geral de:

a)y’ +5y +4y =0 b))y —3y+y=0

Oy +y+y=0 d) v+ 2y +3y=0

e)y' —6y +9y=0 )y —y=0

g)y' +4y=0 h) 2%y" +3zy' +y=0,2 >0
i) 2%y + 22y +2y=0,2 >0 j) 2%y" + 5y — 5y =0, >0

6. Encontre uma equacdo diferencial linear com coeficientes constantes cuja
solucdo geral seja:

a) kie " 4 koe*® b) (ki + kox)e C) kie” sen 2z + koe” cos 2x

7. Trés solugdes de uma certa equacdo diferencial linear de segunda ordem
nio homogeénea sdo: ¢1(z) = 22, ¢o(x) = 2% + €**, ¢p3(x) = 1 + 22 + 27,
Determine a solucgdo geral dessa equagdo.

8. Trés solugdes de uma certa equacdo diferencial linear de segunda ordem
nio homogeénea T'(y) = g(x) sdo: ¢y (z) = 3¢* + €, po(x) = Te* + €%, ¢s(x) =
5¢*+e¢~ %" +¢*”. Determine a solucéo do problema de valor inicial 7'(y) = g(z),
y(0)=1,4'(0) =2

9. Se 0 Wronskiano de f(x) e g(z) for 3¢'® e se f(z) = €**, ache g(z).

10. Se a, b e c forem constantes positivas, mostre que todas as solu¢des da equa-
cao ay” + by’ + cy = 0 se aproximam de zero quando z — oo

11. Uma equacgdo da forma

v*y" + axy’ + By = 0, x>0
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onde a e 3 sdo constantes reais, é chamada de equacdo de Euler. Mostre que
a mudanga de varidvel x = e* transforma uma equacdo de Euler em uma
equacdo de coeficientes constantes.

12. (i) Verifique que y1(z) = 1 e y2(z) = /7 sdo solucdes da equagdo dife-
rencial yy”+ (y')? = 0 para z > 0. A combinagao linear k; + k2+/r também
é solucdo desta equacdo? Comente sua resposta.

(ii) E possivel que y(z) = sen 22 seja uma solugio da equacao y” + p(z)y’ +
q(z)y =0, com p(z) e g(z) fungdes continuas em um intervalo que conte-
nha z = 0? Explique sua resposta.

13. Sejam y” + p(x)y’ + ¢(x)y = 0, uma equagdo diferencial linear de segunda
ordem homogénea, onde p(z) e ¢(z) sdo fungdes continuas em um intervalo
aberto I, e y;(x) e yo(z) duas solugoes.

(i) Prove que se y;(z) e y2(x) forem nulas em um mesmo ponto de /, en-
tdo ndo podem constituir um conjunto fundamental de solugdes nesse
intervalo.

(ii) Prove que se y; () e y2(z) tiverem maximos ou minimos em um mesmo
ponto de I, entdo ndo podem constituir um conjunto fundamental de
solugdes nesse intervalo.

(iii) Prove que se y1(x) e y2(z) tiverem um ponto de inflexdo em comum
no ponto zy € I e p(zy) # 0 ou ¢(xy) # 0, entdo y;(x) e y2(z) ndo podem
constituir um conjunto fundamental de solu¢des nesse intervalo.
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5.9 Aplicacdes

5.9.1 Sistema massa-mola

Ja vimos, usando a Lei de Hooke, que uma equacdo que descreve o movimento
de um corpo preso a uma mola é dada por:

mz' =ma=F=—-kxz, k>0.

Se considerarmos a existéncia de uma for¢a de amortecimento ou resiténcia
agindo contra o movimento do corpo proporcional a velocidade, temos:

maz"=ma=F=—kx—~2', k,v>0.
Podemos ainda ter a atuagdo de uma forca externa F'(t). Neste caso, temos
ma’'=ma=F=—kx—~y2 +F(t), ky>0.

Vemos entdo que a equagdo de movimento da massa é uma equacao diferencial
linear de segunda ordem com coeficientes constantes:

ma" +yx' +kx=F(t), m,k~y>0.

Vamos analisar este movimento de acordo com os tipos de for¢a que estejam
atuando. Na auséncia de forcas externas e de amortecimento, temos as

5.9.2 Oscilagoes livres nao-amortecidas

ma" +kx =0, mk>D0.

A equagdo caracteristica é:

k
r’+—=0
m

|k
r=Z4i4/ — £ itwo,
m
e uma solugdo geral é dada por:
x(t) = ki coswot + k2 senwot.

Para analisar o movimento descrito por esta solugdo, consideremos constantes

A>0ed € 0,27 tais que
A= [k + k3,

k1
A?
L

senod =
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Observemos que podemos reescrever

x(t) = A cosd coswpt + A sen d sen wyt
= Acos(—9) coswgt — Asen(—3) sen wot
= A cos(wyt — 6)
Esta expressdo nos diz que a massa oscila em torno de sua posigdo de equili-
brio z = 0 com amplitude constante igual a A. Tal fato é devido a auséncia de
amortecimento. Este movimento é chamado de Movimento Harmonico Sim-

ples.
Na auséncia somente de forgas externas, temos as

5.9.3 Oscilacgoes livres amortecidas
mz" +vy' +kx=0, mk~y>0.

A equagdo caracteristica é:

k
r24 L 22,

m  m
=y E /P —dmk
N 2m

r

Sela A =~% —4mk > 0, deveremos considerar 3 casos:

1. Oscilagdes livres superamortecidas: A > 0.

Como v é relativamente grande, estamos lidando com uma forte resis-
téncia comparada a uma mola relativamente fraca ou a uma massa muito
pequena. Uma solugdo geral é da forma:

2(t) = ky e + ko e™,

com

v+ VA
- 2m

— - VA
rg——m—,
2m

A >0,

T1, T < 0.

1

Portanto, se x — 0 quando ¢t — co. Nos exercicios, veremos que isto
ocorre sem que o corpo oscile em torno de sua posigdo de equlibrio z = 0.
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2. Oscilagoes livres criticamente amortecidas: A =0

Neste caso, as raizes sdo repetidas:

ro=ry = —
1 2 2m7
m,y >0,

ry <0

e uma solugao geral é da forma
ZL‘(t) = (k’l + k’g t) 6_%t.

Comoe 7t >0e ki + ko t intersecta o eixo £ no maximo uma vez, vemaos
que o corpo passa por sua posi¢do de equlibrio z = 0 no maximo uma
vez. Além disso, se + — 0 quando ¢t — oco. Ainda que o comportamento
do movimento, neste caso, se pareca com o do superamortecido, vemos
que qualquer pequeno decréscimo na constante v nos leva ao préximo
caso.

3. Oscilagoes livres subamortecidas: A < 0

A equacdo caracteristica tem raizes complexas, uma solugdo geral é dada
por:
x(t) = e mm! (lﬁ coswit + ko sen wlt)

V [7? — 4mk|

w = 40—
2m

Para analisar o movimento descrito por esta solugdo, consideremos cons-
tantes A > 0 e ¢ € [0, 2] tais que:

A=k} + k2

cosd =

com

M
A Y
2
send = —
A
Observemos que podemos reescrever z(t) como:
z(t) = et (A cosdcoswit + A send senwt)
= Ae ot cos(wit — ).

Esta expressdo nos diz que a massa oscila em torno de sua posigdo de

. . . . _ .
equilibrio z = 0 ficando confinada entre as curvas +Ae~zn*. A “ampli-
tude” da oscilagdo decresce com o tempo.

Vejamos agora casos em que hé a atua¢do de uma forga externa.
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5.9.4 Oscilacoes Forcadas nao-amortecidas

Vamos considerar uma forca externa da forma F(t) = Fy coswt e o caso em que
ndo ha amortecimento:

ma” +kx = Fycoswt, m,k>0.

A equagdo caracteristica é:

k
r?+ — =0,
m

|k
r =4/ — = Fiwy
m

e uma solugdo geral da equagdo homogénea associada é da forma
xp(t) = ky senwot + ko cos wyt.

wp é chamada de frequéncia natural (circular) do sistema massa-mola. Vamos,
inicialmente, analisar o caso onde w # wy :

Neste caso, estamos nas consdi¢des da Regra 1 do método dos coeficientes
indeterminados (a forca externa F' e suas derivadas sdo l.i com bases do espago
solugdo) e vamos procurar uma solugdo particular da forma:

xp, = A coswt + B senwt.
Logo:
ma" +kx=m(—Aw? coswt — Bw? senwt) + k (A coswt + B senwt)
= A(k—mwQ) coswt+ B (k:—mwQ) sen wt

= F, coswt.
Entao:

B=0

Ey .
A= m
k—mw? k )

- om (W — w?)
Portanto, uma solugdo geral do problema ndo-homogéneo é dada por:

2(t) = wn(t) + 2, (1)

= ky sen wpt + ko coswpt + 270 cos wt.
m(wg — w?)
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Analisemos o caso em que w estd muito préoximo de wy. Batimentos: w ~ w.
Vamos considerar a solu¢do do seguinte PVI:

ma” + kx = Fycoswt, k,m >0 w # wy
z(0) = 2/(0) = 0.

Vimos que uma solugdo geral é dada por:

x(t) = k1 senwot + ko coswot + 5y coswit
m (wg — w?)
Impondo as condig¢des iniciais, temos:
Fy
0=2z(0) =k
Ty
0= ZL'/(O) = k’l(MQ,
logo,
Fo Fo
r(t) = ——————coswyt + ————— coswt
®) m(wg — w?) ot m(wg — w?)
= L (coswt — Ccosw t)
m(wg — w?) -

Lembremos que:
cos(A — B) — cos(A + B) = 2senA sen B

e consideremos:

1 1
Azé(wojtw)t e Bzé(wo—w)t

Podemos reescrever z(t) da seguinte forma:

Fy
)=—-0 t— t
x(t) (W8 — ) (coswt — cos wyt)
92 F, 1 1

-

Como w =~ wy 0 termo sen §(w0 — w) t oscila muito mais lentamente do que o

W) sen §(w0 —w)t) sen §(w0 +w)t.

1
termo cos §(w0 —w)t. Além disso, podemos interpretar z(¢) como tendo uma

oscilagdo rdpida com uma amplitude periddica que varia lentamente. Nestas
circunstancias temos o fendmeno de Batimentos.

Nao vamos analisar o caso em que w = wy. Quando completarmos o estudo de
coeficientes indeterminados, voltaremos a ele. De qualquer modo, a solucdo
acima nos da uma indica¢do de que quando w se aproxima de wy a amplitude
da oscilagao cresce.
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5.9.5 Oscilacoes Forcadas amortecidas

Vamos considerar uma forga externa da forma F(t) = Fy coswt e 0 caso em que
ha amortecimento.

ma" +~vk' + kv =Fy coswt, m,k,v>0.
Vimos que uma solucdo geral da equagdo homogénea associada:
1. se v2 — 4mk > 0, é da forma

() = k1™ + ko€, 1, <0

2. se v* — 4mk = 0, é da forma:

xpn(t) = (ky + ko t) e zm®

3. se v2 — 4mk < 0, é da forma:

V [7? — 4mk|

xp(t) = e~ Tt (k1 coswit + kg senwit) com wy = e
m

Vemos que xj(t) — 0 quando ¢t — oo. Por isso, z;, é chamada de solucéo tran-
siente, isto é desaparece com o passar do tempo. Vamos utilizar o método dos
coeficientes indeterminados. Procuraremos uma solugdo particular da forma
x, = A coswt + B senwt. Logo,

ma'+yx +kx =
:m(—Aw2 coswt — B w? senwt)+7(—Aw senwt + Bw coswt)
+k(A coswt+Bsenwt)
= (A(k —mw?) + Byw) coswt + (B (k — mw®) — Ayw) senwt

= Fj coswt.
E,
A(k —mw?) + Byw = F
B (k—mw?) — Ayw =0
Isto é,
(k — mw?)Fy ywFy

A: B:

(k—ma?)? + () © (k — ma?)? + (Yw)?
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como antes, tomando constantes p > 0 e 0 € [0, 27] tais que:

p=VA*+ B2,
A
cosd = —,
P
B
send = —,
P

podemos reescrever a solucao particular:

xp(t) = A coswt + B sen wt = pcos(wt — 0)

Fy
= NP cos(wt — 0).

Portanto, uma solugdo geral do problema ndo-homogéneo é dada por:

2(t) = a(t) + (1)
Fy

V(k—muw?)? + (yw)?

=xp(t) + cos(wt — 9).

Fo
(k —mw?)? + (yw)?
estaciondria. Ela é a solucdo que “permanece” apés o desaparecimento da so-
lucdo transiente.
Vejamos que as equagdes lineares homogéneas de coeficientes constantes des-
crevendo outros problemas interessantes..
Analisemos o movimento de um corpo que é atraido por uma forga proporci-
onal a distancia do corpo a um certo ponto.

A funcédo cos(wt — ¢) é chamada de solugdo periddica

Exemplo 76. Uma massa m move-se ao longo do eixo x (no setido positivo) e é atraida
para a origem por uma for¢a proporcional a distdncia da massa a origem. Achar a
equagdo do movimento.

Entao:
ma’' =ma=F=—kx, k>0,

pois a forca se opde ao movimento. Logo, temos exatamente a equagdo do
movimento harmoénico simples e uma solucdo geral é da forma

x(t) = ky seny/ E15—1— ko cos 4/ Et.
m m

Agora, analisemos o movimento de um corpo langado pra cima sujeito a resis-
téncia do ar.



5.9. APLICACOES 127

Exemplo 77. Uma massa m é langada verticalmente cima com velocidade inicial vy.
Achar a fungdo que descreve o movimento do corpo.

kv

mg

Tomemos a origem no ponto de lancamento e orientemos o eixo com sentido
positivo para cima. Denotemos z a distancia da massa em relagdo a origem O
no instante ¢. Temos:

ma"=ma=F=-mqg—kv=-mg—ka'.

Resolvendo a equacgdo caracteristica:
r?+ —r =0,
m
obtemos uma solugdo geral da equa¢do homogénea associada, na forma:

.’L’h(t) = kl + kg 67%)&.

Nao podemos utilizar o0 método de coeficientes indeterminados pois as fun-
¢des constantes sdo multiplas de um dos elementos da base do espago solugdo.
Vamos usar variacdo dos parametros:

k

z,(t) = c1(t) + cao(t) e m".

Temos:

ky ko
2 (t) = ) + che mt — —cge”m!
P
m
/ 1o~k
c; e m =0
2
ko, o x, k

" _ _ky
xy(t) = e + Cae

Substituindo na equacgéo diferencial

2 2
" o ) kg k kg k —ky

max, +kr, =—kcye m"+ —cype m' ——coe m' = —mg
P P 2 m m
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logo,

Uma solugdo geral da equacdo ndo-homogénea é da forma

2
l'(t) = l’h(t) +£Kp<t) = xh(t> — @t—F myg = ky + ks 67%)& _ g

k k? k t

As condigdes iniciais sdo x(0) = 0 e x'(0) = vp

{o = 2(0) = ky + ks

vo = 2/(0) = —%kg - =,
entao: ,
—hy = ky = - —
Logo
2(t) = ki + kye mt — %t
_ _vmk+miy (1+emt)— 94

k2 k

Um outro exemplo da aplicagdo de equagdes de segunda ordem pode ser visto
num modelo de fluxo de corrente elétrica em um circuito simples.

Podemos observar que tanto a equagdo para a carga quanto a da corrente sdo
equacdes lineares de segunda ordem com coeficientes constantes tais como as
que analisamos para o sistema massa-mola. Isto nos d4 um exemplo do papel
unificador da matemadtica: a andlise e compreensdo de vdarios situagdes fisi-
cas distintas pode ser feita através do conhecimento das equagdes lineares de
segunda ordem de coeficientes constantes.



Capitulo 6
Edo’s de Ordem Superior

Neste capitulo estamos interessados em estudar equagdes de ordem n > 2, isto
é, edo’s do tipo:

v (@) = fla, y(2), y'(2),..., y" D(x)). (6.1)

Novamente, achar solugdes gerais de qualquer tipo de edo de ordem n esta
fora do contexto destas notas. Como antes s trataremos sistematicamente
apenas as lineares.

Este capitulo é completamente andlogo ao anterior, as generaliza¢des que fare-
mos sdo extensdes naturais do capitulo anterior.

Lembremos que uma solugdo geral da edo (6.1) em I é uma funcgéo:

@ = (D(‘[L" kh k’z, ey kn),

n-vezes derivavel, definida em / e que depende de n constantes arbitrarias
ki, ks, ..., k,. Além disso, para cada (ki, k2,..., k,) € R", ® é solugdo da
edo (6.1).

Um sistema formado por uma edo de ordem n e n condi¢des complementa-
res que determinam, em um mesmo valor da varidvel independente, o valor
da fungdo incégnita e de suas derivadas até ordem n — 1 é chamado de pro-
blema de valor inicial (PVI). As condi¢des complementares sdo denominadas
condicdes iniciais.

Um problema de valor inicial para a edo de ordem n é do tipo:

(4" (2) = f(z, y(2), y'(2),..., y" " (2))
y(wo) = Yo
Y'(z0) = 01

. y(n—l) (:L‘O) = Yn—1

129
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Uma solugdo do problema de valor inicial é uma fungdo que satisfaz tanto a
edo como as condi¢des complementares.

6.1 Edo’s Lineares de Ordem n

Definic¢ao 24. Uma edo de ordem n que pode ser escrita na forma:

n n—1
Y S pa@) et @Y Ay =), (62)
é chamada linear. Se (z) = 0, dizemos que a edo (6.2) é linear homogénea e
se r(x) # 0, que ela é linear ndo-homogénea.
Para edo’s lineares de ordem 7, vale o seguinte teorema de existéncia e unici-

dade de solugéo:

Teorema 9. Se as fungoes po(z), . .., pn—1(x) e r(x) forem continuas em um intervalo
aberto I contendo o ponto x, entdo o PVI:

/ d"y dnfly dy
Ton TP (@) e pa () 2 po(@)y = ()

3/(950) = Yo,

—(l’o) = Y1,

dn—ly
\ dxn—1

(l’o) = Yn-1

tem solucdo, ela é tinica e estd definida no intervalo /.

Nosso objetivo no estudo da equagdes lineares é determinar uma solugado geral
de (6.2).

Antes de prosseguirmos, observemos que o lado esquerdo da equagdo (6.2)
pode ser visto como uma transformacdo linear 7'. Utilizando as notagdes do
capitulo anterior, denotemos por V" o espacgo vetorial formado pelas funcdes
de classe C™ no intervalo aberto I e V" o espago vetorial formado pelas fungdes
continuas em/.

Consideremos T : V™ — V? o seguinte operador:

T(¢) = 6™ + pp_i(2) 6"V + -+ 4+ pi(z) ¢ + po() ¢. (6.3)
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E facil ver que T é linear. Isto ¢, paratodo a € Re f,g € V", temos:

T(f+9)=T(f)+T(9)
T(af)=aT(f).

Podemos reescrever a edo (6.2) na forma:
T(y) =r(z). (6.4)
Definig¢do 25. Todo operador L : V™ — V° do tipo:
L(¢) = 0" + pur(2) 677V + -+ pi(2) ¢ + po(x) ¢
é chamado Diferencial Linear de Ordem n.

Lembremos que que toda solugao y do problema acima pode ser escrita como

Y=Yp+ Yn

onde y, é uma solugdo particular de (6.4) e y;, uma solugdo do problema ho-

mogéneo associado:
T(y) = 0. (6.5)

Portanto, para determinarmos todas as solu¢des do problema ndo-homogeé-
neo (6.4), basta conhecermos uma solugado particular de (6.4) e descrever com-
pletamente o nucleo de 7', onde estdo as solugdes do problema homogéneo
associado (6.5).

6.1.1 Equacdes Lineares Homogéneas

Como antes, acharemos primeiramente as solugdes da edo:

Y™+ p (@) y" i)y 4 po(x) y = 0. (6.6)

O préximo Teorema é andlogo ao visto no capitulo anterior>

Teorema 10. (Principio de Superposicao) Sejam y, . . ., y, solugdes da edo de or-
dem n linear homogénea:

dny dnfly
dan T P10 G

dy
+ - +p1(x)@ + po(z)y =0, (6.7)

no intervalo aberto I, entdo a combinagdo linear cyy; + - - - + Yy, também é solucio
de (6.7) quaisquer que sejam oy, . . ., o, € R.
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1. O Teorema acima nos implica que o conjunto formado por todas as solu-
¢des da edo de ordem n linear homogénea(6.7) é um espago vetorial. Este
espaco também é chamado de espaco solugao.

2. Se mostrarmos que dimensao do espaco solucdo de (6.7) é igual a n, po-
deremos obter todos as solugdes da edo (6.7); logo, basta conhecer as
solugdes que formem uma base para este espago vetorial.

3. Entdo, mostraremos que a dimensdo do espago solucdo é n e estabelece-

remos um critério para decidir se n solugdes v, . . ., ¥, formam uma base
deste espaco.

Definicdo 26. Sejam fi, ..., f,, fungdes definidas em I. Dizemos que estas fungdes
sdo linearmente dependentes (1.d.) se existe (A, ..., \,) # (0,...,0) tal que

M fi(z) + -+ A fulz) =0, Ve el
Caso contrério, sdo chamadas linearmente independentes (1.i.).

Definigdo 27. Sejam f1,..., f, € V"', 0 Wronskiano de fy, ..., f, no ponto xq é o
determinante:

G
W(f1,. .. fa)(x0) = det ' :xo 2::60 nzxo
W @e) £ o) e £ (o)

Exemplo 78. Se fi(z) =z, fo(x) = zInx e f3(x) = 22, temos

r xlnx x?

W(f1, f2, f3)(z) =det |1 Inz+1 2z

o 1 2
=2zlnz+2z+2— 2zlnz —22)
=X.
Teorema 11. Suponha que y, ...,y sido n solugdes da edo linear homogénea (6.7)
num intervalo aberto I em que as fungdes p; sdo continuas para @ = 0,...,n — 1.
Entdo, y1, . .., yn sdo linearmente independentes, se e somente se W (y1,...,yn) # 0

em um pelo menos um ponto de I
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Para terminarmos nossa andlise, resta saber se dadas v, ...,y,, funcdes li-
nearmente independentes, solu¢des da edo linear homogénea (6.7). Podemos
afirmar que toda solugdo y de (6.7) é da forma:

y=oy1+ -+ oy’

Teorema 12. Sejam vy, . .., y, solugdes linearmente independentes da edo linear ho-
mogénea (6.7) num intervalo aberto I em que p;, 1 = 0, ...,n — 1 sdo continuas. Se'Y’
é solucdo da equagdo acima, entdo, existem constantes o, . . ., o, tais que

Y(z) = oqur(z) + - ayn(), Vel

Definicdo 28. Se y, . . ., y, sdo n solugdes linearmente independentes da equacdo ho-
mogénea (6.7), dizemos que yu, . . ., Yy, formam um conjunto fundamental de solucoes
da equagio homogeénea.

Observagao 20. O Teorema 12 nos diz que se y1, . . ., y, formam um conjunto funda-
mental, entio

y(x):klyl(x)++knyn(x)> kla---vknER
é solugdo geral da equagdo homogénea (6.7)).

Exemplo 79. Sejam yi(z) = x,y2(x) = xlnx e y5 = 2% Verifique que estas fungdes
sdo solugdes da edo:

o3y —2?y" +2xy —2y=0, x>0. (6.8)
e determine a solugdo geral da edo.

Verifiquemos que y1, y» € y3 sdo solugdes da edo. Como

yi(x) =1, oi(z)=0, y'(x)=0,

temos:
o3yl — 2yl + 22y] — 2y, =0 — 0+ 2z — 22 = 0.
Analogamente,
/ 1 1 n 1
Yor) =Inz+1, yy(z)=—, yy(v)=——
x x
logo,

22y — aPyy 4 2xyy — 2y = —x —x + 2x(Inx + 1) — 2zlnx = 0.
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Do mesmo modo,
ys(r) =22, yi(r) =2, yy'(x)=0
entao
By — Py + 2wyl — 295 = 0 — 227 + 42 — 227 = 0.

Vimos no Exemplo 78 que o Wronskiano de vy, y2, y3 é diferente de zero para
todo = > 0. Logo, como y, y2, y3 sdo solugdes da edo linear homogénea (6.8),
Y1, Y2, Y3 sdo fungdes linearmente independentes. Portanto,

y(x) = kry1(z) + ko ya(x) + k3 ys(z), ki, ko, k3 € R

é solucdo geral da equagdo homogénea (6.8).

6.1.2 Reducido de Ordem

Tal como nas equagdes de segunda ordem, se conhecemos uma solugao u(z)
do problema homogéneo, podemos encontrar uma outra solugdo linearmente
independente com u(z) usando a variagdo de parametros. Isto é tentamos en-
contrar uma solugdo da forma v(z) = ¢(x) u(x). A fungdo v = v(x) deve satis-

fazer: p e
v "
ﬁ +pn,1(x) W 4. +p1($) _l' +po(x) v =0,

logo:

j—; (c(a) u()) = Zk: (’:) (0 ki)

Substituindo na equacgdo, obtemos

@ E Y @)% 4 oo =
dpr P\ Pilt) s 7 Polt)u =
d"c avt dc
— u(@) e+ na (@) Ty e (D)
(O )T )R pofa)
dpr P\ Pii) o T Polt)u )¢
d"c d" e de
= U(fﬂ)% + Qn—l(x)m +-+ Q1($)%
d
Como queremos que v seja solugdo, fazendo a mudanga de varidvel p = d—c,
X

temos
w(@) p" () p" 4+ q(x)p=0.
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Ou seja, o método de redugdo de ordem nos leva a resolver uma equacgao de
ordem n — 1. Se o n for grande, este método pode ndo ser muito eficiente pois
a equacdo de ordem n — 1 pode ser tdo dificil de ser resolvida quanto a de or-
dem n. Na pratica, o método de redugdo de ordem é ttil principalmente para
equagdes de segunda ordem.

Exemplo 80. Considere a edo:
" Z / 4
y -y +Hdy ——y =0,
x
onde y,(x) = x é uma solugdo.
E facil verificar que y; é de fato uma solugdo. Tentemos encontra uma segunda
solucao da forma:
v(x) = c(z) y(2) = zc(x).
Logo:

v =xc +c vV =xd" +2c vV =xd"+3¢

4
V=" A ——v=ad"+ B —2)"+ (—2+4x)+(4—4)c,
T

p=c,
zp"+@B—z)p +(4x—2)p=0.

A equacgdo acima ndo se encaixa em nenhum dos tipos de equagdo de segunda
ordem que sabemos resolver.

Exemplo 81. Considere a edo:
"6y + 12y — 8y = 0. (6.9)

A funcdo y;(z) = e** é solugdo de (6.9). Vamos procurar outras solu¢des na
forma y(z) = c(x ) Para que y seja solugdo de (6.9), deve satisfazer:

y" —6y" +12y —8y=e*c" =0.
Isto é, o coeficiente ¢(z) deve satisfazer:
dx)=0
cuja solugdo geral, facilmente obtida por integragdes, é

c(z) =k 2* + kox + ks.
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Fazendo as escolhas (k1, ko, k3) = e;, obtemos as seguintes solugdes linear-

mente independentes da edo (6.9): y;(z) = 2?2 e*, yo(z) = ze** e y3(z) = €**.

Portanto,
y(x) = ky 2% €* + ko w e + k3 ™,

é solucdo geral da edo (6.9).

6.1.3 Edo’s Homogéneas com Coeficientes Constantes

Estudaremos nesta Secdo, edo’s de ordem n lineares homogéneas em que as
coeficientes p;(z), ¢ = 0,..., n — 1, sdo fun¢des constantes. Isto é, edo’s que
podem ser escritas na forma:

v ban y™ D b gy +agy =0, (6.10)

onde a,_1,..., ag € R.

Ja sabemos que para determinar uma solugdo geral de (6.10), basta achar n so-
lugdes linearmente independentes. Tentemos encontrar tais solu¢des da forma
y(x) = e"*. Logo, deve satisfazer a edo (6.10):

Yy =re

" __ 7’2 rT

De (6.10), obtemos:

(r" 4 ap 7" agr Fag) e =0 (6.11)
Isto é, o expoente r deve ser igual as raizes da equagdo caracteristica:
"ty " 4 agr +ag = 0.

Denotemos por P(r) = r™ + a,_1 " " + -+ + a1 r + ao. P(r) é um polindmio
de grau n e da Algebra sabemos que um polindmio possui n raizes (reais e/ou
complexas). P(r) é chamado polindmio caracteristico da edo.

Raizes Distintas: Se P(r) possui n raizes reais r; distintas:

P(ry=(r—r)(r—rq) ...... (r—rn).
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Neste caso a solugdo de (6.10) é:

yp(z) = k1 e + ko™ + ... .. + kpe™®.

Raizes Iguais: Se P(r) possui uma raiz de multiplicidade m < n:
Piry=(r—rn)"(r—rms1) - .. (r—rmpn).
Neste caso a solucao de (6.10) é:

yn(x) = €™ (ki + ke x+ ks’ +. .. ... ki &) g € +k, em®,

Raizes Complexas: Se P(r) possui raizes complexas, elas devem ocorrer
aos pares; isto é:
rm=a+1ib, e ro=a—1ib.

Se a multiplicidade das raizes é £ < n, a solu¢do deve ter o termo:

k k
e“x<(2ki x”’l) cosk x + (ZcZ x”’l) coskx).
i=1 i=1

Exemplo 82. Considere a edo:
y® — 69" +11y — 6y =0.
A equacdo caracteristica da edo é:

=62+ 1lr—6=(r—-1)(r—2)(r—3)=0

rm=1r=2 e rg3=3
Logo, uma solug¢des da edo é:
yn(x) = ke + ko e** + kg €.
Exemplo 83. Considere a edo:
y W — 3y £ 3y —y=0.
A equacdo caracteristica da edo é:

=343 —1=r(r—-1*=0

r=0 e rmp=r3=r=1
Logo, uma solugdes da edo é:

yn(z) = ky + kye” + ksxe” + kya? e,
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Exemplo 84. Considere a edo:
y@ +y =0

A equacdo caracteristica da edo é:
Prr=r?*+1)=r(r+i)(r—i)=0
7’120,7’2:’i e 7’3:—’i

Logo, uma solugdes da edo é:

yn(z) = k1 + ko cosz + k3 sen x.

6.1.4 Estudo Detalhado das Raizes

Voltemos a equagdo caracteristica. Como P(r) é um polindmio do grau n, sa-
bemos que ele tem n raizes. A introducdo de operadores diferenciais permite
entender o porqué do procedimento acima.

Vamos dividir as raizes da equagdo caracteristica em dois grupos: raizes com
parte imagindria igual a zero e raizes com parte imagindria diferente de zero.
Suponhamos que a equacao caracteristica tenha j raizes reais e n—j raizes com-
plexas, com 0 < j < n. Lembrando que as raizes complexas sempre aparecem
em pares conjugados, n — j deve ser um ntimero par.

Exemplo 85. O polindmio:
P(r)y=1"—=8r®+26r" —50r° + 727° — 82r* + 707° — 467> + 23 — 6,
se fatora da seguinte forma:
P = (r=2)(r+3) (r =1 (r = (r+0)*

estecaso,j =5,n—j=4ek=2.
Analisemos todas as possibilidades para as raizes da equagdo caracteristica.
Elas podem ser:

Raizes Distintas

Neste caso, podemos fatorar a equagdo caracteristica da seguinte maneira: j
fatores envolvendo raizes com parte imagindria igual a zero e 2k = n—j fatores
envolvendo as raizes com parte imagindria diferente de zero com 0 < j < n.
Isto é, a equagdo caracteristica pode ser reescrita na forma:

(r—ry)...(r—rj)(r—_(oa+ib))(r— (1 —iBy))......
e (7“ — (Oék -+ Zﬁk))@“ — (Oék - ’lﬁk)) =0
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como as raizes sao todas distintas, temos
rneR 1<1<7 e ri#r, 1<1#i<j
(i, 3) €R?, B #£0,1<i<k, e (as, Bi) # (cu, B1), 1<l#i<k.
As funcoes:
yi(x) =€ 1<i<7, Ym(z) = lemEBm)T 1 <y < |

sdo solugdes (algumas delas, com valores complexos) da edo (6.10). Como
desejamoss obter solug¢des de valores reais, vamos considerar as partes reais e
imagindrias das fungdes:

Ymo () = elom*ifm)e — game (Cos B x 1 sen G, x), 1<m<Ek.
Isto ¢, as funcoes:

Yim_ (2) = Yim, (x) = ™" cos Bz,
Yom, (z) = e*™* sen B,

Yom_ () = —€“® sen B, x,

e

para 1 < m < k. Deste, modo obtivemos as seguintes j + 4 k solu¢des da edo
(6.10):

yi(z), 1<i<j e
ylmi(x>7y2mi(x>7 1<m<k

Como j + 4k > n e desejamos um conjunto linearmente independente de
solucdes, podemos desconsiderar (por que?) as solugdes Y1, € yom , 1 <
m < k. Para determinarmos um conjunto fundamental, basta mostrar que
asn = j + 2 k solugdes:

aAmT

coS B,

y1m+ (l’) =€
= e sen B, x, 1<m<k.

Yom (:L‘)
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sdo linearmente independentes. Fazendo zy = 0 € I = R, vemos que o Wrosn-
kianode y1, ..., Yj, Yim,s Yomys - - -» Y1k, Yok, €M xg satisfaz:

Qk’ikw(yl, s Yy Yy, Yoigs - -5 Yk y2k+)(9€0) =

. Yiy Y- Y1y — Y1 Yoy Y Yk Yk — Yk
= okikW oy, - i -
? (yh y Yj, 9 ) 2 ) ) 2 ) 2 ) (‘IO)
1
= oW (W U Y F Y Y = Y Yk Yk Uk — Uk ) (70)

1
=5 (Y1s oo Yo Y1y + Y1, 2U1, 0oy Yy + Uros 20k, ) (20)

=W (Y15 ¥ Yoy F Y Yy Uk T Yk YUy ) (%0)
=W (yla"'7 Yis Y15 Yiyps -+ -5 Yk, yk+) (.1'0)

T | 1 1 . 1 1
(ST ayp —if ay +ifh Qg — if ag + 15k
= ’I"% s 7"]2- (Oél — ’iﬁl)2 (041 + iﬁ1)2 cee (Oék — Zﬁk)2 (Oé]g + Zﬁk)2
n.fl o n.fl n—1 n—1 o n—1 n—1
] R (ag —ifh) (o1 +101) o (g —1Bk) (o, + i0k)

Como a matriz acima é uma matriz de Vandermonde, mostramos que

W(y17 s Y Yty Yougs - -5 Ylky y2k+)(x0) 7é 0.

e, conseqiientemente, uma solugdo geral da edo de ordem n linear homogénea
(6.10), cuja equacdo caracteristica tem n raizes distintas

1,5 Ty, Oélzl:iﬁl,..., akizﬁk
é dada por:

y(x) = ket k,jerja: + eaw(cl cos B1x + dy senﬁlx) +...

oo+ e (¢ cos P + dy sen 1)
comk;,c,dic Rparal <i<jel <[ <k

Exemplo 86.
y(4) —1=0

A edo acima tem a equacdo caracteristica dada por:

rt—1=0*-1D0r*+1)=0
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cujas raizes sao
7"1:1, 7’2:—1, ngi, T4:—i.

Portanto uma solugdo geral de y¥ —1=0¢

y(x) =k + ko e + 0% (01 cos x + dj sen CE)

=kie®+kye ™+ ks cosx + k4 senx.

Raizes Repetidas
Vamos comegar com um exemplo.

Exemplo 87.
yW —5y" 46y +4y —8y=0 (6.12)

A edo acima tem equacdo caracteristica
=51+ 61 +4r—8=(r+1)(r—2)>=0

que tem r = —1 como raiz de multiplicidade um e r = 2 como raiz de multi-
plicidade trés. Neste caso, temos apenas duas solugdes da forma e'*, a saber
y1(z) = e ® e yo(x) = €2*. Como a edo é de ordem quatro, precisamos de mais
duas solugdes linearmente independentes para determinarmos um conjunto
fundamental. Vamos agora, fazer uso de uma propriedade das equagdes de
coeficientes constantes. Para tanto, vamos associar ao fator (r — 2)* da equa-
cdo caracteristica, uma edo linear homogénea com coeficientes constantes cuja
equacdo caractaristica seja dada por ele. Como (r — 2)® = r® — 6% + 127 — 8,
podemos tomar:

y" —6y" +12¢y — 8y =0. (6.13)

Por construgdo, sabemos que y(z) = e** é solugdo de (6.13). No Exemplo 81,
usamos o método de reducdo de ordem o obtivemos outras solugoes de (6.13),
na forma y(z) = c(x)e?*. Vimos que o coeficiente ¢(x) deve satisfazer

d"(x) = 0.
Isto ¢,
c(z) =k 2® +kox + ks.

Fazendo as escolhas (k1, k2, k3) = e;, obtemos as seguintes solugdes linear-
mente independentes (verifiquem) da edo (6.13): y;(x) = 22 e**, yo(z) = ze** e

ys(x) = e**. Vamos verificar que y; também é solugdo da edo (6.12).

" =5yl + 6y + 4y, — 8y =
=2e*(2*(8 =20+ 12+4 —4) + 2(32 - 60+ 24 +4) +24 — 30 + 6) = 0.
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Fica como exercicio verificar que que y, também é solucdo da edo (6.12) e que
as solucdes y; (z) = 2% €%, yo(x) = xe*, y3(x) = €** e y4(r) = ¢ * formam um

conjunto fundamental da edo (6.12). Portanto,
y(x) = kir?e® + kowe® + kge® + kye "

é solucdo geral da edo (6.12).

Vamos generalizar o procedimento acima no caso em que sua equagdo carac-
teristica:
by " e ayr+ag =0 (6.14)

possui raizes repetidas. Seja r, é uma raiz da equagdo caracteristica (6.14) com
multiplicidade k. Isto é, na fatoracdo de (6.14) encontramos um fator da forma
(r — 7). Como no exemplo, para associar a raiz r,, k solugdes linearmente
independentes da edo (6.10), cumpriremos duas etapas:

(i) Associaremos ao fator (r—r,)* uma edo linear homogénea com coeficien-
tes constantes que possui um conjunto fundamental dado por

vi(z),. .., yp(x) com y;(z) = 2 te™* parai=1,... k.
(ii) Mostraremos que as fungdes y;(z), ..., yx(x) também sdo solucdes da
edo (6.10).

Comecemos por (i). Vamos associar ao fator (r —r,)* uma edo linear homgénea
de coeficientes constantes de ordem k cuja equacao caracteristica seja dada por

(r—r,)" =0.

Como: (r — )" = Apr® + A 171 + -+ Ajr + Ay, onde:

podemos considerar:
Aky(k) + Ak,lykfl + -+ Aly/ + Aoy = 0. (615)

Por construgdo, Ay = 1 e y(z) = €™ é solugdo de (6.15) (por qué?). Usando
o método de reducdo de ordem, podemos obter outras solu¢des de (6.15), na
forma y(z) = c(z) . Lembrando que denotamos f)(z) = f(x), a férmula
de derivagdo do produto nos diz que

(c(z) €7)) = e 2]: 6) P e (z).

=0
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Observe que na derivada de ordem j de c¢(x) e"** aparecem derivadas de ordem
0 a j da fungdo ¢(z). Portanto, ao avaliarmos o lado esquerdo de (6.15) para
y(x) = ¢(x) e*”, a derivada de ordem m da fungdo ¢(z) aparece somente nos
termos Al-y(i) parat=m,..., k. Portanto, se coletarmos este termos, obtemos:

= i (o)

Portanto, param =0, ...,k — 1, temos
k m
Z mo__ k'C( kfzrkfm

m' k—m) ‘ 1 — p

k— .16)

k—m k—m—i, k—m—i_.i 6
= ( ; ) (—1) T T,
i=0

Pelas observagdes anteriores,

Ay + Ay -+ Ay Agy = e

M?v
O/—\
3
=
=
—
3 =
_
ﬂN
3
~

m=0

Segue de (6.16) que

Ak;y(k)+Ak—1yk_1+"‘+A1y/+A0y:erpm (k; ZA ( ) _eTpJ:C(k)(:Lv)
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Por outro lado, para que y(z) seja solucdo de (6.15), devemos ter
Ay™ + Ay -+ A+ Agy = 0.
Logo, o coeficiente c¢(x) deve satisfazer
®(z) =0
cuja solucdo geral, facilmente obtida por integragdes, é
cx) =apa" o1 2" Faga .

Fazendo as escolhas (aq,..., ai) = e;, obtemos k solu¢des linearmente inde-
pendentes y;(z) = '~ ¢* da edo (6.15).

Caso real

Vamos supor que r é raiz real da equagdo caracteristica (6.10) com multiplici-
dade k. Neste caso, queremos associar a esta raiz k solu¢des linearmente in-
dependentes da edo (6.10). Basta que determinemos solug¢des da forma y(z) =
c(x) yr(x) = c(x)e’™ com c(z) solugdo da edo:

<®(z) =0.

Istoé, c(z) =arz" '+ +ayz +a;, coma; € Rparai=1,..., k. Logo,

yi(x) =€, yolz) =xe™, ... y(x) = phler®

linearmente independentes da edo (6.10).

Caso Complexo

Vamos supor que r = a + i sdo raizes complexas da equagdo caracteris-
tica (6.10) com multiplicidade k. Neste caso, queremos associar a cada uma
delas k solug¢des linearmente independentes da edo (6.10). Vimos que se ¢(x) é
solucdo da edo:

M(z) =0,
entdo fungdes da forma y(x) = c(z) y.(x) = c(r)e"™ sdo solugdes de(6.10). Logo,
yi(x) = @0 gy = geleriBe () = ghl laife

2a(w) = T p(x) = w T g(x) = AP el
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sdo solugdes a valores complexos de (6.10). Para obter solugdes a valores re-
ais, basta tomarmos as partes real e imagindaria das fung¢des y;(z) e z;(z) com
i = 1,..., k. Deste conjunto de 4k soluc¢des, podemos obter as seguintes 2k
solugdes linearmente independentes da edo (6.10):

yi(z) = e*“cosbx, yo(x) =we*@cosba,..., yp(z)=2""e""cosba
e
yi(z) =e*Tsenbxz, y(x) =xeTsenbx,..., yp(z)=2""1e"senbx
Vamos ver, através de um exemplo, o que fazer no caso geral:
Exemplo 88.

Yy —5y® 49y —13yW £ 15y" —11y" + 7y — 3y =0 (6.17)
Primeiramente, achamos as raizes da equacgdo caracteristica
=50 4 9% — 13rt + 157 — 112+ Tr =3 = (r+3)(r — 1)*(r —4)*(r +4)* =0
e consideremoas as solugdes da forma y(z) = e™:
(@)= ()=, p(r) =% w(r)=e

Estas solugdes sdo linearmente independentes. No entanto, elas ndo formam
um conjunto fundamental pois uma de ordem sete tem espaco solucgdo de di-
mensdo sete. Vamos obter outras solugdes a partir das raizes repetidas. Procu-
raremos solugdes da forma

com ¢;(x) solugdes das edos:
cl(x)=0 e cy(x) = 0.

Isto é, u(z) = (k1 + ko)e® e v(x) = (ksz + ky)e™. Para obter solugdes a va-
lores reais tomamos as partes real e imagindria de v. A solucdo geral de nos
dois ultimos, ficamos com as partes real e imagindria de (ksz + ks)e™. Por-
tanto, uma solugdo geral de (6.17) é obtida tomando combinagdes das solucdes
linearmente independentes obtidas anteriormente. Isto é

y(z) = ke 4 (kow + ks)e” + (kyx + ks) cosx + (ke + k7) sen z.
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6.2 Equacdo de Euler-Cauchy Homogéneas

Definicao 29. Uma equagio de Euler-Cauchy de ordem n é uma equagio da forma:
an 2" y™ +a, 2" Ty Y b gy 4 agy =0, (6.18)

onde a,, # 0, ag,a,...,a, € R

Observacao 21. A equagio de Euler (6.18) também é chamada de equagdo equidimen-
sional pois o expoente de cada coeficiente é iqual a ordem da derivada.

De forma andloga ao capitulo anterior acharemos solugdes de (6.18) da forma
y(x) = 2", para x > 0, substituindo y(x) na edo (6.18), obtemos:

an 2"yt ap_g 2"y by +agy =0, (6.19)

Isto é, r deve ser raiz da equagdo (6.19). Podemos associar a equagdo (6.19)
uma edo de coeficientes constantes na varidvel ¢ dada por
dny dn—ly

dy
ndtn n—1 dtnfl 1 dt 0 0 (620)

com os coficientes A; dado pelo coficiente de 7% de (6.19). E facil ver que (6.19)
é equagdo caracteristica da edo (6.20). Denotemos por y(¢) uma solugdo geral

de (6.20). E possivel mostrar que uma solucio geral da equacdo de Euler (6.18),
pode ser obtida a partir de y(¢) através da seguinte mudanca de varidvel:

x = el

Portanto, toda a andlise feita na Segdo 6.1.3 para edo’s de coeficientes cons-
tantes se estende para a edo (6.18) através da mudanga de varidvel indicada
acima. Desse modo, uma solugao geral da edo (6.18) para z > 0 é:

y(x) =kiyi(lnz) + -+ kyyn(lnx),

onde y (), ..., y,(t) formam um conjunto fundamental daedo (6.20)e k1, ..., k,
sdo contantes reais arbitrarias.

Observagao 22. £ ficil verificar que se y(x) é uma solugio da edo (6.18) para x > 0,
entdo y(|x|) é solugdo da edo (6.18) para x # 0.

Exemplo 89.
x3y1/1+3x2y/1_2xy’+2y:0. (621)
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Vamos procurar solugdes de (6.21) na forma y(z) = 2" para x > 0. Substituindo
na equagao, obtemos

2 (rir=1)(r—2)+3r(r—1)—2r+2)=0.
Isto é, r deve satisfazer
r(r—1)(r—2)+3r(r—1)—-2r+2=7"-3r+2=(r—1)*(r+2) =0. (6.22)

Consideremos a seguinte edo, na varidvel ¢, de coeficientes constantes que pos-
sui a equagdo acima como equagao caracteristica:

Py dy
29 _ 3% L9, —0.
as Sq tw=

Pelo que foi apresentado na Secédo 6.1.3,
y(t) =kie' + kote + kze
é sua solugdo geral. Usando a mudanga de varidvel
r =€,

obtemos, observando que ¢(z) = Inz, uma solugdo geral da edo (6.21) dada
por

y(z) = y(t(z)) = k1 et(ﬁc) + ko t(x) et(;c) + ks e~ 2t(2)
=k x+ ko ln:p:p+lg3x—2’ >0

e, parax # 0,
y(x) = ky || + ko |x| In|x| + k3 x 72

é uma solucao geral da edo (6.21).

Vamos refazer o exemplo acima observando que a mudanca de varidvel z = e’
reduz a equacdo de Euler-Cauchy a um equacgdo de coeficientes constantes.
Vamos relacionar as derivadas com respeito a = com as derivadas com respeito
a t. Temos:

dy _ dydz _ dy
de”  drdt  dt’

Py _dfdy \_ dyde  dy Ly dy
dt2  dt \dz~ )  Tdx? dt de ~ dx?  dt

@y _d [ Ldy dy sy L Ay dy
= — - = — < 3 < _Z
@@ di (x r? +xdx) T T e T
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Portanto

d? d
d_tfg_3d_ZZ+2y:xBy///_i_?)ny//_Qxy/_i_zy:O (623)

A equacdo caracterfstica desta equagado (compare com (6.22)) é:
P —3r+2=>r—-1)r—-1)(r+2)=0.
Portanto, uma solucdo geral da edo (6.23) é da forma:
y(t) = ke + (kg t+ kg) et

desfazendo a mudanga de varidvel z = ef, obtemos uma solugdo geral da
edo (6.21):

y(@) = kalz| 7 + (k2 In [ + ks)l], @ #0.
Resumindo, para resolver uma edo de Euler-Cauchy de ordem n homogénea:

a, " y(n) +a, i y(n—l) + ot a;y' +agy =0, (624)

1. Procure solugdes de (6.24) da forma z" para x > 0. Verifique que os
expoentes r devem ser raizes de:

a,r(r—1)...r—n+1)+- +ar+ay=0. (6.25)

2. Determine uma solugdo geral y(¢) da edo de coeficientes constantes que
possui a equagdo (6.25) como equagdo caracteristica. Isto é, y(t) é com-
posta por termos do tipo:

(@) k;e", ser; é raiz real simples de (6.25),

(b) (k1t/ + -+ kit + kjp1) €™, se r; é raiz real de (6.25) com muktipli-
cidade j + 1,

(©) cme®mtsen Bt e dpme® cos fut, se a., £ i, sdo raizes complexas
simples de (6.25),

(d) (ert? +---+cjt+cjir)e™ sen Byt e (dit? +---+djt+dji1)e* " cos fit,
se a,, £1i3,, sdo raizes complexas de (6.25) com muktiplicidade j+ 1.

3. Obtenha uma solugado geral de (6.24) avaliando a solugdo geral y(¢) obtida
anteriormente em ¢ = In |z| para = # 0.
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6.3 Meétodo de Variacao dos Parametros
Como antes, queremos resolver a edo linear de ordem n ndo homogénea
v+ paca @)y Y+ pi() '+ pola) y = r(2) (6.26)
supondo que ja conhecemos uma solugado geral:
yu(x) = kiyi(z) + -+ kpyn(x) (6.27)
da equagdo homogénea associada:
Y P @)y 4 i (@)Y + po(@)y =0 (6:28)
Como uma solugao geral da edo (6.26) é dada por
y(@) = yp(x) + yu(2),

com y,(z), uma solugdo particular da edo (6.26) e yy(z) uma solucdo geral da
edo homogénea associada. Como ja temos y(z), resta apena determinar uma
solucdo particular. Vamos tentar encontra-la na forma:

yp(r) = c1(2) Y1 () + - - + o) yn ().

Tal como no caso das equagdes de segunda ordem, a hip6tese de que a expres-
sdo acima é uma solucdo particular nos fornece apenas uma equacdo. Como
queremos determinar n fungdes, temos n — 1 graus de liberdade. Introduzire-
mos n — 1 equagdes adicionais que simplifiquem nossas exepressdes de deri-
vadas bem como nos leve a um sistema que sempre tenha solugao.

Vamos considerar, para 1 < k < n — 1, as seguintes condi¢des adicionais:
k—1 _
Gyt 4+ Y =0,
Desse modo, as derivadas de y, serdo dadas por:

Até o momento, temos n — 1 equagdes. Resta obter a equagdo que exige que y,
seja solugdo da edo (6.26). Usando (6.29), obtemos:

ylgn) — Cllygn_l) + -+ C;lyr(ln_l) + Clyﬁn) +--+ Cnyr(zn)
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Para que y, seja solugdo, devemos ter:

ys + pa @)y + -+ pr (@)Yl + pol)yy

=y oyl ) g [yg('") + paca @)y 4 pa(@)y) + po(:v)yj]

j=1

= Y = r(a).

Isto é as derivadas das fun¢des coeficientes c;(z) devem satisfazer o seguinte
sistema linear:

(yi+ -+ yn =0
Ayr+ -+ Gy, =0
Ayy +- oy, =0 (6.30)
Lyt ™+ Y = ()
cuja matriz associada é dada por
i yl o e yn T
B U
v
n—1 n—1
Y Y
Observe que
yl DR yn
B U
" "
det | Y1 0 Un | =W (y1,. .., Yn)-
n—1 n—1
)
Isto é, o determinante da matriz associada é igual ao Wronnskiano das fun-
cdes y1,...,Yy,. Como estas fun¢des formam uma base do espago solucdo da
equagdo homogénea (6.28), o determinante da matriz associada é diferente de
zero. Isto nos diz que o sistema linear para ¢} (z), . .., ¢, (x) sempre tem solugao
(Gnica).
Exemplo 90.

.l‘gy/,/+3$2y”—2$y,+2y:27:13’ z >0 (631)
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Vimos no Exemplo 89 que
yu(2) = ki o2 + (ky Inx + k3, x>0
é uma solucdo geral da edo homogénea associada:
2y + 322y — 22y +2y =0
Vamos procurar uma solugao particular da edo ndo-homgénea (6.31) na forma:
yp(z) = c1(z) 272 + (co() Inx + c3(z)) .
Acrescentaremos as seguintes condigdes:

dx)r?+dy(x)rIns+c(z)z=0 e
—2¢) () 27* — 2cy(z) (Inz + 1) + c(x) = 0.

Portanto,

yo(z) = ci(z) 372 + (dy(z) Inz + ¢4(x))z — 2¢1(x) 2% + eo(z)(Inw + 1) + c3(2)
= —2¢1(z) 2 * + cp(2)(Inx 4+ 1) + c3(w),
yp(@) = =2¢i(x) 27> + ch(2)(Ina + 1) + &(2) + 6er(z) 27" + cpw) 2
= 6ey(z) 2™ + eo(a) 27
)

y'(z) =6 (x) a™t + cy(x) ™" — 24 (x) 27° — o) 22

Queremos que y, seja solugdo de (6.31). Isto é:
3 Y, + 3x2 s —2xy,+2y, =6 (2) e+ dy(x) 2 =27 .

Dividindo a tltima equagdo por 23, vemos que as derivadas dos coeficientes
de ¢;(z) devem satisfazer (compare com (6.30)):

d(r)r? +dy(z)r Inz +xdy(x) =0
—2¢)(x) 27 + dy(x) (Inx + 1) + c4(x) = 0
6c (z)a™* + chy(x) ™t = 27272

Resolvendo o sistema, obtemos as seguintes edo’s:

dy(z) =327,
rcy(x) =9 e
lr) =62 —9r ' Inz — 927!,
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que admitem solugdes:

a(r) =a°,

1 X
co(x)=9Inz e

9
c3(x) = -3 Inx — i(lnx)z.

Desse modo, uma solugédo particular de (6.31) é dada por:

Yp(7) = c1(2)7% + co(z) 2 Inx + c3(7) @

9
=z2+92(lnx)* -3z Inz — 595(1r191;)2

9
=z —3rInxr+ §x(1nx)2.

6.4 Meétodo dos Coeficientes Indeterminados

Desejamos achar uma solugéo particular y,(z) para:
Y 4 an 1y 4t ary +agy = r(2), ag, ..., an—1 €R,  (6.32)

Como antes, vamos considerar somente os casos em que r(z) € uma combina-
¢do linear de produtos (finitos) de func¢des do tipo:

1. um polindmio em z.
2. uma func¢do exponencial e™*

3. cos kxz ou sen kx

Ja apresentamos este método para equagdes de ordem 2, e nosso argumento
nado dependeu da ordem da equacdo, portanto, podemos estender as Regras 1-
3, que ja haviamos estabelecido, para equacdes de ordem n:

Suponha que nenhum termo de r(x) ou de qualquer de suas derivadas satis-
faca a edo homogénea associada a:

Y™t an g+ ary +agy = r(a). (6.33)

Considere o espaco vetorial gerado pelos termos presentes em r(z) e em suas
derivadas. Considere:

Yp() = ZAz' i(z)

com {¢1(z), ..., ¢r} uma base para este espago . Determine os coeficientes A,
supondo que y, é solucdo da edo ndo-homogénea (6.33).
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Exemplo 91.

n

y" +9y = x senx (6.34)
Resolvemos o problema homogéneo associado:
y/// + 9 y/ — 0

Como r = 0, 7y = 3i e r3 = —3i sdo raizes de sua equagdo caracteristica,
r® + 97 = 0, uma solucao geral da edo homogénea associada é dada por:

yu(z) = k1 + k2 sen 3z + k3 cos 3z.

Uma vez que a fungdo r(z) = x senz e suas derivadas: x senz, x cosz, senz,
cosxz e o conjunto fundamental da edo homogénea 1, sen 3z, cos3z sdo line-
armente independentes, vamos combinar as Regras 1, 2 e 3 apresentadas na
Subsecdo 5.7.1 e tentar encontrar uma solugdo particular da forma:

yp(z) = Asenx + B cosx + Cz senx + D x cos z.

Observe que estas fung¢des linearmente independentes que podem ser obtidas
a partir de 7(z) = x senz e de suas derivadas. Temos:

y}’) =(A+D)cosz+ (C — B)senx + Cx cosz — D x senzx,
3/1/9/: —(A+2D)senx + (2C — B)cosz — Cz senz — D x cosz,
yg’ =—(A+3D)cosx+ (—3C + B)senx — Cx cosz + Dz senx.

Para que y, seja solu¢do, devemos ter

y, +9y,=(8A+6D)cosz+ (6C —8B)senx +8Cx cosx —8 D senw =z sen .

Isto é,
SA+6D =0
6C—-8B=0
C =0
—8D =1.

Resolvendo o sistema linear, obtemos:

1
yp(z) = 35 SONT — £ & COST

Nado tratamos ainda o caso em que algum termo de r ou de suas derivadas é
linearmente dependente com os elementos da base do problema homogéneo.
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Antes disso, vamos olhar para o método dos coeficientes indeterminados de
outro maneira. Ja vimos que o problema homogéneo:

Y™+ a1y o+ ay +agy =0

pode ser reescrito como:
T(y)=0

para um certo operador 7' que é linear. Queremos resolver o problema nao-
homogéneo:

T(y)=r. (6.35)

Se conhecermos um operador diferencial linear 7 tal que:
Ty(r) =0, (6.36)

uma solugdo particular de (6.35) pode ser obtida de uma solugao geral de (6.36)
através de uma escolha conveniente das constantes arbitrarias.

Observagao 23.

Se r(x) resolve a edo homogénea associada 7'(y) = 0, entdo r(x) contém algum
termo da forma e™* com r; raiz da equacgdo caracteristica de 7'(y) = 0. Por
outro lado, para que 7' (r(z)) = 0, r; também devera ser raiz da equagdo ca-
racteristica de T3 (y) = 0. Sejam m; e my as multiplicidade de r; como raiz das
equagOes caracteristicas de 7'(y) = 0 e T (y) = 0, respectivamente. Portanto, a
multiplicidade de r; como raiz da equagdo caracteristica de T3 (T'(y)) = 0 sera
igual a soma m = m; + my. Vimos que, neste caso, as fungdes:

Ym(2) = 2™ Y (2) = 2™ €M
yml(x> — Z,mlfl en:v’ o y2<x) — Z‘Grlx, yl(l') — h®
sdo solugdes linearmente independentes da edo 73[T'[y]] = 0 e sabemos que

y1(2), ..., Ym, (x) sdo solugdes de T'[y] = 0. Uma solugdo particular de T'[y] =
r(z) conterd termos das forma:

Al Ym + -+ Amg Ymi+1-

Os coeficientes sdo determinados por substitui¢do de y, na equagdo 7(y) =

r(z).

Exemplo 92.
y' +y=32>+4 (6.37)
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Neste caso, T(y) = y” + y. Como r(z) = 32% + 4 é um polindmio de grau dois,
se tomarmos 7 (z) = 2", logo:

Ti[32% +4] = (327 +4)" = 0.

Portanto, se aplicarmos 7} na edo (6.37), obtemos T} (T(y)) = 0, que, neste
caso, corresponde a edo de coeficientes constantes:

v+ 9P =T(T(y) = (v +y)" =0 (6.38)
cuja equacgdo caracteristica é dada por:
Pt =+ 1)=0.
Como zero é raiz de multiplicidade trés, uma solugao geral da edo (6.38) é
yn(x) = k12® + kyx + ks + ky senx + ks cos .

Nosso objetivo agora é tentar encontrar uma soluc¢do da edo (6.37) escolhendo
convenientemente valores para as constantes k1, . .., k5. Como k4 sen x+kj5 cos x
é uma solucdo geral de

y' +y=0,

para acharmos uma solugdo particular da equagdo ndo-homogénea, podemos
tomar ks = ks = 0 (por qué?) e vamos determinar as demais constantes de
modo que y,(z) = kj2® + kox + k3 seja solugdo particular de (6.37). Queremos
que

Yo+ yp =2k + k1 a® + kyx + ks = 32”7 + 4.

Logo,
]ﬁ:?), kQZO, k’3+2]€1:4
e
yp(z) = k1 2® + kow + k3 =32% — 2
é solugdo de (6.37).

Consideremos agora a edo:

Exemplo 93.
y' =3y +2y =2e*. (6.39)

Como r = 2 éraiz de r — 2, podemos tomar 7' (y) =y — 2. Temos
Ti(2e*) = (2€*) —2(2€*) = 4€* — 4™ = 0.
Portanto, aplicando 73 a (6.39), temos que resolver a edo

y" =5y +8y —4y=Ti(y" -3y +2y) =T1(2¢*) =0 (6.40)
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cuja equacdo caracteristica é dada por:
P —5r+8r—4=(r—2)>%r—1)=0,

sendo r = 2 raiz repetida de multiplicidade dois, uma solugdo geral da edo (6.40)
é da forma:

yn(x) = (k1 + k) € + ks e®
Como ky €2*+k3 e* é uma solugdo geral da edo homogénea associada a edo (6.39),
para acharmos uma solugdo particular da edo ndo-homogénea, podemos to-
mar ky; = k3 = 0 e procurar uma solugdo particular de (6.39) na forma: y,(z) =
ky x e**. Logo:

Yo = 3yn + 2y, = ki(dxe® +4e*) = 3k 2z e + ) + 2k (z ™)
= Az +4—-6x—3+22)k " =2¢*.
Logo, k1 =2e
Yp(7) = kyxe® = 2 xe”
Observagao 24.

No exemplo acima tinhamos T'(y) = y”" — 3y’ + 2y, T1(y) =y — 2 e r(x) = e**.

Além disso, r = 2 era raiz de multiplicidade um das equagdes caracteristicas
de T'(y) = 0 e de Ti(y) = 0 e era raiz de multiplicidade 2 = 1 + 1 da equagado
carcateristica da edo:

Ti(T(y) =y" —5y"+8y —4y=0
cuja solugéo geral é:
y(z) = Ay xe® + Aye®™ + Age”.

Como A, ?*+ A3 e” resolvem a edo T'(y) = 0 quaisquer que sejam os valores de
A, e A, podemos toma-los iguais a zero; tomar y,(x) = A; ze* e determinar
o valor da constante A; de modo que y,(z) seja uma solugdo de 7T'(y) = r(z).

Consideraremos os casos em que 7(z) é da forma:
P, () € coswx ou P, () " senwx (6.41)

onde P,,(x) é um polindmio de grau m.
Suponha que r(z) é da forma (6.41), entdao tome como uma solugdo experimen-
tal para y, uma funcdo da forma

yp() = 2° (A 2™+ - +Ay 2+Ag) € coswa+(By, 2"+ -+ By 1+ By) e senwxz)

com s 0 menor inteiro ndo-negativo tal que nenhum termo em y, duplica um
termo de uma base da equa¢do homogeénea associada. Determine os coeficien-
tes de y, susbtituindo y, na equagdo ndo-homogénea.
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6.5 Exercicios

1. Determine a solugdo geral das edo’shomogéneas:

a) y" +2y" = 0. b) v —2y" —y + 2y =0.

o)y +2y" +2y =0. d) v —2y" + 4y — 8y = 0.

e) y W + 2y +y =0. ) y® — 59" + 6y" + 4y — 8y = 0.
g) y + 16y = 0. h) @ — 20" + 4" + 2y — 2y = 0.
i) y® —13y”" + 36y = 0. i)y —4y" + 5y = 0.

k) v — 2y" = 322 — 2z + 1. Dy" —y —2y = —2.

2. Usando o método dos coeficientes indeterminados, determine a solucado ge-
ral das edo’s:

)y —y —y +y=2e"+3. b) y" — 3y’ — 2y = (1 + x).

3. Use 0 método de reducdo de ordem para resolver os seguintes problemas:
a) 2—ty"+ 2t =3y —ty+y=0, t<2; wy(t)=¢c"

b) 2(t +3)y” — 3t(t + 2)y" +6(1 + 1)y — 6y =0; . (t) = >

4. Considerando = > 0, determine uma solugao geral de:
a) x3y/// + 41,23/// -2y =0. b) xBy/// + ny// . 2£Ey/ 12y = 974

5. Resolva o problema de valor inicial

a) b)
y,/,+4y,:x y"'—3y”+2y'=x—|—em
1 3
y(0)=0, ¢'(0)=0, ¥"(0)=1 |y0)=1, +'(0)= 7 y"(0) = —3

6. Use o método de variagdo de pardmetros para resolver os seguintes proble-
mas:

a) 2%y’ —axy' +y=Inz,z>0. b) 22%y” + 5z +y=a* —x = > 0.

c) 22%y" + Tay' + 3y = cos(\/1).
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7. Mostre que, se y; é uma solucdo de

"+ p1()y" + pa()y + p3(t)y =0

entdo a substituicdo y = v(t)y:(t) nos leva a seguinte equacgdo de segunda

ordem para p = v’

10" + (3y) + py)p’ + Byl + 2p1yy + payr)p =0

8. Encontre uma solucdo geral de:
a)y’ —2y —2y=0.

c) 62" + 5xy’ —y = 0.

ey’ — 7y + 10y = 24¢".

g) y" —6y" =3 — cos .

i) 3y" + 10y" + 15y’ + 4y = 0.

k) v — 5y" + 6y = 8 + 2sen .

m) 23y" = 62%y" + day’ — 4y = 0.

qQ) ¥ — 2y + by = e” cos 2z.
s) y" — 2y + 5y = €” cos 2.
w) y 4+ 2" +y = (z - 1)%
w) y" +vy" = 8”.

y) y”+6y’+9y= —xe“.

b) vy + 10y" + 25y’ = 0.

d) 2%y" — dxy’ + 6y = 22" + 2%
£y +3y"+3y +y=0.

h) y" + 25y = 6sen .

i)y — 3y + by = 4z® — 2.

D) y" — 2y +2y =e"tgu.

n) y" — 4y + 4y = 2e” + 4z — 12.
p)yW +y" +y" =0

1)y + 2y +y =senx + 3cos2z.
t) v + 2y’ +y = senx + 3 cos 2z.
v)y"+y = 3.

x)y" —y — 12y = €',

z)y" —y =z +5.

9. Sabendo que y; (z) é uma solugdo da edo dada, determine uma solugao geral

de:
a) Y — 4y’ +4y =0, yi(x) = €.

Q' —4y =2, yi(v) =e .

b) y" + 16y = 0, y1(x) = cos4x.

d) v — 3y + 2y = 5e**, yi(x) = €.
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e) 2%y’ —xy +2y =0, » (x) = xsen(Inz).

f) (1—22—2H)y" +2(1+2)y —2y=0, y1(z) =+ 1.

10. Encontre uma solugdo geral de:

a) ¥ + 3y’ + 2y = sene”. b) 2*y" — xy' +y = 2.
c) zy™ + 6y" = 0. d) xy” — 4y = z*.
e) y” — 2y + 5y = " sen . f) y" +8y" = —62° + 9z + 2,
g) YW — 2"+ =" + 1. h) y" —3y" =3y —y=¢e" —x + 16.
D)y + 3y =2y = 1 . j) 3y" — 6y’ + 6y = e” sec x.
1+e®
k) :L,By/l/ . 6y — O 1) nyl/ + 9(L’y, . 20y — O

11. Resolva os PVI’s:

y" +12y" 4+ 36y’ = 0, y" —2y" + vy =2 — 24e” 4 40e™,
0)=0 0) =1
y ]y =0 oyt
y'(0) =1, y'(0) =3
v'(0) = 7 y'(0) = 3
12. Encontre solugdes particulares de:
a)

y" — 6y + 5y = —9e** e y" — 6y’ + 5y = 5% + 3z — 16.
b) Use o item anterior para encontrar solugdes particulares de
y"'—6y' +5y = 5x*+3x—16—9¢* e  y'—6y'+5y = —102°—65+32+€*.
13. Suponha que m; = 3, my = —5 e m3 = 1 sejam raizes de multiplicidade

1, 2 e 3, respectivamente, de um polindmio de grau seis. Escreva a solucdo
geral da edo linear homogeénea correspondente, se ela for:

a) uma equagdo com coeficientes constantes;
b) uma equagdo de Euler—Cauchy.
14. As raizes de uma equagdo caracteristica ctibica sdory = 4ery = r3 = —5.

Determine uma equacao diferencial linear homogénea correspondente? Sua
resposta é a tinica possivel? Discuta.
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15. Ache a solugdo geral de y” + 6y” + v’ — 34y = 0 sabendo que y;(z) =

e~4% cos  é uma solucao.

16. Considere a equagdo diferencial ay” + by’ + cy = €**, onde a, b, c e k sdo
constantes com a # 0. A equagdo caracterisitca da equagdo homogénea asso-
ciada é ar? + br + ¢ = 0.

a) Se k ndo for raiz da equagdo caracteristica, mostre que podemos encon-

trar uma solugao particular da forma y,(z) = Ae*®, onde A = W2 bkt o

b) Se k for uma raiz de multiplicidade um da equacao caracteristica , mostre
que podemos encontrar uma solugdo particular da forma y,(z) = Aze*?,

onde A =

P Explique como sabemos que k # %"

¢) Se k for uma raiz de multiplicidade dois da equagdo caracteristica, mostre
que podemos encontrar uma solucdo particular da forma y,(z) = Az%e*?,

1
de A=—.
onde 5

a



Capitulo 7

Exercicios Resolvidos

por Augusto César de Castro Barbosa

Neste capitulo, apresentamos uma coletanea de exercicios resolvidos rela-
cionados a varias aplica¢des. Todo o contetido deste capitulo foi gentilmente
cedido pelo professor Augusto César de Castro Barbosa do Departamento de
Analise do IME/UER]J, a quem a autora agradece.

7.1 AplicacOes a Biologia
1. Numa colméia, a razdo de crescimento da populagdo é uma fungdo da po-
pulacdo. Assim
dp
a f(p).

a) Calcular p(t) para f(p) = Bp, onde [ é uma constante positiva, e deter-
minar a populagdo limite do sistema.

dp

1 1
—=0fp = —dp=pdt = /—dpzﬁ/dt = Inp=pgt+c
dt P P

p=e" = pt)=ke’, onde k=¢°
p(0)=py = po= ke* = k=p
p(t) = poe™

No célculo da populagédo limite (supondo p, > 0) temos

p(t) =poe™ = lim p(t) = +oo

t—o00

161



162 CAPITULO 7. EXERCICIOS RESOLVIDOS

b) Encontrar p(t) para f(p) = Sp— k*p?, onde 3 e k sdo constantes positivas.

Calcular novamente a populacdo limite do sistema.

dp 1
= kp® ————dp = dt
o ==kt = Gy 2P

> B\ g B
Bp — kp* = —(kp® — 0p) = <p —Ep) =—k <p —Epi%Q)

R

g

1 1 1 .
/dek/< 5)2 ﬁzdp <Se]am u=p—g,a=
p

u=asec,
du=asecf 2 048 _1/ 1 du:—l/ asccfigh

k| u2— a2 k] a*(sec?0—1)
1 [asecOtgh 1 sec 0
=— [ ————df = —— | —db
k/ a?tg? 0 ak tgf
1 1 1
= sen@da =-—— /cossec 0do

1
=—— In(cossec § — cotgf) + ¢

u
U a
t secd = - = cosf=—
a U
\9 W=d*+12 = t=+vVu2-—a2
a
2 2
u? —a U
sen = — = cossecl) = ———
U W2 — a2
sen 0 u? — a? a
tgh = = = cotgf =

cos a u2 — g2

g

)

2k
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1 / 1 p 1 | { u—a } 1 u—a
k u? — a? ak vuZ — a? ak \/(u—a>(u—|—a)
B _i u—a
 ak u+a
1 1 U—a
——dp=——1
/ﬁp—kpzp ak u+a
Temos entdo que
1 | uU—a - N 1 | u—a -
——1In = c ———1n = c
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Uma forma mais simples de obter p(?):

dp 1
— = 0p — kp? = Bp — kp® ———dp=dt
o = p ke, f0)=Pp k" = T
1
= —d :/dt
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1 1 k 1
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1 k 1
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st
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No célculo da populagao limite temos
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2. A populagdo de uma cidade é de 1.000.000 de habitantes. Houve uma epi-
demia e 10% da populagdo contraiu um virus. Em sete dias esta percentagem
cresceu para 20%. O virus se propaga por contato direto entre individuos en-
fermos e sdos (logo, é proporcional ao ntimero de contatos). A partir destes
dados e supondo que o modelo seja fechado, isto é, a populacdo se mantém
constante, sem nascimentos, mortes ou migracdo, e os individuos tendo toda
a liberdade de interagir, calcule:
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a) A proporgao de individuos enfermos e sdos, como uma fungao do tempo.
nS
r=—, y:za $’+y:1, Ne+Ng=n

onde

n = nuamero total de habitantes

n. = namero de individuos enfermos
ns = namero de individuos saos

x = proporcdo de individuos enfermos
y = proporcdo de individuos sdos

dr de_
ar Y ac Y

onde £ é a constante de proporcionalidade dos contatos.

dx
—1- — k(1 —
Yy ro= o = ka(l —x)
1 1
———dr =kdt = /7d:v:k/dt
z(1—x) z(1—x)
1 A B
=—+ = 1=A(1l—-z)+ Bx

zx(l—z) = 1-=x
= 1=B-Azrz+A = A=1 e B=A=1

N S SN
r(l—2) 2 1—2

Inz—In(l—2z)=kt+c =

d:z:—l—

o=k [

=kt+c
-

= = Ac®* onde A =¢°

1—=x
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b) O tempo necessario para que a percentagem de individuos enfermos seja
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de 50%.

E1 2 =9 = E1 9—l 9 = t—7g~19dias
exp 7n4 = 7n4—n = l o~
n_

4

3. Em marco de 1987, a populacdo mundial atingiu 5.000.000.000, e estava cres-
cendo a taxa de 380.000 pessoas por dia. Assumindo-se taxas de natalidade e
mortalidade constantes, para quando se deve esperar uma populacdo mun-
dial de 10.000.000.000?

dpP

1987 — P(0) = 5.10°, —(0) =3,8.10%d!
dt

dP 1 1
— =kP —dP = kdt —dP=Fk [ dt
it - P = / P /
mP=kt+c = P(t)=ce™ onde c=e”

P(0)=510° = 510°=ce"® = ¢=5.10
P(t) = 5.10%"

dP
E(O) = 3,8 x 10° x 365 = 1,39.10% "

dP dP
— = kP =510%e" = —(0)=5.10%
dt ‘ a0
1,39.108
510% =1,39.10° = k="'"—=27810"
’ 5.10° ’
P(t) = 5.10%"%
=?| P(t) = 10.10°
10
1
1010 = 5.10%e%9%" = 0,028t = In = t= In 2 ~ 25 anos

5.109 0,028

A populagéo atingird 10'° em 2012.
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7.2 Aplicacdes a Fisica

1. A velocidade de desintegracdo do Radio é diretamente proporcional a sua
massa no instante considerado.

a) Determine a lei de variagdo da massa de Radio em func¢do do tempo,
sabendo que no instante ¢ = 0 a massa era m.

dm_ o Xam— k= /idm:—k/dt
dt m m

Inm=—kt+c = m=Ae ™ onde A=¢°

m0)=my = my=Ae " = A=m,

m(t) = moe

b) Qual o intervalo de tempo necessério para que metade da massa inicial
de Radio se desintegre? (k = 0,000436a1)

kt =

@:moe’ =e M = lnlz—kt = t:lln2%1590anos
2 2 k

2. Segundo a lei de Newton, a velocidade de resfriamento de um corpo no ar
é proporcional a diferenca da temperatura 7" do corpo e a temperatura 7, do
ambiente. Se a temperatura do ambiente é de 20°C e a temperatura do corpo
cai em 20 minutos de 100°C a 60°C, dentro de quanto tempo sua temperatura

descera para 30°C?

dr 1

1
o RO -T) = dT = kit = /Ta_TdT_k/dt

~In(T, - T)=kt+c;, = W(T,-T)=—~kt+tec, = T,—T=cze™
= T=T,+ Cge_kt

T(0) =100°C = 100=20+cze ™ = ¢3=280
T(t) = 20 + 80~

T(20) =60°C = 60=20+80e > = ¢ 2=_—==2

1
—20k = —1In2 = —In2
= 0k n = k 2On

t
T(t) = 20 + 80 exp (—% In 2)
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t? | T(t) = 30°C
t t
30 = 20 + 80 exp (—2—01112) = 10=80exp (—2—01n2)

= ! t12
—=exp|—=1In
s P\ T

208  20.3.In2

In2  In2 = 60 min

t
—In8=——1In2
ns 20 n =

Obs.: In8=1In2%=3In2.

3. Uma bola de golfe de massa 0, 5kg recebe uma tacada que lhe imprime uma
velocidade de 72km.h~'. Supondo-se que a bola permanece em contato per-
manente com o chado e sabendo-se que a forca de atrito sobre ela é de —5N,
qual a distancia percorrida pela bola até ela parar?

m = 0, 5kg, v="T2km.h"t =20m.s", f.=—5N

dp dv Ja
@ _ w_ dv = 2t
g e T =l = dv="0

/dvzé/dt = v:&t—ircl
m m

v(0) =20 = 202&.0—1—61 = =20
m

oty — 2o

—t+20=— > t+ 20 =—10t + 20
m i)

Como v=—,
dt

d
d—j = —10t+20 = ds=(—10t+ 20)dt

/ds:/(—10t+20)dt = 5= —5t"+ 20t + ¢

s(0)=0 = 0=-50+200+c; = =0
s(t) = —5t* 4 20t

O tempo necessdrio para a bola parar — ¢ | v(t) = 0.

v(t)=0 = —-10t4+20=0 = t=2s
)=

5(2) = —5.2% +20.2 = —20 + 40 = 20.

A bola percorre uma distancia de 20m até parar.



170 CAPITULO 7. EXERCICIOS RESOLVIDOS
4. Considere

Dadas as condiges iniciais

{’U(O) Vo,
r(0) =z

determine as expressdes da velocidade e da posi¢do em funcdo do tempo

o

— pesodo corpo e

—

=

reacdo normal da superficie do plano inclinado

Podemos decompor o movimento do corpo nas dire¢des x e y.

1. Direcao y.
P,—-N=0 = N=PF, = N=mgcosd onde P =mg
2. Direcao .
d d
P.=ma = mgsenf=ma = gsenf d—: onde a:d—?;
Obs.: v=w,

dv=gsenfdt = /dv:gsen9/dt = wv=gsenbt+c

Como v(0) = vy,

vo=gsenf.0+c = c=vy = v=1vy+gsenbt
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Temos também que

dx d:c
V= = —vo+gsen0t

dr = (vo + gsenft)dt = /dx—/v0+gsen9td
= x—vot+2gsen9t2+k
Como z(0) = =,
1 2
xO:v0.0+§gsen00 +k = k=ux
1 2
x:xo+vot+§gsen0t

5. Vamos considerar agora o plano inclinado com atrito e o corpo sujeito a
resisténcia do ar.

f — forga de atrito cinético de contato e R — resisténcia do ar

—

R = —~7, f= _N|]\7|aﬂc

Direcao z.
dv
P.+f+R=ma = mgsent —uN — Y =moy
1
dv = —dt
mgsenf — uN — yv T
N = 0 1 1
(N = mg cos) mz—/m
mg(sen — pcosf) — m

1 1
= ——In[mg(sen® — pcosf) —yv] = —t + ¢
Y m

In [mg(sen @ — pcosf) — yv] = Dy ¢
m

= mg(senf — pcosf) —yv = 626_% onde ¢, =e¢€

C1

e ¢ =—9c

1 7
v=— [mg(sen& — pcost) — cge’ﬁt]
v

1
v(0)=vy = 9= —|mg(send — pcosf) — co
Y

= v =mg(sen — pcosf) —co = co =mg(sent — pcosf) — yug
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Temos entdo que

]_ .
U(t) == _1 mg(sen@ - ILLCOS 9) <]_ — € ;Lt) /er—%t
/y —l—

) 1
tilinoov(t) = ;mg(sen@ — pcosf) = vy,

6. Um assado pesando 2, 5kgf, inicialmente a 10°C, é posto em um forno a
280°C as cinco horas da tarde. Depois de 75min a temperatura 7'(t) do assado
é de 90°C. Quando serd a temperatura do assado igual a 150°C?

17:00 — ¢t=0
T(0) = 10°C, T(75) = 90°C, T, — ambiente

dT’ dT’
ey Y S © _k2s0—T
Lokr -1 = T opeso-n
1
= 280—T=DBe ™ onde B=¢°

TO)=10 = 280-10=B.1 = B=270
T(t) = 280 — 270e~**

1. /190
T(75)=90 = 280—270e ™ =90 = k=——In (—)

k=0,0047 = T(t) =280 — 270e %0047

=7 | T(t) = 150°C

1 130
150 = 280 — 27000047 t=— In( —
¢ = 0.0047 "\ 270

t ~ 155min
T = 150°C por volta de 19:35h

7. Considerando um péara-quedista em queda livre, sem o acionamento do
péara-quedas, determine a sua velocidade como uma fung¢do do tempo e sua
velocidade limite. Considere v(0) = 0.
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R

P

mg—u=ma = mg—yw=mo;
1 1 1 1
. w=—dt = /7dv:—/dt
mg — yv m mg — yv m
1 t fyt
——In(mg =) =—+c = In(mg—w) - —+k, k=-c
Y m m

_a
mg — v = koe m’, ko = ek

1
v =mg — kge’%t = v=—(mg— kze’%t
7 v

8. Refaga o exercicio anterior considerando o para-quedas aberto. Considere
v(0) = vy.
m = mq + ma, R= —/\v%\y
m; — massa do para-quedista
me — massa do para-quedas
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—1=(A+ BV v+ (A-B)/mg
(A+ B)VA=0 = A=-B

(A-B)ymg=-1 = -2Bymg=-1 = B=_——

1 1 1 1
mg—M?  2./mg Lﬁ —Jmg oV \/m—g]

1 1 1 1
/mg—)\v2dv:_2\/m—g {/vﬁ—\/m—gdv_/mdv}
= ;gA [m(v\/X—\/rTg)—ln(v\/X-I—\/TTg)}

:%/dt:%—kc
wWA=Vmg\ _ L, Jo
hl(—v\/X—I—\/m—g)_ 2 m(t—i—)

v — /mg = (bW + /mg)kexp —2t\/%> onde k =exp (—20\/%)

A A
vV [1 — kexp (—Qt\/ g_) = /mg (1 + kexp (—Qt g_))
m m
A
1+ kexp | —2t4/ 97
mg m

o(t) = \/:

A g\
1—Fkexp | —2t\/ —
m

mgl+k m m
WO =t = w2 k= Sk 5
mg
Vo — v
k @‘i‘vo = V9 — @ = kzi)\
A VoA mg
RRRSY
myg

vr = Jim vft) = /=
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Movimento Harmonico Simples

Pmmmm¥ m

Logo,
d*x dx  kx

ou

d? k

d—tijwzx:O onde w= — obs.: T:Zm/%

) _ dx )
Determine a solugdo de pTe) +wz=0
Célculo de ),
- N d*x 2

Equacdo Homogeénea: 12 +w'z =0
Equacéo Caracteristica: rP4+w?=0 = r=wi e Try=-—wi

z(t) = c1e™' + coe™™ = ¢1(coswt + i senwt) + co(coswt — i sen wt)

= (1 + o) coswt +i(c; — ¢3) senwt
Fazendo

c1+cg=Acos¢p e i(cg —co) =—Aseng,
x(t) = Acoswtcosp — Asenwtsengp = z(t) = Acos(wt + ¢)

175
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Oscilador de Torgao

O péndulo de tor¢do consiste em um corpo suspenso por um fio (figura que
segue) de modo que a linha OC passe pelo centro de massa do corpo.

0

Quando o corpo sofre uma rotagdo de angulo 6, a partir de sua posi¢do de
equilibrio, o fio é torcido e passa a exercer um torque 7 sobre o corpo, em
torno de OC, que se opde ao deslocamento § com médulo proporcional a 6.
Podemos entdo escrever que, para pequenas torgoes,

T = —k0,

onde k é o coeficiente de tor¢ao do fio. Chamando de I o momento de inércia
do corpo em relacdo ao eixo OC,

d?0
T:]O[ = —k:Qz]@
0 kg
a2 I~
ou
20
@‘i‘wezo

onde « é a aceleracdo angular e

k I
2= T:2\/j
W=, ™%

A partir da equagdo para o periodo, podemos determinar experimentalmente
o momento de inércia de um corpo, deixando-o suspenso por um fio cujo
coeficiente é conhecido e, em seguida, medindo o periodo 7" de oscilagdo.
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Determine a solugéo de

&0 + k@ =0

ez I
Solugao:

d*0 9

ﬁ +wh=0
Equacgéo caracteristica:

0(t) = c1e™t + coe™™" = ¢y (coswt + isen wt) + cy(coswt — isen wt)
= (¢1 + ¢2) coswt +i(c; — ¢2) senwt
c1+ co = 0y cos o
{z’(cl — ¢3) = —bsen ¢
0(t) = Oy coswt cos ¢ — Oy sen wt sen ¢
0(t) = Oy cos(wt + @)

0(t) = 0 cos (\/?t + ¢>

ou

Péndulo Simples

Um péndulo simples consiste de uma particula de massa m presa em um
ponto O por um fio de comprimento / e massa desprezivel.

As forcas que agem no péndulo sdo a tragio T no fio e o peso P, que estd
decomposto na figura em suas componentes tangencial e normal (radial).
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Obs.:

Componente tangencial —  forca restauradora
Componente normal —  forca centripeta

|Fx| = |T| = mgcos), |Fr| = mgsen
Da figura
Fr=—mgsen,
onde o sinal negativo indica que a forga tem sentido oposto ao deslocamento.
Mas,

Er d(16) 420

FT:maT:m@:m o :mlﬁ
onde x = l6. Logo,
d*0 d*0
mlﬁ = —mgsenf = el + %sen@ =0.
No limite em 6, § € muito pequeno,
senf ~ 6
e a equagdo se torna
a’0 g
— 4+ =0 =0.
az

Vemos desta equacdo que, dentro da aproximacdo de dngulos pequenos, o
movimento do péndulo simples é harmonico simples, com

wQ:g e T:27r\/z.
[ g

0 = 5%~ 0,087267 rad
sen ) = 0,087156
tgd = 0,087489

0
sent _

Obs.: Em radianos

g
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Para um angulo ¢ qualquer, pode ser demonstrado que

[ 1 0 9 0
TZQW\/;(1+Zsen2§o+asen4§0+...)

Determine a solucdo da equacao diferencial:

a’0 g
0L 99,
az T

Equacgéo caracteristica:

r2+%20 = n:\/%i:m, TQZ—\/%i:—W'i

0(t) = c1e”™ + e = ¢y (coswt + isen wt) + cy(coswt — isen wt)
= (c1 + o) coswt +i(c; — o) senwt

= 0y coswt cos ¢ — By sen wt sen ¢ = Oy cos(wt + ¢)
onde

Oy cosp = ¢ + ¢ e —bpsen ¢ = i(c; — ¢3)

[
0(t) = 0 cos <\/;t + ¢>

Temos finalmente que

Péndulo Fisico

179

Denominamos péndulo fisico qualquer corpo rigido que pode oscilar livre-

mente em torno de um eixo horizontal sob a acdo da gravidade.
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centro de massa
momento de inércia
massa do corpo

oC

a S ~ Q

L

Obs.: Todos péndulo reais sdo péndulos fisicos.

i j k )
T=7Xp=|dsenf —dcosf 0= —dmgsenbk
0 —mg 0

A componente z do torque que age sobre o corpo é

T, = —mgdsen 6.
Por outro lado,
7. = la,
onde
d*0
a=—
dt?
é a aceleracdo angular. Dai
d*0 d*0 d
I@ = —mgdsent = ) + mIg sen = 0.
Supondo que as oscila¢des sdo pequenas (§ << 1),
d*0  mgd
az T =0
Neste caso,
w? = M e T =21y —.
1 mgd

Determine a solucdo da equacgdo diferencial

d*0  mgd

az T =0

CAPITULO 7. EXERCICIOS RESOLVIDOS
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Equacédo caracteristica:

o, mgd _[mgd
r+—] =0 = rn= i

1= wi, rg = —

mgd
I

1= —Wwi

0(t) = c1e”™ + e = ¢y (coswt + isen wt) + cy(coswt — isen wt)

= (c1 + ¢g) coswt +i(c; — o) senwt

d
= 0y cos wt cos ¢ — Oy sen wt sen ¢ = Oy cos ( %tj%b)

I

Movimento Harmoénico Amortecido

181

Quando estudamos o oscilador harmonico, supomos as forcas conservativas.

Na pratica, sempre existe dissipacdo de energia.

Vamos supor que, além da forga restauradora
F=—kx,

age uma outra forca de sentido oposto ao da velocidade
F'= —)\v,

onde A é uma constante. Pela segunda lei de Newton,

d*x dx
ma=—kr—X\v = Mmoo = —kr — )\_dt
d*z  Ndv k
+——+—2=0.

a2 " mdt ' m

Podemos reescrever esta equacdo como

d*z dv
W+27E+wox:()
onde
A k
2y = — e w(Q):—
m m

é a freqiiéncia angular natural, sem amortecimento.
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Equacao caracteristica:

—2v &£ /472 — 4w?
P2y +wi=0 = r= 7 27 “0

r=—y+y/-wg =7 — /72—

Consideremos o caso em que o amortecimento é pequeno, isto é v < wy.

Assim,
r=—y+ P —wi =7+ /(0 =) =~y +yJuf —
= —v —\/wi —~%
w=/wi—* = r=-—y+wi ro = —7y — wi
l'(t) _ Clemt + 6261"215 _ Cle(f’eriw)t + 626(7'yfiw)t
= e " [c;(coswt + isenwt) + cy(coswt — i sen wt)]
=e " |(c1 + ¢) coswt +i(cy — ¢p) sen wt]
= e " [Acoswtcos ¢ — Asenwtsen ¢]
onde
c1+co=Acoso e i(c; —cg) = —Asen ¢
z(t) = Ae™ " cos (wt + ¢)
Obs.:

1. Se 0 amortecimento é muito grande, v pode se tornar maior do que wy.
Neste caso, ndo ha oscilagoes.

ri1t

2(t) = cre™t + e’

onde
r=-y+1/7—-wi €R
ro=—y—1/7v—-w; €R

2. A energia perdida pela particula que executa oscilagdes amortecidas é
absorvida pelo meio ambiente.

3. A freqiiéncia é menor e o periodo é maior quando existe atrito.
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9. Quando um corpo se move através de um fluido viscoso sob a agdo de uma
forca ﬁ, a forga resultante é F'— Knv, onde K depende da forma do corpo, v é
a velocidade do corpo e 7 é o coeficiente de viscosidade. Obter a velocidade
como fungdo do tempo. Suponha que o movimento seja retilineo, que a forca
aplicada seja constante e que v(0) = vy.

F=ma = F—Knv:m@
dt
dv Kn F 1 Kn
7 - = dv=—— [ dt
i m (“ Kn) / P m/
U_K—n
F F
ln(v—K—n)——Wnt—i—cl = v:K—n—Fce_mt
F F
U(O):UQ = K—Tl‘l—C:UQ = C:UO_K—U

Oscilagdes Forcadas

Consideremos uma forca externa periédica agindo sobre um oscilador (amor-
tecido). Podemos supor que, em geral, o periodo desta forca ndo coincidirad
com o periodo natural do oscilador. A forca externa tem o papel de suprir
continuamente o oscilador com energia, compensando a dissipagao.

Considere
F = Fycoswyt,

a forca aplicada e wy sua freqiiéncia. Vamos supor que a particula esteja

sujeita também a uma forca
F=—kx

e a uma for¢a amortecedora
F' = —)v.
A equacdo do movimento é
d*x
—kx — M+ Fycoswst = m—=
0T dt?

ou

d? d F,
d—tf + 2fyd—f +wiz = EO coswyt (7.1)
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onde
2y = i e w?) = E
m m
A solucgédo de (7.1) tem a forma
x(t) = xp(t) + xp(t) (7.2)
Célculo de xp(t)
Equacdo homogénea: d2_x+2 de +wir =0
Do Exercicio 8,
xp(t) = Ae " cos(wt + @) (7.3)
Caélculo de x,(t)
Temos que
xp(t) = Bceoswyt 4+ C'senwyt (7.4)
2, (t) = —Bwysenwyt 4+ Cwy coswyt (7.5)
y(t) = —Bwj coswst — Cwi senwyt (7.6)

Levando (7.4), (7.5) e (7.6) em (7.1),
—Bw} coswst — Cwi senwyt + 2y [~ Bwy senwyt 4+ Cuwy cos wyt]

F
+ wi [Beoswyt + C'senwyt] = =2 cos wyt
m

Fi{
—Bwj + 2Cywy + wiB = =0
m

—Cw; + 2Bywy + wpC =0

2
C(wi —wj) =2Bwy; = C= 2?%
2yw K
—Bw]% + 27wfw2fy_ Z;zB +wiB = EO
0~ Wy
47°wF + (w§ — w3)? F, _F wh — wi
B 5 5 =— = B=— 5 2 2 2\2
wh — w} m m 4y2wi + (Wi — wy)
Ey 2wy

5472%% + (wg — wj)?
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2(t) = wn(t) + 2, (1)

F, wi — w?

— Ae ™ cos(wt + ¢) + — 55 0 2f 55 COS Wit
m 4y*wi + (Wi — w¥)
o 2077 senwyt

O primeiro termo do segundo membro, solug¢do da equagdo homogénea, re-
presenta oscilagdes amortecidas. Este termo decresce quanto ¢ cresce e, ao
fim de certo tempo, os outros dois termos, que representam oscilagdes forga-
das, sdo os que desempenham papel principal.

Fazendo
cos @t = — sen ¢f = ——
m 47w} + (wh — w3)? m 4y%wi + (w§ — w?)?
obtemos

x(t) = Ae M cos(wt + ¢) + A cos ¢* coswyt — A* sen ¢* sen wyt
= Ae ™ cos(wt + @) + A* cos(wst + ¢%)

Circuito RL

¥—

R
MMM

O comportamento dos elementos que constituem este circuito é regido por
uma equacdo linear de primeira ordem que resulta da aplicacdo das seguin-
tes leis:

1. Lei de Kirchoff

A soma das quedas de potencial elétrico ao longo de uma ma-
lha do circuito é igual a zero.
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2. Lei de Ohm

A queda de tensdo elétrica num condutor percorrido por uma
corrente de intensidade / é proporcional a esta corrente. A lei
se exprime pela equacao

E=RI.

A constante de proporcionalidade é a resisténcia do condutor.

3. A queda de tensdo através de um indutor é proporcional a taxa
de variagdo da corrente.

dl

E=L—
dt’

onde L é a indutancia do indutor.

Temos entdo que

dI dI
E(t)— RI—L— = L— I =FE(t
()=RI—L— =0 = L= +RI=E(

Determine a corrente como fungdo do tempo para:

1. F = K (constante)

dI i K RI
1Y L RI=K a_n M
a T @I T
a1 1 1

S =F(K=RI) = ——dl=di

1 1
/K—R]d]:f/dt

1 1 R
_Eln(K_RI):Zt"i“Cl = ln(K_RU:—Et'FCQ, c2 = —Rey

R R
K—R]:exp{—zt—FcQ} = R]:K—cexp{——t}, c=e?

L
K R
I(t) = 7 teexp {_ft} .

Obs.: lim I(t) =

t—o00
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2. E(t) = Eysenwt

dI dl R Ey
L— I = F, R g
7 + R psenwt = i + 7 7 sen wt

dl dv du

I = — =Uu— —
we=ow T a T a
dv . du N R Ey ;
— — 4+ —uv = — sen
War TVar T T R
dv LR R n du  Ey ;
N - = n
U = L Udt 7 sen w
Célculo de v
d
—U B’U—O = 1dv——Ealt
v L
[ / Sas
—dv=——[dt = v=expy—=t+c
L
= cpe L, cy = €7
Célculo de u
du  Ey N Ry du _ Ey ;
’Udt =7 sen w e~ =7 sen w
d 1E 1 E
_U = _—Oe}L%t senwt = /du = ——O €%t sen wtdt
dt Co L

Célculo de / e™ sen bxdx

z=e" dz=ae"dx
/wdz:wz—/zdw; 1

w = ~3 cosbxr, dw = senbxdx

b b
1 a
— ~3 cos bre®™ + — /e‘”” cos bxdx

1 1
/ e sen brdr = —— cos bre™ + / — cos brae™dx

b

Célculo de / e cos bxdzx

/ axr

7 =e" dY = ae™dx
/w’dz' =w'? — /z'dw'; 1
/ /
w = 5 senbr, dw' = cosbxrdr

187
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/ e™ cosbxrdr = %eam sen bx — / % sen bxae®dx
o 1 ax b a ax bxd
= be sen bz 2 e sen bxdx

1 1
/ e sen bxdr = —ge‘” cosbx + % {Ee‘w sen bx — % / e sen bxdw}

1 2
= —Ee‘” cosbx + b%e‘“” sen bx — Z—z / e™ sen bxdx

2 a br —bcosb
(1 + Z—z) /e‘“D sen badr = - (asen ZQ cos bz)

/eax son bada — e (asenbx — bcos bx)
a? + b?

a b=w

R
L Y

®

™~ =

sen wt — w cos wt)

‘I‘Cg

/eft sen wtdt = i
R
B Let! (Rsenwt — wL coswt)

R2 + w2L2

"‘63

1 Ey Let! (Rsenwt — wL coswt)
u(t) = —— > 575 +cy
Co L R + w L
Eoe%t

B ca(R? + w?L?)

(Rsenwt —wL coswt) 4 ¢4
Observacao:
Asenz — Bceosx = Csenxcosd — Ccosxsend = Csen(x — J)

onde

A=Ccosd e B=Csend
Mas,

B
008(5:6 e senéza
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Dai,
A*  p?
cos’d +sen’d =1 = E+@:1 = (C=VA?2+ B?
Asenx + Bceosz = VA2 + B?sen(z — §)
com
B
send o B B
cosd A A8 ~ wee Y
c
Temos entdo que
Eoe%t

u(t) VR? 4+ w?l?sen(wt —6) + ¢4

- co(R? 4+ w?L?)

onde
w
0 = arctg —
arctg 7
Eoe%t
u(t) = sen(wt — d) + ¢
®) coV R? + w?L? ( )+
Portanto,
Epett
I(t) = u(t)v(t) = o T {c m sen(wt —0) + (34}
2
E
I(t) = ce It 4 0 sen(wt — §)

NiZEaR 2

Note que o termo exponencial se aproxima de zero a medida que ¢ tende
para o infinito. Isto significa que, ap6s um tempo suficientemente longo,
a corrente I (t) oscila de maneira praticamente harmonica.

Obs.: Se L = 0, as oscilagdes de I(t) se encontram em fase com as de
E(t).
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Circuito RC

e

O comportamento dos elementos que constituem este circuito é regido por
uma equagdo diferencial que resulta da aplica¢do das seguintes leis:
1. Lei de Kirchoff
A tensdo aplicada em um circuito fechado é igual a soma das
quedas de tensdo no resto do circuito.
2. Lei de Ohm

A queda de tensdo F através de um resistor é proporcional a
corrente instantanea I,

E = RI,
onde R é a resisténcia do resistor.
3. A queda de tensdo através de um capacitor é proporcional ao
valor da carga elétrica instantdnea armazenada no condutor,
poQ
C
onde (' é a capacitancia.
dQ
Como I(t)=—,
(t)=—
dQ=1(t)dt = Q= /I(t)dt
e

B(t) = % / I(t)dt.
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Logo,

1
RI+Z / [(t)dt = B(t)
Derivando em rela¢do ao tempo,

ﬁ+1[_d_E
dat  C  dt

Obtenha uma expressdo para / em fungdo do tempo, a partir da tltima equa-
cao.

Temos entdo que

dI _ dv du
ar  at T Vd
dv du 1 1dFE
U— +V——+ =5

at " Uat TORY T Rat
(du U ) dv 1dE
v + =

I =uwv

w Cor) T Yad T R a

Célculo de u

%—i—i = ldu——idt
dt  CR v  CR
1 1
—du=——— [ dt Inu=———=t
/u U R = nu OR +
1
u—cgexp{—@t}, Co = €%
Célculo de v
et _LdE - _dv 1 dE o
2 dt ~ R dt dt — R dt
v—i/eCth—Edt—i-c
- CQR dt 3
I =uwv
¢ 1 ¢ dE
I(t) = cye” RC {@—R/emﬁdt—'—%}
1 dE
R
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10. Na dltima equagdo, obtenha I(¢) para:

1. F = A (constante)

t ]_ t dE
[(t) = e RC {E\/emﬁdt—i_l{},
a5 _

2. E(t) = Eysenwt

dE
— = wkycoswt

dt

t 1 t
I(t) =e ®C {ﬁ/eCRwEO coswtdt + k}

t E t
= ¢ RC {u / €CR cos witdt + k:}
R
Caélculo de / e™ cos bxdx

ax

u=e"" du=adr
/udvzuv—/vdu; 1

v = i senbr, dv = cosbxdx
1 1
/ e cosbrdr = Ee” sen bx — / 5 sen brae™dx

1
— Eea” sen bx — % / e sen bxdx

Célculo de / e sen bxdzx

1
v = — cos br, dv' = senbxdx

1 1
/ e™ sen brdr = —Ee” cos bx + / 5 cos brae® dx

u =e",  du = ae™dx
/u'dv' =u'v — /v'du';

1
= —Ee” cos bx + % / e cos bxdzx.
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Logo,

axr _ 1 axr a 1 ar a axr
/e cosbxda:—be sen bx b{ be cosbw—l—b/e COSb(Ed(E}

1 a 2
= ge‘” sen bx + b—Qe‘”” cosbr — — [ e cosbxdx

b2
e (bsen bz + a cos bx)
b2
e* (a cos bx + bsen bx)
a? + b?

a’® + b?
12

/ e™ cosbxdr =

/ e™ cos bxdxr =

1
a:—%, b=w

1
e% (% cos wt + wsen wt)

R 1
R2C?
CUEO R202

= R+ 205 RO (coswt + wRC senwt) + ke™ 7o

+ k
+ w?

Mas,

coswt + wRC sen wt = —c’ sen § cos wt + ¢’ cos d sen wt
onde

—c'send =1 e ¢ cosd = wRC
coswt + wRC senwt = ¢/(cos d sen wt — sen § coswt) = ¢ sen(wt — 9)
(—c'send)? + (dcosd)? =1+ (WRC)* = ?*(sen?d + cos?d) = 1 + (WRC)?

= ¢ =+/1+(wRC)?

coswt + wRC senwt = /1 4+ (wWRC)? sen(wt — 0)

E ¢
I(t) = HWT% 1+ (wRC)?sen (wt — 0) + ke™ R
= wkyC sen (wt — 0) + ke e
V1+ (wRC)?
—send =1 N —c’sen(S_ 1
c cosd =wRC dcosd  wRC

1
tgd = ——— ou 0 = arctg (—m)
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Circuito RLC

A equacdo diferencial de segunda ordem que descreve o comportamento da
corrente elétrica em fungdo do tempo nesse circuito resulta da aplicagao das
seguintes leis:

1. Lei de Kirchoff

A tensdo aplicada em um circuito fechado ¢é igual a soma das
quedas de tensdo no resto do circuito.

2. Lei de Ohm

A diferenca de potencial aplicada aos terminais de um resis-
tor metédlico mantido a temperatura constante, é diretamente
proporcional a intensidade de corrente elétrica que o atravessa.
Escrevemos

E =RI.

3. A queda de tensdo através de um indutor é proporcional a taxa
de variacao da corrente. Isto é,

dl
E=L—.
dt
4. A queda de tensdo através de um capacitor é proporcional ao
valor da carga elétrica armazenada no condutor. Temos entdo
que
-9
C
Portanto
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Derivando em rela¢do ao tempo, obtemos

21 dl 1. dE
L gt L, db
e iy Ly

Considerando FE = Ejysenwit,

dF
g = wyFEycoswit
e ficamos com
d?1 dl 1
Lﬁ + RE + 5[ = wyFy coswit
d2I+RdI+ 1[_le0 ;
a2 " Lat Lot T L
ou
d’I dl 9
7 + QbE +wyl = Fcoswt
onde
R 1 leo
—=2b — =w?
7 Yo R L

Resolva a equagdo diferencial acima.
d*I
dt? dt

Solugdo da equagdo homogénea

d?I dl
—— 42— +wil =0
a2 Vg T

Equagéo Caracteristica: 72 + 2br + w? = 0

dl
— +2b— +wil = Fcoswit = I(t) = L,(t) + L,(t)

—2b + \/4b? — 4wk
r= 5 wO:—b:I:\/bQ—wg

Consideremos o caso em que b* < w?. Neste caso,

I(t) = cre™" + cpe™! = ¢y exp[(—b + iw)t] + co exp[(—b — iw)t]

195
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onde w = /w}—"b?

I,(t) = e [c)(cos wt + isen wt) + cy(coswt — isen wt)]
= e " [(c; + ¢p) coswt + (1 — ¢p) sen wt]
= e " [Acos ¢ coswt — Asen ¢sen wi]
I(t) = e " Acos(wt + ¢)

onde
1+ co = Acoso e c1—cg = —Aseno
Solugao particular

I,(t) = Pcoswit + Qsenwit =

dI d*I

i —Puw;senwt + Qu; cos wit e i —Pcul2 cosw;t — Qw? sen wt

Levando na equacao

d*I dl
a2 + 2b$ +wil = F coswit,

obtemos

—Pwji coswit — Qu;i sen wit + 2b [— Pw; sen wit 4+ Quy cos wyt]
+ wi [P coswit + Q senwit] = F cos wit

[—Pw? + 2bQuw; + wgP] cos wt + [—Qw? — 2bPw; + ng} senw;t = F coswt

—Pw? 4 2Qbw;, +wgP = F
—Quw? — 2Pbw; + wiQ =0

wal
2Pbw; = Qwg —wf) = = ———P
w = Qwy — wy) Q WE — w?
2b 4b2 2 2 02)\2
P2 pigp—F = p|WetW @) g
Wo — W Wo — W
wa — w? 2bw,

e @

T AW+ (W — wP)? T AW+ (WE — w?)?
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2 2
Wo — W

402w} + (wg — wi)
wal
402w} + (w§ — wi)?

I(t) = Ae " cos(wt + ¢) + F 5 coswit

+ F sen wyt

Observe que primeiro termo do segundo membro da dltima equagdo repre-
senta oscilacdes amortecidas. Quando ¢ cresce, este termo decresce, de modo
que ao final de um certo intervalo de tempo, os outros dois termos desempe-
nharao o papel principal.

Fazendo
wi — w? 2bw;
Gcosd=F 0 L e Gsend = F ,
402w} + (wE — w})? 40207 4 (wE — w})?
obtemos
I(t) = Ae™" cos(wt + ¢) + G cos(wit + §)
onde
wal
tgd =
ST

11. Um tubo em U estd cheio com um liquido homogéneo, que é levemente
comprimido em um dos lados do pistdo. O pistdo é removido e o nivel do
liquido em cada ramo oscila. Determine a altura do nivel do liquido em um
dos ramos em func¢do do tempo.

T
z=0 1 ,l:z,,,, //T-I—Z
e

Consideramos o fluido ideal.

Caracteristicas do fluido ideal:

1. Escoamento uniforme — avelocidade do fluido em qualquer ponto
ndo muda com o tempo, em magnitude, em direcdo e em sentido.
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2. Escoamento incompressivel —  a densidade do fluido é constante.

3. Escoamento ndo-viscoso —  um objeto se movendo através do flui-
do ndo experimenta nenhuma forga resistiva devido a viscosidade.

4. Escoamento irrotacional —  um corpo imerso no fluido nédo gira em
torno do eixo que passa pelo seu centro de massa.

Quando o nivel em um dos ramos do tubo em U desce de uma quantidade
z, a diferenga de pressdo do liquido entre os dois ramos é

Ap = 2pgz,

onde p é a densidade do liquido e g é a aceleracdo da gravidade. Dessa forma,
a forca restauradora pode ser escrita como

F =—-AAp =2pAgz,

onde A é a 4rea da secdo transversal do tubo. Temos entdo que

m% = —2pAgz = % + %z =0.
Mas,
2pAg _ 2pAg _ 2pAg 29
m pV pAl l
Dai,
2
% + Qng =0,

onde [ é o comprimento total da coluna liquida e m = pV é a massa total de
liquido.

Equacdo Caracteristica: r?+ =2 =0

29 . 2g .
rE=4/—1 ro = —{/—1
1 l ) 2 l

2(t) = c1e™" + e

29
z

2
onde w = 7‘(]

2(t) = c1(coswt + isen wt) + ca(coswt — i sen wt)
= (c1 + ¢g) coswt + (c1 — o) sen wt
= Acos ¢ coswt — Asen ¢ senwt = A cos(wt + ¢)
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onde

1+ co=Acoso e c1 —cg = —Asen ¢

z(t) = Acos <\/?t + ¢>
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Capitulo 8

Transformada de Laplace

A transformada de Laplace permitird que obtenhamos a solu¢do de uma equa-
¢do diferencial ordindria de coeficientes constantes através da resolucao de
uma equagao algébrica.

A transformada de Laplace de uma funcado f é uma transformada integral. Isto
é, ela é da forma:

B
Y(s) = / K(s,t) f(t) dt. (8.1)

A fungdo K (s,t) é chamada de nicleo da transformada.
Para definir a transformada de Laplace, precisaremos da nogdo de integral im-
proépria. Veja [L].

Defini¢do 30. Seja f : [0, +00) — R. A transformada de Laplace da fungio f(t) é
denotada e definida por:

Fs) = L{f(1)} = / Tt p a,

se a integral imprdpria converge, pelo menos para algum valor de s.

No caso da transformada de Laplace, o nticleo da transformada é e~ *".

Exemplo 94. f(t)=1,t >0
Aplicamos a definic¢do:
A efsA 1

F(S)Zﬁ{l}z/ etdt = lim [ e™*'dt= lim (— +2) =
0

A—oo 0 A—oo S S

)

1
S

se s > 0.

Exemplo 95. f(t) = ekt ¢t >0

201
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Aplicamos a definic¢do:

F(s) = L{"} :/ e st ekt dt :/ et qt
0 0

A (k—s)A 1
T (k=8)t 3¢ — lim ( — & _
i, fy e = i (= 5= =)
1
s —k
se s > k.
Exemplo 96. f(t) =1t*t >0
Aplicando a definigéo:
00 A
F(s) = L{t*} :/ e t*dt = lim e 3 dt
0 A=00 Jo

_ e SAA3 35442 GesMA Ge 4 6 6
A s 52 53 s4 st

se s > 0.

0 0<t<5H
Exemplo 97. f(t) = { e Usts

5 se 5<t
oo A
F(s)=L{f(t)} = / e S f(t)dt = jim Se st dt
0 —>*Js
—b5s —sA —5s
_ 5 lim {e G } _ S5e |
A—o0 S S S

se s > 0.

Como a transformada de Laplace envolve integragdo, é natural que a transfor-
mada herede propriedades da integral. Uma destas propriedades é a lineari-
dade.

Sejam f e g duas fungdes cujas transformada de Laplace existem para s > a; e
s > ag, respectivamente. Entdo, para s > max{a,, a»}, entdo:

Llaf(t) + Bglt)} = / e (af (1) + Bolt)) di

:aA () +ﬁ/

=aLl{f(t)}+5L{g(t)}, paratodo a,F€R.

Acabamos de provar o seguinte teorema:
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Teorema 13. Se « e (3 sdo constantes, entio

L{iaf(t) +Bg(t)} = aL{f()} + 5 L{g(1)}
para todo s tal que as transformadas tanto de f quanto de g existam.

O resultado acima permitem que calculemos a transformada de algumas fun-
¢Oes a partir de outras transformadas ja conhecidas.

Exemplo 98. Calcule L(5 + 8t%) set > 0.
1 6
Como L(1) = e L(t3) = =Y aplicando o teorema:

L(5+8t%) =5L(1) —8L(t?) _5_ 8

s st

se s > 0.

Exemplo 99. Calcule L(cosh kx) e L(sinh kx) set > 0.

eka} +e—kw . )
Como cosh kz = S e L(e") = o se s > k; aplicando o teorema:
8 R
Llcoshka) = 5 L) 4+ = L(e™) =
coshka) = o L{e 5 Lle = g2
se s > k. Analogamente L(sinh kz) = =g ses> k.
52 _

8.1 Funcdes de ordem exponencial

Agora, desejamos saber que tipo de fun¢des possuim transformadas de La-
place.

Defini¢ao 31. Uma fungio f é continua por partes em um intervalo [, 3] se o inter-
valo puder ser particionado em um niimero finito de subintervalos

(tistiyn), a=to<ty<---<t,=0
tais que
1. f é continua em cada subintervalo aberto (t;,t;11)
2. Sdo finitos os limites laterais:

lim f(t) e lim f(t), 0<i<n-—1,

t—tf t—t,

existem
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Exemplo 100. Consideremos

0, parat <2
t) =
f®) {1, parat > 2

A fungdo f é continua por partes em R, pois f é continua nos subintervalos
(_007 2) e (27 +OO)
lim f(t) =1, lim f(¢) = 0.

t—2+ t—2—

Exemplo 101. A fungio

t+1
)= ——
£ =
ndo é continua por partes em [0, 4] pois
lim f(t) = +o0.

t—1%

Definicao 32. Uma fungio f é de ordem exponencial em [0, 00) se existem constantes
C > 0ek, tais que

[f(t)] < C e,

para todo t € (0, 00) N Domy.

Exemplo 102. A funcio f(t) = cos 2t é de ordem exponencial em [0, 00), pois para
C=1lek=0,
|f(t)] = |cos2t| < Cef =1, Vt>0

Para a classe da fung¢des que sdo continuas por partes e de ordem exponencial,
a transformada de Laplace esta bem definida e vale o seguinte teorema:

Teorema 14. Suponha que
1. f seja continua por partes no intervalo [0, A] para qualquer A > 0;
2. existem C,k, M € Rcom C >0, M > 0 tais que | f(t)] < Ce* quandot > M.

Entdo, a transformada de Laplace

aﬂsz@z/mfwwﬁ

0

existe para s > k.
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Note que:
[e'¢) M o0
/ et f(t)dt = / e St f(t)dt + / e "t f(t)dt
0 0 M
A A plh—s)t |4
[ letrwla<c [ et c
M M k—sy
e(k:—s)A e(k;—s)M
=C -C .
k—s k—s
Logo
A
lim le ™ f(t)| dt < oo
A—oo [ar

e isto implica:
/ e f(t)dt < oo.
0

O Teorema acima nos diz que se uma fungdo for continua por partes e de or-
dem exponencial, entdo esta fun¢do tem transformada de Laplace e sabemos
também que a transformada estd bem definida para todos os valores de s mai-
ores do que uma certa constante k.

Corolario 1. Se f(t) satisfaz as hipéteses do Teorema 14, entdo:

lim F(s) =0

§—00

Até agora, estabelecemos no Teorema 14, condi¢des suficientes para que pos-
samos calcular a transformada de Laplace de uma certa classe de funcgdes e
conhecemos, no Corolério, uma propriedade das transformadas de Laplace de
fungdes pertencentes a esta classe. E conveviente observar, que ha fungdes que
ndo satisfazem as hip6teses do Teorema 14 e ainda assim tém transformada de
Laplace. Além disso, dentre estas fun¢des encontramos exemplos cujas trans-
formadas ndo tém a propriedade apontada no Corolario.

Exemplo 103. f(t) =sent, t > 0.
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Claramente f satisfaz as hipoteses do Teorema 14.

A —st
_ e “sent
e Stsentdt = —————
0 S

A oA
+ - / e st cost dt
o SJo

A 1 A
- = / e S'sentdt
o S Jo

82+1/AeStsentdt:—GSAsenA— e*SAcosA_i_ 1
0

eAsen A e cost

S 52

52 s 52 52
Logo,
oo A
F(s) = L{sent} = / e Stsentdt = Aim e Stsentdt
0 —Jo
52 ’ eAsen A e 4 cos A n 1

= im | — - —
82 + 1 A—oco S 82 32
71 >0

= s
s24+1’

Lembremos que estamos interessados em introduzir a transformada de Lapla-
ce para simplificar a resolugdo de equagdes diferenciais. Queremos determi-
nar uma funcao y(t), solugdo de uma equacao diferencial, resolvendo um pro-
blema associado para Y(s), a transformada de Laplace de y(¢). Logo, uma
vez determinada Y(s), queremos encontrar y(t). Ou seja, queremos inver-
ter o operador transformada de Laplace. Para tanto, devemos provar que se
L{f} = L{g}, temos f = g. O préximo resultado nos dira que f e g sdo “quase
idénticas”.

Teorema 15. Se f(t) e g(t) satisfazem as hipoteses do Teorema 14 e
F(s) = L{f} = L{g9} = G(s) para todo s > a (para algum a); entdo, f(t) = g(t)
exceto nos pontos de descontinuidade.

8.2 Transformada Inversa de Laplace

O Teorema 3 nos diz quando equacao:

L{y} = &(s)

el

puder ser resolvida para y(t), a solugdo é “essencialmente” tinica. Esta solu¢do
se chama Transformada Inversa de Laplace da func¢do ¢(s), e é denotada por:

L7Ho(s)}-
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A transformada inversa também é um operador linear. De fato, consideremos
o(s) = Fi(s) + Fa(s) e L{f1(t)} = Fi(s) e L{fa(t)} = F,(s), temos para s > sy,

LLA) + f2(8)} = LLA®} + L{f2(8)} = o(s)

Portanto:

L7HF(s) + Fals)} = L7Ho(9)} = fut) + fo(t) = L7HF(s)} + L7H{Fa(s)}

Exemplo 104. Calcule L7} {

1 6s% — 25" + 24 _ 6 2
st(s?+4) B st 5244

ey ) Qe 2
=L {34 £ s2+4

=3 — sen 2t

652 — 2s* + 24
s(s?+4)

Teorema 16 (1° Teorema do deslocamento). Se L{f(t)} = F(s) existe para s > a
e se c € R, entdo a transformada de Laplace da fungdo e f (t) existe para s > a+ ce é
dada por

L{e“f(t)} = F(s—c).
Reciprocamente, se f(t) = L™{F(s)}, entio

ef(t) =LTHF(s —c)}
Para s — ¢ > a, temos
Pls—a)= [ o= [ e fi = Lie(0)
0 0
A relacdo acima nos diz que

e f(t) =L H{F(s —c)}

O Teorema acima nos diz que uma translagdo no eixo s corresponde a uma
multiplicacdo da fun¢do em ¢ por uma exponencial.

Exemplo 105. Calcule L7'{G(s)} com
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Completando quadrados:

1 1 1
s2—4ds+5  $2—4ds+4+1 (s—2)2+1

Como:
1

F(s) = L{sent} = OEE

s> 1;

logo:
LHG(s)y =L HF(s—2)} = e*sent

Teorema 17 ( Mudanca de Escala). Se L{f(t)} = F(s) existe para s > a > 0 e se
¢ > 0, entdo a transformada de Laplace da fungdo f(ct) existe para s > ac e é dada
por:

cifeny=1r(2).

C C

De fato:

L{f(ct)} = /000 e f(ct)dt = 1/000 e~ <" f(u) du

“e()er () w i

Exemplo 106. Calcule L{f(t)}, com f(t) = sen 3t

Como: |
F(s)=L t} = >0
(s) = L{sent} 271 70
logo:
1 s 1 1 1 9 3
c 3t:—F<—>:— _ - , >0
{sendty = 5 {3 3<§>2+1 32+9 s2+9
3

Teorema 18. Suponha que
1. f seja continua por partes no intervalo [0, A] para qualquer A > 0;

2. existem C, k, M € R com C > 0, M > 0 tais que | f(t)| < Ce* quando t > M
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Entdo, a transformada de Laplace da fungio —t f (t) existe para s > k e é dada por:

L0} = L0} = TR(s),

A aplicagio repetida do resultado acima nos diz que:

LU IO} = L0 = o F(s)

A propriedade acima é ttil para se encontrar uma transformada inversa quando
é mais fécil trabalhar com a derivada da transformada do que com a prépria

transformada.
Exemplo 107. Determine
1
£t {arctg (—)} .
s

Considere: .
G(s) = arctg (-) e gt)=LHG(s)}
S

Logo:

1
_4 __s2 _ 1
Lt} = 7660 = — =~y

2

Calculando a transformada inversa, obtemos

—tg(t) = L7! {— ! } = —sent.

s2+1

Portanto,

Teorema 19. Suponha que

1. f seja continua em [0, A] e que f’ seja continua por partes no intervalo [0, A
para qualquer A > 0;

2. existem C, k, M € R com C, M > 0 tais que | f(t)] < Ce* quandot > M
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Entdo, a transformada de Laplace de f'(t) existe para s > k e é dada por

L{f'(0)} = sLLF ()} = f(0) = sF(s) — f(0)

Sejam t; < ty < --- < t,, t; € [0, A] os (possiveis) pontos de descontinuidade
de f’, logo:

A t1 to A
/ et f(t) dt:/ et f(t) dt+/ et f(t) dt+---+/ et f/(t) dt.
0 0 t1 tn
Integrando por partes,
b b
/ e[ty dt = e f ()] + s / et (1) dt

b
= e f(b) — e f(a) + s/ e "t f(t)dt.

Portanto,
A t
/ e f(t)dt = e f(t1) — f(0) + s / e " f(t)dt
0 0
+e 2 f(ty) — e f(ty) + s/ et f(t)dt

A
b e (A) et (1) + s / et (1) dt

Logo,
A
L{f'(t)} = lim et f(t)dt
A—oo [
A
:}m e A f(A) — f(0) + s lim e S f(t)dt
—00 — Jo

como |f(t)| < CeM, set > M; entdo:
Jim e f(A) <O Jim e* A =0= lim e A f(A) =0

Se f' for continua e de ordem exponencial e f” for conitnua por partes em
intervalos [0, A], A > 0, pelo Teorema 19, temos

L{f"(0)} = sL{f' (1)} = f(0)
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e se, além disso, f for continua e de ordem exponencial, temos
LLf"()} = sL{f' (1)} = f'(0) = s°L{f(t)} = 5f(0) = f'(0)

Na verdade, podemos generalizar o resultado acima para derivadas de ordem
superior.

Teorema 20. Suponha que

1. £, f, ..., fY sejam continuas em [0, A] e que f™ seja continua por partes
no intervalo [0, A] para qualquer A > 0;

2. existem C,k,M € R com C,M > 0 tais que
If(O)] < Cekt | £/()] < Cekt, . | FD(#)] < Cet quando t > M

Entdo, a transformada de Laplace de f™(t) existe para s > k e é dada por
LA} = s"LLF (O} = "7 F(0) = 8" 2f(0) = - = sf72(0) = F7V(0)
Exemplo 108. Calcule L{t"}
Seja f(t) =t"

n!

£{%f(t)} =L{n!} =nlL{l} =—, s>0.

S

L {%f(t)} = S"LLF(O)} + s"LF(0) + s*2F(0) + - -+ sFPD(0) + £V (0),

c{ s} =i,
n!

L{t"} = ——, s>0

Sn+1’

Teorema 21. Seja F'(s) = L(f(t)); entdo:

E(/Otf(x)d:c)zp(s>, se s> 0.

S

Seja g(t) = [, f(x)dx; entdo ¢'(t) = f(t):
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8.3 Resoluc¢ao de PVI

Com a teoria desenvolvida até aqui, podemos aplicar a Transformada de La-
place para resolver problemas de valor inicial.

Exemplo 109. Resolva o PV1I:

Usando o Teorema 20, temos

L/ O =sL{yM}—y(0) e L{y"(1)} = s"L{y(t)} — sy(0) —y'(0).

Portanto:

Lyy" —y' =6y} = L{y" ()} = L{y' (1)} — 6L{y(1)} = L{0} =0
L{y —y —6yy=(s*—s—6)L{y(t)} =25 +1+2=0

Y(s) =L{y(t)} = %

Observe que para determinarmos a solugdo y(t) do PVI, basta invertermos a
transformada acima. Para tanto, vamos escrever a fragdo que aparece no lado
direito de um modo mais conveniente. Observe que s*> — s — 6 = 0 nada mais é
do que a equacdo caracteristica da equagdo diferencial y” — y' — 6y = 0. Como:

25 —3 25 =3 3 7

Z—5-6 (5-3)(5+2) 5(s-3) 5s+2)

e L™} { ! } = e™; logo:

S—a

y(t) = LY (s)} = L7 {%} = %51 {Sig} + g‘cl {lerQ}

3 7
_ g€3t + ge—Qt

Observemos que, para resolver o PVI, ndo encontramos primeiro a solucdo
geral equagdo homogénea. O método da Transformada de Laplace fornece
diretamente a solugdo particular desejada.

Exemplo 110. Encontre uma solugio geral da edo:

y' =2y +1=0



8.3. RESOLUCAO DE PVI 213
Sejam y(0) = k; e y'(0) = k2. Usando o Teorema 20, obtemos
L{y'()} = sL{y()} —y(0) e L{y"(t)} = s"L{y(t)} — sy(0) — y'(0).

Portanto:

L{y" =2y + 1} = L{y"(O)} = 2L{y'(1)} + L{y(1)} = L{0} =0
L{y =2y +1} = (s> =25+ 1) L{y(t)} — sky +2k; —ky =0

N B (8—2)k1—|—]€2
Como:
(S—Q)k?l‘l—kig_(8—1)]{21—/{31+/{32_ k’l +—k’1+k32
(s—1)2 (s —1)2 Cs—1 (s—1)2°

:k;l,C_l{Sil}—l—(kg—kl)‘c_l{(s_lly}

= k:let + (k’g — kl)tet = k?get + k’4t€t

Exemplo 111. Resolva o PVTI:

y'ty=t
y(0) =1, ¥'(0)=-2

Usando o Teorema 20, temos

L{y'()} = s*Lyy(t)} — sy(0) — /(0).
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Portanto:

LU+ u) = L)+ L) = L) = 5. 50

SL{y ()} — sy(0) — ¥/ (0) + L{y(®)} = [$* + 1L{y()} — s +2 = i

1 1 1 s 2

Y(s) = L{y(t)} = S +s—2| = -

&) = L) = 5 |5+ 2 = s o

1 1 s 2
Y(s)= = — -
() 52 52+1+52+1 s2+1
1 3 S

) =LY (s)} =L 5 —
y(t) {Y(s)} {82 82+1+82—|—1}

1 1
:E—l{?}_35—1{82+1}+£—1{82j—1} =t—3sent+ cost

Exemplo 112. Resolva o PV1I:

y' +4y +13y =2t +3e *cos3t
y(0) =0, ¢(0)=-1

Usando o Teorema 20,
L{y" ()} = s"L{y(t)} — sy(0) — y'(0)
Portanto:

Ly + 4y + 13y} = L{y" ()} +4 (s L{y(1)} — y(0)) + 13 L{y(t)}
= L{2t+ 3e " cos 3t}
2 5+ 2

SR W .
s2+ (s+2)24+9’ e

Fazendo Y (s) = L{y}:

2 3(s+2)

2 4454 13)Y(s) 41 = = 4 2T
(" +4s +13)Y(s) +1= G+ 75y

1 2 3(s+2)
Y(s)= - (2 T )
(s) 82+4s+13(32+(s+2)2+9 )
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Por outro lado:

1 1 3 1
ﬁfl - :_Efl s _ - —2t 3t
{s2+4s+13} 3 {(s+2)2+9} 3¢ e

separando em fracOes parciais:

2 _A B Cs+ D

s2(s?+4s+13) §+32+52+45—|—13
4 1 11 1 3+4s
Rl - b b b b i,
169 s 13 s2 169 s2+4s+ 13

logo,

2 s 2 8 10
£ =———+ —t+-—e " cos3t — ~2! sen 3t.
{32(52 + 45+ 13) } 60 T3 10 M T3 ¢ O

Seja F'(s) = L{sen 3t}, pelo Teorema 18,

d 3 68
—t t=pr 1= \__p-1)_ "7
sen3t = L {ds = 9} L {(32 9)2},

_ 3(s+2) | P 6s 1
e ) =30 {rap f =g e

Portanto,

v ==t (S 2 )

2+4s+13\s2 | (s+2)249

- {32(32 +is+ 13)} e { ((8?;(82;2:9)2} - {m}

8 2 8 179 1
=———t—t+—e* t— e 3t + — e *tsen 3t.
169 + B + 169 e = cos 3(169) e " sendt + 5 e sen

8.4 Funcao Degrau Unitario

Em aplicagdes que envolvem circuitos elétricos, é comum que a forga externa
que atua na equagdo seja descontinua. A transformada de Laplace se mostrard
mais ttil e simples para resolver problemas deste tipo do que os método que
conhecemos até agora.
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3

Figura 8.1: Grafico de u;(t)

Definicao 33. A fungdo degrau unitdrio e definida e denotada por:

0, t<ec, ¢c2>20
uc(t) =
1, t>c¢

Calculemos a transformada de Laplace de u.:

A
L{u.(t)} = lim et u(t) dt

A—oo 0

A
= lim (+ / e‘stdt)
A—o0 c

e—sA e—5¢
= lim [ — +
A—oo S S

—S8C

e
= , s>0.
s

Podemos usar a funcdo degrau para expressar fungdes descontinuas que po-
dem ser obtidas por translacdo de fun¢des conhecidas. Por exemplo, se tiver-
mos a fungdo ¢(t) cujo grafico é igual ao grafico da funcado f(¢) transladado de
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uma distancia ¢ no sentido positivo do eixo ¢,

y=g(t)

c

Podemos escrever g usando a fung¢do f e a funcdo degrau

0, t <c,
flt—c), t>c

g(t) = u(t)f(t —c) = {

Veremos no préximo Teorema como se relacionam as transformada de g e f.

Teorema 22 (2° Teorema do deslocamento). Se L{f(t)} = F(s) existe para
s > aesec € R, entdo a transformada de Laplace da fungio g(t) = u.(t)f(t — ¢)
existe para s > a e é dada por

L{uc(t) f(t =)} = e L{f()} = e F(s).
Reciprocamente, se f(t) = L™{F(s)}, entido

L£7He" F(s)} = uelt) £t - o).

Dea fato, para s > a, temos:
A A (o) [AC
/ e Su (t) f(t — c)dt = / e f(t—c)dt = / e+ £ (u) du
0 c 0
A—c
=e / e " f(u)du
0

A

L{uc(t)f(t—c)} = f}im e *uc(t) f(t — c)dt = lim e_sc/o h e ™ f(u)du

—o Jo A—oo

o / e fu)du = e L{f(1))
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A relacdo acima nos diz que

L7He ™ F(s)} = uc(t)f(t — )

O Teorema 22 nos diz que uma translagdo no eixo ¢t de uma distancia c no sen-
tido positivo de ¢ corresponde a uma multiplicacdo da transformada em ¢ por
uma exponencial.

Exemplo 113. Calcule L{f(t)}, com

sent, 0<t< 2
ft) = . _
sent—i—cos(t—z), t> 7

Podemos escrever a fungdo f(t¢) da seguinte forma:

0, 0<t<Z
f(t) =sent + ; T t>7T 4
wlt=3). 1]
m
= sent + ux () cos (t - Z> .
Pelo Teorema 22, temos
m m
L{f(t)} =L {sent + uz (t) cos (t - Z)} =L {sent} + L {u%(t) cos <t - Z)}
1 s _ -8
= oy e TRl = T e T
Exemplo 114. Calcule L~'{F(s)}, com
1 —e 2
F(s) = 2

Pelo Teorema 22, temos:
B 1 — 6—25 B 1 B 6_28
R e B
=t—uy(t)(t —2)

B 0, 0<t<?2
t—2, t>2

)t 0<t<?2
N t>2.

?
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Exemplo 115. Resolva o PVI:

y'+4dy =g(t) cos2t, 0<t<2m
, com  g(t) =
y(0)=0, ¥ (0)=0 0, t> 2
Inicialmente, vamos reescrever a funcao g
g(t) = (1 — uax(t)) cos2t.

Usando o Teorema 20 e o Teorema 22:

L{y" ()} = s* L{y(t)} — sy(0) —y'(0)
= 5" L{y(t)},

L{cos 2t — ug,(t) cos2(t — 2m)} = L{cos 2t} — L{ua(t) cos2(t — 2m)}

=0 — e *™ L{cos 2t}

s2+4
B s e—27r58
o244 2447
Denotando, Y (s) = £{y(t)}, obtemos:
1— —27s
82 Y(S) +4Y(S) = 8<27_i4) isto é:
S
S(]_ . 6727rs)
Y(§) = ——=~
(s) (s2 + 4)?
1 1
Como L 1 = sen 2t, usando o Teorema 18, podemos calcular:
S

o) s |\ _,af bTd 2 1 fd 2 _ tsen2t
£ {(82+4)2}_£ {4d882+4} 1~ dss2+4 4

Portanto,
£71 8(1 . 6727rs) B [’71 s B 672#88
(s2 +4)2 N (s24+4)2  (s244)2

:‘51{32+4 } {82:;)}

_ tsen2t  uag(t 27) sen 2(t — 2m)
4 4 '
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Portanto, a a solugdo do PVI é:

0<t<2m
(t—2m), t>2m

oD = £V () = {jﬁ_

1
Ztseth, 0<t<2r

gsen 2t, t>2m.

8.5 Funcgodes Periddicas

A seguir estudaremos outra classe de fun¢des que aparece com frequéncia
como forca externa em sistemas mecanicos e elétricos.

Definicao 34. Uma fungio f : R — R é periddica de periodop > 0se f(t+p) = f(t)
para todo t. O menor periodo positivo é chamado de periodo fundamental.

Exemplo 116. As funcdes f(x) = senx e g(t) cos(t) sdo periddicas com periodo fun-
damental T' = 27

Teorema 23. Se f é uma fungdo continua por partes, de ordem exponencial e periddica
de periodo p, entido a transformada de Laplace de [ existe para s > 0 e é dada por

F(s) = L{f(1)} = — /Ope—stﬂwdt.

1—eps

De fato, seja A = (k + 1)p, logo:

A P 2p (k+1)p
/Oe f(t)dt:/o e f(t)dt+/p e f(t)dt+---+/k e % f(t)dt.

D
Fazendo t = u + kp, obtemos:

(k+1)p P p
[ e swde= [ s du= et [T e fla du
k

D 0 0

Entéo:

k

[ ewa- [l Sem =] [ emwal LS

n=0

A , - ;
P = Jim [T o= | [ ) du] Lot
0

A—co [ k—o00 1 —eps

1 g —st
/0 e (1) dt.

1 —eps
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Exemplo 117. Calcule L{f(t)}, com

1, 0<t<1
t) = -
/) {0, 1<t <2,

ft+2) = f(b).

Exemplo 118. Calcule L{f(t)}, com

f(t) =sent, 0 <t <m, ft+m) = f(2).

221
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1 T 1 i
F(s) = LU0} = 1= | 0t = == [ e sentar

1 s e T4 1 B 1+e77

= = > 0.
l—em™s24+1 52 (s24+1)(1—e" ™)’ §

8.6 Convolucao

Exemplo 119. Resolva o PVI

y" +y = cost,
y(0) = y'(0) = 0.

Usando o Teorema 20,

L{y"(t)} = s*L{y(t)} — sy(0) — y'(0) = s*L{y(t)}.

Portanto:

L{y" +y} = Ly (O} + L{y()} = L{cost},

s"L{y(t)} +6L{y(t)} = [s* + 1]L{y(1)} = L{cost}.

Logo,

Yis)=L{yt)} =
E de se esperar que possamos relacionar as fungdes sent e cost com a tran-

formada inversa do produto das transformadas de sent e cost. O préximo
teorema nos dird que a fungdo

/f gt —7)dr étalque H(s)=L{h(t)} =L{f(t)}L{g(t)}.

Defini¢ao 35 (Convolucdo). Seja f e g fungdes continuas por partes. A convolugio
das fungdes f e g é denotada e definida para t > 0 por:

0= [ 1rs0-n)a

Exemplo 120. Calcule L{(cost)  (sent)}
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(sen(A + B) —sen(A — B)), temos:

N | —

Usando a identidade: cos A sen B =

t 1 t
(cost)  (sent) = / cosT sen(t — 7)dr = 5 / (sent —sen(2r —t)) dr
0 0

t

— I sent + L cos(2r — 1)
—2 T SENn 2COS T

0

1 ; : 1 ; 1 =
= - nt—+ - — = —
5 se 1 CoS 1 CoS

_tsent
2
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Teorema 24. Se f e g sio fungdes continuas por partes e de ordem exponencial, entio

a transformada da convolugdo (f * g)(t) existe para s > k e é dada por:

L{Sxg9))} = LU ()} L{g(t)} = F(s) G(s).

Andlogamente,

L7HF(s)G(s)} = (f *9)(t)

Observe que:
/0 = (f*g)(t)dt:/o es/of(T)g(t—T)det

:/OOO /Ote_Stf(T)g(t—T)det

A integracdo acima estd ocorrendo na seguinte regido do plano t7:

T

que pode ser descrita por:

0<7<t 0<t<oc ou 7<t<oo, 0<7<o
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Logo,

[Teteaa= [ [ e o ara
— [T [

_/O )/T et g(t — 7) dt dr,

fazendo a mudancga de varidavel u =t — 7:

/OOO e (fxg)(t)dt = /OOO F(7) /OOO e=50+7) () du dr
= /000 e f(r)dr /OOO e~ g(u) du,

logo, obtemos:
L{(f*9)()} = LLF (O3 L{g(D)}-
Exemplo 121. Resolva o PV1I:

y" +y = cost,
y(0) =y'(0) =0,
Usando os Exemplos 119 e 120 e o Teorema 24, vemos que

tsent
5

y(t) = L7HY (s)} = L7 L{sent}L{cost}} = (cost) * (sent) =

é a solugdo do PVI.

8.7 Funcao de Impulso

Vamos agora estudar equagdes diferenciais lineares com coeficientes constan-
tes sujeitas a forgas externas de natureza impulsiva. Isto é, forgas ¢(t) que agem
apenas em um curto periodo de tempo. E comum em fendmenos deste tipo,
que o efeito principal desta forca ndo dependa precisamente de como f varia
com respeito a t e sim dependa do valor da integral

b
Ib—a:/ g(t)dt

I é chamado o impulso da forga f no intervalo [a, b].
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Devido a esta caracteristica, vamos substituir a fungdo ¢(¢) por uma funcdo
simples que tenha o mesmo impulso. Consideremos as fungdes

1
- a<t<a+e
doe(t)=¢¢ — — .

0, caso contrario
! ! 1/ e
1 1
|| 1
| Y
I TR
1 ! 1
i ro i
| : 1 ! 1/8
1 . 1 1
1 . 1 1
; 1 ! :
a ate, atg; ate

Vemos que para todo € > 0, a fungao d, .(t) tem um impuslo unitario no inter-
valo [a, a + €]. De fato:

a+e 1
[E:/ da,s(t)dt:g(ajtg—a):l.

Como a fungdo d, - (t) se anula fora do intervalo [a, @ + €|, temos:

L. :/ d,(t)dt = 1.
0

Vamos agora considerar que a forca atue em intervalos cada vez menores. Isto
é, com ¢ cada vez menores, isto é:
lii% doc(t) =0, t#a,
[e.o]

lim doe(t)dt =lim I, = 1.
e—0 J, e—0

As condigdes acima nos ddo elementos para definir o chamado impulso ins-
tantaneo que teria as seguintes propriedades:

do(t) =0, t##a,
/00 da(t) dt = 1.
0
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0.(t) definida pelas condi¢dea acima ndo é uma fungdo no sentido usual e é
chamada 4 de Dirac.

Podemos definir formalmente a transformada de Laplace da funcédo ¢ de Dirac
motivados pelo Teorema do valor médio para integrais. Se g(¢) é continua em
[a,a + €], entdo existe t € [a,a + €], tal que

/a+eg(t) dt = g(t) (a +e— a)g(f) E.

Logo:
00 ate

1 _
lim g(t) dg.(t) dt = lim g(t)=dt =limg(t) = g(a),
e—0 0 e—0 a £ e—0

uma vez que ¢ € [a,a + €] e g é continua em [a, a + ¢]. Em particular:

lin% L{d,.(t)} = lir% e d,(t)dt = e "
gE— E— 0
Definiremos a transformada de Laplace do ¢ de Dirac, como:

L{0a(t)} = e

/0 " g(0)6.(t) dt = gla).
Notacgdo: 6(t) = do(t)

8.7.1 Principio de Duhamel
Consideremos o PVI

{x" + a2’ + agz = g(t)
2'(0)=2z(0)=0

Pelo Teorema 20, temos:
L{x(t)}[s* + a1 s + ag] = G(s),
Lia(t)) = 0

s24+ais+ag

A fungéo
1

s2 4+ as + ag

W(s) =
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é chamada funcéo transferéncia e
w(t) = L7H{W(s)}

é chamada fungdo peso, pelo Teorema 24,

z(t) =w(t)x g(t) = /o w(r) g(t — 7)dr.

Esta féormula é o principio de Duhamel para o sistema. Observe que a fun-
¢do peso é completamente determinada pelos parametros da equacdo. Uma
vez conhecida w(t) uma solugdo do PVI é sempre dada pela expressdo acima.
Observemos que:

1 6—05

Wi(s) = =
() s24+a1s+ay  s2+a;s+ag

L{00(1)} L{5(1)}

s24+a;s+ay s24+a;s+ag

Isto é, a funcdo peso é a resposta do sistema a fungdo ¢ de Dirac. Por isso, w(t)
é também chamada de resposta ao impulso unitario. O principio de Duhamel
nos mostra como podemos usar o teorema da convolugdo para expressar a so-
lugdo de um problema de valor inicial em fun¢do de uma integral.

Exemplo 122. Consideremos o PV1I:

" + a @’ + agr = g(t)
Qf/(O) = bl, Qf(O) = bo.

Ele tem solugdo da forma:

com

2,(0) = by, x,(0) = by z(0) =0, x,(0)=0.

{x/}; + a1l‘;L + apxp =0 {$g + a1$; +apry = g(t)
e
P

De fato, para x(t) = z(t) + x,(t), temos:

" / " /

a2’ +agx = (zp + )" + a1 (xn +xp) + ao(zy + )
/i / " /
=T+ a1 T, +ag Ty + T, + a1 T, + ao Ty

=0+g(t)
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e
.’L’(O) = l’h(O) + xp(O) = bo +0= bo,
2'(0) = 27,(0) + 2,(0) = by + 0 = by.
Exemplo 123. Resolva o PV1I:

y' +4y = g(t),
y(0)=3 '(0)= -1,

Aplicando o Teorema 20, temos
L{y' (1)} =s*L{y(t)} —sy(0) —4/(0) = s> L{y(t)} =35+ 1.
Logo:

s2LC{y(t)} +4 L{y(t)} = (32 + 4) L{y(t)} =3s—1+L{g(t)} =3s—1+G(s).

Entao,
S 1 2 1 2
Yis) _E{y<t)}_332+4 25244 3 32+4G(s>
1 1
=3 L{cos2t} — 5 L{sen 2t} + 5 L{sen 2t}G(s)
Portanto:

1 1
y(t) =L HY(s)} =3 cos 2t — 5 sen 2t + 3 (sen2t) x (g(t))
1 1 [t
=3cos2t — = sen2t+ = [ sen2rg(t—7)dr,
2 2 J,
é a solugdo do PVI. Logo:

1
w(t) = 5 sen 2t,

1
xp(t) = 3 cos 2t — 5 sen 2t,

zp(t) = w(t) x g(t) = % /o sen 27 g(t — 1) dr.

Vejamos agora, no caso de uma equacdo de ordem 2, como interpretaremos
equagdes diferenciais sujeitas a uma forc¢a do tipo § de Dirac. Queremos dar
sentido a um problema do tipo

" + a1’ + agr = 0,(1) (8.2)
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Diremos que z(t) é uma solugdo da equacdo diferencial (8.2) se

x(t) = lim z.(t)

e—0

com z.(t) uma solucdo de
2"+ a4+ apr = dy . (t)

Pelo que vimos anterioremente, em uma solu¢do da equagdo acima, a influén-
cia da forga externa é dada por

Tpe(t) = /Otw(T)da,a(t — 7)dr, wt) =L} {;}

s2 4+ as + ag

E possivel mostrar que a solugio que obtemos ao tomarmos o limite de
zp.(t) quando ¢ tende a zero também pode ser obtida se aplicarmos direta-
mente a transformada de Laplace diretamente no PVI que contem a fungédo ¢
de Dirac como forga externa.

Exemplo 124. Uma massa m = 1 é presa a uma mola com constante k = 4. Ndo hd
resiténcia. A massa é solta do repouso com x(0) = 3. No instante t = 27, a massa
é atingida por um martelo, proporcionando um impulso iqual a I = 8. Determine a
fungdo que descreve o movimento da massa.

Devemos resolver o PVI:

2" +4x = 862,:(),
z(0) =3 2'(0) =0,

Aplicando a transformada de Laplace, temos

L{2" ()} = s*L{z(t)} — s2(0) — 2/(0) = s*L{x(t)} — 35

Portanto:
L{z"(t)} + 4 L{x(t)} = L{02x (1)},
logo,
]_ S 2 6727rs
X(s) = L{a(t)} = 5o Bs+8e7) =3 5 +d 5y

=3 L{cos2t} +4e *™ L{sen 2t}
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w(t) = L7 X(s)} = 3 cos 2t + duy,(t) sen 2(t — 27)

)3 cos2t, t < 2m
|3 cos2t+4sen2(t —2n), t>2m

)3 cos2t, t < 2m
B 3 cos2t +4sen2t, t>2m.

Para A = 25, seja §, tal que:

4 3

d=— e d=—.

Sen 1 COS A

Como § ~ 0, 9273, utilizando identidades trigonométricas, podemos reescrever

x(t), na forma:
(t) = 3 cos 2t, t<2m
5 cos(2t —0,9273),  t > 2.

A fungédo z(t) é a solugdo do PVI. Vemos que o efeito do impulso em ¢ = 27
altera a amplitude do movimento oscilatério instantaneamente. Isto provoca
uma descontinuidade na velocidade.



8.8. EXERCICIOS 231

8.8 Exercicios

1. Das seguintes fung¢des, quais sdo continuas por partes em [0, c0)? Justifique
sua resposta.

a) f(t) = " b) f(1) = In(#* + 1) 9 (1) =

t—1
&) F(1) = &) f(t) = ¢t

2. Calcule (sem consultar uma tabela), sendo a constante, a transformada de
Laplace de:

2) f(t) = e b) f(t) = te
c) f(t) =tcosat d) f(t) = cos*at
e) f(t) = e sen bt f) f(t) = e™ cosbt
§) f() = "¢, n € N h) f(t) = coshat
i) f(t) = senhat j) f(t) =senat
k) f(t) =1 D)=t
m) f(t) =t n) f(t) = cosat
1, 0<t<l1
wfwz{at>1
3. Ache a transformada inversa de Laplace da funcdo dada
3 4
2) 52 +4 b) (s —1)3
2 25+ 2
°) s2+3s—4 d)32+25—|—5
8s% — 4s+ 12 3s
e) ) L —
25 —3
8)

s2—4
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4. Calcule:

,[e® 4 [1—eT L [2(s=1)e
a) L {33} b £ {32+4} ©) £ {32—23—1—2
5. Use a transformada de Laplace para resolver os seguintes problemas de va-
lor inicial

a)y' +y=t, y(0)=1, 3 (0) = -2
b) v — 3y’ + 2y = 4e*, y(0) = -3, y'(0) =5
Ay’ +9y=cos2t, y(0)=1, y'(0)=1

d) v’ —y — 6y =10e*, y(0) =3, y'(0) =2

6. Use a transformada de Laplace para resolver os seguintes problemas de va-
lor inicial:

a) ¥’ + 4y =sen3t, y(0)=0, y'(0)=0

b) y —y =0, y(0)=y"(0) =1, y'(0) =y"(0) =0
Ay +3y +2y=0, y0)=1, ¥y(0)=0

d) y" —5y' + 6y =¢', y(0)=1, y'(0) =1

ey —4y' +4y=0, y(0)=1,4'(0)=1

f)y" =2y’ +2y=e", y(0)=0, y(0)=1

g)y" —y=5, y(0)=y'(0)=y"(0)=0

h)y' +y=t*+1, y(0)=r% 4/(0) =27

i) ¥ + 4y = sent — ug, (t) sen(t — 27), y(0) =¢'(0) =0

1, 0<t<l1

-//+2/+:t7 0
Ny 2y +y=f(t), y(0) 0. 151

Il
—
QQ\
=

Il
=
0
E
~
—

I

—
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t, 0<t<1

k) y"+y=yg(t), y(0)=0,y(0)=1 com g(t):{1 t>1

D) 29" + 8y = 40x(t), y(0) =4'(0) =0

m) " + 4y = 40=(t)sent, y(0) =y'(0) =0

n) g +3y" +y" =3y =2y =1, y(0)=y'(0) =y"(0) =y"(0) =0
0) ¥ + 2y +y = 0(t) + u2x(t), y(0) =0, y'(0) =1

P) " + 2y +2y = 5:(t), y(0)=1, ¢(0)=0

7. Use a transformada de Laplace para encontrar uma solucdo geral das se-
guintes equagoes:

a)y" =2 +2y=0 b) y" —y — 6y =0

)y +2y +y=de”’ d) ¥’ — 2y + 2y = cost

8. Ache a transformada de Laplace de:

0, 0<t<2 0, 0<t<l

0, 0<t<m
o) ft)y=qt—m, w<t<2r
0, t> 27
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d 7T
TR
)
f) f(t) = t*u(t) g) f(t) = e " ur(t)

9. Determine a transformada de Laplace das seguintes fun¢des periddicas:

y
]'[77
a
) | | | | -
T T T T T T T
0 i 2T 3M 4Tt 5TT 6TT Mt
*r— — —
| | | | |
b) | | | | |
I Py I Py I Py
1 hd 1 hd 1 hd
2 3 4 5 6 7t
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-~y

f(t) =sent, 0<t<m,
ft+m) = f(t)

10. Mostre que fxg =g * f
11. Use a convolugdo para calcular:

e T S TSl (P

12. Determine a solu¢do do problema de valor inicial em termos de uma inte-
gral de convolugdo

a) y" +wly = g(t), y(0)=0, y'(0) =1

b) y" +2y' + 2y = senat, y(0) = y/(0) =0

13. Seja F(s) = £{f(t)}. Mostre que f(t) = —%El{F'(s)}.
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14. Use o resultado do exercicio anterior para determinar f(¢) quando F(s) =
L{f(t)} é dada por:
2
¢) In (1 + a_z)
s

a) ln(jjg)

15. Calcule £ {%}

b) arctg a
s

16. Usando a transformada de Laplace, resolva os seguintes problemas de va-
lor inicial:

¥=x—-2 ¥=x+y

a) |y =x—y b) |y =4z +y

z(0) =y(0) =1 x(0) =2, y(0)=3
' —3r—4y=-1 =2y =2

o |y —-20—y=1 d) |y +2=>5%+1

z(0) =2, y(0)=1 z(0) =2'(0) =2, y(0)=1
r+y+z=1

e) sy —x+z=2sent

Z—x=0

17. Decomponha em frag¢oes parciais:

2) 2z 43 b) T 0 1
2?2 + 3z — 10 (z +1)(2? + 5z + 6) 2 — 31 + 2
X 2v—1 x2—|-1
d) 50— e) f)
22 +x—06 r2 — 4 3 — dr
) 3r +5 h) T+7 3222 —3x 41
8) 9 1 1242 1 102 (x 4+ 1)(z? — 4z + 3) i) 22+ 21 — 8
) 22 +1 K r+1 ) 2241
] (x — 3)(x? + 4z + 3) 22(z —1) (x4 1)2(z — 1)
x—3 2r +5 x?
m)x2—4x+4 n)x3—|—3x2—4 °) (22 — 3z +2)?
x—1 1 1
P) x(2? + 2x + 4) D (x+1)(22+1) r) 4 —1
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|
xt + x?
2 4r+1
v 2 — 222 +1

s)

u? +1

@+ D@+ 17

(2

20 +1
— 4)2

237
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Capitulo 9

Sistemas de Equacoes Diferenciais
Lineares

Agora, estamos interessados em estudar sistemas de equacdes diferenciais li-
neares de primeira ordem:

Definicao 36. Um sistema da linear da forma

oy =put)rr + -+ pa(t)zn + g1()
Ty = o1 ()1 + - - + pan(t) 2y + g2(t)

é chamado de sistema de equagoes diferenciais lineares de primeira ordem. Se todas as
fungoes ¢1(t), ..., gn(t) forem indeticamente nulas no intervalo I = («, [3), dizemos
que o sistema (36) é homogéneo; caso contrdrio, ele é ndo-homogéneo.

Definicao 37. Dizemos as fungdes
xr = (bl(t), P ¢n(t)

sdo uma solugdo do sistema (36) no intervalo I = («, [3) se elas: i) sdo diferencidveis
em todos os pontos do intervalo I e ii) satisfazem o sistema (36) em todo t € 1.

Definic¢ao 38. Se associarmos ao sistema (36), n condigdes iniciais:
x1(to) = 23, ... 2n(to) = 20, 9.1)
dizemos que (36) e (9.1) formam um problema de valor inicial (PV1I).

Vejamos, através de um exemplo, que sistemas lineares envolvendo derivadas
de ordem mais altas podem ser reduzidos a sistemas de primeira ordem:

239
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Exemplo 125. Consideremos o sistema de equagdes diferenciais lineares de segunda
ordem:

{295" = —6x + 2y
y" = 2z — 2y + 40 sen 3t
A mudanca de variavel
r=1 Xo=a T3=Y T4=1
nos diz que

! ! i ! N/

e permite que reescrevamos o sistema (125), como um sistema de primeira
ordem:

/

2z, = —6x1 + 223
xh = 14

xly = 2w — 2x3 + 40 sen 3t

Se tivéssemos as quatro condigdes iniciais relativas ao sistema de segunda or-
dem (125), elas seriam naturalmente traduzidas nas quatro condi¢des iniciais
correspondentes para o sistema de primeira ordem acima.

Equacdes lineares de ordem n também podem ser vistas como sistemas li-
neares de primeira ordem:

Exemplo 126. Consideremos a edo linear de terceira ordem:
2" + 32" + 22 — 5x = sen 2t. (9.2)

A mudanca de variavel

nos diz que

e permite que reescrevamos a edo (9.2), como um sistema de primeira ordem:
—
xh = x3
xly = —3x3 — 2x9 + Sx1 + sen 2t
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Teorema 25. Se as fungdes pi1, ..., Pons G1,- - -, Gn SAO continuas em um intervalo
aberto I = («a, [3), entdo existe uma tinica solugio x1 = ¢1(t),...,x, = ¢u(t) do
sistema (36), definida em todo o intervalo I, que também satisfaz as condigdes iniciais
(9.1), onde ty é um ponto qualquer de I e 29, . .., x° sdo niimeros reais arbitrdrios.

Podemos usar uma notagdo matricial para os sistemas lineares, se denotarmos

pua(t) - Pin(t) w1(t) g1(t)
MO on(t 2o (t 5(t

Pt = pai(t) pan(t) 0= (t) e ()= 92(1) |
Paa(t) o Pan(t) Tn (1) gn(t)

podemos reescrever o sistema (36) na forma:
7 =PHt)T+g
Vamos considerar o sistema homogéneo
¥ = P(t)¥ (9.3)

Veremos abaixo que o Principio de superposicdo também é vélido para sis-
temas de edo’s.

Teorema 26 (Principio de Superposicdo). Sejam &1, ..., &, solugdes do problema
homogeéneo (9.3) no intervalo I, entio a combinagio linear ), o;@; também é solugio
de (9.3) quaisquer que sejam oy, . . ., o, € R.

Ou seja, o conjunto de solugdes do sistema homogéneo é um espago vetorial.
A dimensdo destes espaco é n. Portanto, para descrevermos completamente o
conjunto de solugdes do sistema homogéneo, basta encontrarmos n solug¢des
linearmente independentes. Sejam 71, ..., 7, n solugdes do sistema homogé-
neo (9.3). Consideremos a matriz

X(t) = : : (94)

Para cada t fixado, sabemos que as colunas da matriz acima sdo linearmente
independentes se e somente se o det X (¢) # 0.

Definicao 39. O determinante da matriz definida em (9.4), det X (t), é chamado de
Wronskiano das n solugdes do sistema homogéneo (9.3) e é denotado por
W%y, ..., &, = det X(¢).
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Teorema 27. Se 74, . .., &, sdo solugdes do problema homogéneo (9.3) no intervalo I,
entdo Wi, ..., 4,] ou é identicamente nulo ou nunca se anula nesse intervalo.

O Teorema 27 nos diz que 71, ...,Z, sdo solugdes de (9.3) no intervalo I =
(o, B), entdo 7y, . . . , &, sdo linearmente independentes se, e somente se, det X (t) #
0 em algum ponto do intervalo /.

Teorema 28. Sejam 71, ..., solucdes linearmente independentes do problema ho-
mogéneo (9.3) em um intervalo aberto I em que pi1, ..., Dn, Sdo continuas. Entdo

-

cada solugdo & = ¢(t) do sistema (9.3) pode ser expressa, de modo 1inico, como uma
combinacdo linear de ¥y, ..., %,

—

o(t) = anZi(t) + - - - + a,@n(t), Viel

Por esta propriedade, damos um nome especial a um conjunto de n solugdes
linearmente independentes.

Definicdo 40. Se 71, . .., @, solugdes linearmente independentes do sistema homogeé-
neo (9.3), dizemos que 1, ..., &, formam um conjunto fundamental de solucoes da
equagdo homogénea.

Vejamos o caso ndo-homogéneo. Se tivermos
T =Pt)Z+47, (9.5)
pela linearidade, uma solugdo geral de (9.5) é dada por
Z(t) = 2p(t) + a Z1(t) + - - - + a, T (2)

onde 74, ..., 4, formam um conjunto fundamental do problema homogéneo
(9.3) e 7, (t) é uma solugdo particular do problema ndo homogéneo. Isto é,

9.1 Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares com
coeficientes constantes

33'/1 =a11xy+ - + ainx, + gl(t)
l‘Q = a911q R —+ Aon Ty —+ gz(t)

Ty = Q11+ oo + annTn + gn(t)
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Vejamos como resolver sistemas lineares com coeficientes constantes usando
a transformada de Laplace. Voltemos ao Exemplo 125. Ja sabemos que se
associarmos a este sistema quatro condic¢des iniciais, ele tem solugdo e ela é
Unica. Veremos que podemos usar a transformada de Laplace diretamente
no sistema de segunda ordem tal como fizemos com as equagdes lineares de
coeficientes constantes.

Exemplo 127. Resolva o PVI

22" = —6x + 2y

y" = 2x — 2y + 40 sen 3t

2(0) = 2'(0) = y(0) = y'(0) = 0
Vamos aplicar a transformada nas equagdes do sistema e usar as propriedades
que ja conhecemos
2 (s*L{z} — sz(0) — 2/(0)) = L{22"} = L{—62 + 2y} = —6 L{z} + 2 L{y}
s L{y} — sy(0) —y'(0) = L{y"} = L{22 — 2y + 40 sen 3t}
=2L{x} —2L{y} +40 L {sen 3t}

Observemos que novamente a transformada de Laplace nos dard um problema
algébrico

(25?4 6) L{z} —2L{y} =0

3 120
— 2L L)L =40 =
e+ (DL =10 505 = 5
240 120
2((s242)(s243)—2)(s2+9)  (s*+5s2+6—2)(s>+9)
D 8 3
= — + ,
s2+1 s2+4 s249
logo,
d 8 3
_ p-1 _
x(t) =L {S2+1—S2+4+82+9}—5sent—4sen2t+sen3t.
Por outro lado:
E{}_(232+6)£{m}_ 120 (s + 3) _ 10, 8 18
yr= 2 TN (2+ D) (249 2+1 214 249
Entao

10 8 18
_ -1 _
y(t)=L {32—1—1 +32+4_ 32+9} = 10 sent + 4 sen 2t — 6 sen 3t.
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Exemplo 128. Resolva o PVI
¥ =2x—2y
y'=-3z+y
2(0) =5 y(0)=0

Vamos aplicar a transformada de Laplace nas equagdes do sistema e usar as
propriedades que ja conhecemos:

5

(s —2)L{x} + 2L{y} = x(0)
3C{x} + (s — 1) L{y} = y(0) =

5(s—1)  2(s—4)+3(s+1)

L{z} = s$2—3s—4  (s—4)(s+1)
x<t>=c1{8j1+8f4}=26t+3e4t
2L{y} =5—(s—2)L{z} = 5(82_352243;85£84_2) (s —1)
5(s’=3s—4) —5(s*~35+2)
N ?—35—4
- 30
(s—4)(s+1)
6((s+1)—(s—49)
(s—4)(s+1)
ST

Exemplo 129. Resolva o PVI

¥ =2x-3y
Yy =y—2x

z(0)=8 y(0)=3
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Vamos aplicar a transformada de Laplace nas equagdes do sistema e usar as
propriedades que ja conhecemos:

(s —2)L{x} +3L{y} ==(0) =8
2L{z} + (s = 1)L{y} = y(0) =3

8s—17  5(s—4)+3(s+1)

L{z} =

s2—3s—4  (s—4)(s+1)
5 3
x(t) =L {3—1—1+s—4} soe " +3e

3L{y} =8 — (s — 2L{a} = > (52 =35 _324)_; is_—42)(8 s —17)

(85 —24s—32) — (852 — 33 s+ 34)
s2—-3s—4

. 95—66

T (s—4)(s+1)
 —6(s+1)+15(s —4)
T (s—4)(s+1)

2 b}
t)=L""4 - =b5e " —2e"
y(t) { s—4 * s+1 } ‘ ¢
z(t)]  [bet+3et
y(t)| — |pet—2e"

Vejamos agora, como determinar a solugdo geral de um sistema de primeira

ordem usando a transformada de Laplace:

Exemplo 130. Encontre uma solugio geral de:

¥ =4x—-3y

Yy =6x—"Ty
Vamos aplicar a transformada nas equagdes do sistema e usar as propriedades
que ja conhecemos:

sC{z} —x(0) = L{2'} = L{4x — 3y} =4 L{z} — 3L{y}
sLyy} —y(0) = L{y'} = L{62 = Ty} = 6 L{z} - TL{y}
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Observemos que novamente a transformada de Laplace nos dara um problema
algébrico:

(s —4) L{z} + 3 L{y} = =(0)
—6L{z} + (s+7) L{y} = y(0)

_z(0)(s+T7)—3y(0) A B
Loy = (s+5)(s—2) —s—|—5+s—2

~ —22(0) +3y(0)  92(0) —3y(0)

- 7(s+5) 7(s—2)

[ —22(0)+3y(0)  9z(0) —3y(0)
- { Ts+5) | 7(s-2) }
_ 2 z(0) + 3y(0) e 92(0)

-3 3/<O) o2
7 7

C{y} = 2(0)  (s—4)L{z} _2(0) (s—4) (2(0)(s+7)—3y(0))

3 3 3 3(s+5)(s—2)
Cw(0)(s*+3s—10—(s*+35—28)) A B
B 3(s+5)(s—2) +s—|—5+s—2

18 2(0) y(0) y(0)

C3(s+5)(s—2) T(s+5) T(s—2)
_ —62(0) +9(0) | 62(0) —y(0)
- 7(s+5) 7(s—2)

y(t) = 545 7(s—

7(s+5)
)+9(0)
7 7
Para obter a solugdo geral, precisamos obter dois pares de solu¢des linearmente
independentes. Sabemos que duas solugdes 7 e 7, do sistema serdo linear-
mente independentes se tiverem Wronskiano diferente de zero em pelo menos
um ponto. Isto é, se

6.(0 62(0) —y(0) o

1 [ =62(0) +y(0)  62(0) —y(0)
£ { 2) }
b4 e

det X (t) = det Eig; ZEQ] 7Y
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Podemos tomar ¢ = 0 e fazer escolhas dos valores das condic¢bes iniciais de

modo que o determinante acima seja diferente de zero. Por exemplo:

ZL‘1(0) = 1, yl(O) =2 e ZEQ(O) = 3, yg(O) = 2,

entao:

WF1, 5](0) = det Bi% 52583] — det B g} £0
A0 [gge] 80 [ gl

formam uma base para o espago solugdo do sistema e uma solucdo geral é da
forma:

16 ,—5t _ 16 2t

I(t) = an T (1) + aala(t) = [_ . e ] T { o ]

21 21

a1e”? + age?t are”? + age?t
3 -5t , 3 2t] [5 5t 16 Qt} 16as—9a1 —5t | 9a1—16as 2t
a1 [ 7€+ eT ] taz |5€ 216 a1 ¢ t T o €

9.2 Método de Eliminacao

Exemplo 131. Resolva o PVI

2 =4x — 3y
y =6x—"Ty

z(0) =2 y(0)=-1
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Vamos resolver a segunda equagdo para

:E:ly'—kzy x/:1y1/+zy/

6 6 6 6
T, 7, , 4 , 28
Yty =2 =Adz—3y=—y + —y—3
6y +6y x x Yy 6y+6y Yy

y' '+ Ty — 4y —28y+18y =0 y' +3y —10y =0
2 4+3r—10=(r—2)(r+5)=0 y(t) =k e® + kye ™

1 7 1 7
w(t)=—y' +-y=—-(2ke" —5koe ™)+ — (k1€ + kye™™)
6 6 6 6
_3 2t 1 —5t
—lee —|—3e
3 1
2=2(0) =2k + -k
z(0) 5 1+3 2

—1=y(0) = k1 + ks, logo,
]{71 = 2, k’z = —3

z(t)] [ 3e* —e

y(t)| — |2e* — 3e
Um procedimento mais geral para o método de eliminagdo se baseia na pro-
priedade dos operadores diferenciais associados a equagdes de coeficientes

constantes se comportarem como polindmios. Vejamos novamente o exemplo
acima

¥ =4z — 3y (D—-4)x+3y=0 Liz + Loy = fi(t)
y =6z — Ty —6x+ (D+T)y=0 Lzz + Lyy = fo(t)
Onde

Li=D—-4 Ly=3 Ly=-6 Li=D+7 filt)=0  fo(t) =0.
Logo,

Lylyx + L3Loy = L3 fi(t)

LyLsx + Ly Lay = Ly fo(t)

L3L1I‘ — LngfL‘ + Lngy — L1L4y = Lgfl (t) — Llfg(t)
(LsLy — LiLa)y = L3 f1(t) — L1 f2(?)
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(LsLo — L1Ly)y = (18 = (D —4)(D+ 7))y = (- 18 = D*—3D +28) y
= —D* —3Dy+ 10y = —y" — 3y + 10y =0

L4L1{L‘ + L4L2y = L4f1 (t)
LoLsx + LyLyy = Lo fo(t),

entao:

(Laly — LoLz)x = Ly fi(t) — Lo fa(2)
0= Lyfi(t) — Lafo(t) = (LyLly — LoL3)x = —(L3Ly — L1 Ly)x = 2" + 32’ — 10z
o(t) = ane® + aze™ y(t) = Bre® + Bae™™
0=2"—4x + 3y = 201e* — bawe ™™ — 4oy e® — dage ™ 4 351€* + 3Fe
= (=21 + 3631)e* + (—9ay + 3By)e

como as funcdes e¢* e e~ sdo Li.

—200 + 3681 =0
—90(2 + 3ﬁ2 =0.

Logo:

y(t) = Bic* + o™

3 1
2(t) = are® 4+ ape ™™ = §Ble2t + §ﬁ26_5t
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9.3 Exercicios

1. Usando a transformada de Laplace, encontre uma solugdo geral para os se-
guintes sistemas

2) x/’:y—x b) 4" — y' 4+ 3x = sent
y = —x— 3y ' +y = cost
¥ +2x+y=sent 2 +y +x=¢

0) d)
Yy —4x — 2y = cost ¥4y =1

2. Resolva os sistemas abaixo por substitui¢do

¥ =—-x+3y ¥ =-3xr+2y
a)s , b ;o
Yy =2y ) y— 3z + 4y
)=0, y(0)=2
¥ =-3x —4y ¥=dr+y+2t
Yy =2r+y Yy =-=2x+y
o) =2x — 3y + 2sen 2t H 2y — ' =x+3y+¢€
=1 — 2y — cos 2t 3¢ —4y =x — 15y + et
) 2 = —bx + 2y h) 2" =3y —2x =0
8 y' =2x — 8y y' 432 —2y =10

1){3: +y” 3:U—y—2:r;+2y—0

22" + 3y" — 92" — 2y’ —4x + 6y =0
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Exercicios 3.11

1.
a. (2w —1)(1+3z2) = k=z. d. 1+y)(z+1)=ke"
y2 z” - ?
b.?—l—ey:?jte + k. e. y(y+2) = ke".
¢ u= 10 f. arct L
. U= . . = — .
1 ko arctgy x+2+
2.
a. s=sent — 1+ ke "', d. s—=sent+ —.
t
b. y ="+ ke® e. y(r) :e_mg(:f—kk).
.k
c. p(f) = kcosb. f.y=e +
3.
a. kz?y" +ay" —1=0. d. kaz’y? + 22y® — 1 = 0.
2
b. a’y® = ke™ — 1) —1. e.y=———+.
a*y e a(x +1) Y TR
_ tgx +secx 5[ 9 2
. y= p—— f.y(x +1+ ke )—1.
4.
(0) = ——
- - b. y(z) = —+=x
a. = + x. Y
y(x) fe"”de—f—/C T :L'—i—k
sen? z + sen x cos x + ke® sen x
5y(x) = .
cosr —senx + ke
6.
a. 2+ 3% +° = k. d. Yk
rT—=Y
xl r—y

c. 2y —wy+2° =k f. y* = 4oy + k.



a. y* =42t lnx + kat.

2

b. ye** {xZ + —} = k.
3

c. ze® —Inly| = k.

d. e"seny +y? = k.

a. (y+30)°(y+2)° =k
b. (v +y)*(x +2y) = k.
c. 2° 4 62%y = k.

d. 2%+ 3zy* + 4% = k.

a. In|4x + 8y + 5| + 8y — 4z = k.

r+y—3
Sy 17
c. —6z+ 24y —In |6z + 12y + 5| = k.

10.

a. (k—y)? =4(k—x)® e y(z) =a+
b. y=kx + k.

c. dkx = 4k* — 32

11.

a. y=kx(z+3)
b. svV1—4t2 4+ 2tvV1 —s? = k.

a

« y:_1n|ax—|—b|—|—k'

d. s =e' + ksent.

1
3

.y =ke

253

. 2lnz + 3 = ky.
. Insecx +secy = k.

. zy + Inly| = k.

2z
. — +Inlyl=k.
Y

C(rdy -1 (e —y—1)7° =k
(r+y—1)? =k —-y+3).

. 24+ 6y + k =In |6z — 2y + 1].

y=kr+vV1i+k?e y=+v1-—a?
. (Bky + 1) =4k*2® e

y+ax=0.

1
.y =kr+ — e y? = 4.

k

Ly = a? (1—|—ke%>.

L2y = (z+ D+ k(z+ 12

—senx
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ket
h, > = ——.
Vo e
i. y=nx+ kb,
jo s=t+2+ ksent.

3z —1

+e % ¢ ke 32,
9

k. y(z) =

l. s =t*+ kcost.

12

a. y(z) = —/2[n(1+22)+2, zcR
b. y(z) = _1“/;15”27_15, r>
16(G) y(r) = i(; ﬁei 16(ii) y(z)
18.

a. 32—y’ =k
dy+5

b. In|2x — 3| — k.
n|2z | 20 — 3
cy=KWzr+1+k? e y=0.
d u="Fk 1 3_ 27,2
Y= x—ﬁey——zx
e. 22° + 3xy® + 3y = k.
€x :i_27
¢ { Epi —gf_zﬁ 7 e y:O-
yp) = =3,

g. 10y — 5z + 7ln |10z + 5y + 9| = k.

h.y=kr+vV1—-k%Ze y>?—2°>=1
i. 3%y — a2 = k.

2xy 2
19 bzle%:k

CAPITULO 10. RESPOSTAS

m. r+ (1 —cosx)y = k.

n. y=az"(e* + k).

z 1
0. y= §—|—Zsen2x—|—k sec .

1
p. z(t) = —5(3 sen 2t + cos 2t) + ke®.

q- ¥’ (z) =v(z) = —xIn|2| + k.

1.
@rhe

jo y(e) =
k. ylnz + 322 — 2y = k.
L & +lny| =k
m. zcosy +ysenx = k.
n. 23+ 32y + 93 =k
0. xycosg:k.

x
p. 1+2ky — kK*2* = 0.

q. In|6z + 12y + 5| — 24y + 6z = k.

1

r. k\/(x -2+ (y—1)2= =

s. 1+4kz— k22?2 =0.



20.

a. 2+y)3—1z) =k
b.

s =sent + kcost.

255

n. y=x+ ke*.

. 1n|m—|—y|—izk.

a
rT+y
c. kry+2zy—1=0.
elx—1) k
] 2 b. y(z) = —— + —.
d. y(:c):x4[n2|x|+k} . (@) x
c. 2 +y° = ka’.
e.y=kr+k—k* dy=(z+1)>~
d. (kvV1—22—a)y=1.
f. y =32+ ka’. ( Jy
1
g ky*=1+2" e. 1n’1+—y':2arctgx+k.
-y
heoy=het 4 2
SR P f.y(z) = (Ve +1+k),y=0.
i 2%+ 2%y =k g y@)=kr—Ink  ylz)=1+hz
jo arcseny = Ink(z + V1 + 22). h. (y+ k) - Akr
72 y? e solugdo singular: y = z.
1
Lo . Jep) = 5(kp72 —p)
YT e y(p) = —5(2kp2 +p?)
4y +5
—_— _— prd . —43}—2 xT
m. In |2z — 3| P k. jo 2 o Lete.
Exercicios 4.7
la. p(t) = poe”; populagio limite: oo.
CePt
1b. p(t) = W; populacdo limite: %
2. 112.500 habitantes. 4. 20m
5. v(t) = “(1 — e~
3. ~ 17 anos. ’ :
2000 3500
6a. y(t) = ——— + 5 e ¢ 2 OS2t 6b. ~ 2.365.
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7. ~ 35 anos. 10. ~ 34 dias.
8. ~ 14.735 anos. 11. =~ 55, 5.
9. 23h 12min. 12. 48%.
V(kr +P V(kr+ P , t V(kr +P
13a. Q) = VU (o - TEERD) e 2 90 VD)
r \% r
13b. Vlnl().
r
t1n 2
e7 M1
14a. E(t) = ————, E+S=1
9+671n5

14b. ~ 19 dias.

16. 400 s.

17. m(t) = 201.977,31 — 1.977, 312",
18. 60 min.

19a. ¢(t) = 0,048(1 — ¢~ 1=o00?).

19b. 7 ~ 30 min.

mg eVt — 1 mg
20. ?}(t) = TQT, vy, = ?
e*Vom't +1

21. P(T) = Ce T,
22. aproximadamente 18kg.

23. aproximadamente 2h 49min.

F F\
24. ’U(t) = k—n"— (’Uo—k—n) e

37

t

Exercicios 5.8

a. Injay + va?y? + k1| =ax +ky ou ay = ke + koe .

b. y+ ki In|y| =z + k.



(oW

5 @ = 0

y:kg—l—k:lsenx—x—isen%v.

2
Y= :i:g(:v + k?1)% + k.
. y(x) = In|sec(2x + 2k1)| + ko.

Yy = k1x2 + kQ.

cy =22+ ki In|z| + k.

5 1
N k?ll'—f—kfg.

. y(z) = ke 4 kye™®.

. y(z) = e2” <kle§ + k26*§>.

3

Ly(xr) =e72 (kl cos 73x + ko sen ﬁx) g. y(x) = ki cos 2z + ko sen 2z.

1

i. y2 = k?l(l' —|— ]{32)2 —f- —.

ki
2

j. % = kll' + kQ.

k. e/ = (z + ko)® + ki.

l. y(z) = asenh (g + /ﬁ) + k.

b. y(z) =e"(z —1).

3
2

]

W =

4
L= —(t+1
Y 3(+)

f. y(z) = 2% + 4.

257

g. y(z) = —10e * cosx + 9e **sen x +

Te™ 4

E
h. y(z) = —= senwt — 2—;215 cos wt.

202

d. y(z) = (ky + kox)e™.

e. y2(z) = x7% cos .

e. y(x) = (ki + kow)e®®.

f. y(x) = k1e® + kqe ™.

. y(x) = e (ks cos V2 +kysenv/2z). h. y(z) = kthelnz

xT
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iy(x) = ﬁ <k1 cos YT Inx + ko sen ¥ ln]y)@/(w) = kyx + kpx P,
6.
a. y' —y —2y=0. c y' =2y +5y=0.

b. v + 6y’ 4+ 9y = 0.
7. y(x) = ki + koe® + 22 9. g(x) = 3we*® + ke*®
8. y(z) = e + 2" — 2e "

Exercicios 6.5

1.
a. y(z) = ky + ko + kze . c. y(x) =k + (kacosz + kysenx)e ”.
b. y(z) = kie® + koe™® + kze™. d. y(z) = k1e** + ky cos 2z + ks sen 2z.

e. y(z) = kysenz + kycosx + x(kssenx + kycos x).

f. y(z) = (k12® + kox + k3)e™ + kye ™.

g. y(z) = (kysen vV2z + ky cos ﬂx)eﬁx + (kg sen v/2z + ky cos \/ﬁz)e*ﬁx.
h. y(x) = k1e” + koe™® + k3e® cos x + kye” sen .

i y(z) = kie % 4 koe® 4 kye® 4 kye .

j. y(z) = k1 + €**[ky cos x + k3 sen z].

k. y(x):k1+k2x+k362x—%————.

12 8
2
D
L y(z) = ki + koe™™ + kse* — % + Zx

1
a. y(x) = k1e” + kaxe® + kze™ ™ + 59026’” + 3.

1 1
b. y(z) = kie ™ + kyze™® + k3e* — Ze’” - er“”.
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3.
d. y(t) = klet + kgt + kgtet. b. y(t) = kth + kztg + kg(t + 1)
4.
1 1
a. y(z) =k1—+ ko2 + kg2, b. y(z) =k — + koxV? + ks V2.
x x
5.
3 L, L s ®
a. y(r) = —(1 — cos2x) + —x°. b. y(z) =1+ —(2° + 3x) — ze”.
16 8 4
6.
a. y(x) =kix+ korlnzx + 2+ Inz. b. y(z) = k)ll'_l‘l—kgl'_% —%;Lz—%;p—}—Q.
c. yp(x) = —2cos(vx)z ' + 4sen(\/5)x_%.
8.
a. y(x) = kle(““/g)x + k:ge(l_‘/g)“". d. y(z) = k12® + ke + 2* — 2° In .
b. y(x) = ki + koe ™" + kaze . e. y(r) = k1e* + kye®™ + 6.
c ylx) = kle’% + kgl'%, x> 0. f. y(x) = kie ™ + kopwe ™ + ksz?e .
2
g y(z) = ki + kox + ks’ —x — 3 — gngex.

1
h. y(z) = ky cos bx + kasen bz + 7 Sen.

o o V11 V11
i y(z) = ke 3 + e T <k:2 cos —— + k3 sen Tx)

32 V11 V11 4 36 46 222
j. =e2 | k —a+k e e a4 —r— =
j- y(z)=e ( 1008 — x + ko sen 5 x) + = + 558 + 195° ~ 65

1 1 4
k. y(z) = ky + koe™ + k3™ + 5 SeNT — £ COST + 3%

L. y(z) = €"(kicosx + kysenx) = e” cosz In | secx + tg x|.

m. y(v) = kiw + kox 2 + ksz %Inz, 2 > 0.
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n. y(x) = k1e** + kowe* + 2%e* 4+ — 2.

0. y(t) = kie" + e *(kycost + kzsent).

p- y(x) = ki + kox + e 3 (k‘g coS ?:p + k4 sen ?w) .

x x 1 x
q. y(z) = ki€e® cos 2z + koe® sen 2z + e sen 2x.

1 12 9
r. y(x) = ke " + koxe ™ — 5 Cos T + 17 sen 2r — oF €08 2.

1
s. y(x) = k1e” cos 2z + kqoe” sen 2z + erx sen 2.

1 12 9
t. y(z) = ke + koxe ™ — 5 C0sT + 17 #er 2r — o5 008 2.

u. y(x) = kycosx + kysenx + ksz cosx + kyrsenx + 2 — 2x — 3.

V. y(z) = k1 + koe™ " + 3x.

2 8
w. y(1) = ki + kow + kse ™ + —at — —a® + 827

3 3
—3x 4x 1 Ax
X y(w) = ke ™ 4 koe' 4 Zael.
y. y(l’) = k1e " + kywe " — ixe4x + 16490
1 ’ 49 343

z ( ) kie™® + koe® + L 3T 2,7 + 1 T 5

. xXr) = e e —r’e’ — —x‘e Zre® — 5.

Yy 1 2 6 1 1
9.
_ 2x 2 5

a. y(w) = k1e”" 4 koxe™. d. y(:r;) — ke + erzx 4 aegx.

b. y(x) = ki cos4x + ko sen 4a. e. y(x) = kyxsen(lnz) + kox cos(In x).

—2T X 1
C-Z/(x>:k1€2+k2€2 -5 f. y(x) =k(z+1 + k(2 4+ 2+ 2).
2

a. y(x) = ke + ke —e Fsene®. ¢ y(x) = ki + kox + kaw® + kgr .
k

b. y(r) = kiz + kyxInz + z(In ). d. y(z) = k1 + koa® + éx5 o .
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1
e. y(z) = e*(ky cos 2z + ko sen 2z) + ge“” sen .

11 7 1
f. =k k kae 8% 4+ — 2 + —a% — — 2t
y(z) 1+ Ko + Rge ™ + 25633 + 323: 163:

1 1
g y(l’) = kl + ]i?2fl' —+ kge“ + k4l‘€z -+ 51'2@33 -+ 51-2_

1
h. y(z) = kie” + kyze® + k — 3% + 6x3e”” +x —13.
i y(z) = ke ™ + ke + (e +e ) In(1 + €%).
: x x 1 x 1 x
jo y(x) = k1e®senx + koe® cosx + Jre"senz + 3%e cosx In | cos z|.

k. y(x) = k12® + ky cos(v2Inz) + kysen(v21In ).

4
L y(z) = 2*(ky cos(3Inx) + kysen(31nx)) + s + %x

11.

a. y(z) =3z —4zlnzx.

b. y(z) = 11 — 11e* 4 9ze® + 2z — 122%€” + %em.

12.

a. yp(r) =3e* e y,(v)=2a+3z.

b. y,(z) =2 +3r +3e** e y,(z) = —22° — 67 — %ezx.
13.

a. y(1) = k1™ + ke ™ + kawe " + kye” + kswe” + ker’e”.

b. y(z) = k12® + kox™® + ksz " Ina + kyx + ks In + kgr(Inx)?.
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Exercicios 8.8

1.
2.

(a), (b) e (d)

_(et o 6747&)

CAPITULO 10. RESPOSTAS

e. 3— 2sen2t+ 5cos2t

6 9
f. gefzt + geBt)
2
8- 5(€t e )
b.
Leen2t. 0<t<n
t) =< 2 ’ -
) {0, 0=t

c. f(t) = 2uy(t)e' % cos(t — 2).



. y(t) = cost — 3sent +t.

cy(t) = —Te + de? + 4te*.

3 1
. y(t) = —sen2t — R sen 3t.

10
. y(t) = cosht.

Ly(t) =27t — e

1 1
Cy(t) = == et el

2 2
Cy(t) = e — te?.
1
L y(t) = 5(e_t —e'cost + Te' sent).
D 10 ¢
cy(t) =5+ get + 36_5 cos \é_
3 1 1
=2l L

4 2127 12
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4 1 1
c y(t) = - C08 3t + 3 sen 3t + - Cos 2t.

D 18 19

do () = — 22t 4 2Ot 17
vt =5 T 5 T "

h. y(t) = (7*+1) cost+2msent—1-+12.

i y(t) = é(l — Uug,(t))[2sent — sen 2t].

joyt) =1—w(t)[1 - te_(t_l)}.
k. y(t) =t —uy(t) [t — 1 —sen(t — 1)].

L y(t) = u(t)sen2 (t — )

™

(t)sen 2 <t — 6)

y(t) = u

SIE]

1
— Zte .
2

. y(t) = 2t67t —+ Uzﬂ(t) [1 _ e*(t72ﬂ') _ (t _ 271.)67(7&72#)} )

. y(t) =etcost + e tsent + uy(t)e " sen (t — )

. y(t) = kie' cost + koe' sent.

cy(t) = ke + kpe®.

c. y(t) = ke " + kote™ + 2t%e7".

1 2
. y(t) = kide’ cost + kel sent + 5 cost — 7 sen t.

26728

- F(s) = L{f(t)} =

b. F(s) = £{f(t)} = & +2)

g3
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e~ TS 6—27rs 1—e 8
C. F(S> = ‘C{f(t)} = 82 . €. f(t> = 82

5 F()= iy =

. F(s) = £{s(0)) = LT QI

9.

o F(5) = L0} = gy & Flo)=
b PO = LU} = S e Fs) =

s2(1 —e=2%)
11.
a. %tsen t. b. (t—2)+(t+2)e™".
12.
1 1/
a. y(t) = —senwt + — [ senfw(t — 7)|g(7)dr.
w w Jo

t
b. y(t) = / e sen(t — 1) senardr.
0

14.
at _ p—at sen at
a fi)=2""25". b. f(t) = :
t t
15. F(s) = In ——

e ¥(s+1)+s—1

HIOF = —5a =5
1+e™

L1y = (s2+1)(1 —e ™)

tsen at
2a

c f(t)= %(1 — cosat).



16.

a.
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e 2
~ x(t)} cost —sent _ z(t) e +1
z(t) = = d. Z(t) = =
®) [y(t) [ cost ®) Ly(t) 2e% — 1
s L C ()T cost —sent
#(t) = |70 = o G o0
Tly®] T |7, 1, e. I(t) = |y(t)| = 1
56 56 -’Z(t)- cost +sent
2¢” +et —1
T(t) = F@)} =
y(t) el —et 4+ 1
1 1 2 1 2
k. ————=
r—2 x+5 x 2?2 x-—1
1 + 2 3 1 1 1
20 +1) z+2 2(xz+3) 2@ +1) (z+1)2 2z-1)
1 1 1 1
J— m. P
r—1 x+2 r—2 (x—2)?
2 3 7 7 1
+ n. - -
5z —2) 5(z+3) IYr—1) 9(z+2) 3(z+2)?
3 i 0 o 4 n 1 4 4
Aoz —-2)  4zr+2) -1 (z—-1)?% -2 (z-2)?
1 ) D 1 r+6
[ -+ p. -
4r  8(xr—2) 8z +2) 4z 4A[(x 4+ 1)2 + 3]
1 1 1 1 T 1
20 Az +1) 4z +5) T3 24D 24
3 2 ) 1 1 1
- + r. - —
4x+1) z—1 4(z—3) Az —1) 4x+1) 22+1)
e 11 19 1 1 1
6(z—2) " 6(x+4) R R
5 ) 1 ¢ 2 u—+1
12(x —3)  6(z+3) 4(z+1) "3u+1) 3u2-u+1)
1 ) 1 3
3200 —2)  16(x—2)2  32@+2) 32x+2)?



266
1 n 3 n 3 1
V. -
4x—1) 4z—-1)2 4(z+1) 4(xz+1)?
1 _ 1 r+1 n x—1
dx+1) 2@x+1)24(x24+1) 22?2+ 1)?

CAPITULO 10. RESPOSTAS



Exercicios 9.3

1.

L T(t) = [‘”(ﬂ _ |5

-] [ 2 ol ]

kie™t + 3kge 3" + cost

. Z(t) = {x(t)} _ [ kie™t + kye 3t ]

ki + kot +2sent

. Z(t) = {y(t)} = {_le — ko(2t 4+ 1) — 3sent — ZCOSJ

1
ks + kot + kq1t* — 6753 + et

.f(t):{y(t)}: PRI

ka = (ks + 2k0)t = (ky = D)5 — g+ 57 — e

() = [l’(t)] _ {kleq k2e2t}

koe?t
4(63t _ €—2t)
2
g(6€3t _ e—2t>

e~ (k1 cos 2t + kg sen 2t)

R 20 N
y(t) —ie_t((/ﬁ — ko) cos 2t + (ko — k) sen 2t)
t 1
kpe?t + koedt — — + —
- Z(t) = Bgﬂ - i 2t _ oo eBt 32t 185
et~k =3 - g
1
2(t) 3kie! + kge™t — = (7 cos 2t + 4 sen 2t)
Z(t) = { t] = 15
y(t) kie! + koe™t — 5(2 cos 2t + 4 sen 2t)
11 1
kycos3t + kysendt — —et — —e7t
(1) = {x(ﬂ - |, 20° 1"
y(t) g((kl — ko) cos 3t + (k1 + ko) sen 3t) + Eet
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k1 cos 2t + ko sen 2t + k3 cos 3t + k4 sen 3t
1
5(/@1 cos 2t + ko sen 2t) — 2(ks cos 3t + k4 sen 3t)

[k cost + kysent + ks cos 2t + kg sen Qt}

| ko cost — kysent + kycos2t — kzsen 2t

3kycost — 3kysent + kse? — kqe™%

kycost + kysent + kge? + kye=? }
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